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Introduccion historica

Los problemas planteados en escritura cuneiforme, conservados en tabli-
llas de arcilla escritas en Babilonia, alrededor del ano 1600 A.C., constituyen
el registro mas antiguo que se conoce de esa actividad que hoy llamamos
resolucion de ecuaciones, y que se vincula naturalmente al desarrollo del
Algebra. Sin duda, la historia de los avances de la Humanidad en la resolucién
de ecuaciones polinémicas muestra cémo crece lentamente, a través de los
siglos, esa “semilla’de la abstraccion sembrada en la cultura occidental por
los pensadores de la Grecia Antigua, en particular, la abstraccién del nimero
como hoy lo concebimos, y que permitié desarrollar toda una simbologia al
servicio del estudio de la resoluciéon de ecuaciones en su sentido méas general,
y también al servicio de lo que se conoce como Algebra Moderna o Algebra
Abstracta, disciplina que ya no tiene, sin embargo, el tema de la resolucion
de ecuaciones polinémicas como objeto central de su estudio.

La concepcion griega del nimero como asociado a una medida o a una
coleccion de objetos, bien fuesen tangibles como piedras o intangibles como
unidades o ménadas solo accesibles a través del pensamiento, prevalecié por
siglos, y marco toda la vision y el tratamiento de las ecuaciones algebraicas
hasta el S.XVI, época en que comienza a concebirse el niimero como ente
abstracto. Es en ese momento, en virtud de esa nueva concepcién, desarrolla-
da, entre otros, por el matematico francés Francois Viete, que éste introduce
la simbologia que da inicio a una vision general de las ecuaciones algebraicas
y permite un tratamiento nuevo de las mismas, asi como el desarrollo de la
Geometria Analitica por parte de Fermat y Descartes.

El Algebra Geométrica de Euclides, llamada asi por historiadores mo-
dernos, consistié en una sofisticada técnica desarrollada para resolver ecua-



ciones lineales y cuadraticas haciendo uso de representaciones geométricas
de los ntimeros, sus cuadrados, o productos de nimeros distintos, como lon-
gitudes de segmentos, areas de cuadrados o de rectangulos, respectivamente.
A través de ingeniosas construcciones geométricas, se obtenia un segmento
de medida conocida, que seria congruente al segmento “incognita”’, y se da-
ba por resuelta la ecuacion en cuestion. Ha sido cuestionado, por estudiosos
del pensamiento griego antiguo [2], el titulo Algebra Geométrica dado a esta
técnica, puesto que sugiere la presencia de una visién algebraica de la mis-
ma, por parte de Euclides, vision que se ha podido constatar ausente en la
matemdtica griega de la época. Veamos un ejemplo del uso de la técnica en
cuestion.

Supongamos que se planteaba una ecuacién del tipo siguiente:

“Si una cantidad se multiplica por si misma y se le suma diez veces esa
cantidad, se obtiene once”.

Para resolverla, se interpretaba el producto de la incégnita por si misma
como el area de un cuadrado con lado de longitud igual al niimero buscado. Si
representamos la incégnita por x (como lo hacemos en el lenguaje algebraico
moderno, no utilizado por Euclides) tendriamos:

Area: x

y el producto del ntimero 10 por esa cantidad, se representaba como el area
del rectangulo :



10
Area: 10x

A continuacién, se dividia el rectdngulo en 4 rectdngulos de drea (2,5)x cada
uno, y se anexaban estos ultimos al cuadrado de la siguiente manera:

X

2.5 2.5

55 75 ,
Area: 22 + 10z

Lo que plantea la ecuacién es que el drea de la figura 3 es igual a 11 (aqui se
interpreta el nimero 11 como unidad de drea). Luego se procedia a completar
esta figura para obtener un cuadrado, adjuntando 4 cuadrados de lado 2,5
cada uno, de la manera siguiente:

2.5

1 .
I 125 Area: (z+5)?
1 1




Como se ha afiadido 4 cuadrados de drea (2,5)% cada uno, en total la figura
4 tiene un area igual a 11 4+ 4(2,5)? = 11 + 25 = 36.

Como el nuevo cuadrado construido tiene lado de longitud igual a
x+2(2,5) = x + b, se obtiene la “nueva” ecuacién:

(z+5)* =36

Esto permite deducir que la cantidad = debe ser igual a 1, puesto que sélo
interesa en este caso la solucién positiva.

Esta construccién, que podriamos llamar completacion geométrica de un
cuadrado, constituye el andlogo geométrico a la completacion algebraica de
cuadrados, y es un ejemplo de los mas simples utilizados por Euclides para la
resoluciéon de ecuaciones cuadraticas. Los mas elaborados son un verdadero
monumento al ingenio matemaético de una cultura que ya habia alcanzado
un alto grado de madurez, como lo fue la griega, en el S.III a.C.

Mas adelante, Diofanto de Alejandria, en el S. 111 d.C.(segtin algunos his-
toriadores, vivi6 en el S. IV), escribié una obra titulada Arithmetica, la cual
contiene una importante coleccion de problemas y sus resoluciones. Debido
a la notacion utilizada por Diofanto, algunos historiadores modernos lo han
considerado el creador del dlgebra. Sin embargo, estudios minuciosos han re-
velado que su tratamiento de las ecuaciones tiene un caracter esencialmente
aritmético. Las cantidades o magnitudes que Diofanto denota con simbolos
especiales tienen atn el caracter particular que poseia el arithmos (ntimero)
de los griegos antiguos senalado arriba.

Durante la Edad Media europea, la cultura arabe penetrd las regiones
ocupadas por las invasiones en la regién del Mediterraneo, y gracias a ello,
Europa vio desarrollarse el conocimiento matematico que los arabes habian
acumulado al dedicarse a recopilar, traduciendo a su lengua el conocimiento
cultivado por siglos en Grecia e India. En particular, el conocimiento antiguo
de la resolucién de ecuaciones lineales y cuadraticas, asi como la introduc-
cion del sistema de numeracién decimal se hicieron accesibles a Europa, a
través de Espana, gracias a la traduccion al latin de la obra del brillante
matematico y astrénomo arabe Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi, llama-
do por algunos el Padre del Algebra, quien escribié en el S. IX d.C., entre
otros textos importantes, un tratado sobre la resolucién de ecuaciones cuyo
titulo fue: Kitab al-jabr wa’l mugébala. Al-jabr significa restauracién (del
equilibrio al trasponer términos de una ecuacién); mugibala significa “sim-
plificacién” (de la expresién algebraica resultante). Del vocablo Al-jabr se



deriva mas tarde el término “dlgebra ”, adoptado en Occidente, que no sélo
se utilizé para la disciplina matematica dedicada a la resolucién de ecua-
ciones, sino también, en Espana, tuvo un significado asociado a la medicina.
El experto en restaurar fracturas o dislocaciones de los huesos era llamado
algebrista, como se evidencia en un pasaje de El Quijote y en el Diccionario
de la Real Academia Espanola. Todo esto muestra la gran influencia que tuvo
en Europa este tratado, en el cual se hace una clasificacién de los diferentes
tipos de ecuaciones de grados uno y dos, y se asigna un método particular de
resoluciéon para cada uno de estos tipos. Curiosamente, entre los textos an-
tiguos que sirvieron de base a Al-Khwarizmi no se encuentra la Arithmetica
de Diofanto.

El poeta y matematico Omar Khayyam, quien viviéo en el S. XI d.C.,
exploré las ecuaciones cubicas en busca de métodos de resolucion para las
mismas, basandose en las ideas de Apolonio y otros geémetras griegos. Estas
ideas consistian en convertir el problema de hallar una raiz de la ecuacion
22 — pr = ¢ en la busqueda de intersecciones entre una parabola y una
hipérbola, obtenidas de la ecuacién anterior al dividir entre x ambos miem-
bros: 22 —p = £,

x

Pero no se conocié una solucion general para la ecuacion cubica hasta me-
diados del S. XVI, en la Italia renacentista. Dos mateméaticos notables, Scipio
del Ferro y Nicolo (Tartaglia) Fontana, trabajando independientemente, en-
contraron la formula que permite encontrar una raiz de la ecuacion

x3+px:q

Habian demostrado que la ecuacion general
az® + bz’ +cx+d=0

podia reducirse a una del tipo anterior, y que una raiz de aquella esta dada

por:
_3lq P ¢ s/q P ¢
I_\/2+\/27+4+\/2 Vo7 T3

Es curioso el hecho de que la férmula anterior sea conocida como férmula
de Cardano, matematico, astrélogo y médico, quien no la descubrid, sino
que la public6 en su obra Ars Magna en 1545, a pesar de que le costé la
amistad de Tartaglia, a quien habia jurado no divulgarla. En un momento
histérico en que el conocimiento matematico se cultivaba y se guardaba en




celoso secreto como arma para defenderse en los duelos matematicos piblicos,
Tartaglia reveld su secreto de la formula de la resolucién de la ecuacion cibica
a Cardano, bajo grave juramento que luego fue incumplido por éste tltimo.
Tartaglia nunca pudo perdonarlo, atin cuando, en el Ars Magna, Cardano
reconoce la autoria de Tartaglia y Del Ferro en el hallazgo de la féormula.

Tambien se resuelve en el Ars Magna la ecuacion de grado 4, reduciéndola
a una de grado 3; el método se debe a Ludovico Ferrari, discipulo y colabo-
rador de Girolamo Cardano.

Este descubrimiento fue alcanzado antes de que Frangois Viete, aboga-
do francés aficionado a las Matematicas, introdujera la utilizacion de letras
del alfabeto latino en la escritura de las ecuaciones algebraicas: usé vocales
para representar las incognitas y consonantes para representar nimeros da-
dos o parametros. Este acontecimiento sélo fue posible gracias a la nueva
concepcién del nimero que Viete inaugura a plena conciencia, basdndose en
el estudio minucioso de la obra de Diofanto, Euclides, Eudoxo y Pappus,
buscando la unificacién de las técnicas utilizadas por éstos para la resolu-
cién de problemas geométricos y aritméticos. Antes de este momento, la
aritmética consideraba clases de niimeros, de acuerdo a su divisibilidad, pero
cada arithmos era considerado al modo de los griegos de la antigiiedad: como
una caracteristica de una coleccion de objetos o una medida de tiempo, o
una medida de la dimensién de un objeto fisico. No se lograba concebir cada
arithmos como un objeto en si mismo, puesto que esto implicaba concebir
la multiplicidad como unidad, categorias que se presentaban como opuestas.
El trabajo de Tartaglia, Del Ferro, Cardano y Ferrari resulta asombroso al
considerar el contexto matemaético en el que fue realizado.

Asi, la entrada, en el panorama matematico del Renacimiento, de una
concepcién abstracta del nimero, desvinculada de la multiplicidad especifica
a la cual alude cada uno en particular, abre las puertas al pensamiento alge-
braico propiamente dicho. El acontecimiento provoca un acelerado desarrollo
de las Matematicas en los siglos posteriores, fundado en buena medida en la
creacién de la Geometria Analitica por parte de René Descartes y Pierre de
Fermat.

En particular, la teoria de la resolucion de ecuaciones algebraicas comien-
za su desarrollo en los siglos XVII y XVIII. Uno de los grandes logros de
este periodo es la prueba del Teorema Fundamental del algebra, por parte de
Gauss, quien dio su primera prueba en 1799, en su tesis doctoral. El problema
de la posibilidad de factorizar un polinomio de grado arbitrario, con coefi-
cientes reales, como produto de factores lineales y cuadraticos con coeficientes
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reales, habia creado controversias entre los mateméticos mas sobresalientes
de la época: Goldbach, Leibniz, Nicholas Bernoulli, Euler, D’Alembert y La-
grange fueron algunos de los que se pronunciaron, unos a favor y otros en
contra de la conjetura que afirmaba que si era posible tal descomposicién.
Gauss presenté cuatro pruebas diferentes del teorema, a lo largo de su vida,
la ultima de ellas demostrando la version mas general, que incluia polinomios
con coeficientes complejos.

La busqueda de soluciones por radicales para la ecuacion de grado 5, es
decir, de férmulas construidas a partir de los coeficientes de la ecuacién, por
suma, resta, multiplicacion, division y radicacion, analogas a las obtenidas
hasta entonces para las ecuaciones de grado 2, 3, y 4, era entonces un reto
para los grandes matematicos de la época. A fines del siglo XVIII, comienza
a sospecharse la imposibilidad de encontrar tal férmula para la ecuacién
quintica. Para esta época, Lagrange habia demostrado que las técnicas que
condujeron al hallazgo de las férmulas de resolucion de las ecuaciones de
grado 2, 3 y 4 dependian de la posibilidad de encontrar funciones de las
raices de la ecuacion que fuesen invariantes bajo ciertas permutaciones de
esas raices. ( Por ejemplo, la funcién f(z,y) = x? + y? es invariante bajo la
permutacion de las variables). Lagrange demostr6, ademés, que no es posible
usar esta técnica para la ecuacién quintica.

Ya a principios del s. XIX, en 1813, Ruffini intenta dar una prueba de la
imposibilidad de encontrar soluciéon por radicales a la ecuaciéon de grado 5.
Publicé sus resultados, pero contenian errores. En 1824, Henryk Abel, joven
matematico noruego, tan genial como desafortunado, demostré la imposibi-
lidad de la resolucion por radicales de la ecuaciéon de grado 5. Trabajaba en
el problema general de poder decidir si una ecuacion polinémica de grado
arbitrario podria ser o no resuelta por radicales, cuando murid, enfermo, a
causa de su extrema pobreza.

En 1832, en Francia, Evariste Galois, un brillante matematico autodidac-
ta de 21 anos de edad, quien habia sido rechazado tres veces en su solicitud
de ingreso a la prestigiosa institucion de Educacion Superior Ecole Polytech-
nique, escribid, en la ultima noche de su breve vida, una carta a su amigo
Auguste Chevalier, donde esbozaba sus descubrimientos en torno a la teoria
de las ecuaciones polinémicas, particularmente en relacién al problema de su
solubilidad por radicales. Algin tiempo antes, Galois habia intentado hacer
conocer esos resultados obtenidos por él, a la Academia de Ciencias, pero
sus manuscritos fueron rechazados por Cauchy, quien era jurado evaluador y
luego fueron extraviados. En el documento que escribié a su amigo Chevalier,



Galois revelaba la conexion que habia encontrado entre los grupos de per-
mutaciones y las ecuaciones polinémicas, ademas de otros descubrimientos
sobre funciones elipticas y la integracion de funciones algebraicas. Sabiendo
que no sobreviviria al duelo al cual debia enfrentarse al dia siguiente, Galois
escribié estas notas con desesperacion; al margen escribio: “jNo tengo tiem-
po!”. A pesar del rechazo o la indiferencia de que fue victima durante su vida
como matematico, estaba seguro de algo al escribir esas notas precipitada-
mente: al transcurrir el tiempo, su legado seria valorado. Y no se equivocaba.
Once anos mas tarde, Joseph Liouville se dirigié a la Academia de Ciencias,
anunciando que , entre los papeles de Evariste Galois, “habia encontrado una
solucion, tan precisa como profunda, del bello problema de la factibilidad de
resolucion por radicales de cualquier ecuacién polinémica” [4].

El grupo definido por Galois, en 1832, como recurso para el desarrollo de
su trabajo en torno a la factibilidad de resolver por radicales un polinomio
f, fue el grupo de las permutaciones de las raices de f. Por muchos anos,
los tnicos grupos considerados por los matematicos fueron los grupos de
permutaciones.

La primera definiciéon de un grupo abstracto fue dada mas tarde por Cay-
ley y, sélo en 1870, Kronecker establecié un sistema axiomatico satisfactorio
para los grupos.

El presente texto ha sido elaborado con la intencién de que sirva de apoyo
a los estudiantes de un curso introductorio de Algebra Abstracta, en el cual se
estudian las estructuras de grupo, anillo y cuerpo, con especial atencion dedi-
cada al grupo simétrico, el anillo de polinomios y el cuerpo de descomposiciéon
de un polinomio dado, de manera tal que puedan esbozarse al final las ideas
fundamentales de la Teoria de Galois, y el lector adquiera las herramientas
necesarias para acceder luego al estudio de esta teoria, que, no sélo tiene un
gran interés histérico por marcar el inicio de la llamada “Algebra Moderna”,
sino que constituye una verdadera joya de arquitectura matematica.

Otro famoso problema historico que encontré respuesta entre las apli-
caciones de la teoria de cuerpos, es el de la constructibilidad de ciertas
figuras geométricas con el uso exclusivo de regla (sin marcas para medir)
y compas. Este problema, es decir, la pregunta acerca de cuales figuras
serian constructibles con regla y compas y cudles no, fue introducido por
los matematicos griegos de la Antigliedad, al constatarse que eran infruc-
tuosos todos los intentos por construir con regla y compaés la triseccion de
un angulo arbitrario, la construcciéon de un cuadrado con igual area que un
circulo dado, conocido como la cuadratura del circulo, y la duplicacion del



cubo (construccién de un cubo con volumen igual al doble del volumen de
uno dado). Muchas generaciones de matematicos dedicaron su esfuerzo y su
ingenio al intento de realizar estas construcciones, pero la imposibilidad de
las mismas sélo pudo demostrarse con la intervencion de herramientas al-
gebraicas en el siglo XIX. Mostrar el poder de estas herramientas para la
determinacion de criterios de constructibilidad, es otro de los objetivos de
estas notas.
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Capitulo

Grupos

1.1. Definiciones basicas

En este primer capitulo haremos una presentacion introductoria a la teoria
de grupos, utilizando los grupos de permutaciones para ilustrar los aspectos
bésicos de esta teoria. Una de las razones para valernos del grupo de permuta-
ciones de esta manera, es la direccion que llevaremos en el presente texto,
que pretende ubicar al lector, una vez terminada su lectura, en una posicién
que le permita abordar el estudio de la Teoria de Galois, con las herramientas
necesarias para ello. La otra razén, vinculada a la anterior, es la intencion de
aproximarnos en algin grado al modo histérico en el cual surgieron las ideas
que condujeron al desarrollo posterior de la teoria.

Consideremos, entonces, el conjunto A = {z1, s, 23}, y definamos el con-
junto

S3={f:A— A tal que f es biyectiva}

La operacion de composicion de funciones en S sera la que dotara a este
conjunto de la rica estructura que definiremos como grupo.

En primer lugar, recordemos que, como la composicién de funciones biyec-
tivas es biyectiva, la operacion esta bien definida en Sj3, es decir, existe una
funcién

QOZSgXS:;%Sg

definida por p(a,0) = aoo.
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En lo sucesivo, prescindiremos de la notacion oo para denotar por ao al
elemento de S3 que se obtiene de la composicién de esas dos permutaciones.

Entre las propiedades basicas de esta operacion, podemos observar las
siguientes:

1. La composicion de funciones es asociativa, en general, y por lo tanto,
la operacién que hemos definido en S5 es asociativa.

2. La permutacion identidad estéd en Ss, y constituye el elemento identidad
de la operacién composicion.

3. Dada cualquier permutacién « en Ss, dado que « es biyectiva, posee
inversa, y ademds o~! también estd en Ss.

Es conveniente utilizar la siguiente notacién, para representar una per-
mutacion o en S3: ya que el conjunto A se puede poner en biyeccién con
{1,2,3}, podemos escribir o(i) en lugar de o(x;), para i = 1,2,3, y asi,

representamos a 0 por:
1 2 3
o(1) o(2) o(3)

Ejemplo 1.1 Sio € S5 es tal que o(1) =3, 0(2) =1 y 0(3) = 2, entonces

representaremos a o asi:
1 2 3
31 2
Ejercicio

Utilice la notacién sugerida arriba para escribir las 6 permutaciones de
S3. Operando con ellas, explore la conmutatividad de la operacién definida
en S3. (Existen a y § en S5 tales que aff # fa ? jExisten oy [ tales que
af = fa?

La no conmutatividad de la operaciéon definida en S5 podria interpre-
tarse como una especie de carencia, y sin embargo, veremos mas adelante
la riqueza que adquiere la estructura de S3 con la operacién definida (y, en
general, la estructura de todo conjunto de permutaciones con la operacion
de composicién), justamente en virtud de la ausencia de conmutatividad.

Como mencionamos en la introduccion, el trabajo de Evariste Galois en
torno a las permutaciones del conjunto de raices de un polinomio inicié la
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exploracion de las propiedades de la estructura en cuestion, y varias décadas
mas tarde, Kronecker propuso la definiciéon de grupo abstracto, a partir de
las propiedades observadas en el grupo de permutaciones:

Definicién 1.1 Sea G un conjunto no vacio, dotado de una operacion bi-
naria, denotada por (-), se dice que (G,-) es un grupo si se satisfacen las
siguientes condiciones:

1. Sia,b,c € G entonces (a-b)-c=a-(b-c)
2. Existe e € G tal que, para todoa € G,a-e=¢e¢-a=a

3. Para todo a € G, existeb e G tal quea-b=b-a=¢e

Ejemplo 1.2 Un primer ejemplo de grupo a mencionar, porque salta a la
vista, es el siguiente:

Si A es cualquier conjunto no vacio (no necesariamente finito) y F(A)
es el conjunto de todas las biyecciones de A en A, entonces (F(A),0) es un
grupo, donde el simbolo o denota la composicion de funciones.

Deciamos que salta a la vista, porque generaliza el caso de Ss.

En el caso en que A es un conjunto de n elementos, denotamos al grupo
F(A) por S,, y lo llamamos el grupo simétrico de grado n.

Ejemplo 1.3 (Z,+), es decir, el conjunto de los nimeros enteros, con la
operacion suma usual, es un grupo. La suma es, ademds, conmutativa; todos
los grupos cuya operacion sea conmutativa, son llamados abelianos, en honor

a Niels Henrik Abel.

Ejemplo 1.4 Consideremos un cuadrado con centro en el origen de coor-
denadas del plano cartesiano, y sea Dy el conjunto de todas las isomterias
del plano que dejan fijo al cuadrado. Estas son , en total, 8 aplicaciones: la
identidad, 3 rotaciones y 4 simetrias.
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El lector puede demostrar, como ejercicio, que Dy es un grupo con la
composicion de funciones, determinando con precision cudles son los elemen-
tos de Dy, y luego comprobando que, en efecto, la composicion de funciones
es cerrada, asociativa con elemento identidad. Se puede encontrar directa-
mente el inverso de cada uno de los elementos de Dy para comprobar que la
propiedad 3 de la definicion dada también se satisface.

Ejemplo 1.5 Sea GL(n,R) el conjunto de todas las matrices n x n, inver-
tibles, con coeficientes en R. Con el producto de matrices, GL(n,R) es un
grupo, llamado el Grupo Lineal General de orden n sobre R. El lector puede
probar esto como un ejercicio sencillo.

En lo que sigue, al considerar un grupo (G, -) arbitrario, escribiremos sim-
plemente GG, y omitiremos el signo (+), incluso en la notacién de la operacién
entre dos elementos de G: escribiremos ab en lugar de a - b, si a y b son
elementos de G.

Proposicion 1.2 Si G es un grupo, entonces se cumple lo siguiente:

1. El elemento identidad de G es unico.

2. Para cada a € G, el inverso de A es unico. Se denotard el inverso de

a por a”*t.

3. Para todoa € G, a = (a™)7t.

4. Para a,b € G, (ab)™' =b"ta™.
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Prueba

1. Sean ey, es elementos en G tales que, para todo g € G, e1g = geg = g
y €29 = gé2 = g.
Como e;g = g para cualquier g € G, en particular vale para g = es.
Asi, ejes = ey. Analogamente, se prueba que ejes = e, por lo que
obtenemos e; = es.

2. Sea a € G. Supongamos que existen g;, go € G tales que ag; = g1a = e
Yy ags = g2a = €.
Entonces, ag; = ags. Por lo tanto, operando con g; por la izquierda, en
ambos miembros de la igualdad anterior, obtenemos g;(ag;) = g1(ags).

Como la operacion de GG es asociativa, esta ultima igualdad equivale a

(g1a)g1 = (g1a)g2, y como gia = e, obtenemos eg; = egy, es decir,
g1 = ga, lo que prueba la unicidad del inverso de a, el cual serd denotado

por a~t.

3. Para ver que (a7!)™! = a, basta con observar que aa™! = a"la = e.
Como, por la parte 2, el inverso de a~! es tinico, concluimos que a es

precisamente el inverso de a™!, lo que buscdbamos probar.

4. Sean a,b € G.

(ab)(bta™) = a(bb ™ a ' =alea™) =aa"' = e

De nuevo, por la unicidad del inverso de ab, concluimos que (ab)™! =
b~lat.

Utilizaremos la notacién a™ para denotar el producto de a por si mismo,
n veces, paran > 0. Sin = 0, se define a° = e. Paran < 0, se define a" como
(@)™

La notacién establecida arriba merece una aclaratoria:

Sia e G,y 0<n <3, nohay ambigiiedad alguna en el significado de a™,
en virtud de la asociatividad de la operacion definida en G.
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Ejercicio
Para n > 3, demuestre que tampoco hay ambigiiedad, es decir, que

n—l) 2 2 n—1

ala =aa" " =...=ad""a

Si se trata de un grupo abeliano, con frecuencia se utiliza el signo (+) para
denotar la operacion del grupo; —a denota el inverso de a y na denota la suma
a+a+...4+a,n veces, paran > 0. Paran < 0, na = (—a)+(—a)+ ...+ (—a),
n veces. Suele denotarse el elemento identidad del grupo por 0, advirtiendo
el cuidado que debe tenerse de no confundir a este elemento con el 0 € Z, en
expresiones como 0(a) = 0. Aqui, el 0 del miembro izquierdo de la igualdad
es el numero entero, mientras que el del miembro derecho es el elemento
identidad que estd en (G, +).

Ejercicio

Pruebe que si G es un grupo, vale la ley de cancelacion por la derecha y
por la izquierda en G, es decir, si a,b,c € G y ab = ac, entonces b = ¢; por
otra parte, si ab = cb, entonces a = c.

Examinemos ahora un grupo particular que pertenece a una clase especial,
y muy importante, de grupos: los grupos ciclicos.

Consideremos un hexagono regular con centro en el origen de coordenadas
del plano cartesiano, y sea « la rotacién del plano (en sentido contrario al de
las agujas del reloj) de % radianes.
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w/3

Sea G = {e,a,a?, ...,a°}.

Aqui, e es la rotacion por el angulo 0, y las potencias de « indican la
composicién de la rotacién o consigo misma, de manera que o = %”, ad =,
etc.

Es claro que G esta constituido por rotaciones del plano que preservan el
hexagono, en el sentido de que envian vértices a vértices. Mas atin, observe-
mos que toda rotaciéon del plano que preserve el hexdgono es de un angulo
de la forma %”, y que dos de estas rotaciones, digamos, ’“T” y kZTW son equiva-
lentes (tienen el mismo efecto sobre las figuras del plano) si k; = ksmod 6. En
virtud de esta observacion, concluimos que G contiene a todas las rotaciones
no equivalentes que preservan el hexagono.

Dejamos como ejercicio para el lector demostrar que G, con la composicién
de funciones, es un grupo, si identificamos las rotaciones equivalentes.

La particularidad de G que queremos resaltar en este momento es que
todos sus elementos se pueden expresar como potencias de un elemento del

grupo. Esta propiedad es la que define a los grupos ciclicos.

Definicién 1.3 Se dice que el grupo G # {e} es ciclico si eziste a € G tal
que G ={a’ : j € Z}. En este caso, se dice que G es generado por a, o que
a es un generador de G, y se denota: G = (a).

St un grupo G es finito, se denomina orden de G a su cardinalidad, y se

denota o(G).

A continuaciéon, mostramos la tabla de multiplicaciéon de un grupo de 4
elementos, denominado el Grupo de Klein, en honor al matematico, eminente
gedmetra y maestro Felix Klein (1849-1925):
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[e]elalblc]

ellelalb]|ec

allalelc|b
biblc|le]la
cllcliblale

En la tabla, el elemento que aparece en la fila i, columna j, del arreglo
interior de la tabla, corresponde al resultado de multiplicar al elemento de la
fila ¢ de la columna exterior y a la izquierda del arreglo, con el elemento de
la columna j de la fila exterior y superior al arreglo, en ese orden.

Ejercicios

1. Verificar que el conjunto G = {e,a,b,c} con la operacién indicada en
la tabla, es, en efecto, un grupo, que ademas es abeliano.

2. Elabore todas las posibles tablas de multiplicacion de grupos de orden
2 y 3 respectivamente. Elabore una conclusion acerca de la existencia
de grupos ciclicos de orden 2 y 3.

3. Investigue acerca de la existencia de grupos ciclicos de orden 4.

Es importante observar que un grupo ciclico de orden n, para cualquier
n € N,n > 2 puede construirse, sencillamente estableciendo

G={a"=¢e,a,d* .. a1}

y agregando la condicién : a” = a° = e.

Para construir un grupo ciclico infinito, basta con definir
G={da":i€Z}

donde a° = e, y estableciendo la condicién adicional: a’ # o/, si i # j.
Se deja como ejercicio para el lector verificar que, en ambos casos, G es
un grupo.
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Problemas:

10.

. Demuestre que, si G es un grupo finito, en cada fila de la tabla de mul-

tiplicacion de G aparece cada elemento de G una sola vez, e igualmente
ocurre con cada columna de la tabla.

Pruebe que (Z, +) es un grupo ciclico.

Pruebe que, si G es un grupo y o(G) es par, entonces existe a € G,
a # e, tal que a® = e.

. Sea G un conjunto finito, con una operacién asociativa (-), respecto a

la cual G es cerrado; si las dos leyes de cancelacion se verifican en G,
pruebe que G es un grupo.

Si G es un grupo finito, pruebe que existe un entero positivo N tal que,
para todo a € G, a”¥ = e.

Sea GG un grupo, y a € G. Si existe n € N tal que

n = min{k > 1: a* = e}, entonces se dice que n es el orden de a, y
se escribe o(a) = n. Pruebe que si o(G) = n y existe a € G tal que
o(a) = n, entonces G es ciclico.

Pruebe que, si G es un grupo abeliano, entonces para todo a,b € G,y
para todo n € N, se cumple que (ab)" = a™b"™.

Pruebe que, si G es un grupo y para todo a,b € G se cumple (ab)? =
a’b? entonces G es abeliano. Dé un ejemplo en Ss de dos elementos o, 3

tales que (a3)? # o?3°.

Si G es un grupo y para todo a € G se tiene que a = a~
G es abeliano.

L pruebe que

Pruebe que, si n > 1, entonces el conjunto Z, de las clases de congru-
encia de los enteros médulo n es un grupo abeliano con la operacion
suma definida como:

j+k=j5+k

tomando en cuenta que j +k = j + k — n siempre que j +k >n — 1,
donde Z,, = {0,1,2,....,n — 1} .
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11. Asigne V ( verdadero) o F ( falso) a cada una de las siguientes afirma-
ciones:

a) Siun grupo G es de orden menor o igual que 4, GG es abeliano.

b
c

d

)
) Todo grupo ciclico es abeliano.
) Todo grupo abeliano es ciclico.
)

No existe ningtin grupo de orden 1.

1.2. Subgrupos

La nocién de subgrupo es de fundamental importancia en el desarrollo de
la Teoria de Grupos, tal como la de subespacio vectorial lo es en el estudio
de los espacios vectoriales en el contexto del Algebra Lineal. En particular,
la nocién de subgrupo constituyé una herramienta clave para las construc-
ciones realizadas por Galois en su trabajo sobre la solubilidad por radicales
de ecuaciones polinémicas.

Definiciéon 1.4 Sea G un grupo y H C G. H es un subgrupo de G
( se denotara H < G) si H es un grupo con la operacion que hace de G un

grupo.

Si G es un grupo, entonces G y {e} son, claramente, subgrupos de G,
llamados los subgrupos triviales de G.

En cada uno de los ejemplos siguientes, el lector puede verificar que
H < G.

Ejemplo 1.6 Si G = S5, definimos H = {0 € S3:0(2) = 2}.

Ejemplo 1.7 Para G = Z, con la suma usual, y n € N, definimos
H=nZ={nk:keZ}.

Ejemplo 1.8 Sea G un grupo, y a € G tal que o(a) = m > 1; definamos
H={d:0<j<m-—1}. H se denomina el subgrupo ciclico de G generado
por a.

Ejemplo 1.9 Secan € Nn>1, G=GL(n,R), y
H=SLn,R)={M € G :detM =1}

H se denomina el grupo especial lineal.
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Ejemplo 1.10 Sea G = Sy; supongamos que etiquetamos cada vértice del
cuadrado centrado en el origen de coordenadas del plano cartesiano con los
numeros 1,2,3,4 . Sea H = Dy, el grupo de las isometrias que dejan fijo
al cuadrado. Como cada isometria tiene el efecto de una permutacion de Sy
sobre los vértices del cuadrado, podemos considerar a H como subconjunto
de Sy. Claramente, H < Sy.

Ejemplo 1.11 Si G = Sg, podemos numerar, como en el ejemplo anterior,
los vértices de un hexdgono con centro en el origen de coordenadas, y con-
siderar el efecto de permutacion sobre los vértices que tienen las isometrias
del hexdgono. Sea J el conjunto de las rotaciones que dejan fijo al hexdgono ;
st denotamos por I al conjunto de las isometrias que dejan fijo al hexdgono,
entonces J < I < Sg.

Ejemplo 1.12 SiV es un espacio vectorial sobre R, entonces V' es un grupo
abeliano con la operacion de la suma de vectores. Si S es un subespacio
vectorial de V', entonces S es un subgrupo de V.

A continuacién, veremos ciertos criterios que permiten determinar si un
subconjunto de un grupo G es un subgrupo.

Proposicién 1.5 Sea G un grupo; sea H C G, H # (). H es un subgrupo de
G siy solo si H satisface las siguientes condiciones:

1. Six,y € H, entonces xy € H.

2. Six € H, entonces x~' € H.

Prueba

Estéa claro que si H es un subgrupo de GG, entonces se satisfacen las condi-
ciones 1 y 2. Supongamos ahora que H C G, H # (), y que se satisfacen las
condiciones 1 y 2.

Basta comprobar que el producto en H es asociativo y que el elemento
identidad de G estd en H, para concluir que H < G.

El producto de G es asociativo, y H C G, por lo que el producto es
asociativo en H también.

Finalmente, como H # (), podemos seleccionar 2 € H. En virtud de (2),
rte H,ypor (1), zz ' =ce€ H. [ |
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Ejercicio

Pruebe que, si H y K son subgrupos de un grupo G, entonces H (| K < G,
usando la proposicién anterior. Sea I un conjunto de indices arbitrario. Si
Ky, A € I es una familia de subgrupos de G, muestre que (),.; K es un
subgrupo de G.

Siun grupo G es finito, basta con que H C G, H # (), cumpla la condicién
(2) de la proposicién anterior, para que se pueda asegurar que H < G. Este
resultado, bastante asombroso, revela de alguna manera la naturaleza de los
grupos finitos, los cuales han sido objeto de investigacion extensa durante el
S.XX.

Proposicién 1.6 Sea G un grupo finito. Si H C G, H # 0, y H es cerrado
con respecto al producto en G, entonces H < G.

Prueba

Sea G un grupo finito, y H un conjunto que satisface las condiciones de
la hipotesis de la Proposicion. En virtud de la Proposiciéon 1.5, bastara con
verificar que, si a € H, a~! también estd en H.

Sea a € H. Consideremos el conjunto

S={da":ieN,i>1}

Como H es cerrado respecto al producto en GG, S C G; ademads, S es
finito porque H es finito, por lo tanto existen enteros i,j € N, ¢ # j, tales
que @’ = a’. (De otro modo, S serfa infinito). Supongamos que i > j. En
vista de que a' = a’, tenemos que a*7 = e. Si i — j = 1, tendriamos que
a=e,yenesecaso, a” ' = e,y por lo tanto a~* € H, que es lo que buscamos
probar.

De otro modo, seria i — 7 > 1, 0, equivalentemente, i — j — 1 > 0; por
definicién de S, @771 € S, pero a* 771 = ea™! = a7, es decir, a”! € S. Asi,
a”le H. [ |

Dado un subconjunto cualquiera J de un grupo G, es evidente que J
no necesariamente serd un subgrupo de GG. Muchas veces resulta interesante
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poder determinar el menor subgrupo de G que contiene a J. La nocién de
menor subgrupo es la asociada a la contencién de conjuntos: H es el menor
subgrupo de G que contiene a J si, dado cualquier subgrupo K de G tal que
J C K, se tiene que H C K. En otras palabras, H se obtiene al agregar a J
lo minimo indispensable para obtener un subgrupo de G. Esta idea es la que
subyace a la siguiente definicion:

Definicién 1.7 Sea G un grupo , J C G, J # 0 y H < G. Se dice que H es
el subgrupo de G generado por J si J C H y para todo subgrupo K de G, tal
que J C K, se cumple que H C K. Se denotard por (J) = H. Si J = {a},
escribiremos (a) = H en lugar de ({a}) = H.

Ahora bien, cabe preguntarse cudles serian las vias para determinar, en
la practica, el subgrupo generado por un subconjunto J de un grupo G.

Si tomamos, por ejemplo, el subconjunto J = {o} de S3, donde o = ;

W N

L)

Claramente, todas las potencias de o deben estar en (). Como % = Zl,) ? g )

y 0% = e, tenemos que (o) contiene al conjunto {e,o,o?}. El lector puede
verificar que, en realidad,
(o) = {e,0,0?}. En otras palabras, que el conjunto {e, o, 0%} es un subgrupo
de S3, y ademaés es el menor subgrupo que contiene a o, lo cual hace que la
notacion introducida en la Definicion 1.3 se refiere a un caso particular de la
notacién presentada en la Definicién 1.7.

Supongamos ahora que G es un grupo cualquiera y que J = {a, b}, donde
a” # bya #0",Vn € Z 'y a # e, b # e. Si queremos determinar el subgrupo
(J), podemos comenzar por incluir en este subgrupo a todas las potencias
de a y de b, ademas de todos los productos de estas potencias ; en otras
palabras,

{07 a6 Y i Gy € Lk = 1,7} € (J)

El lector puede comprobar que la anterior contencion es, en realidad, una
igualdad.

Estos preambulos conducen naturalmente a la siguiente caracterizacion
de la nocién de subgrupo generado por un subconjunto cualquiera de un

grupo.
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Proposicién 1.8 Sea G un grupo y J C G, J # (). Son equivalentes:
1. (J)=H
2. H=\ges K, donde S ={K <G :J C K}

3. H={a"a3?...a™ :r € Nya; € Jym; € Z,para 1 <i<r}
Prueba

Veamos que (1) = (2): Supongamos que H = (J). Entonces H < G y
J C H,luego H € S,y por lo tanto () .s /£ C H. Ahora bien, en un ejercicio
anterior se plantea la prueba de que la interseccién arbitraria de subgrupos
de un grupo G es un subgupo de G. Por lo tanto, (s K es un subgrupo
de G, ya que la familia S es no vacia, puesto que G € S. Denotemos a ese
subgrupo, resultado de la intersecciéon mencionada, por S;. Ademas, J C S,
y por definicién del subgrupo H generado por J, se tiene que H C S;. Asi,
obtenemos que H = [\x.s K.

(2) = (1):

Supongamos que H = (g s K. Como vimos antes, esto implica que
H < @G vy, por definicién de S, J C H. Ahora bien, si M < Gy J C M,
M € S, por lo cual necesariamente H C M, y esto significa que H = (J).

(1) = (3):

Sea H = (J), y sea

M ={a"a3?...a]” :r € Nya; € Jym; € Z,para 1 <i <r}

T

Veamos que J C M y M < G; como, por definicion de H = (J) se
deduciria que H C M, si probamos ademas que M C H, quedaria probado
que M = H.

Si a € J, por definicién de M, tenemos que a = a* € M; asi que J C M.

Por otra parte, para ver que M < G, usaremos la Proposicién 1.5. En
primer lugar, M # () porque J # 0y J C M. Sean x,y € M, es decir,
r=ay"ay”...al y y = by b, para ciertos a;,b; € J, y ciertos m;,n; € Z.
Entonces,

xy = aytay?..am bt

Es decir, zy es un producto finito de potencias enteras de elementos de

J, y por definicién de M, zy € M.
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way ay™

1 —My al

Finalmente, si z = ay"a3”...a]"", entonces x~' = a
nuevo, por definicién de M, 2=t € M. Asi. M < G.

Falta ver solo que M C H. Sea x = aj"ay”...a)” € M. Como J C H y
a; € J, Vi, tenemos que a;" € H, Vi, puesto que H < G. Més ain, siendo
H < G, el producto de todas estas potencias de elementos de J, esta en H,
es decir, x € H.

Podemos, entonces, concluir que M = H.

(3) = (1):

Ya vimos que, si

y de

H={a"ay?...a)' :r € Nja; € Jym; € Z,para 1 <i <r}

T

entonces H < G. Ademés, J C H. Por definicién de (J), se obtiene que
(J) C H. Por otra parte, todo subgrupo de G que contiene a .J, contiene a
H,y por lo tanto, H C (\ges K = (J) . Asi, H = (J) |

Ejercicio

Suponga que se considera a (R?, +) como grupo abeliano, sin la multipli-
cacion por escalares en R que le da la estructura de espacio vectorial. Deter-
mine el subgrupo generado por el conjunto de vectores J = {(1,0), (0,1)}.

Consideremos ahora el grupo abeliano (Z, +) y el subgrupo
3Z = {3k : k € Z}. Asociado a 37Z esté el grupo Zs constituido por las clases
de congruencia médulo 3:

74 = {0,1,3)
Sabemos que 0 representa la clase de todos los enteros muiltiplos de 3,
es decir, el subgrupo 3Z; por otra parte, 1 representa la clase de todos los
enteros cuyo resto al dividirse entre 3 es igual a 1, lo cual podria expresarse

Ccomo
3Z+1={3k+1:keZ)

y , andlogamente, 2 representa el siguiente subconjunto de Z:

3Z+2={3k+2:keZ)

Otra manera de asociar a estas clases de congruencia con 37, la obtenemos
de la siguiente observacién (que por lo general se establece como definicién
de la relacién de congruencia médulo 3):
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Dos enteros m,n son congruentes médulo 3 ( y por lo tanto estédn en la
misma clase de congruencia) si, y sélo si, m —n € 3Z.

Esta construccién de una relacién de equivalencia en el grupo Z, y de
sus correspondientes clases de equivalencia, asociadas a un subgrupo de Z
(construccién que vale para cualquier subgrupo de Z) se generaliza a un
grupo arbitrario GG, a partir de cualquier subgrupo H , no trivial, de G-

Definiciéon 1.9 Sea H < G , H no trivial, y definamos la siguiente relacion
en G: dados x,y € G, decimos que x estd relacionado con y modulo H, y
escribimos x ~g vy, si, y sélo si, vy~ € H.

Proposicién 1.10 Sea G un grupo, H < G. La relacion médulo H sobre G
es una relacion de equivalencia y las clases de equivalencia correspondientes
son de la forma z = Hz.

Prueba
Veamos que la relacion médulo H definida sobre G es de equivalencia.

1. Reflexividad:

Sea z € G. Como xzx ™!

=e € H, por ser H < GG, tenemos que = ~y x.

2. Simetria

Supongamos que x,y € G son tales que x ~g ¥y, y por lo tanto, :cy_l S
H. Como H < G, (zy™")™! € H, es decir, (y ") 'z™! = yz~! € H;
esto significa que y ~g x.

3. Transitividad

Supongamos que z,y,2 € G, que  ~g y vy y ~g 2. Asi, zy~tyzt €
H, y por ser H < G, tenemos que (zy~')(yz™!) = z2~! € H; luego
T ~fg Z.

Para comprobar que las clases de equivalencia de esta relacién son de la
forma Hzx, observemos que

regy<s=ay e H <2y ' =h

para algin h € H. Luego, x = hy lo que significa que
x € Hy={gy:g € H}. Es decir,

Hy=4{veG:v~gylt=y
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Las clases Hy, con y € (G, son llamadas clases laterales derechas de H en
G.

Esto fue lo que obtuvimos en el caso de las clases de congruencia médulo
3 en Z: para cada n € Z, existe ¢ € Z tal que 0 < i < 2, y n es congruente
con ¢ médulo 3. Por lo tanto, n =i = 3Z + 14

|

Veamos ahora un ejemplo en el caso no abeliano:
; ?)) ? ) Sea H = (a) = {e, o, a?}.

Veamos cuales son las clases de equivalencia médulo H. Como estas son
de la forma Hx con x € Ss3, tenemos que, para x+ = e, Hr = He = H, y
ademas, para todo h € H, Hh = H. De modo que el mismo subgrupo H es
siempre una de las clases de equivalencia.

Tomemos ahora un elemento § ¢ H. Por ejemplo, sea (3 :( 23 )

SeaG:Sgyseaa:<

1 3 2
La clase de (3 es

HB={hB:he H}={B ab a’F}

El lector puede comprobar con facilidad que «af3 :< ; ? 2 ), y que

123
212
aB={3 491 )

Asi, las dos clases laterales derechas de H en S5 son:

r={(123)(30) (5 12))
m-{(150) (213).(33 1))

La relaciéon de congruencia moédulo H se pudo haber definido sobre el
grupo G de la manera siguiente:

Ve,ye G o ~gy <= s 'yec H
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Es facil ver que esta relaciéon produce clases laterales izquierdas de la
forma x = xH,Vx € G.

Ejercicio

Calcule las clases laterales izquierdas de H en S3, donde H = (a) y
o 1 2 3

2 3 1)

Acabamos de ver, en el ejemplo anterior, que, tanto H como H [ tienen
3 elementos. Esto (la igualdad entre las cardinalidades de las distintas clases
laterales derechas) es un fenémeno general que no depende del grupo partic-
ular considerado.

Lema 1.11 Sea G un grupo y H < G. Si Ha y Hb son dos clases laterales
derechas de H en G, entonces existe una biyeccion
p:Ha— Hb.

Prueba

Sea ¢ : Ha — Hb, definida por ¢(ha) = hb, para todo h € H.

© es inyectiva, porque si h, g € H son tales que ¢(ha) = ¢(ga), entonces
hb = gb y por la ley de cancelacion, obtenemos h = g.

© es sobreyectiva porque si hb € Hb, como h € H, se tiene que ha € Ha
y ¢(ha) = hb |

El lema anterior tiene consecuencias muy importantes, especialmente
cuando el grupo G es finito.

Una de ellas es el famoso Teorema de Lagrange, el cual fue obtenido por
este matematico francés, a fines del siglo XVIII, cuando exploraba los grupos
de permutaciones de las raices de un polinomio, en la biisqueda de un método
general para encontrar la féormula que resolviese la ecuacion polinémica de
grado 5.

Teorema 1.12 (Teorema de Lagrange)
Si G es un grupo finito y H < G, entonces o(H)|o(G).

Prueba

Supongamos que o(G) =ny o(H) = k. Como G = |, Ha, y las clases
Ha constituyen una particién de G, tenemos que o(G) = n = ) .. |Hal,
donde la suma se toma contando cada clase Ha una sola vez.
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Pero por el lema anterior, |Ha| = o(H), Ya € G; asi
o(G) =n = j(o(H)), donde j es el nimero de clases de congruencia médulo
H distintas que hay en G.

|

Cuando G es finito y H < G, llamamos indice de H en G, y lo denotamos
por ig(H), al numero de clases laterales derechas distintas de H que hay en
G . Por el Teorema de Lagrange, tenemos que ig(H) = Z((f]))

Hemos visto ejemplos de elementos en los grupos de permutaciones y los
de las isometrias, que tienen la propiedad de que , al elevarse a una cierta
potencia, se obtiene el elemento identidad del grupo.

Es el caso de la rotacion por el dngulo  en el grupo Dg de las isometrias
que fijan al hexdgono. Sabemos que, si llamamos « a esta rotacién, a® es la
rotacion por el dngulo 65 = 27, que es la identidad del grupo.

Ahora bien, o = e implica que a®* = (a8)% = ek = ¢, Vk € Z, y as,
todos los exponentes que sean multiplos de 6 tienen el mismo efecto sobre
a. Ademas, la menor potencia de « que es igual a la identidad es 6. Esta
situacién motiva la siguiente definicion:

Definicién 1.13 Sea G un grupo y a € G, a # e. El menor entero positivo
n tal que a" = e es llamado el orden de a. Si no existe n > 0 tal que a™ = e,
se dice que el orden de a es infinito.

21

5, entonces el orden

Ejemplo 1.13 Si 8 € Dg es la rotacion por el angulo
de B es 3, pues 3 =e, ysi0< k<3, F+#e.

Ejemplo 1.14 Sin € Z, n # 0, entonces el orden de n es infinito, pues
para todo k > 0, kn # 0.

Ejemplo 1.15 En Zs, el orden de 2 es igual a 5, pues 5(2) = 10 = 0 y si
0<k<b, k(2) #0.

En la siguiente proposicién se establece la igualdad entre el orden de un
elemento a de un grupo G y el orden del subgrupo ciclico (a) generado por
a. Esto justificard el uso de la notacién o(a), tanto para referirnos al orden
del elemento a, como al orden del subgrupo (a).
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Proposicién 1.14 Si G es un grupo finito, y a € G, a # e, entonces el
orden de a es finito y coincide con o(a), el orden del subgrupo de G generado
por a.

Prueba

Sia € G, a # e,y tiene orden infinito, entonces Vn > 0, a" # e; esto
implica que si 4,5 € Z, i # j, entonces a' # a’, pues si a' = o/, y, digamos,
j > i, entonces @’ = e, y siendo j — i > 0 estarfamos contradiciendo el
hecho de que a tiene orden infinito.

Asf, el subgrupo generado por a, que es (a) = {a’ : i € Z}, resulta ser
infinito, lo cual es imposible, siendo G finito y (a) < G.

Por lo tanto, a tiene orden finito. Supongamos que el orden de a es r > 0.

Veremos ahora que, si el orden del subgrupo (a) es igual a n, entonces
n=r.

En primer lugar, observemos que, si j, k € {0,...,r—1},y j # k, digamos,
j > k, entonces a’ # a*, pues de lo contrario tendriamos a’~% = e con
0 < j—k < r, lo cual contradice el hecho de ser r el orden de a. Luego,
el conjunto P = {e,a,a?, ...,a" "'} tiene exactamente r elementos. Ahora
veremos que P = (a), con lo cual habremos concluido que n = r.

Por un lado, P C (a) por definicién de (a), y, para ver que (a) C P,
consideremos un elemento g € (a). Por definicién de (a), sabemos que existe
i € Z tal que g = a’.

Tenemos dos posibilidades:

1. 0< 1< r:
En este caso, a* € P por definicién de P.

2.1<0061 >

En cualquiera de estos casos, por el algoritmo de la divisiéon , tenemos
que ¢ = kr 4 j para ciertos k,j € Z, con 0 < j < r, y asi,

a' =a" = ad"dd = (a")ad = eFal = df

Es decir, existe j tal que 0 < j < ry j =i médulo 1, y tal que a’ = o’.
Por lo tanto, a* € P. Esto implica que (a) C P. Concluimos asi que
P = (a) y por lo tanto, n = r.
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Corolario 1.15 Si G es un grupo finito y a € G, a # e, entonces el orden
de a divide a o(G).

Prueba

Como el orden de a es igual a o(a), y por el teorema de Lagrange sabemos
que o(a) | o(G), se deduce de inmediato el corolario |
Corolario 1.16 Si G es un grupo finito y a € G, entonces a®@) = e.
Prueba

Como o(G) = o(a)k para algin k € N, tenemos que a’@ = (a°@)*F =

k

e"=e [

Corolario 1.17 Si G es un grupo finito y o(G) = p, p primo, entonces G es
ciclico.

La prueba se deja como ejercicio para el lector.

Problemas

1. Pruebe que si H C Z, entonces H < Z <= H = nZ para algin n € Z.
2. Sea n € Z. Determine el subgrupo de Z generado por n.

3. Pruebe que si G es un grupo, H C G, H # () y se cumple que Vz,y € H,
xy~t € H, entonces H < G.

4. Considere el grupo D, de las isometrias que dejan fijo al cuadrado.
Colocando etiquetas a los vértices del cuadrado con los nimeros del 1
al 4, identifique, como en un ejercicio previo, cada isometria o de Dy
con la permutaciéon de Sy que corresponde a la acciéon de « sobre el
conjunto {1,2,3,4}.

Denotemos las 4 reflexiones sobre los ejes de la siguiente manera: ho-
rizontal (h), vertical (v) y diagonales ( d; y ds), como en la figura
siguiente:
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dq da

A continuacién, presentamos la tabla de multiplicacién de Dy, para
facilitar los calculos.

| e || e |72 7 [3xn/2] d | do | v | h ]
e e /2 T | 31/2 d; dy v h
/2 || 7/2 T | 37/2| e h v d; ds
T T | 37/2| e /2 dy d; h v

ds do h dy v T e 3n/2| 7/2
v v dy h dy || 37/2| 7w/2 e T
h h dy v dy /2 |3n/2| 7 e

Tabla de multiplicacién para D,

a) Determine el subgrupo H = (dy, ds), generado por las reflexiones
sobre las diagonales.

b) Encuentre las clases laterales derechas de H en D,.

5. Pruebe que, si p es primo y a € Z, entonces o(a) = p.
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6. Sea H subgrupo de un grupo G. Pruebe que hay una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de las clases laterales derechas de H en G
y el de las clases laterales izquierdas de H en G.

7. Pruebe que si un grupo G no tiene subgrupos distintos de los triviales,
entonces GG debe tener orden primo.

8. Sean n,m € Z, n # m. Determine nZ (| mZ.

9. Si G es un grupo, se define el centro de G por
Z(G) ={z € G:xz = zz,para todo = € G}
Pruebe que Z(G) < G.

10. Sea G un grupo ciclico. Pruebe que si H < G entonces H es ciclico.

11. Sea G un grupo ciclico de orden n. Determine el conjunto

{9€G:(9) =G}
12. Sea G un grupo y a € G tal que a™ = e. Pruebe que o(a) | m.

1.3. Subgrupos Normales y Grupo Cociente

Hemos visto que, dado un grupo G y H < G, se establece una biyeccion
entre el conjunto de las clases laterales derechas de H en G y el de las clases
laterales izquierdas de H en G. Sin embargo, en general, no es cierto que
Ya € G, aH = Ha.

Por ejemplo, si G = D, usando la notacién del problema 4 de la seccién
anterior, observamos que H = {e, v} no satisface que
aH = Ha, Va € D,. El lector puede verificar que, por ejemplo, 5H # H7F,y
SH 4 F

Igualmente, el lector puede comprobar que el subgrupo
K ={e%,m, 37”} de D, si satisface que gK = Kg, Vg € D,.

Obsérvese que esto no significa que gk = kg, Vk € K, sino que Vk €
K,3k' € K tal que gk = K'g.

El ejemplo anterior muestra que, en grupos no abelianos, hay algunos
subgrupos que se comportan de esta manera especial.

Galois fue el primero en notar la existencia de esta propiedad en ciertos
subgrupos de grupos de permutaciones; al observar el fenémeno, detectd su
importancia crucial para el desarrollo de su teoria.
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Definicion 1.18 Sea G un grupo, H < G. Se dice que H es normal en G y
se denotard H < G, siVg e G, gH = Hyg.

A continuacién, veremos que para probar que un subgrupo es normal en un
grupo, basta con probar una de las dos contenciones que definen la igualdad
de los conjuntos gH v Hyg.

Proposicion 1.19 Sea G un grupo. Si H < GG, entonces
H<G<VgeG,gHg'CcH

Prueba

Supongamos que H < G. Si g € G, por definicion, gH = Hg, luego
gHg™' = H.

Reciprocamente, supongamos que Vg € G, gHg™' C H. Sea
r € G; tomando g = 7! en la hipétesis, obtenemos r'Hr C H: luego
H c rHr=!'. Como ademds rHr~!' C H por hipétesis, resulta que rHr=! = H
y por lo tanto rH = Hr. Como r es un elemento arbitrario de G, obtenemos
que H 1 G [

1.3.1. Grupo Cociente

Consideremos de nuevo el caso del grupo (Z, +) y un subgrupo cualquiera
nZ, con n > 1.

Ya vimos que la relaciéon de congruencia médulo n corresponde a la
relacion de equivalencia asociada al subgrupo nZ ya definida, y el conjunto
Z, de las clases de equivalencia de esta relacion, es también un grupo con la
suma definida de la manera siguiente:

j+k=j+k
Como j corresponde a la clase lateral nZ+ j, se podria escribir lo anterior
asi:
(nZ+j)+ nZ+k)=nZ+ (j+k)

El hecho de ser (Z,4) un grupo abeliano, permite definir la suma de esta
manera. Si un grupo cualquiera G no es abeliano y H < GG, podemos definir
una operacion sobre el conjunto de las clases laterales derechas (o izquierdas)
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de H en GG, de manera analoga a la definida en Z,, y estara bien definida
siempre que para a,b € G se cumpla HaHb = Hab, donde

HaHb = {hah'b: h,1 € G}

En otras palabras, se requiere que el producto de dos clases laterales
derechas dé como resultado otra clase lateral derecha, y que, ademas, el
resultado de ese producto no dependa de los representantes elegidos en las
respectivas clases laterales.

En lo que sigue, mostraremos que esto es lo que ocurre cuando el subgrupo
H es normal en G.

Lema 1.20 Sea G un grupo, y H < G. Se verifica que
H <G <<= HaHb= Hab,Va,b e G

Prueba

Supongamos que H <G y que a,b € G. Como Ha = aH, tenemos que , si
hiahob € HaHb, entonces existe hy € H tal que hy(ahy)b = hi(hza)b. Como
hihs € H, tenemos que hihgab € Hab; por lo tanto, HaHb C Hab.

Por otra parte, si hab € Hab, podemos escribir hab = haeb, donde e es
la identidad de G. Asi, haeb € HaHb, y obtenemos Hab C HaHb, y por
consiguiente, HaHb = Hab.

Reciprocamente, supongamos que HaHb = Hab,Va,b € G. En particular,
para a € G,

HaHa ' = Haa™' = He=H

por lo tanto, si hjahea™ € HaHa™', existe hs € H tal que hjahsa™' = ha,
y asi, ahoa™' = hi'hs € H.

Luego, aHa™' C H, y como esto vale para todo a € G, tenemos que
H<«d |

Teorema 1.21 5i G es un grupo y H<G, entonces el producto HaHb = Hab
definido en el conjunto de las clases laterales derechas de H en G estd bien
definido y dota a este conjunto de una estructura de grupo.

Prueba

Veamos que el producto definido arriba esta bien definido, es decir, no
depende de los representantes de las respectivas clases laterales derechas. En
otras palabras, veremos que si a,a’,b,b’ € G son tales que Ha = Had' y
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Hb = HV, entonces Hab = Ha'l/. Para verificar que esta tltima igualdad se
cumple para a, b en las condiciones dadas, basta ver que ab(a’b’)~! € H. Pero
ab(a’b')™t = ab(t)"1(a’)"' y como b ~y U/, tenemos que b(b')~! = h; € H.
Asi, ab(a'V')™! = ahy(a')™'. Como H <G, aH = Ha, luego, existe hy € H tal
que ah; = hya. Por lo tanto, ahy(a’)™! = hya(a’)™t. Como a ~p d, resulta
que a(a’)™' = hy € H. Entonces hoa(a’)™' = hyhs € H, lo que nos permite
concluir que ab(a’t/)™* € H. Asi, Hab = Ha'l/, y el producto estd bien
definido.

Se deja como ejercicio para el lector, verificar que el producto asi definido
dota al conjunto de las clases laterales derechas de H en G , al que denotare-
mos (G/H, de una estructura de grupo, el cual serd llamado el grupo cociente
de G por H [ |

Cuando un grupo G es finito y H <G, el orden del grupo cociente G/H es
igual aig(H) = Z((g)) Puede también ocurrir que, siendo G infinito, y H <G,
el orden de G/H sea finito. Un ejemplo de esto es el caso de Z, donde, para
cualquier n > 1, el grupo cociente Z/nZ = Z, tiene orden n.

Consideremos ahora el ejemplo del grupo G = Dy y el subgrupo
K = {e,m}. Para ver que K <1D,, debemos comprobar que a K = Ka, para
todo a € Dy.

En primer lugar, si a es una rotacién, o conmuta con e y con 7, asi que
se verifica la condicién.

Por otra parte, si @ = v, la reflexién sobre el eje vertical del cuadrado,
entonces

vK ={ve=v,omr =h} y Kv={ev=wv,mv=h}.

Dejamos como ejercicio para el lector, comprobar que a/K = K« para los
elementos « restantes de Dy y que D/ K = {K, Kv, Kdy, Kdy}.

Problemas:

1. Elabore la tabla de multiplicacién del grupo cociente D,/ K.
2. Sea G un grupo y H < G tal que ig(H) = 2. Pruebe que H < G.
3. Pruebe que si H < Gy N <G, entonces H [N < G.

4. Pruebe que si T'<1 G y T es ciclico, entonces todo subgrupo de T' es
normal en G.
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. Sea G un grupo finito y a € G. Pruebe que o(a) = o(a™").
. Pruebe que si un grupo G es ciclico, y H < G, entonces H <1 G.

. Considere la siguiente conjetura: “ Sea H < G, G un grupo finito. Si
H es abeliano, entonces H <<G”. Si es verdadera, demuéstrela. En caso
contrario, exhiba un contraejemplo.

. Sea K = {e,v,h,m} C Dy. Demuestre que K <Dy y que
V ={e,v} < K, pero V no es normal en D;.
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1.4. Homomorfismos de Grupos

El papel fundamental que juegan las funciones continuas entre espacios
topoldgicos, v las transformaciones lineales entre espacios vectoriales, lo jue-
gan los homomorfismos entre los grupos. Siendo funciones que preservan lo
esencial de la estructura de los conjuntos involucrados, constituyen una he-
rramienta esencial en el desarrollo de la teoria de grupos.

Definicion 1.22 Un homomorfismo del grupo Gy al grupo Gy es una funcion

f: Gy — Gy tal que f(riry) = f(r1) f(r2),Vr1,re € Gy.

Notemos que el producto ri17 se refiere a la operacién definida en Gj,
mientras que el producto f(ry)f(r2) es el definido en Gs.

Ejemplo 1.16 Si T : R® — R? es una transformacion lineal, entonces T
es un homomorfismo entre los grupos (R?,+) y (R?, +).

Ejemplo 1.17 Sea G; = (R, +) y Gy = (R*,+).
Sea ¢ : G — G, definida por p(z) = 2, Vo € G1. Como

plz+y) =2""=2"2" = p(z)p(y)
se verifica que © es un homomorfismo.
Ejemplo 1.18 Sea ¢ : S35 — Sy la funcion definida por ¢(o) = o', donde

d(i)=0() sil1<i<3yo'(4) =4
Se deja como ejercicio para el lector, verificar que ¢ es un homomorfismo.

Ejemplo 1.19 Si G; y G5 son grupos cualesquiera, con ey, es los elementos
identidad en G y Gy respectivamente, la funcion ¢ : G; — G, definida
por(g) = ea, Vg € Gy y la funcion identidad de Gy en si mismo, son ambas
homomorfismos.

Ejemplo 1.20 Sea
G={T:R> — R®: T es biyectiva}

Sabemos que G es un grupo con la composicion de funciones. Considere-
mos la funcion
f:S3 — G definida por f(o) =1T,, donde
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T, (z1, 72, 23) = (To(1), To(2), To(3))

para todo (x1, 9, x3) € R3.
Se deja como ejercicio para el lector probar que f es un homomorfismo.

Ejemplo 1.21 Sea G un grupo y H < G. Definamos m : G — G/H de la
manera siquiente:

Sige G, m(g)=Hyg.

Por lo visto antes, sabemos que si g1, g2 € G, entonces
Hggo = Hg1Hgo, de manera que se cumple lo requerido para que m sea un
homomorfismo: 7(g1g2) = 7(g1)7(g5).

7w es llamdo el homomorfismo candnico o proyeccion de G sobre el grupo
cociente G/H.

Un homomorfismo de grupos, como hemos visto, preserva la operacién de
grupo, lo cual tiene implicaciones importantes en cuanto a la preservacién de
aspectos relevantes de la estructura de los grupos involucrados. Tal como las
transformaciones lineales entre espacios vectoriales transforman subespacios
en subespacios, los homomorfismos envian subgrupos en subgrupos; esta y
otras propiedades basicas de los homomorfismos se enuncian a continuacién.

Proposicién 1.23 Si G, G5 son grupos, ey y es son sus respectivos elemen-
tos identidad y ¢ : Gy — Go es un homomorfismo, entonces:

1. ¢(e1) = ey.

2. ¢(xz71) = (¢p(x))7t, para todo x € Gy.

3. St H < G, entonces p(H) < Gs.

4. Si K < Gy, entonces o~H(K) < Gy.

5. St H={xe€ Gy :¢(x)=es}, entonces H < G.
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Prueba

1. Para ver que ¢(e1) = eo, tomemos = € G, y observemos que

¢(z)ez = ¢(x). Pero por otra parte, ¢(x) = ¢(ze1) = ¢(x)p(e1), por
ser ¢ un homomorfismo. Asi, ¢(x)es = ¢(x)p(e1). Por la ley de la
cancelacién en Gy, obtenemos que e; = ¢(eq).

2. Sea z € G4. Como e; = xx~!, tenemos que
)

dler) = dxz™") = ¢(x)d(z7")

por ser ¢ un homomorfismo. Por la parte 1, tenemos que

é(x)p(27!) = ey. Por un razonamiento anilogo, obtenemos que
d(z71)¢(x) = es. Por la unicidad del inverso de un elemento de un
grupo, se deduce que ¢(z71) = (¢(z))~ .

3. Sea H < G; como H # (), podemos elegir x, 25 € H, y eso garantiza
que G(H) # 0. Ademds, ¢(z1)(6(22)) " = d(1)é((x2) ), por la parte

2. Como ¢ es un homomorfismo, tenemos que
O(1)(P(12)) ™t = P(x1(22)71). Como H < Gy, se tiene que
z1(z2)”t € H, y asf,

d(21)(p(x2)) " € G(H)
y por lo tanto, ¢(H) < Gs.

4. Sea K < Gy. Como ey € K, tenemos que e; € ¢~ H(K) y asi ¢~ H(K) # 0.
Si x1, 2 € Gy son tales que ¢(z1), d(x2) € K, entonces

d(x1(22) ") = (1) (P(2))

por ser ¢ un homomorfismo y por la parte 2. Como ¢(z1), ¢(z2) € Ky
K < Gy, obtenemos que ¢(z1)(¢(z2))~' € K, y por lo tanto,
z1(22)7 € ¢71(K), con lo que queda probado que ¢~ '(K) < Gj.

5. Sea H = {x € Gy : ¢(x) = ex}. En primer lugar, H # () pues ¢(e1) = es.

Sean x1,xy € H. Entonces,

O(x1(z2) ") = d(x1)(d(22)) 7" = ea(e2) " = €2

Por lo tanto, z1(z2)~' € H, y obtenemos que H < G.
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Para ver que H <G, sea g € Gy yseah € H.
d(ghg™) = d(9)e(h)(6(9)) ™" = ¢(9)ea(d(9)) ™ = d(9)(¢(9)) ™" = €3

Por lo tanto, gHg~' C H y entonces obtenemos H <1 G;.

Si ¢ : Gi — G5 es un homomorfismo y K = {x € Gy : ¢(x) = es},
entonces K es llamado el nicleo de ¢ y se denota Kerao.

El hecho de ser Ker¢g <1 (G; nos permite considerar el grupo cociente
G1/Ker¢. Este grupo esté constituido, como sabemos, por las clases laterales
Kzx, con x € G, donde K = Kerg.

El siguiente lema revela la vinculacién entre cada clase Kx y el homo-
morfismo ¢; en esencia, nos dice que , si ¢(z) = v € G,, entonces la clase
lateral Kz coincide con el conjunto preimagen por ¢ de v:

¢~ (v) ={g € G1: ¢(g) = v}.

Lema 1.24 Si ¢ : Gy — G5 es un homomorfismo y K = Kerg, entonces
para todo x© € G,

Kz ={geG:9(9) = ¢(x)}

Prueba

Supongamos que K estd definido como en las condiciones del lema. Sea
reG yg=kreKu.

Entonces ¢(g) = o(kr) = ¢(k)p(x). Como k € K, ¢(k) = ey, luego,
P(g) = e20(x) = ¢(x). Asl, Kz C {g € G1: ¢(g) = ¢(x)}.

Por otra parte, si g € Gy es tal que ¢(g) = ¢(z), tenemos que
$(9)(6(x))™" = ez, luego ¢(g)¢(z™") = ¢(g927") = es, lo que significa que
gr~t € K, es decir, g € Kx.

|

El lema anterior muestra como las clases laterales de K en GGy particionan
a G en la familia de subconjuntos que corresponden a las imagenes inversas,
por ¢, de cada elemento de Im¢. La figura siguiente ilustra la situacion en
un caso particular:
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Si ¢ es inyectiva, cada clase lateral estd constituida por un tinico elemento,
pues Kz = ¢ 1(¢(x)) = {x}, y, en particular, K = {e;}.

Reciprocamente, si K = {e;}, como la cardinalidad de cada clase lateral
debe ser igual a la de K, tendremos que Kz = {x}, para todo = € G, y, por
lo tanto, ¢ es inyectiva.

Hemos probado lo siguiente:

Proposicién 1.25 Si ¢ : G; — G5 es un homomorfismo, se cumple que
Kere = {e1} si, y sélo si ¢ es inyectiva.

Recordemos que, en la teoria de la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales se establece que un sistema no homogéneo compatible tiene como
solucion el conjunto S + v, donde S es el subespacio solucién del sistema
homogéneo asociado y v es una solucién particular del no homogéneo. Esto
puede verse como un caso particular de lo que afirma el lema anterior:

El sistema no homogéneo de ecuaciones lineales plantea la pregunta si-
guiente: Si T es la transformacién lineal asociada a la matriz m x n de coefi-
cientes del sistema y Z'= (z1, ..., z,,,) es el vector de términos independientes,
;, cudl es el conjunto de vectores ¢ en R™ tales que T'(¥) = Z7

Como sabemos, la transformacion lineal 7" es un homomofismo de grupos,
y el lema 1.24 nos dice que , si S = KerT, y 4 es una solucién particular del
sistema no homogéneo, es decir, T'(@) = Z, entonces T~1(Z) = S + .
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Ahora bien , volviendo al caso general de un homomorfismo ¢ de grupos
cualesquiera, si ¢ no es inyectivo y Ker¢ = K, ya vimos que cada clase
lateral derecha K¢ de K en (G, tiene la propiedad siguiente:

r € Kg <= ¢(r) = d(g)

Como ademaés las clases laterales derechas son disjuntas dos a dos, podemos
definir )
¢ : G1 / K — G2

por ¢(Kg) = ¢(g). )

El lector puede probar que ¢ estd bien definida, es un homomorfismo, y
ademds es inyectivo. ¢ constituye, por asf decirlo, el homomorfismo inyectivo
m4s cercano a ¢, y que conserva la informacién esencial sobre ¢. Dada ¢
solamente, podemos reconstruir a ¢ de manera unica.

Es oportuno el momento para introducir cierta terminologia 1til para el
tratamiento de los homomorfismos.

Definicién 1.26 Sean G, y G5 grupos. Un monomorfismo de G, en Go es
un homomorfismo inyectivo. Un epimorfismo de Gy en Gy es un homomor-
fismo sobreyectivo, y un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Cuando
existe un isomorfismo entre los grupos Gy y Go se dice que estos grupos son
isomorfos, y se denota: Gy = G.

Como ocurre con los isomorfismos entre espacios vectoriales, la existencia
de un isomorfismo entre dos grupos, indica que éstos son, por asi decirlo,
una copia el uno del otro. Toda la estructura de cada grupo se reproduce
exactamente en el otro.

Problemas:
1. Sea m: Z — Zs la proyeccién canédnica, es decir, m(n) = n(mod5).
Determine Kerm y muestre que 7 es un isomorfismo.

2. Construya una funciéon inyectiva A, definida como una restricciéon de 7
(se toma como dominio un subconjunto propio del dominio de 7, y se
conserva la ley de correspondencia). Muestre que A no es un homomor-
fismo.

3. Describa todos los homomorfismos de Z en Z.
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1.4.1. Teoremas de Isomorfismos

Las consideraciones anteriores sobre un homomorfismo cualquiera
¢ : G; — G4, pueden ser resumidas del modo siguiente: Si ¢ es un monomor-
fismo, entonces G es isomorfo al subgrupo Im¢ de G,. Si ¢ no es un
monomorfismo, y K = Kerg, definimos ¢ : G;/K — G5 como lo hicimos
antes, y resulta que ¢ es un monomorfismo y por lo tanto G, /K = Im¢ < Gb.
Este ultimo resultado se expresa de modo general en el siguiente teorema,
el primero de los llamados Teoremas de Isomorfismos.

Teorema 1.27 (Primer Teorema de Isomorfismos)

Si ¢ : Gi — Go es un homomorfismo de grupos, y K = Kerg, entonces
existe un monomorfismo ¢ : G1/K — Gy tal que, si7: G, — G1/K es la
proyeccion candnica, entonces ¢ = ¢ o .

Esto equivale a decir que el siguiente diagrama es conmutativo:

Gl ¢ G2
F 4
-
-
™ /_/
e
-
-
-
-
Gi1/Kerd

Ademds, resulta del hecho de ser ¢ un monomorfismo, que
Gi/Kerp = Im¢

Los otros dos Teoremas de Isomorfismos son, en esencia, consecuencias
del Primer Teorema de Isomorfismos, consecuencias muy importantes, como
veremos.
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Teorema 1.28 (Segundo Teorema de Isomorfismos)
Sea G un grupo, y sean N <G, M <G, NM ={nm :n € N,m € M}.
Entonces

1. NMaG, M NM yNM<N
2. NM/M = N/(N\M).
Prueba

1. En primer lugar, NM < G, pues si nymq,nams € NM, se tiene que

-1 1, -1 -1
nimy(neme) ™ = ny(myms) Ny = nymsn,
para algiin mz € M.

Como M <1 G, existe my € M tal que msny' = ny'my, y asi, resulta
que nymsn, - = nyny tmy € NM, es decir, nymq(ngmy) ™' € NM.

Como ademéas e € NM, se tiene que NM # () y ast NM < G.

Para ver que NM < GG, basta tomar g € G y comprobar que
gNM = NMg. Pero como N <<G yv M <1 G sabemos que gN = Ng y
gM = Mg, luvego gNM = NgM = NMg.

Por otra parte, siendo M <Gy NM C G, se cumple que M < NM.
Ademas, dado que M <G y N <G, tenemos que, sig € Gyu € N (M,
entonces existen n € N, m € M tales que gu = ng = mg, lo cual implica
que n =m € N (M y por lo tanto, también es cierto que N (| M < G.
Como N C G, se cumple que N[ M < N.

2. Sea ¢ : N — NM/M definida por ¢(n) = Mn, para cada n € N.
Veamos que Kergp = M\ N:

Para cualquier n € N, tenemos que

neKerpeMn=M<<sneM<necN(\M
Luego, por el Primer Teorema de [somorfismos, obtenemos que
N/(N(M) = Img
Ahora veremos que I'myp = NM/M.
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Sea Mz € NM/M, es decir, xt = nm , con n € Nym € M. Como
M < G, sabemos que nM = Mn, y por lo tanto, existe m’ € M tal
que nm = m'ny asi Mx = Mnm = Mm/n = Mn. De manera que
Mz = Mn = p(n) conn € N,y por lo tanto, Mz € Imep. Concluimos,
entonces, que N/(N(\M)= NM/M.

|
El resultado de este teorema tiene aplicaciones y consecuencias diversas,
una de ellas es la que surge cuando G es finito, y M (| N = {e}. En ese caso,
como o( N/N(\M) = o(N)/1 = o(N), obtenemos que o(N) = o(NM)/o(M),
es decir, o(N)o(M) = o(NM).
Si M (N # {e}, resulta que o(NM) = o(N)o(M)/o(N (| M).

Teorema 1.29 (Tercer Teorema de Isomorfismos)

Sea ¢ : Gy — Go un epimorfismo de nicleo K, y sea Ny <1 Go,
Ny = ¢~ Y(Ny). Entonces K C Ny, Ny <Gy y G1/Ny = Go/N; equivalente-
mente, Gl/Nl = (Gl/K)/(Nl/K>

Prueba

Sea ¢ : G; — (G5 un epimorfismo de nicleo K y sea Ny < GG5. Sabemos
que Ny = ¢~ H(N,) < Gy . Veamos que N; <<Gy. Sea g € G y n € N;. Como
Ny <0Gy, se tiene que ¢(g)p(n)(¢(g)) " € Na, y como ¢ es un homomorfismo,
esto significa que ¢(gng™') € Ny, por lo que gng™' € Nj. Asi, resulta que
Ny < Gl.

Por otra parte, como e, € Ny, resulta que K = ¢~ 1(ey) C Ny .

Sea my : Gy — (9/Ny la proyeccién candnica, i.e., mo(x) = Nyz, para
todo x € G,.

Definamos ahora ¢ : G; — G2/N5 como la composicién s o ¢.

Dejamos como ejercicio para el lector, probar que 1 es un epimorfismo.

Veamos que Kery = Ni:

g € Kerp <= 9(g) = No <= Nag(g) = Ny <= ¢(g) € Ny <=

g€ (N2) =Ny

Por el Primer Teorema de Isomorfismos, obtenemos que G1/N; = G5/Ns.
Por el mismo teorema, G1/K = Gy y N;/K = N, (considerando en este caso
la restricciéon de ¢ a Ny). El lector puede probar, como ejercicio, que
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Gy/Ny = (G1/K)/(N1/K)

y usando el hecho de que el isomorfismo entre grupos es una relacion
transitiva, finalmente concluimos que

G1/N1 = (G1/K)/(N1/K)

Teorema 1.30 (Teorema de Correspondencia)
Sea ¢ : G1 — G un epimorfismo tal que Ker¢p = K. Eziste una corres-

pondencia biyectiva entre los conjuntos S y Sz, donde
81:{H<G12KCH} ySQI{TCG22T<G2}.

Prueba

Sea A : & — &, la funcién definida por A(H) = ¢(H), para todo
HeS.

A estd bien definida, pues si H < G, se tiene que ¢(H) < Gj.

Veamos que ¢ es biyectiva:

Sean Hy, Hy € S; tales que A(Hy) = A(Ha), es decir, ¢(Hy) = ¢(Hs).

Probaremos que H; C H:

Sea g € Hy. Como ¢(g) € ¢(Hy) = ¢(H,), existe ¢’ € Hy tal que
&(g") = ¢(g) y por lo tanto ¢(g'g™t) = ey. Luego, ¢'g-t € K C H,. Como
v=g'g7! € Hy, se tiene que (¢') v = (¢')"1g'g~ € Hy, es decir, g~ € H,
y por lo tanto g € Hy. De manera andloga, se prueba que Hy C Hy, y asi se
obtiene que A es inyectiva.

Por otra parte, A es sobreyectiva pues si T' < Gg, sabemos que
¢~ HT) < Gi, K C ¢7H(T) y M¢~(T)) = ¢(¢~(T")) = T, por ser ¢ so-
breyectiva. Es decir, si J = ¢~ }(T') entonces J € S; y A(J) =T [

Este ultimo teorema muestra explicitamente cémo un homomorfismo ¢
cualquiera entre los grupos G y G envia subgrupos de GG; que contiene al
ntucleo de ¢ , a subgrupos de G5 contenidos en la imagen de ¢.

En el caso en que ¢ sea un isomorfismo, resulta que a todo subgrupo de
(1 le corresponde, de manera biunivoca, un subgrupo de Gs, y esto nos da
una visién maés precisa de lo que significa que G; = Gs.
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Problemas

1.

Demuestre que si ¢ : G; — G5 es un epimorfismo, entonces
Hy <Gy = ¢(Hy) <G

Sea G un grupo, g € Gy ¢ : G — G definida por
¢(z) = grg~*, Vo € G. Pruebe que ¢ es un isomorfismo.

Sean a,b € Rya # 0, y sea jig, : R — R definida por g (z) = ax + b.
Sea G = {a : a,b € R,a # 0}, ysea N = {uy; : b € R}. Pruebe que G
es un grupo con la composicién de funciones, N <G y G/N = (R*,.),
donde (R*,-) es el grupo de los niimeros reales no nulos, con el producto
usual en R.

Pruebe que todos los grupos de orden 2 son isomorfos.

Sean € Ny G el grupo generado por los simbolos z, y, bajo las siguien-
tes condiciones:

a) ¥ =e, y" =e.

b) xy =y
G es el llamado grupo dihédrico de orden 2n, denotado por D, el cual

es una generalizacion del grupo de las isometrias del cuadrado, Dy. ;A
qué isometrias de D, corresponden, respectivamente, x y y?

Pruebe que:

a) Si N = (y), entonces N < G.

b) G/N = S, donde S es un grupo de orden 2. (Dado el resultado del
ejercicio anterior, resulta que G/N es isomorfo a todos los grupos
de orden 2).

Si G es un grupo no abeliano de orden 6, pruebe que G = Ss.
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1.5. EIl Teorema de Cayley

El matemdtico inglés Arthur Cayley (1821 - 1895) dedicé buena parte
de su trabajo a temas del Algebra Lineal vinculados con la Geometria, es-
pecificamente en el area de la Teoria de Invariantes, la cual ocupé a muchos
matematicos brillantes de la segunda mitad del siglo XIX. También se debe
a Cayley un resultado muy importante de la teoria de grupos, conocido con
el titulo que lleva esta secciéon. Ya hemos mencionado que, histéricamente,
los primeros grupos estudiados fueron los grupos de permutaciones. El asom-
broso Teorema de Cayley afirma que, en esencia, ésos son todos los grupos
que existen. Mas formalmente hablando, que todo grupo es isomorfo a un
subgrupo de algin grupo de permutaciones. Es ese el resultado principal de
esta seccion.

Comencemos con algunas definiciones previas.

Definicién 1.31 Si G es un grupo, un automorfismo de G es un isomorfismo
de G sobre si mismo.

Si denotamos por Aut(G) al conjunto de todos los automorfismos de G,
tenemos que Aut(G) # 0, para todo grupo G, pues la funcién I, la funcién
identidad de G en G, es un automorfismo de G.

Ademss, si A(G) = {f : G — G tal que f es biyectiva} sabemos que
A(G) es un grupo con la composicién de funciones, y por lo tanto en Aut(G)
también podemos considerar la misma operacion, puesto que
Aut(G) C A(G).

Como Aut(G) # (), podemos probar que, de hecho, (Aut(G),-) es un
grupo, verificando que, si ¢, ¢ € Aut(G), entonces

1. ¢p € Aut(G) y
2. ¢! € Aut(Q).

Ahora bien, ¢pp € Aut(G) si ¢ es un homomorfismo biyectivo de G en
GG. Sabemos que es una biyeccién, porque ¢ y ¢, ambas, lo son.
Sean g1, g2 € G.

oo(g192) = dlp(g1)¢(g2)], por ser ¢ un homomorfismo. Al serlo ¢ tam-
bién, obtenemos que

Po(g192) = [Pp(91)][Pp(92)].
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Luego ¢¢ es un homomorfimo y asi, ¢ € Aut(G), con lo cual hemos probado
1).
Por otra parte, si ¢ es un isomorfismo, ¢! es también biyectiva y ademés
es un homomorfismo:
Sean z,y € GG. Como ¢ es biyectiva, existen a,b € G tales que
¢(a) ==, ¢(b) =y.
Ahora bien, ¢ (zy) = ¢~ (P(a)p(b)) = ¢~ (p(ab)) porque ¢ es un homo-
morfismo, y asi, ¢~ (xy) = ab = ¢~ (x)¢~(y); por lo tanto, ¢~ € Aut(G).
De esta manera, hemos probado que (Aut(G),-) es un grupo. Como,
ademads, Aut(G) C A(G), en realidad tenemos que Aut(G) < A(G).
Examinaremos ahora algunos ejemplos de automorfismos de grupos.

Ejemplo 1.22 Sea G = (Z,+) y sea A : Z — 7Z definida por A(n) = —n.
Es facil ver que A € Aut(Z).
St G es grupo cualquiera, no abeliano, entonces la funcion andloga a A,
i.e. a: G — G, definida por a(g) = g~', Vg € G, no es necesariamente un

automorfismo. Dejamos como ejercicio para el lector, la verificacion de este
hecho.

Ejemplo 1.23 Sea G un grupo cualquiera, y g € G. DefinamosT, : G — G
por Ty(a) = gag™", Ya € G.

T, es un homomorfismo, pues si a,b € G, entonces T,(ab) = g(ab)g™"' =
ga(g~'g)bg~" = (gag™")(gbg™") = Ty(a)T,(b).

T, es inyectiva: st a € G y Ty(a) = e, entonces gag~
y por lo tanto a = e.

T, es sobreyectiva también, pues para b € G, T,(g~'bg) = g9~ 'bgg™" = b.
Tenemos, entonces, que T, € Aut(G), y si G es no abeliano, y g no estd en
el centro de G, T, es distinto de la identidad I.

AT, se le denomina el automorfismo de conjugacion por g, y el conjunto
J(G) ={T, : g € G} se denomina el conjunto de todos los automorfismos
de conjugacion de G, o de los automorfismos interiores de G.

L= e, luego ga = g,

A continuacion estudiaremos el caso de los automorfismos de los grupos
ciclicos; necesitaremos el siguiente resultado:
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Lema 1.32 Sea G un grupo y o € Aut(G). Sia € G y o(a) = k > 0,
entonces o(a(a)) = k.

Prueba Sea a € Aut(G). Sia € Gy o(a) = k > 0, tenemos que a* = ¢

y a' # esi 0 < i < k. Ahora bien, [a(a)]® = a(a¥) = a(e) = e, lo que
significa que o(a(a)) < k. Si o(a(a)) = r < k, entonces [a(a)]” = e, pero
la(a)]” = a(a”) = e implica que a” € Kera, y como « es un automorfismo,
Kera = {e}, por lo tanto " = e, con r < k, lo cual es absurdo, porque
k =o(a). Asi, o(a(a)) = k. |

Sea Cp, = {i € N : 0 < i < m, (i,m) = 1}. Si se define en C,, la
operaciéon producto modulo m, se obtiene un grupo.

El lector puede verificar este hecho. Estos grupos nos interesan en este
momento, pues el grupo de automorfismos de un grupo ciclico finito, es iso-
morfo a C,,, con m igual al orden del grupo.

Este es el resultado que demostraremos a continuacion.

[

Proposicién 1.33 Si G es un grupo ciclico finito, entonces Aut(G) = C,,,
donde m = o(G). Si G es un grupo ciclico infinito, entonces Aut(G) es
isomorfo a un grupo ciclico de orden 2.

Prueba Consideremos primero el caso en que G es ciclico de orden m > 1.
Si ¢ € Aut(G), y G = (a), tenemos que ¢ estd completamente determinado
cuando conocemos ¢(a), pues si z € G, x = a’ para algiin j € N, y por lo
tanto, ¢(z) = ¢(a’) = [¢p(a)]’. De modo que existen tantos automorfismos
distintos de G, como valores distintos pueda tomar ¢(a) € G.

Por otra parte, en principio, ¢(a) podria tomar cualquiera de los valores
a’, con 0 < i < m; veremos que, en realidad, por ser ¢ € Aut(G), los valores
que puede tomar ¢ son sélo aquellos para los cuales (i, m) = 1.

En efecto, tenemos que o(¢(a)) = o(a), por el lema anterior. Es decir, si
¢(a) = a', tendria que cumplirse que o(a') = m.

Si (i,m) # 1, entonces existe r > 1 tal que r|i, r|m. Por lo tanto,
[0(a)]™" = (a")™" = (a™)/" = e y entonces o(¢(a)) < m/r < m, lo cual
contradice que o(¢(a)) = m. Asi, tenemos que si ¢ € Aut(G) y ¢(a) = d’,
entonces (i, m) = 1.

Reciprocamente, si f : G — G se define por f(a*) = a*, donde
0 <i<my ademéas (i,m) = 1, veamos que f € Aut(G).

1. fesun homomorfismo: f(a*a?) = f(a**7) = a**+)' = aFa/' = f(a¥)f(a?)
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2. f es biyectiva: Si f(a*) = e, entonces a** = e, luego ki = sm para algiin

s > 1; como (i,m) = 1, esto implica que m|k y por lo tanto a* = e.
Asi, Ker f ={e} y f es inyectiva.

3. f es un epimorfismo: Sea 0 < t < m; veremos que a' € I'mf. Como
(i,m) = 1, existen r, s € Z tales que ri + sm = 1; luego tri + tsm =t
y por lo tanto, a* = a™*™; luego
at . a—tri — (am)ts —e. ASf, at — arti — f(art).

De modo que existe una biyeccién entre Aut(G) y el grupo
Cp={i:0<i<m, (i,m)=1}.

Si definimos \ : Aut(G) — C,, por A(¢) = i, donde ¢(a) = a’, es facil
ver que A es un isomorfismo, con lo que queda demostrado que Aut(G) = C,,.

Supongamos ahora que G es un grupo ciclico infinito. Existe, entonces,
a € G tal que G = {da" : i € Z} y sabemos que a' # a’ si i # j.

Sea ¢ € Aut(G), y supongamos que ¢(a) = a¥, para algtin k € Z. Como
¢ es un epimorfismo, a € I'm ¢, luego existe j € Z tal que ¢(a’) = a, es decir,
(a))* = a/* = a.

Pero esto solo es posible si jk = 1, lo cual implica necesariamente que
k= +1.

Asi, hay s6lo dos automorfismos de G : ¢; = I (la identidad en G) y
¢ : G — G definida por ¢y(a) = a™'.

En otras palabras, Aut(G) = {¢1 = e, ¢2} es un grupo ciclico de orden 2 W

Teorema 1.34 (Teorema de Cayley)
Sea G un grupo. Si A(G) ={f: G — G tal que f es biyectiva}
entonces existe K < A(G) tal que G = K.

Prueba Para cada g € G, definiremos v, : G — G por v,(a) = ga,
VaedG.

Veamos que v, es biyectiva, Vg € G :

Sean a1, ay € G tales que v,(a1) = v4(az), es decir, ga; = gay. Como G
es un grupo, esto implica que a; = as, luego v, es inyectiva.

7, €s sobreyectiva, pues si b € G, entonces g7' € Gy
Yelg7'0) = gg~'b =b.

Definamos ahora un monomorfismo

T: G— AG) de la siguiente manera:
T(g) = v Vgeq.
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Veamos que, en efecto, T' es un monomorfismo:

Sean g1, g2 € G. Entonces, T(g192) = 7g19,- donde 7,4, (a) = (g192)a,
Vaed.

Pero v,, (74, (a)) = 74, (92a) = g1(g2a); como el producto en G es aso-
ciativo, tenemos que vy, 74, (@) = Vg 4(a), Va € G, es decir, V5,90 = Vo179
o, equivalentemente, T'(g192) = T'(91)T(g2). Ademds, T es inyectiva, pues si
T(g) = Ig (la funcién identidad en G), entonces ga = a, Ya € G, por lo
tanto g = e, y KerT = {e}.

Como T es un monomorfismo de grupos, por el 1¢' teorema de isomorfis-
mos, tenemos que G = ImT < A(G) |

1.6. Los Grupos de Permutaciones

Estudiaremos ahora los grupos de permutaciones de conjuntos finitos, sus
propiedades bésicas, y concluiremos la seccion con el tratamiento del grupo
alternante A,, y su vinculacién con el problema de la irresolubilidad por
radicales de las ecuaciones polinémicas de grado mayor o igual que 5.

Una manera muy util de estudiar una permutacion o € S, es la que
busca determinar el efecto que tiene la aplicacion sucesiva de o sobre cada
i € {1,...,n}. En otras palabras, se busca determinar los conjuntos
{c*(i) : k € Z}, para cada i € {1,...,n}, tomando ¢°(i) = i.

123456 78

Por ejemplo, si o € S, o=

31428657

Para i = 1, tenemos o(1) = 3, 0%(1) = 4, 03(1) = 2, 0%(1) = 1. Las
potencias subsiguientes de o, aplicadas a 1, nos remiten al inicio y repeticiéon
del ciclo:

o%(1) = a(1), 0%(1) = (1), etc.

Es decir, {o*(1) : k € Z} = {1,3,4,2}. Este conjunto es llamado la
6rbita de 1 por o; (también es la 6rbita de 3, de 4 y de 2).

La orbita de 5 es {5,8,7} y la del 6 es {6}. Si escribimos las drbitas
como 1 - uplas ordenadas: (1,3,4,2), (5,8,7) y (6), estamos determinando con
precision, o” (i) para cualquier i € {1,...,8} y cualquier r € Z. En otras
palabras, al conocer las érbitas por o, ordenadas, conocemos cada valor que
toma o, pero ademds veremos cémo, al determinar esas orbitas obtenemos
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informacion adicional acerca de o. Mas formalmente, podemos definir una
relacién sobre {1,...,8} dada por i ~ j < j = o*(i) para algin k € Z.

Se prueba facilmente que esta es una relacion de equivalencia, cuyas clases
de equivalencia constituyen precisamente las orbitas por o.

Llamaremos ciclo a una 6rbita ordenada: (i1, 4s,...,4x); la longitud del
ciclo serd el nimero de términos que lo componen. Estas consideraciones valen
para cualquier o € S,,, Vn > 1; el conjunto {1,...,n} queda particionado
en orbitas que son las clases de equivalencia de la relacion:

a~beIkEZ : o"a)=b

A su vez, cada érbita, al ordenarse segin las potencias de o :

(0%(a), o(a), o%(a),...,0"(a)) constituye lo que llamamos un ciclo de la per-
mutacion o.
Por otra parte, dado un ciclo (iy,...,4,) € S,, podemos identificarlo con
la permutacion o € S, tal que:
o(ix) = ign1 para ke {l,...,r—1},
U(ir) = ’él

o(j) = J Vie{l,....n}\{i1,...,i}
Un producto de ciclos se interpretara, entonces, como el producto de las
permutaciones que representan dichos ciclos. Por ejemplo, si multiplicamos

los ciclos (1,3,4) y (2,4,5,7) en Sg, tenemos que

(1a 374)(2>4a 5, 7) = (27 1,3,4,5, 7)

Como los niimeros 6 y 8 quedan fijos en estos dos ciclos, también quedan
fijos en el producto, y éste se puede representar asi: (2,1,3,4,5,7)(6)(8).

A continuacién veremos un resultado que es clave para el estudio y la
clasificacion de las permutaciones en S,,, para cualquier n dado.

Observemos antes dos hechos importantes:

1. Dos ciclos (ay,...,a,)y (b1, ...,bs) conmutan si son disjuntos, es decir,
siVie {]_,...,’f’}, \V/] S {1,...,8} ,ai#bj.

2. (ar,...,a.) = (i, Qiz1y ey QrQy ...y Qimy),
Vie{l,...,r}.
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Teorema 1.35 Si o es una permutacion, entonces o es igual a un producto
de ciclos disjuntos.

Prueba Sea ¢ € S,, y consideremos la relacion de equivalencia que
define o sobre {1,...,n}, cuyas clases de equivalencia son las drbitas de los
numeros 1,...,n. Como las clases de equivalencia son disjuntas, al ordenar

estas Orbitas para obtener los respectivos ciclos, obtenemos ciclos disjuntos.
Sean los ciclos de ¢ los siguientes:

(i1, 0(i1), ..., 0™ (1)), ..., (is, 0(is), ..., 0" (is))

Veamos que o = (i1, o(i1),...,0%(i1)) ... (is, 0(is), ..., 0% (is)).

Sea j € {1,...,n}. Si o(j) = j, entonces la drbita de j es {j}, y puede
omitirse el ciclo (j) entre los ciclos de o. En este caso, el producto de los
ciclos de o, aplicado a j es, también, igual a j.

Si 0(j) = m # j, entonces m y j pertenecen a la misma érbita, y, en el
ciclo correspondiente, j y m son consecutivos. Como los ciclos son disjuntos,
ningin otro ciclo “mueve” a j y por lo tanto, el producto de ciclos de o,
aplicado a 3, es igual a m.

Queda asi probado que o = (i1, o(i1),...,0"(i1)) ... (is, 0(is), ..., 0% (is)).
|

Del modo en que se constituyen los ciclos de o, se deduce que esta des-
composicién de o en producto de ciclos disjuntos, es tnica. Si ¢ es un ciclo
de longitud k, diremos que es un k - ciclo.

Nuestro proximo objetivo es probar que toda permutacién en .S,, se puede
expresar como el producto de ciclos de longitud 2. En este caso, la descom-
posicién no es tnica, sin embargo, la paridad del nimero de ciclos que apare-
cen en la descomposicion dada, si es invariante. Comenzaremos por denomi-
nar a los ciclos de longitud 2, transposiciones.

Lema 1.36 Sio es un k - ciclo en S,, k> 1, n >k, entonces o es igual a
un producto de transposiciones.

Prueba Sea o = (iy,...,ix) € S,. Si k =2, 0 es una transposiciéon y no
hay nada que probar.

Si k > 2, es facil ver que, si 6 = (i1, ix)(i1, tg_1)- .. (i1, i2) entonces
d = o, pues 0(i,) = o(iy) para r € {1,...,k} y 0(j) = j = o(j) para
je{l,...,n\{u,. .., ik} [

La descomposicion de un ciclo en producto de transposiciones no es tinica.
Por ejemplo, (i1, 12, i3) = (i1, 13) (i1, i2) = (i3, 12) (43, 11).
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Teorema 1.37 Sio es una permutacion en S, entonces o se puede expresar
como un producto de transposiciones. St 0 = 61 0y...0 = Q1 Qs ...ay, donde

d;, aj son transposiciones, para i € {1,....k} y j € {1,...,s}, entonces
(~1 = (1"

Prueba Sea 0 € S,. Como ¢ = 07...0,,, donde o; es un ciclo, para
i € {l,...,n}, y, en virtud del lema anterior, cada o; es un producto de

trnasposiciones, entonces ¢ es igual a un producto de transposiciones.
Supongamos que o = 010z .. .0 = 1y . .., donde J;, a; son transposi-
ciones, para i € {1,...,k}, j €{1,...,s}.
Sea Q[z1,...,x,] el conjunto de los polinomios en n variables, con coefi-
cientes en QQ, y definamos

0ot Qlay, ...,z — Qlay, ..., ,) por

@U(p(xla s 7xn)> = p(xo(l)v cee 7:1:0'(n))-

En particular, si ¢(z1,...,2,) = H(x, — x;), entonces
i<j
o (a1, an) = [ [(@o) — o))
i<j

Por ejemplo, si o € S5, 0 = (3, 1,2), entonces

Po(q(1, 22, 73)) = po((21 — 22) (21 — 3) (22 — 73))=
(w2 — @3) (w2 — 31) (23 — 21) = (32 — 23)(—1) (21 — 22)(—1)(21 — 23)=
(—1)261(%1,36’27%3) = q(x1, 72, 73).

En general, para a € S, arbitrario, p.(q(x1,...,x,)) = £q(z1,...,2,),
pues, siendo a una permutacién (es una biyeccién), en el producto
[ (za@) — Ta()), todos los factores del polinomio ¢(z1, ..., z,) aparecen, sélo
i<j
que algunos de ellos multiplicados por (—1).

En particular, si 3 es una transposicién, veamos que

wsq(z1, ..., 20)) = —q(x1, ..., 20)

Supongamos que 5 = (k,m) con k < m.
Sabemos que pg(q(x1,...,2,)) = [1(@s6) — 53))-

1<J
Ahora bien, zgi) — xg;) = —xysii £k, m,y j#k,m
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Examinemos los casos en que {7, j} N {k,m} # ¢.

1.

Los factores del tipo (x; — xy), con ¢ < k, no cambiardn de signo al
aplicarse 3, pues (z; — 2a)) = (i — Tm), ¥ como i < k < m, el factor

(x; — x,,) aparece igual en q(z1,...,x,).
Los factores del tipo (x;—x;), con j < m, al aplicarles (3 se transforman
en: (Zpgy — ;) = (Tm — ;) = —(2; — Tm); como j < m, (z; — L)

aparece en ¢(z1, ..., T,) con signo positivo.

Asi, por cada j tal que k < j < m, surge un signo (—) en la expresién
de ps(q(z1,...,2,)). En total, estos son m — k — 1 factores.

Los factores del tipo (x; — x,,), con i < m, se transforman en

(#; — 2g(m)) = (2; — x1). Cuando i < k, no hay cambio de signo, y para
1 tal que k < i < m, obtenemos un cambio de signo por cada factor
(x; — xy,). Esto, nos da, en total, m — k cambios de signo.

Los factores del tipo (z,, — ;) no producen ningin cambio de signo,
pues (Zgmm) — ;) = (xx —x;) y este factor estd en q(x1,...,2,), ya que
kE<m<j.

En total, tenemos 2(m — k) — 1 cambios de signo, es decir,

q(xg(l), o ,xﬁ(n)) = (—1)2(m_k)_1q(x1, ey ) = —q(T1, ..., Ty)

Volviendo a la permutacion o = 6y ...0, = 1 ..., tenemos que

0o (q(xy, ... x,)) = (—1)kq(:L'1, o my) = (=1)%q(x1, ... )

Por lo tanto, (—1)¥ = (—1)%; es decir, en ambas descomposiciones hay

un numero par de transposiciones, o en ambas hay un ntimero impar de
transposiciones. |

Definicién 1.38 Se dice que una permutacion o € S, es par, si o se des-
compone como producto de un numero par de transposiciones. De otro modo,
se dice que o es impar.

Sea A, C S, el conjunto de todas las permutaciones pares de S,,.

o7



Teorema 1.39 Sin > 1, entonces A, es un subgrupo normal de S, y su
indice en S,, es 2.

Prueba Para comenzar, observemos que A,, # (), puese = (1,2)(1,2) € A,,.
Como S, es finito, basta comprobar que A,, es cerrado respecto al producto,
para concluir que A, < S,,. Pero es claro que el producto de dos permuta-
ciones pares es par; asi, A, < S,.

Sea V = {1, —1} y consideremos el producto usual de los nimeros enteros
en V'; con esta operacion, V' es un grupo. Definamos f : S,, — V por:

1 si o espar

flo) =

—1 si o esimpar

f es un homomorfismo de grupos, pues si o, 0 € S, y ambas son pares,
f(ao) =1, pues ao es par; ademés f(«) - f(o) = 1. Si @ y o son impares,
ao es par, luego f(ao) =1=(=1)(=1) = f(a)f(0).

Si « es par y o es impar, entonces «o es impar y por lo tanto
f(ao) = =1 = f(a)f(0). Andlogamente, se prueba que, si o es impar y o es
par, f(ao) = f(a)f(o).

Como la identidad en V' es 1, tenemos que Ker f = A,. Luego, A, <5,
y como S, /A, = Im f = V, tenemos que o (S,/A,) = s((iz)) = 2, lo cual
significa que ig, (A,) = 2 |

Del teorema anterior se desprende que o(A,) = %‘ A, se denomina
el grupo alternante de grado n, y juega un papel fundamental en la de-
mostracion de que sélo podemos asegurar la resolucién por radicales de las
ecuaciones polinémicas de grado estrictamente menor que 5.

Veremos que 45 no contiene ningtin subgrupo normal no trivial, y de he-
cho, lo mismo ocurre para A, con n > 5. Esta situacién amerita la siguiente

definicién:

Definiciéon 1.40 Un grupo G es simple si no contiene ningun subgrupo nor-
mal no trivial.

La simplicidad de A,, para n > 5 implica que el respectivo grupo de

permutaciones S, tenga una estructura que determina la imposibilidad de
resolver por radicales las ecuaciones polinémicas de grado n.
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La estructura a la que nos referimos esta asociada al concepto de solubi-
lidad de un grupo (el término se debe justamente a su origen en el problema
de la resolucién por radicales):

Definiciéon 1.41 Un grupo G es soluble si existen subgrupos de G:
Go={e}C G C..CG, =G
tales que
1. G;<Gigq, parai=0,...n—1
2. Gi1/G; es abeliano, parai=10,...n—1

Se demuestra que S, es soluble, para n = 2,3 y 4, pero no lo es para
n > 5.

Problemas:

1. Si (G,+) es un grupo abeliano, probar que 7' : G — G definida por
T(g) = —g, es un automorfismo de G.

2. Sea G un grupo y Z el centro de G. Se define ¢ : G — Aut(G) por
o¢(g) =T,V g € G, donde T} es el automorfismo de conjugacién por g.
Pruebe que:

i) ¢ es un homomorfismo de grupos

ii) Ker¢p =2

iii) J(G) < Aut(G)

iv) J(G) 2 G/Z.
3. Sea G un grupo, N <G. Pruebe que, si ¢ € Aut(G), entonces ¢p(N)<G.
4. Si G es un grupo, pruebe que J(G) < Aut(G).
5. Sea G el grupo de Klein. Determine Aut(G).

6. Sea G un grupo y H < G. Pruebe que, Vg € G, gHg ' < G, y que
V=Nec9Hg " <G.
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10.

11.

12.

13.

14.

Sea o € Sy,
123456789

4153279 86
Determine las érbitas y los ciclos de 0. Exprese ¢ como producto de

ciclos disjuntos y como producto de transposiciones.

Pruebe que (1,2,...,n)' = (n,n—1,n—2,...,2,1). Generalice este
resultado:
i, Cuél es el inverso de un k - ciclo (i1, ig,...,0)?

Determine la descomposicion en ciclos disjuntos de ¢”, para todon > 1,
sio=(1,2,...,8). ; Cudl es el orden de o7 En general, ; cudl es el
orden de un n - ciclo?

Sean aq, . .., ay ciclos disjuntos en S,,, tales que Vi € {1,...,k} ,m; es
la longitud de «;. Determine el orden de ajas ... ap. Sio € .5, { cdmo
se determina el orden de o?

Sea o un k - ciclo. ; Qué condicién debe satisfacer k para que o sea
una permutacion par?

Considere las siguientes permutaciones en Sy :

a=(1,3,4,8), o=(5,6)(3,7,9)

8 =(5,10,3), 0=(1,4,5,6)

v=1(1,7,9,4,2,5,6), A=(1,7,5,6,10)

Calcule cac™, §857%,  IyA~L.

., Podria generalizarse el resultado acerca de la descomposicion en ciclos

de la permutacién af~!, cuando a es un k - ciclo y  una permutacion
Y

cualquiera?

Pruebe que, si a es un k - ciclo y 6 es una permutaciéon cualquiera,
entonces faf~! es un k - ciclo; si a = (ay, . .., az), entonces

000" = (0(ar), 0(as), ..., 0(ar)).

Pruebe que, Vn > 1, S, es generado por (1,2) y (1,2,...,n). Sugeren-
cia:
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a) Pruebe que, si a = (1,2,...,n), entonces a(1,2)a™! = (2,3),
a(2,3)at = (3,4), etc.

b) Muestre que (1,2)(2,3)(1,2) = (1,3),  (1,3)(3,4)(1,3) = (1,4) y,
por un proceso recursivo, muestre que (1,2) y (1,2,...,n) generan
a todas las transposiciones de la forma (1,m), con m < n.

¢) Muestre que cualquier transposicién (m, k) se expresa como pro-
ducto de transposiciones del tipo (1, j), y concluya que S,, esta ge-
nerado por (1,2) y (1,2,...,n).

1.6.1. La ecuacién de clase de un grupo

En esta seccion nos ocuparemos de definir una nueva relaciéon de equiva-
lencia en un grupo G cualquiera. Se trata de la relacion de conjugacion. Al
considerar las clases de equivalencia de esta relacion, obtendremos resultados
importantes, los cuales tienen consecuencias particularmente poderosas en el
caso de los grupos finitos.

Definicién 1.42 Sea G un grupo, y sean a,b € G. Decimos que b es un
conjugado de a en G, si existe g € G tal que b = gag™'.
Se define la relacion de conjugacion en G, de la manera siguiente:

a~b< b esun conjugado de a.

Lema 1.43 SiG es un grupo, la relacion de conjugacion en G es una relacion
de equivalencia.

Prueba Se deja como ejercicio para el lector.

Es oportuno notar que, si GG es abeliano, la relaciéon de conjugacion es
trivial, puesto que a ~ b < a = b.

Para a € G, denotaremos por C(a) a la clase de equivalencia de a respecto
a la relacion de conjugacion, y la llamaremos la clase de conjugados de a en
G.

Nos dedicaremos ahora a la tarea de determinar la cardinalidad de C(a),
en el caso en que G es finito. Usaremos la notacion |C(a)| = C,.
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Definiciéon 1.44 Sea G un grupo, y a € G. Definimos el normalizador de a
en G como el conjunto

N(a)={g9 € G : ga = ag}

N(a) es, entonces, el conjunto de todos los elementos de G que conmutan
con a.

Observemos que N(a) # ¢, Ya € G, pues (a) C N(a). El normalizador
de a es un conjunto que se asocia naturalmente con C(a) puesto que, para
cada g € N(a), el conjugado de a dado por gag™' es sencillamente, a : como
g conmuta con a, gag~' = agg™' = ae = a.

En otras palabras, en C(a), los conjugados de a que son distintos de a son
de la forma cac™', con ¢ € N(a).

Esta situacién, aunada al lema que sigue, permitird obtener una manera
precisa de contar los elementos de C(a), cuando G es un grupo finito.

Lema 1.45 Si G es un grupo, y a € G entonces N(a) < G.
Prueba Se deja como ejercicio al lector.

Teorema 1.46 Si G es un grupo finito, y a € G, entonces C, = ig(N(a)) =
o(G)
o(N(a))"

Prueba Consideremos la siguiente funcién:
¢:C(a) — {gN(a) : g€ G}

definida, para todo ¢ € G, por p(cac™!) = c¢N(a).

Veamos que ¢ esta bien definida. Supongamos que 7, s € G, y que
rar~! = sas™'. Entonces, rar~'s = sa y a(r~ts) = (r7's)a. Asi, vemos que
r~ls € N(a) y por lo tanto, rN(a) = sN(a).

Verificaremos ahora que ¢ es biyectiva.

Sean u,v € G tales que p(uau™') = p(vav™1), es decir, uN(a) = vN(a).
Entonces u™'v € N(a) y tenemos que (v 'v)a = a(u™'v), es decir, vav™" =
uau~t, luego ¢ es inyectiva.

Finalmente, si g € G, ¢(gag™') = gN(a), y por lo tanto ¢ es sobreyectiva.
|

Deducimos de este teorema el siguiente colorario, de manera inmediata:
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Corolario 1.47 (Ecuacion de Clase del grupo G)
Si G es un grupo finito, entonces o(G) = Y %, y en esta suma in-

terviene un solo elemento a por cada clase de conjugacion en G.

A continuacion, presentamos algunos resultados que se derivan del Teo-
rema 1.46, y que tienen una importancia singular en la teoria de grupos
finitos.

Comenzaremos con un teorema que establece una condicién suficiente
para que el centro de un grupo G sea distinto de {e}. Recordemos que el
centro de G es el subgrupo de G:

Z(G)={9€ G : ga=ag, Vae G}

La ecuacién de clase es la herramienta que nos permitird concluir que

o(Z(G)) > 1.

Teorema 1.48 Si G es un grupo y o(G) = p", p primo, entonces

Z(G) # {e}.

Prueba Supongamos que p es primo y que o(G) = p". Seaa € G, a # ¢ ;
por el teorema de Lagrange, o(N(a))|p", luego o(N(a)) = p*e, para algtn k,
tal que 1 < k, < n. Por otra parte, k, alcanza el valor n siy sélo sia € Z(G).

La ecuacién de clase de G es: p™ = ) ( ;’,;) , donde tomamos un elemento
a por cada clase de conjugacion.

Ahora bien, para cada v € Z(G), su clase de conjugacion es {v}, de
manera que cada v € Z((G) aporta un término a esta sumatoria, y ese término
es1=2_ =1

Asi, si o(Z(G)) = m, se tiene que la ecuacién de clase de G se puede

expresar asi:

p"=m+z P

k‘a<np ‘
C " i
omo plp™ y p| Z o resulta que p|m. Por lo tanto, m > 1y Z(G) # {e}

ka<n
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Corolario 1.49 Si G es un grupo tal que o(G) = p?, con p primo, entonces

G es abeliano.

Prueba Probaremos que, si o(G) = p?, y p es primo entonces Z(G) = G.

Por el Teorema anterior y el Teorema de Lagrange, o(Z(G)) =p 6

o(Z(G)) = p*. Mostraremos que esta tltima es la tinica opcién posible.
Supongamos que o(Z(G)) = p. Sea a € G\Z(G); entonces a € N(a) y

Z(G) C N(a), luego o(N(a)) > o(Z(G)), lo cual implica que o(N(a)) = p?,

de nuevo, por el Teorema de Lagrange. Esto significa que a € Z(G), contra

lo supuesto. Asi, o(Z(G)) =p* y Z(G) =G |

Otro importante uso de la conjugacién en un grupo viene dado por su
efecto sobre las permutaciones en el grupo S,. Por el teorema 1.35, dada
una permutacion o € S, ésta puede descomponerse de manera unica como
producto de ciclos disjuntos:

g = (il,...,irl)(jl,...,jw) ...(1{31,...,]{77«5),

donde r1+712+.. .47, = n. Aqui, incluimos en los ciclos de la descomposicién,
aquellos de longitud 1 que senalan los elementos que quedan fijos por o. Por
ejemplo, si o € Sig, ¥

1234567 8 9 10

543261710 8 9
entonces o = (3)(7)(1,5,6)(2,4)(8,10,9)
Siempre podemos ordenar los ciclos, segiin su longitud, de menor a mayor:
o= (3)(7)(2,4)(1,5,6)(8,10,9)

y podemos asociar a ¢ la sucesiéon de longitudes de sus ciclos, en orden no
decreciente:

{1,1,2,3,3}

Esta sucesion, como observamos antes, constituye una particién del nimero
10, pues 1+14-24-3+3=10. Esta situacién motiva la siguiente definicion.
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Definiciéon 1.50 Dada una permutacion o € S, si la descomposicion de o

en ciclos disjuntos es (i1, ... 00 ) (J1y -y Jr) -+ (K1, .., k), con
ri <ro<...<rg,yri+...+1rs =mn, entonces se llama ciclo de descom-
posicion de o a la sucesion {ry,ra, ..., 75}

La asignacién de un determinado ciclo de descomposicién a una particion
o dada, no es biunivoca, puesto que es evidente que dos permutaciones dis-
tintas pueden tener exactamente el mismo ciclo de descomposicién. Ahora
bien, el siguiente resultado nos muestra que dos permutaciones con el mismo
ciclo de descomposicién son conjugadas.

Proposicién 1.51 Dos permutaciones o, € S, son conjugadas si y sélo si
o y « tienen el mismo ciclo de descomposicion.

Prueba Sean o, € 5, y sea la descomposicién de o en ciclos disjuntos:

0= (i1, i) 1y vs ). (b1, ... kp,); sea a = BoBF71
Veamos que a(3(i1)) = [(i2). En efecto,

a(B(i1)) = BB~ (B(i1)) = Blo(ir)] = Blia)

De manera andloga, se verifica que, para cualquier

m € {1,...,n}, st 6(m) =t # m, entonces m y ¢ son nimeros consecutivos

en alguno de los ciclos disjuntos que componen a o, y ademés a(3(m)) = 5(t).
Si, por otra parte, o(m) = m, entonces el ciclo (m) aparece en la descom-

posicién de o y también ocurre que a(F(m)) = S(m). En otras palabras, la

descomposicion de « en ciclos disjuntos es:

a=(B(), -, B(@))B0), - Br)) - (B(Ra), - -, B(ks,))

Recordemos que, al ser # una permutacion, los ciclos anteriores resultan ser
disjuntos porque los que componen a ¢ lo son.

Asi, el ciclo de descomposicién de o = Bo37 es {r,ry,..., 7.}, el cual
coincide con el de o.

Ahora, veamos que si dos permutaciones o y a € S, tienen el mismo ciclo
de descomposicion, entonces son conjugadas. Supongamos que

O':(7:1,...,7;7«1)...(jl,...,jrs>, y Oé:(CLl,...,an)...(bl,...,bm).
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El ciclo de descomposicién de o es igual al de «, y es {ry,...,rs}. Sea
g € S, definida por §(i;) = a;, para t € {1,...,r},...,8(5 ) = b, para
le{l,...,r}.

[ esta bien definida y es biyectiva por el hecho de ser disjuntos los ciclos
de la descomposicion de o y de a.

Por el razonamiento anterior, es claro que a = Bo37L.

Corolario 1.52 Si p(n) es el nimero de particiones que tiene el nimero
natural n, entonces el nimero de clases de conjugacion distintas que hay en
S, es igual a p(n).

Prueba  Dada cualquier particiéon {ry,rs,...,7s} de n, podemos definir
una permutaciéon o € S,, de manera tal que su ciclo de descomposiciéon sea
{r1,...,rs}. Basta tomar, por ejemplo,

i=1 i=1

s—1 s
0'2(1,2,...,7’1)(7”1+1, 7’1+2,...,r1—|—7’2)...(Zrle,...,Zri) .

Por la proposicion anterior, la clase de conjugacién de o esta constituida por
todas las permutaciones que tienen el ciclo de descomposicién {ry,...,7s} .
Asi, obtenemos que hay tantas clases de conjugacién distintas en S,,, como
particiones de n.
Ahora bien, utilizando la igualdad C, = %, podemos calcular el orden
del normalizador de una permutacién o € §,,, siempre que conozcamos su
ciclo de descomposicién, y, ademas, algunas férmulas de combinatoria que

nos permitan contar los elementos de C,, la clase de conjugacion de o.

Ejemplo 1.24 Sea 0 = (n—1,n) € S,,. Sabiendo que
Clo) ={a € S, : «a es una transposicion} podemos calcular C, = |C(0)| =

n _ n(n—1)
2 2
’ _ O(Sn) _ n' _
Asi, o(N(o)) = o = wem = 2(n —2)!

2
Es decir, el subgrupo de todas las permutaciones de S,, que comutan con
(n —1,n), tiene orden 2(n — 2)!

Ejercicio:

Sabiendo que o(N(o)) = 2(n — 2)!, determine todos los elementos que
pertenecen a N (o).
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Problemas:

1.

a) Sea G un grupoy H <1G. Pruebe que, para todoa € H,C(a) C H.

b) Pruebe que o(H) = Z C,, donde intervienen en la suma ciertos
elementos a € H.

a) Sean m,n € N, 1 < m < n. Pruebe que, en S, el m-ciclo
(1,2,...,m) tiene (%)((n_"—:n),) conjugados.

b) Pruebe que si a € S, es tal que «(1,2,...,m) = (1,2,...,m)a,
entonces o = (1,2,...,m)'o,donde i € {0,1,...,m—1},yo € S,
es tal que o(j) =4, Vj € {1,...,m}.

Sea G un grupo finito y a € G. Pruebe que si a tiene sélo 2 conjugados
en GG, entonces existe H < GG, H no trivial, tal que H < G.

Sea n > 4. Dada la permutaciéon o = (1,2)(3,4) € S,, determine
Cy = |C(0)], y describa los elementos de S,, que conmutan con o.

Sea p un numero primo. Encuentre el nimero de permutaciones a € S,
tales que o? = e.

Determine todas las clases de conjugacion en A y calcule la cardi-
nalidad de cada una de ellas. Verifique que se cumple la igualdad del
problema 1, parte b), en este caso.

Usando los resultados de los problemas 1 y 6, pruebe que As es simple.

Sugerencia: Observe que (3,4,5)(1,3,4) = (1,4)(3,5) v
[(1,2)(3,4)][(1,2)(3,5)] = (3,5,4).
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Capitulo

Anillos

2.1. Definiciones y propiedades basicas

El concepto de anillo surge como generalizacién de la estructura que se
encuentra en el conjunto Z de los niimeros enteros y también en el conjunto
R]z], de los polinomios en una indeterminada con coefientes en R. En ambos
conjuntos estan definidas las operaciones suma y producto, con propiedades
algebraicas comunes, de las cuales, las mas basicas son las que definen un
anillo abstracto.

Definicién 2.1 Sea A un conjunto no vacio y supongamos que hay opera-
ciones binarias definidas en A, denotadas por “+” y “7, llamadas suma y
producto respectivamente; decimos que (A, +,-) es un anillo si se cumple lo
siguiente:

1. (A, +) es un grupo abeliano
2. El producto en A es asociativo: (a-b)-c=a-(b-c), VYa,b,ce A
3. Sia,b,ce A, entoncesa-(b+c)=a-b+a-cy(a+b)-c=a-c+b-c

Si, ademds, ocurre que existe un elemento 1 € A, tal que
l-a=a-1=a, Vaée€A, sedice que A es un anillo con identidad.

St el producto en A es conmutativo, se dice que A es un anillo conmuta-
tivo.

Ejemplo 2.1 (Z,+,-) es un anillo conmutativo con identidad.
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Ejemplo 2.2 (Rz],+, ) es un anillo conmutativo, cuyo elemento identidad
es el polinomio constante igual a 1.

Ejemplo 2.3

(2Z,+,-) es un anillo conmutativo, sin elemento identidad.

Ejemplo 2.4 Sea M, ,,(R) el conjunto de las matrices nxn con coeficientes
en R. Definiendo la suma y el producto usuales de matrices, obtenemos que
(Muscn(R), 4, ) es un anillo no conmutativo con identidad.

Ejemplo 2.5 (Z,,+,-) es un anillo conmutativo con identidad, para todo
n € N, tomando como suma y producto, los usualmente definidos para las
clases de congruencia modulo n.

Sin es primo, ademds se cumple que todo elemento no nulo de Z, tiene
un inverso multiplicativo.

Definicién 2.2 Un anillo conmutativo A con identidad es un cuerpo si todo
elemento no nulo de A tiene inverso multiplicativo en A.

Ejemplo 2.6 (Q,+,-), (R,+,-) y (C,+,-) son cuerpos, al igual que (Z,,+, -),
con n primo.

Veremos, en lo que sigue, algunas de las propiedades elementales que se
deducen de los axiomas que definen a un anillo.

Lema 2.3 Sea (A, +,-) un anillo, y 0 su elemento identidad para la suma.
Para cualesquiera a,b € A, se cumple:

1. a-0=0-a=0

4. St A es un anillo con identidad igual a 1, entonces también se cumple
que
(—=1)-a=—a.
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Prueba

1) Sea a € A. Como 0+ 0 = 0, tenemos que a - (0 +0) = a-0 y por la
propiedad distributiva, a-0 = a-0+a-0. Siendo (A, +) un grupo, vale la ley
de cancelacién y por lo tanto a-0 = 0. Analogamente, se prueba que 0-a = 0.
2) Para ver que a(—b) = —(ab), basta con mostrar que ab + a(—b) = 0,
tomando en cuenta la unicidad del inverso para la suma en A, de ab.

Pero ab + a(—b) = a(b+ (—b)) = a- 0 = 0. Andlogamente, se prueba que
(—a)b = —(ab). La prueba de las partes 3) y 4), se dejan como ejercicio para
el lector [

Las propiedades enunciadas en el lema anterior resultan muy familiares
por ser propiedades de los enteros; sin embargo, hay propiedades de los en-
teros que no son validas en cualquier anillo A, y una de ellas es la siguiente:
si ab = 0, entonces a =06 b = 0.

Un anillo en el que esta propiedad no vale es Z,, cuando n no es primo.
Por ejemplo, en Zg, tenemos que

3:2=6=0 'y 3#0, 2#0.
Decimos, en este caso, que 3 y 2 son divisores de cero en Zg. Esta es una
definicion que se establece de manera general para los anillos conmutativos.

Definicién 2.4 Si A es un anillo conmutativo y a € A, a # 0, se dice que
a es un divisor de cero si existe b € A, b +# 0, tal que ab = 0.

Definicion 2.5 Un anillo conmutativo es un dominio entero o un dominio
de integridad si no tiene divisores de cero.

A continuacién, demostraremos una proposicién que explica la diferencia
entre Z, y Zy, siendo p primo y n compuesto: el primero no es un cuerpo,
mientras que el segundo si lo es.

Proposicién 2.6 Si A es un dominio de integridad finito, entonces A es un
cuerpo.

Prueba

Sea A ={ay,...,a,} un dominio de integridad. Para probar que A4 es un
cuerpo, basta mostrar la existencia de un elemento identidad en A, y de un
inverso multiplicativo para cada elemento no nulo de A.

Sea z € A, © # 0, y consideremos el conjunto A = {xay,xas, ..., za,}.
A C A por ser A cerrado respecto al producto.
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Por otra parte, si ¢ # j, za; # xa;, pues si fuese za; = za;, tendriamos que
x(a; — aj) = 0. Por ser A un dominio de integridad, tendria que ser z = 0
6 a; —a; = 0 y ninguna de las dos igualdades es cierta, por construccion.
Asi, za; # xa; si i # j, lo que significa que z.A = A, puesto que zA C A
y ambos conjuntos tienen exactamente n elementos. Como x € A, existe
r € {1,...,n} tal que * = za,. A es un dominio de integridad, y por lo
tanto es conmutativo, y asi * = xa, = a,z. Veremos que a, = 1 (elemento
identidad para el producto en A).

Sea y € A; como y = zay, para algin k € {1,...,n}, tenemos que
ya, = (zag)a, = apx = y. Asi, a, = 1. Como 1 € A, también existe
t €{1,...,n} tal que 1 = zay, y esto significa que z tiene un inverso multi-

plicativo en A. Siendo x # 0 arbitrario, hemos probado que A es un cuerpo.
Corolario 2.7 Sip es primo, entonces Z, es un cuerpo.

Prueba  Veamos que Z, es un dominio de integridad. Como Z, es con-
mutativo, basta verificar que Z, no tiene divisores de cero. Sean @, b e 7,
tales que @- b = 0. Esto significa que ab = 0(mod p); en otras palabras p|a - b.
Como p es primo, esto implica que pla 6 p|b, lo que equivale a decir que @ = 0
6 b=0. Asf, Z, es un dominio de integridad, y por la proposicién anterior,
siendo Z, finito, se obtiene que Z, es un cuerpo.

Problemas:

1. Pruebe que todo cuerpo es un dominio de integridad.

2. Pruebe que A es un dominio de integridad si, y sélo si, vale la ley de
cancelacién para el producto en A.

3. Encuentre un ejemplo de un dominio de integridad infinito que no sea
un cuerpo.

4. Sea A un anillo. Si a € Ay n € Z, definimos na como en el Capitulo
1, para cualquier grupo abeliano.

Pruebe que, para n,m € Z, a,b € A se cumple que (na)(mb) =
(nm)(ab).
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5. Sea A un dominio de integridad. Si existe a € A, a # 0,y
n € Z, n # 0, tal que na = 0, se define la caracteristica de A, (y se
denotara Car(A)) de la manera siguiente:

Car(A) =min{n € Z, n >0 : na =0, para algin a # 0 € A}.

Si no existe n > 0 tal que na = 0 para algin a # 0 € A, se dice que A
tiene caracteristica cero.

a) Pruebe que si A es un dominio de integridad, y Car(A) = p,
entonces pa =0, Va € A.

b) Si A es un dominio de integridad y Car(A) # 0, entonces
Car(A) = p, con p primo.

2.2. Homomorfismos de Anillos, Ideales y
Anillos Cocientes

Observemos un homomorfismo del grupo (Z, +) en si mismo, por ejemplo:

f:Z—Z definida por f(n) =5n

Ahora que tenemos la nocién de anillo, y que sabemos que (Z, +, -) es un anillo
conmutativo con identidad, nos podemos preguntar si f también preserva la
operacion producto en Z, es decir, si f(m-n) = f(m)- f(n), para cualesquiera
m,n € 7Z. Claramente, la respuesta es negativa, pues para m = 2, n = 3,
tenemos

f(2:3)=f(6)=5-6=30

mientras que

f(2)-f(3)=(5-2)(5-3) =150
Sin embargo, resulta natural considerar la necesidad de exigir que los
homomorfismos entre anillos preserven ambas operaciones.
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Dejamos como ejercicio para el lector, probar que si

f:Z—7Z satisface :
i) f(n+m) = f(n)+ f(m)
i) f(n-m)=f(n)-f(m)
iii) f no es idénticamente nula

entonces f es la funcion identidad de Z. En otras palabras, si definimos
el homomorfismo de anillos como aquella funcién f que satisface i) y ii),
entonces el inico homomorfismo de anillos, no nulo, de Z sobre si mismo, es
la identidad.

Este hecho podria inducirnos a pensar que las condiciones i), ii) son de-
masiado restrictivas, pero lo cierto es que nos permiten explotar la riqueza
de la estructura de un anillo, y, por esa razén, establecer elementos funda-
mentales de la teoria general de anillos.

Definicién 2.8 Sean A, Ay anillos, y f : Ay — Ay una funcion. Se dice
que f es un homomorfismo de anillos si se cumplen las dos condiciones si-
guientes, para cualesquiera a,b € A :

i) fla+b) = f(a)+ f(b)
i) fla-b) = f(a)- f(b)

Ejemplo 2.7 1. La proyeccion canonica sobre el cociente

Tl — Ly

es un homomorfismo de anillos, por el modo en que se definen las op-
eraciones de suma y producto modulo n:

n(m+p) = m+p=m+D

m(m-p) = Mm-p=m-D

2. Sea A={f:]-1,1] — R : f es continua}. Se definen la suma y el
producto de funciones de la manera usual, y se obtiene que (A, +,-) es
un anillo conmutativo con identidad.

Sea p : A — R definida por p(f) = f(0). Se deja como ejercicio para
el lector, probar que ¢ es un homomorfismo de anillos.
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3. Sea f: C — C la funcion definida por f(a + bi) = a — bi. El lector
puede probar como ejercicio, que f es un homomorfismo de anillos.

Dado un homomorfismo de anillos ¢ : A; — A,, puesto que ¢ es un
homomorfismo entre los grupos abelianos A; y Ay, sabemos que ¢(0) = 0,
que p(—a) = —p(a), Ya € A, y que el conjunto I ={a € A; : ¢(a) =0}
es un subgrupo de (Aj, +), al que llamaremos el nicleo de .

Exploramos ahora las propiedades de I como subconjunto del anillo A;,
es decir, tomando en cuenta su comportamiento en relacion con el producto
en A;.

En primer lugar, I es cerrado con respecto al producto, pues si ay, as € I,
entonces ¢(ay - az) = ¢(ay) - p(ag) =0-0 =0, y por lo tanto, a; - as € I. En
otras palabras, I es un subanillo de Aj;.

Mas aun, al observar las igualdades anteriores, dado que
r-0=0-2=0, Vr € Ay, tenemos que bastaria con que sélo a; 6 sélo as
estuviese en [ para que aj - as € I; en otras palabras, Va € Ay, al C Iy
también Ia C I :sia € A; y b € I, entonces p(ab) = p(a)p(b) = p(a)-0 =0,
luego ab € I, de modo que resulta al C I. Analogamente, se comprueba que
laC I, VaceA.

Esta propiedad que posee [ resulta ser muy importante, como era de
esperarse, al tratarse del nicleo de un homomorfismo de anillos, y da lugar
a la siguiente definicion:

Definicién 2.9 Sea A un anillo, I C A, I # (0. Se dice que I es un ideal de
A, si se cumple:

1. I es un subgrupo de (A, +)

2.Nael,Vre A, arel yraecl.

Cuando se cumple que rI C I, Vr € A, pero no necesariamente vale
Ir C I, Vr € A, se dice que [ es ideal izquierdo. Cuando vale Ir C I, Vr €
A, se dice que I es un ideal derecho.

Hemos visto, entonces, que si ¢ : A1 — A es un homomorfismo de
anillos, e I() es el nicleo de ¢ entonces I(p) es un ideal de A;.

Como antes, daremos el nombre de isomorfismo de anillos a un homo-
morfismo de anillos biyectivo; un monomorfismo y un epimorfismo de anillos
corresponden, respectivamente, a un homomorfismo inyectivo y a uno so-
breyectivo.
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Lema 2.10 Sea ¢ : Ay — Ay un homomorfismo de anillos. ¢ es inyectivo
si y solo si el nicleo I1(p) = {0}.

Prueba Se deja como ejercicio para el lector [

Ejemplo 2.8 Veamos un ejemplo de un ideal no trivial en un anillo finito.
Sean n,m € N tales que m|n, y sea ¢ : L, — Zy, la funcion definida por
&(j(modn)) = j(modm). Es fdcil ver que ¢ es un homomorfismo de anillos,
cuyo nicleo I1(¢) es {km € Z,, : 0 < k < 2}. I(¢) es no trivial sin > m.

En lo que sigue, prepararemos el terreno para establecer los teoremas
andlogos a los teoremas de isomorfismos de grupos. En primer lugar, es facil
ver que la imagen ¢(A;) de un homomorfismo de anillos ¢ : A} — As, es
un subanillo de As.

Por otra parte, es necesario investigar la estructura del grupo cociente
A1 /1(p), que juega un papel central en los teoremas de isomorfismos de gru-
pos, para determinar si se trata, en este caso, de un anillo al que pudiésemos
llamar anillo cociente.

Dado que (A1/I(p),+) es un grupo cuyos elementos son las clases late-
rales I(y) + a, con a € Ay, comenzaremos por determinar si el producto en
A /1(p) se puede definir como sigue:

(I() + a)(I(p) +b) = I(¢) + (ab)

Para que este producto quede bien definido, es necesario no dependa de los
representantes de cada clase elegidos. Veamos que es ese el caso:
Sean a, a/, b, b’ € A; tales que I(p)+a = 1(p)+d, I(p)+b=1(p)+V.
Debe verificarse que I(¢) + (ab) = I(¢) + (a'V').
Ahora bien, esta ultima igualdad vale si ab — a't/ € I(p). Pero

ab—ad'tl =ab—ab +ab —ad'b' =a(b—V)+ (a —a)V/

Como (b—10") € I(¢) y (a—d') € I(p) y ademas I(p) es un ideal de A;,
entonces a(b—b") € I(p) y (a—a')b' € I(y), por lo tanto ab — a't’ € I(y), y
el producto estd bien definido.

Podemos ahora demostrar que los axiomas que definen a un anillo se
verifican en el cociente A;/I(p); es la proposicién que enunciamos a conti-
nuacién, donde el ideal por el cual se toma el cociente es cualquiera; no nos
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restringiremos al caso del ideal I(y), nicleo de un homomorfismo de anillos
®.

Proposicién 2.11 Sea A un anillo y J C A un ideal de A. El cociente A/ J
es un anillo con las operaciones de suma y producto definidas por:

(J+a)+(J+b) = J+(a+0)
(J+a)(J+b) = J+ (ab)

Prueba Ya vimos, en el Capitulo 1, que (\A/J, +) es un grupo; y se deduce
que es abeliano del hecho de ser (A, +) abeliano:

Va,be A, (J+a)+(J+b)=J+(a+b)=J+(b+a)=(J+b)+(J+a)

Falta verificar que el producto es asociativo y que vale la distributatividad
del producto respecto a la suma, por la derecha y por la izquierda.
La asociatividad se deduce de la misma propiedad del producto en A :

[(J+a)(J+b)|(J+c) = (J+ab)(J+c)=J+ (ab)c=J+ a(bc) =

(J+a)(J+bc) = (J+a)[(J+b)(J+0)]

Se deja como ejercicio para el lector comprobar que la distributividad del
producto con respecto a la suma en (A/J, +, ) se cumple [ |

Los teoremas de isomorfismos de grupos tienen sus respectivos teoremas
analogos para el caso de los anillos.

Los enunciamos a continuacién, dejando su prueba como ejercicio para el
lector, ya que los argumentos utilizados son similares en ambos casos.

Teorema 2.12 Sean Ay, Ay anillos y f : Ay — Ay un homomorfismo de
anillos cuyo nicleo es I. Se verifica lo siguiente:

1 AT TImf.
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2.

3.

Si J es un ideal de As, y f es sobreyectiva, entonces
A/ fTHT) 2 Ao/
donde f~Y(J)={x € Ay : f(x) € J} es un ideal que contiene a I.

Hay una correspondencia biyectiva entre los ideales de As y los ideales
de Ay que contienen a I, siempre que f sea sobreyectiva.

Problemas:

1.

Sea A = {f —1,1] — R : f es continua} y sea ¢ : A — R definida

porot)= [ i

., Es ¢ un homomorfismo de anillos? ; Es un homomorfismo de grupos?

Sean A; y A, anillos y sea f : A; — Ay un homomorfismo entre los
grupos abelianos A; y As. ; Es f necesariamente un homomorfismo de
anillos? Si su respuesta es afirmativa, pruébelo; si es negativa, encuentre
un contraejemplo.

Sea A un anillo, I C A, I ideal de A. Pruebe que si A es un anillo con
identidad y 1 € I, entonces I = A.

Pruebe que los tnicos ideales en un cuerpo K son {0} y K.

Pruebe que, si K7, K5 son cuerpos y T : K1 — K5 es un homomorfis-
mo de anillos, entonces, o bien T' es un monomorfismo, o
T(SL’) = 0, Vo e Kl.

Pruebe que, si A es un anillo y U, V' son ideales de A, entonces:

a) UNV es un ideal de A

b) U+V ={u+v:uelU veV}esunideal de A

c) UV ={wvi+...+wvg : w; €U, v; € Vparal <i<k, k>1}
es un ideal de A.

Si A; es un anillo con identidad 1, As es un anillo cualquiera y
¢ : Ay — Ay un homomorfismo sobreyectivo, pruebe que A, también
tiene identidad y ésta es igual a ¢(1).
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8. Si A; es un anillo con identidad 1, A5 un dominio de integridad,
¢ : Ay — A un homomorfismo no idénticamente nulo, pruebe que
As tiene elemento identidad, igual a ¢(1).

9. Si A es un anillo conmutativo, y a € A, pruebe que el conjunto
I ={ra:re A} esunideal de A. I es llamado el ideal generado por
a 'y se denota por (a).

78



2.3. Ideales Maximales

Ya hemos visto que, dado un ideal I de un anillo A, el cociente A/ tiene
estructura de anillo. Por otra parte, los cuerpos, siendo una clase especial
de anillos que merecen una atencion particular, entre otras razones, porque
Q, R y C son cuerpos, aparecen en algunas ocasiones como anillos cocientes
del tipo A/I, donde A no es necesariamente un cuerpo.

Es el caso, cuando A es conmutativo con identidad, e I es un ideal con
una propiedad especial, que llamaremos maximalidad, y que definiremos a
continuacién.

Definicion 2.13 Sea A un anillo, I & A un ideal. Decimos que I es un
ideal mazimal de A si para todo ideal J de A tal que I C J C A, se verifica
que I =J o J=A.

Ejemplo 2.9 Sea A =7, y sea I = TZ.

Veamos que I es un ideal maximal de Z. Sea J un ideal de Z tal que
ICJCZ.

Como todos los ideales de Z. son de la forma nZ, para algin n € N,
supondremos que J = nZ.

Por otra parte, como TZ C nZ, por hipdtesis, necesariamente n|7, pues
la contencion anterior implica que, Vk € Z, Tk = n - m, para algin m € Z.
En particular, para k = 1, obtenemos que existe m € 7 tal que 7 = n - m.
Como 7 es primo, resulta quen =7 6 n = 1.

Sin =17, entonces J = TZ = I; sin = 1, entonces J = Z. Asi, 77 es
mazimal en Z.

A continuacién, daremos un resultado que caracteriza a los ideales maxi-
males, y que tiene gran importancia en la teoria de anillos.

Teorema 2.14 Sea A un anillo conmutativo con identidad, y sea I un ideal
de A. I es un ideal maximal de A si y solo si A/I es un cuerpo.

Es inmediata la verificaciéon de que A/ es un anillo conmutativo con
identidad, siempre que A lo sea.

Para probar el resultado enunciado en el Teorema, necesitamos el siguien-
te Lema, que nos da una condicion suficiente para que un anillo conmutativo
con identidad, sea un cuerpo.
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Lema 2.15 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Si los unicos ideales
de A son {0} y A, entonces A es un cuerpo.

Prueba  Como A es un anillo conmutativo con identidad, basta probar
que cada elemento a # 0 en A tiene inverso multiplicativo en A.

Sea a € A, a # 0. Por el ejercicio 9 de la secciéon anterior, sabemos que
(a) ={ra : r € A} es un ideal de A. Como por hipétesis, (a) =06 (a) = A,
y, siendo a # 0, y por lo tanto, (a) # {0}, concluimos que (a) = A. Esto
implica que 1 € (a), es decir, existe b € A tal que 1 = ba = ab. En otras
palabras b = @', y hemos demostrado lo que requeriamos [ ]

Prueba del Teorema 2.14:

Supongamos, para comenzar, que 4 es un anillo conmutativo con iden-
tidad, y que I es un ideal maximal en A. Sabemos que A/I es un anillo
conmutativo con identidad. Veamos que los tinicos ideales en A/I son {0} y
A/l

Por el teorema 2.12, sabemos que hay una correspondencia biyectiva entre
los ideales de A, que contienen a I, y los ideales de A/I, puesto que la
proyeccién canénica 7 : A — A/I es un homomorfismo de anillos. Ahora
bien, como I es maximal en A, los tinicos ideales de A que contienen a [ son
Iy A

A estos dos ideales corresponden los ideales {0} = {0+ 1} y el anillo A/1,
pues m(I) =0+ 1,y n(A) = A/I. Por el lema anterior, el anillo A/ es un
cuerpo.

Supongamos ahora que A/I es un cuerpo. Por el ejercicio 4 de la seccién
anterior, los tnicos ideales en A/I son los triviales. Por la correspondencia
mencionada antes, estos dos ideales, que son 0 y A/I, correponden a los
ideales I y A en A; éstos son, por lo tanto, los tnicos ideales de A que
contienen a I, lo que significa que I es maximal en A [ |

Con este teorema, tenemos la posibilidad de construir un cuerpo a partir
de un anillo conmutativo con identidad, a través del cociente por un ideal
maximal. Esta construccion es muy ttil en la teoria de extensiones de cuer-
pos vy, particularmente, en la aplicacién de las herramientas de la Teoria de
Galois al problema de la solubilidad de una ecuacién polinémica por radi-
cales. Veremos mas adelante que, en el anillo de polinomios Q[z], si p(x) es
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un polinomio irreducible (i.e., si p(x) = ¢q(x) - r(x) entonces ¢(x) 6 r(x) es
constante) entonces el ideal I = {q(x) - p(z) : q(x) € Q[z]} = (p(x)) es un
ideal maximal en Q[x] y por lo tanto Q[x]/I es un cuerpo que contiene a Q,
y al menos, una raiz de p(z). Es importante resaltar que Q[z]|/I contiene a
@, mas no contiene al anillo Q[z].

Existe otra aproximacién al problema de la construccién de un cuerpo
a partir de un anillo, y es aquella que generaliza lo que ocurre cuando se
construye al cuerpo Q a partir del anillo Z.

En este caso, si obtenemos Z C Q, y la construccion general que mostraremos
a continuacién, permite, a partir de un anillo A, que ademas sea un dominio
de integridad, obtener un cuerpo A tal que A C A, o, mas precisamente,
existe un anillo A’ C A, tal que A es isomorfo a A’

Comenzaremos por dar la definiciéon formal de lo que acabamos de men-
cionar.

Definicién 2.16 Sean A, A’ anillos. Se dice que A puede sumergirse en A’,
si existe un monomorfismo de anillos f : A — A’. Se dice, en este caso,
que | es una inmersion de A en A’, y que A’ contiene una copia de A. Si A
y A’ tienen identidad, se exige también que [ envie la identidad de A en la

de A'.

Ejemplo 2.10 Si definimos f : Z — Q por f(m) = %, Vm € Z, es facil
ver que f es un monomorfismo de anillos; asi, Z puede sumergirse en Q y
ademds es claro que Z. = Im f, donde Im f es un subanillo de Q.

Teorema 2.17 Si A es un dominio de integridad, existe un cuerpo A tal que
A puede sumergirse en A, y el cuerpo A es minimal, en el sentido siguiente:
si F es un cuerpo tal que A puede sumergirse en F , entonces A puede
sumergirse en JF.

Prueba Como habfamos anticipado, la construccién del cuerpo A, a partir
del dominio de integridad A, es una generalizacién de la construccién de Q
a partir de Z.

Recordemos que Q se define como el conjunto de las clases de equivalencia
de la relacién definida sobre Z x Z*, de la siguiente manera: (a,b) ~ (¢, d) <

ad = be, para (a,b), (c¢,d) € Z x Z*. Se usa la notacién 2 cona e Z,b el

para denotar la clase de equivalencia del par (a,b) € Z x Z*, y se definen las
operaciones suma y producto de la manera siguiente:
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c __  adtbc
+d bd

Slls]

ac
bd

SIs]

d
Procedamos, entonces, a realizar la
de integridad A.

Sea C = {(a,b) : a,b € A, b+# 0} y definamos la relacién siguiente sobre
C:

~

la construccién analoga, a partir del dominio

(a,b) ~ (c,d) < ad = bc

Dejamos como ejercicio para el lector, verificar que esta relacién es de e-
quivalencia, para lo cual deberd utilizarse el hecho de ser A un dominio
a

de integridad. Denotaremos por ¢ a la clase de equivalencia del elemento

(a,b) €C,ysea A={%: (a,b) €C}.

Mostraremos ahora que A es un cuerpo que satisface las condiciones del
teorema.

Definamos, para comenzar, las operaciones de suma y producto del con-
junto A que le dan la estructura de cuerpo:

Para ¢, € en A, definiremos su suma asf:

b’ d
a N c_ ad + be
b d b
Su producto sera definido asi:
a ¢ _ac
b d bd

(Las operaciones de la derecha de cada una de estas igualdades, corresponden
a las del anillo A). Debemos comprobar que estas operaciones estdn bien
definidas. En primer lugar, como A es un dominio de integridad y b # 0, d # 0

¢ ad+bc ac < A a c
tenemos que bd # 0, y asf, *7-%¢ y 75 estan en A. Por otra parte, como § y ¢

son clases de equivalencia, debemos probar que el resultado obtenido de su

suma no depende de los representantes de las clases elegidos.

’ ’ — ’ ’ .

Sean &, 5 en A tales que & = ¢y 5 = §; es decir, la clase de (a,b)

y la de (a’, V') coinciden, asi como las de (¢/,d') y (¢, d). Esto significa que
. TN T .

abl = ba’ y dd = d'c. Queremos verificar que “4EE = 2dthe o5 decir, que
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(dd +V)bd = (ad+ be)bd

a'd'bd+Vcdbd = adb'd + beb'd
Dado que ab’ = ba’ y que ¢’d = d'c, el lado izquierdo de la anterior igualdad

se puede escribir asi: ab'd'd + d'cbb’. Como A es conmutativo, es claro que

esta expresion es igual al miembro derecho de la igualdad.
, . . ’d! / , . .
Asi, la clase % coincide en la clase £ %,Z,b d, y la suma estd bien definida.
Veamos que el producto también lo estd; para ello, basta comprobar que
ac __ a'c a c

bd . Ud SiE:/%ygzi'

Pero {5 = 75 si act/d’ = bda'c, y sustituyendo ab’ por ba' y cd’ por dc’ en
el miembro izquierdo de la igualdad, obtenemos el miembro derecho, gracias
a la conmutatividad del producto en A. Asi, el producto queda bien definido.

Es inmediata la comprobacién de que (A, +) es un grupo abeliano, con

0 a — —a
—, r # 0, como elemento neutro para la suma, y, dado 7 € A, - es su
,
opuesto.
Veamos ahora que el producto definido en A tiene las propiedades re-
. — a C J—
queridas para hacer de A un cuerpo: V—, —, — € A,

b

1. Es asociativo: (% . 2) <§) = (%)

ac ca

bd _ db

2. Es conmutativo:

a.c
b d

QIO
SR
~

, a c¢ ac
3. Sia€ A, a#0, entonces g T ag Y g = o bues c(ad) = d(ac),

por la conmutatividad del producto en A; del mismo modo, se verifica
c a

que A C—CZ; luego, g es el elemento identidad para el producto
a a
b

en A, para cualquier a # 0 en A. Observemos que ¢ R Ya,b en
a
A, a#0, b+#0, pues ab = ab.

Denotaremos por 1 al elemento identidad en A.

4. El producto es distributivo con respecto a la suma en A :
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+

a (c e) :g(cfjted) :a(cf+ed) _acf +aed

e
s\t 7)) e\ B o

Sl

a.c

bdf  bdf b d

acbf + aebd
bdb f

(acf + aed)bdbf = (acbf + aebd)bdf

pues esta ultima expresion es igual a y cOmo

por la conmutatividad y distributividad respecto a la suma, del pro-

ducto en A, obtenemos que % (g + ?) = % . 5 + %?

— b
5. Sean a # 0, b # 0 en A. Entonces % # 0 en A y también o # 0.

a b ab ab — a

——=—=—=1¢€ Ay también — - — = 1, asi que todo elemento
b a ba__ ab a b

no nulo en A tiene inverso multiplicativo en A.

Hemos probado entonces que A es un cuerpo.

Veamos que A puede sumergirse en A, definiendo ¢ : A — A por:

b
¢(a) = %, donde b € A, b # 0. La escogencia de b es irrelevante, pues para
cualquier ¢ € A, ¢ # 0,
b
% = %, ya que (ab)c = (ac)b.

Debemos probar que ¢ es un monomorfismo de anillos.
Sean a,b € A

bla +b) = (a+b)x

,con x # 0, v € A. Pero (a + b)x = ax + bz, y

azr + bx _aa:+bat_azc2+bat2

asi ¢(a+0b) = . Por otro lado, ¢(a) + ¢(b) = o

x
ar +bxr  ax?®+ bx?

= 5— pues (ax + bx)z® = (ax® + ba?)x.

Luego ¢(a +b) = é(a) + o0 b y
Ademas, ¢(a-b) = (a :c )z y ¢(a) - o(b) = (%) (;I) = %, luego
¢(a-b) = ¢(a) - 4(b). )

Finalmente, ¢ es inyectiva, pues si ¢(a) = ¢(b), tenemos que — = — y
T T

y
x 2

por lo tanto az? = bz?. Como A es un dominio de integridad y x # 0, vale
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la ley de cancelacién para el producto en A, y por lo tanto, a = b. Asi, ¢ es
un monomorfismo y concluimos que A se puede sumergir en A.

Para terminar con la demostracién del teorema, debemos probar que, si F
es un cuerpo tal que A puede sumergirse en F, entonces A puede sumergirse
en F.

Haremos las construcciones basicas de la prueba, y dejaremos la verifi-
cacion de los detalles como ejercicio para el lector.

Supongamos, entonces, que existe un monomorfismo de anillos
f: A— F, donde F es un cuerpo.

Para ver que A puede sumergirse en F, debemos construir un monomor-
fismo f : A — F, a partir de f.

Lo més natural serfa definir f (%) = fla)[f(D)] ", V¢ € A puesto que
el elemento % € A puede interpretarse, en el cuerpo A, como el producto de

_ar T
b(a) =2 por 6(b) = -

En el diagrama siguiente representamos las relaciones entre ¢, fy f:

, donde ¢ es la inmersién de A en A.

|

Decimos que es “natural” definir a f de manera que f = f o ¢ porque la
cadena de contenciones A C A C F que queremos probar, sugiere precisa-
mente esa construccion.

Ahora bien, debemos probar que f esta bien definida y que es un monomor-

% € A, tenemos que b € Ay b # 0, por lo tanto
f(b) # 0, ya que f es un monomorfismo. Como F es un cuerpo, [f(b)]"* € F
yasi f(a) (b)) € F.

fismo. En primer lugar, si

Sean % y % c A tales que % = E; es decir, ad = be.
—/a —/c
v (5)=7()-
eamos que f 2 f pi
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F(3)=r@uer v F(5)=rOU@"

Como ad = be, tenemos que f(ad) = f(bc) y por ser f un homomorfismo

de anillos, f(a)f(d) = f(b)f(c). Ahora, d # 0y b # 0 por lo que f(b) #0y
f(d) # 0; estos elementos tienen, por lo tanto, un inverso multiplicativo en
F y asi

y hemos probado que

e A.

Para ver que f es un homomorfismo de anillos, supongamos que

ST

a
b’

b d
Fa) F @OV F()) + FO)f (L (0).f(d)]

por ser f un homomorfismo de anillos, y F un cuerpo. Luego

?@+£>=?<M;%):f@ﬂwﬂﬂwﬂ4:

F(3+3) = F@QA@UEGI @I + FOFOUF O] [F(d)

a C

- f@nﬂmr4+f@mﬂ@T1=7(6)*7(3>'

Dejamos como ejercicio para el lector, ver que f (% . 2) =f <%> f <§>
Veamos que f es inyectiva:
Sea % € A tal que f (%) =0, es decir, f(a)[f(b)]"* = 0. Como

% €A, be Ayb+#0; por ser f un monomorfismo, f(b) # 0y [f(b)]~! # 0.

Siendo F un cuerpo, es un dominio de integridad y por ser f(a)[f(b)]™! = 0,
necesariamente resulta que f(a) = 0. De nuevo, usamos el hecho de ser f un

. a
monomorfismo para concluir que a = 0 y por lo tanto ;= 0. [

El cuerpo A que hemos construido a partir del dominio de integridad
A, es llamado el cuerpo de fracciones de A, o cuerpo de cocientes; no debe
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confundirse con el cuerpo cociente A/I que se obtiene cuando I es un ideal
maximal de A.

Problemas:

1. Pruebe que nZ es un ideal maximal en Z si y s6lo si n es primo.

2. Sea A={f:[0,1] — R, f es continua}.
Sea [ ={feA: f(1) =0}

a) Pruebe que I es un ideal de A.

b) Pruebe que, si J es un ideal de A tal que I & J, entonces existe
a € R, o # 0, tal que la funcién constante h : [0,1] — R tal
que h(z) = a, Vo € [0,1], pertenece a J. (Sugerencia: Considere
una funcién g € J tal que g € I, y tome o = ¢(1). Pruebe que
f=g—helyporlotanto, h=g— f € J).

c¢) Pruebe que J = A, y, por lo tanto, I es un ideal maximal.

2.4. Anillos de Polinomios

Las construcciones de cuerpos a partir de ciertas clases de anillos que
hemos visto en las secciones anteriores, son realizables a partir de (Z,+, ) :
para p primo, el anillo cociente Z/pZ, que hemos denotado por Z,, es un
cuerpo finito; el cuerpo de fracciones de Z es Q, el cuerpo de los niimeros
racionales.

Estas dos construcciones también se pueden llevar a cabo a partir del
anillo de polinomios K[z], donde K es un cuerpo. Ademds, otras propiedades
de Z, como lo son la validez del algoritmo euclidiano de la divisién y otras
derivadas de éste, también se cumplen en K[z]|. Para enunciar y demostrar
con precision estas propiedades, comenzaremos por construir formalmente
el anillo de polinomios K|z], en una indeterminada, con coeficientes en un
cuerpo K.
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Supongamos, entonces, que K es un cuerpo, y sea
L ={(an)nen; an € K, Vn € N}.

Consideremos ahora el conjunto L}, de todas las sucesiones en Lx tales que
sélo un nimero finito de sus términos son distintos de cero (el elemento
0 € K); es decir,

L ={(an)nen € Lk : AN >0 tal que a, =0, Vn > N}

Es claro que dos sucesiones a, b en L}, son iguales si y sélo si a,, = b,, Vn € N.
Se define el grado de a € L} como sigue:

Definicién 2.18 Sia € L}, a # 0, a = (ag, a1, ...,a,,0,...,0,...), el
grado de a se denota por gr(a) y se define como gr(a)=mdz{n € N: a,, # 0}.

Definamos una suma y un producto en L}, que dotard a este conjunto
de una estructura de anillo conmutativo.
Sean

a = (ag, a,...,a,,0,0,...,0,...)

b= (bo, bl,...,bm,0,0,...,O,...)

elementos de L.

Definamos a 4 b de la manera méas natural:

Sim Z k‘, a—l—b = (ao—l—bo, a1+b1, .. .,ak+bk,bk+1, .. .,bm,0,0, .. .,O, .. )

Es facil ver que la suma asi definida le da a (L}, +) la estructura de un
grupo abeliano. Dejamos la verificacion de los detalles como ejercicio para
el lector, pues las propiedades de la suma definida en L} dependen de las
propiedades de la suma en K.

Definiremos el producto a - b, donde a y b son como antes, de la siguiente
manera;

a-b=c=1(co, ¢1,...,¢,0,0,...,0,...), donde r =k+my

ci= Y ab,, Vie{0,... k+m}

j+n=i
El producto asi definido es asociativo, conmutativo y distributivo con respec-
to a la suma definida en L}.; ademds tiene identidad, que es la sucesion
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1 = (1,0,0,...,0,...). El lector puede verificar que estas propiedades se
cumplen, de nuevo haciendo uso de las propiedades del producto en K.

Asi, (L3, +,-) es un anillo conmutativo con identidad, que se denomina
el anillo de polinomios en una indeterminada, con coeficientes en K.

Ahora bien, si denotamos al elemento (0,1,0,0,...,0,...) de L}, por z,
observaremos lo siguiente:
@?=gr = (0-0,0-14+1-:0,0-0+1-1,0+1-0,0,...)=(0,0,1,0,...
x? = (0,0,0,1,0,0,...,0,...) y en general,
" = (0,0,0,...0,1,0,...,0,...) donde 1 ocupa el lugar n+1.
Si se definex® = (1,0,...,0,...) =1 € L}, y se define en L3 un producto
por escalares en K del modo natural: para o € K, y
a = (ag, a1,...,0ax,0,...,0,...) € L}, aa = (aay, aay, ..., aa0,...,0,...),
resulta que L}, es también un espacio vectorial sobre K, y, como espacio vec-
torial, estd generado por el conjunto {z°, =, 22,...2",...}.
En efecto, si a = (ag, a1, ...,a;,0,0,...,0,...), entonces
a = ap(1,0,0,...,0,...) +ai(0,1,0,...) +...+an(0,0,..., 1 ,0,...)
k+1
k
= au’+ax+ ...+ apt = Zaixi
i=0

Este hecho nos da una representacion de cada elemento a € L}, como una
combinacién lineal de potencias de z, y es esta la notacién que usualmente
empleamos para operar con estos elementos, llamados polinomios en una
indeterminada con coefientes en K.

La construccion precedente podria parecer un tanto rebuscada, sobre todo
si se compara con la nocién de un polinomio en una “indeterminada” (vocablo
éste que tiene un significado matemdtico bastante indeterminado) asociada
a una funcién polinémica.

El polinomio p(z) = 3z® — 22+ 1 puede ser “evaluado” en ntimeros reales
y/o complejos, tal como lo es una funcién.

Ahora bien, esta nocién de los polinomios como “equivalentes” a las fun-
ciones polinémicas, adquirida por lo general en los estudios pre-universitarios
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de Matematicas, tiene sentido cuando el cuerpo es infinito, y puesto que en
dicho nivel de instrucciéon no se consideran cuerpos finitos, la equivalencia
de estos objetos es, en ese caso, vélida. Sin embargo, si el cuerpo de los
coeficientes es finito, ya la equivalencia pierde validez.

Mas precisamente, si el cuerpo K es infinito, se puede establecer un iso-
morfismo natural entre el anillo de polinomios K [z] y el anillo de las funciones
polinémicas con coeficientes en K'; cuando K es finito, ya esa correspondencia
deja de ser biyectiva. Veamos:

Sea

PK:{f:K%K:f(a):Zaiai, Vae K, con a; € K, para 0 <i<mn,n >0}
i=0

Pr tiene estructura de anillo conmutativo con identidad, con la suma y el
producto de funciones usualmente definido:

(f+9)(@) =fla) +g(a), v  ([-9)(@)=fl)-g(a), Vo€ K.

Ademas, P es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, si se define el producto
de una funcién f por un escalar A € K, como \f, donde
(Af)(a) = A(f(a)), Va € K.

La estructura que poseen K[x] v Pk, que ademds de ser anillos, son
espacios vectoriales sobre el anillo K, se denomina estructura de K —algebra.

Definiremos un homomorfismo de K —algebras, como una funcién entre
K —algebras que es, a la vez, una transformacién lineal entre espacios vecto-
riales y un homomorfismo de anillos.

Un isomorfismo de K —algebras serd un homomorfismo biyectivo entre
K —algebras.

Para mostrar que, siempre que K sea un cuerpo infinito, Px = K|[z], lo
que implica que es valida la identificacién de un polinomio con una funcién
polinémica, se requiere del siguiente resultado (Teorema 2.20) cuya prueba
se dejard como ejercicio para el lector; al final de esta secciéon se ofrecen
sugerencias para la construccién de la prueba.
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Definicién 2.19 Sea p(x Zplx € K[z|, p; # 0 para algini € {0,...,r}

y sea a € K. Se dice que a es raiz de p(x) si la funcion f, € Pk definida por:

= sz‘ti, Vt € K, es tal que f,(a) = 0.

1=0

Teorema 2.20 Un polinomio en Klz|, de grado n > 0, tiene, a lo sumo, n
raices en K.

Teorema 2.21 Si K es un cuerpo infinito, entonces K|[x] = P.

Prueba Sea ¢ : K[z] — Pk la funcién definida por ¢(p(z)) = f,, donde
fp : K — K es la funcién tal que

fola) = po+pra+pa®+...+pa”, Vac K,

siendo
'8
i
= E biT
i=0

La funcién ¢ estd bien definida, pues si p(x) € K[z], p(z) = Zpixi, en-

tonces p; € K, Vi€ {0,...,r},yasi f, = p(p(x)) es una funcién polinémica
que esta en Px. Veamos ahora que  es un homomorﬁsmo de K —algebras:

Sea A € K y sean p(x szl' q(zx Z ¢;z" polinomios en K|z].

p(Ap(x)) = @(p*(z)), donde p*( kazx Ast, p(Mp(x)) = fpr,
donde
Jo(a kaza Vq € K. Pero kaza = A/fp(a)) = Ao(p(x)).

=0 =0
Por otra parte, ¢(p(z) + ¢(z)) = ¢(g(z)) = f4, donde

gx)=@o+aq)+Pi+q)r+ ...+ (pr+¢)x" + ...+ g2’

si suponemos que s > 7.
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Asi,
fola) = (Po+f_I0)+(P1+Q1)a+(p2+Q2)a2+- A (prtg)a"+. . Aqa’, YVa e K.

Usando la propiedad dlstrlbutlva del producto respecto a la suma en K,

obtenemos que f,(a Z pa’ + Z ga', y por lo tanto,
=0 =0

fo=To+ fo=0(p(x)) + ¢(q()).
Dejamos como ejercicio para el lector verificar que, para p(x), q(z) € Klz],
se tiene que p(p(z) - q(z)) = @(p(z))p(q(z)).

Veamos ahora que ¢ es biyectiva.

Para verificar que es inyectiva, probaremos que Ker ¢ = {0}. Sea
p(z) € K[z] tal que ¢(p(x)) =0 (la funcién nula en Pk).

Esto significa que, si p(x) = po + p1z + ... + p2", entonces Va € K se
cumple que py + pra + ... + p.a” = 0. Pero por el Teorema 2.19, sabemos
que p(z), si es no nulo, tiene, a lo sumo, r raices en K, y siendo K infinito,
tendriamos que p(z) tiene infinitas raices en K. De modo que ¢(p(z)) = 0
implica necesariamente que p; =0, Vi € {0,...,r}, y por lo tanto p(x) = 0.

Asi, Ker o = {0} y ¢ es inyectiva.

© es sobreyectiva porque, dada cualquier funcion polinémica f : K — K,
definida, digamos por f(a) = o+ cra+...+cua", es claro que f = p(c(z)),

donde ¢(z Z CiT [ |

Hemos Vlsto que la inyectividad de ¢ depende fuertemente del hecho
de ser K infinito. Para constatar que estd identificacion de un polinomio
con la funciéon polinémica asociada no es valida en el caso de ser K finito,
examinaremos un ejemplo.

Ejemplo 2.11 Sea K = Z3 = {0, 1, 2}
Si definimos @ : Zs|x] — Pz, como antes, veremos que @ no es inyectiva:
Sea p(z) = 23 + 2z # 0.
o(p(x)) = fp : Zs — Zs, es la funcion definida por f(n) = n® + 2n,

Vn € Zs.
Ahombzen
£,0) =0 +2.0=0
(D)= +2(1)=1+2=3=0
£2) = (2 +2(2) =84+3=2+T=3=0



Como f,(a) = 0, Ya € Zs, f, es la funcion idénticamente nula, y sin
embargo p(x) # 0; luego Ker p # {0} y el homomorfismo no es inyectivo.

Nos interesa ahora explorar otras propiedades del anillo de polinomios
K[x] que comparte con el anillo Z de los nimeros enteros, y que estan aso-
ciadas al algoritmo euclidiano de la division.

Recordemos que, si p(x) # 0, q(z) € K[z] y gr(p(z)) = n, gr(q(x)) =m,
existen c¢(x), r(x) € Klz|, con r(z) =06 gr(r(z)) < n, tales que
q(z) = c(x)p(x) + r(x). Este hecho, cuya prueba consiste simplemente en
realizar la divisién del polinomio ¢(x) entre p(x), generalizando el algorit-
mo que se aprende en las lecciones de Algebra de la escuela secundaria, se
propondra como ejercicio para el lector, al final de esta seccion.

Las propiedades que comparten Z y K[x] a las que nos referimos antes,
son las que les dan la estructura de lo que se denomina “anillo euclidiano”.

Definicién 2.22 Un dominio de integridad A es un anillo euclidiano si se
cumplen las siguientes condiciones:

1. Eziste una funcion d : A\{0} — N, tal que si a # 0, b # 0 estdn en
A, entonces d(a) < d(ab)

2. Para a,b e A, b# 0 existen c,r € A, tales que a = bc+r, donde r = 0
d d(r) < d(b).

El elemento 0 € A no tiene ningun valor asignado a través de la funcion d.

En el caso de K[z], todo parece indicar que la funcién d de la definicién,
viene dada por el grado de un polinomio. Veamos que este, en efecto, es el
caso.

Teorema 2.23 Si K es un cuerpo, entonces K|x] es un anillo euclidiano.

Prueba  Comenzaremos por ver que K[z] es un dominio de integridad,;
ya hemos visto que es un anillo conmutativo con identidad, y sélo resta ver
que, si f(x), g(x) € Klz]y f(z)-g(x) =0, entonces f(z) =06 g(z) =0. De
la definicién del producto f(z)g(x) se deduce que, si f(x) # 0y g(z) # 0,
entonces gr(f(x)g(z)) = gr(f(x))+gr(g(x)). Por lo tanto, si f(z) y g(z) son
no nulos, gr(f(z)g(x)) > 0, lo cual excluye la posibilidad de que f(x)g(x)
sea el polinomio nulo. Asi, K[z] es un dominio de integridad.
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Mencionamos antes que la funcion

d: Kjz]\{0} — N definida por

d(f(x)) = gr(f(z))
cumple con las condiciones requeridas en la definicién 2.21. En efecto, si
f(x) # 0,y g(z) # 0, se tiene que gr(f(z)) = 0y gr(g(z)) = 0y en
consecuencia, gr(f(x)g(x)) > gr((f(x))), puesto que

gr(f(x)g(x)) = gr(f(z)) + gr(g(x)).

Por otra parte, asumiendo que vale el algoritmo euclidiano de la division
en Klz], tenemos que la funcién d en este caso, hace de K[x] un anillo
euclidiano. [

Habiamos presentado a Z como un anillo euclidiano también, y para ve-
rificarlo debemos definir la funcion d : Z* — N que posea las caracteristicas
requeridas.

Sabiendo que el algoritmo euclidiano de la divisién vale en Z, y tomando
en cuenta el papel que debe jugar d en ese algoritmo, concluimos que debe
definirse

d: 7" — N

por d(n) = |n|; dejamos como ejercicio para el lector verificar que Z es un
anillo euclidiano.

Una de las propiedades fundamentales de los anillos euclidianos es la
siguiente: todo ideal de un anillo euclidiano es generado por un elemento del
anillo. Esta propiedad ya la hemos observado en Z : todo ideal en Z es de la
forma nZ = (n), para algin n € Z.

Definicién 2.24 Un ideal I de un anillo conmutativo es un ideal principal,
si existe ag € A tal que I = (ag) = {rap : r € A}. Se dice que un dominio
de integridad A, con identidad, es un dominio de ideales principales

(D. 1. P.) si todo ideal de A es principal.

Teorema 2.25 Todo anillo euclidiano es un D.I.P.
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Prueba  Sea .4 un anillo euclidiano y sea I un ideal de A. Si I = {0},
entonces [ = (0) ={0-r : r € A}.

Supongamos que I # {0}, y en consecuencia, Ja € I tal que a # 0.
Consideremos el conjunto d(I) = {d(a) : a € I, a # 0} C N. (Aqui d es la
funcién a valores en N definida en A\ {0}, por ser A un anillo euclidiano).

Como d(I) # 0, porque existe a € I tal que a # 0, tenemos que existe
k € N tal que k = min d(I). Sea ag € I tal que d(ag) = k. Sea a € I; como
A es un anillo euclidiano, existen ¢, € A con r = 0 6 d(r) < d(ap), tales
que a = cag + 7.

Ahora bien, como ag € I, cag € I, ya que I es un ideal. Dado que a € I,
a—cag =1 € I;sir # 0 tenemos que, d(ag) < d(r), ya que d(ag) <
d(x), Vo € I,y esto contradice la escogencia de r. De modo que, necesaria-
mente, r = 0. Asi, a = cag y hemos probado que I C (ag). Como ag € I, es
claro que (ag) C I, y asi I = (ap).

Vemos asi que todo ideal en A es generado por un elemento. Resta ver
que A tiene elemento identidad.

Como A es un ideal en A, por lo que acabamos de probar, sabemos que
existe u € A tal que A = (u). En particular, existe ¢t € A tal que u = tu.
Veamos que t es el elemento identidad de A :

Sea a € A; ta = tru, para algin r € A. Como A es conmutativo,
ta = tur = ur = a; luego t es la identidad de A [ |

Es interesante observar que la prueba anterior nos dice cudles pueden ser
los generadores de un ideal I en un D.I.P.

En el caso en que A = K|[z], si I es un ideal cualquiera en K[z], sabemos
que [ estara generado por un polinomio de grado minimo entre los que estan
en /. En otras palabras, todo ideal I en K[z] esta conformado por todos los
polinomios que tienen al polinomio generador como factor. Por ejemplo, si
p(r) =23 — 2 € Q[z] y tenemos que I = (p(z)), entonces

I ={q(z) € Qla] : q() = (2" = 2)g(x), g(z) € Qla]}

Una consecuencia de esto es la siguiente: Si « es raiz del polinomio ge-
nerador de I, entonces « es raiz de todos los polinomios de /. En el ejemplo
anterior, a = v/2 es raiz de todos los polinomios de I.

Por esta razén, un criterio para determinar si un polinomio g(z) esté en
un ideal I, es determinar si g(x) es divisible entre el polinomio generador.
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En el caso A = Z, ya habiamos probado que todo ideal es de la forma
nZ = (n), y en este ideal el generador, que puede ser n 6 —n, (se toma
n > 0 por conveniencia) resulta ser el elemento en I que tiene valor absoluto
minimo, tal como ocurre en la prueba que acabamos de ver.

De hecho, un aspecto fundamental de los anillos euclidianos es el de la
divisibilidad, que abordaremos a continuacion:

Definicién 2.26 Sea A un anillo euclidiano, y sean b,c € A, b # 0, ¢ # 0.
Decimos que b divide a ¢ y escribimos b|c, si existe ¢ € A tal que b-q = c. Si
b no divide a ¢ escribimos b fc.

Proposicién 2.27 Sea A un anillo euclidiano; sean a,b,c € A, todos no
nulos. Vale lo siguiente:

1. Sialb y ble, entonces alc
2. St alb y ale, entonces al(b =+ c¢)

3. Si alb, entonces albx, Vx € A.

La prueba se deja como ejercicio para el lector, ya que no difiere esencial-
mente de la que se haria para el caso A = Z.

La idea de maximo comun divisor surge naturalmente en este contexto,
con una caracteristica que implica diferencias entre el caso general y el de Z.

Cuando se habla del m.c.d.(-15,12), por ejemplo, se hace referencia al
numero 3, pues, entre los divisores comunes de -15 y 12, que son: -1,1,-3 y 3,
éste tultimo es el mayor, segin el orden que existe en Z.

Esto hace que, en Z, el m.c.d. de dos o mas enteros sea tnico. La definicion
de m.c.d., valida para un anillo euclidiano cualquiera, sin que éste tenga un
orden definido, no implica la unicidad del m.c.d. de dos elementos del anillo:

Definicién 2.28 Sean a,b # 0 € A, anillo euclidiano. Sea ¢ # 0 € A; deci-
mos que ¢ es un maximo comun divisor de a y b, si se cumplen las condiciones
siguientes:

1. cla y c|b
2. Sixz e Ayzxla, z|b, entonces x|c.

Denotamos, en este caso, el elemento ¢ como (a,b).

96



Ejemplo 2.12 En 7Z, segun la definicion anterior, tendriamos que

—4 = (—16,12) y 4 = (—16,12). Lo que ocurre en Z es que si ¢ = (a,b) y
' = (a,b), entonces |c| = |d|. Dejamos la verificacion de este hecho como un
ejercicio para el lector.

Ejemplo 2.13 Si A = Q[z], y p(z) = 2 — 4, q(z) = 2* — 22* + 3z — 6,
entonces es facil ver que (p(z), q¢(x)) = x — 2, pero también se tiene que
(p(x), q(z)) = Mz — 2), para cualquier A € Q, X # 0.

Ast, hay infinitos polinomios c(x) en Q[z] tales que (p(x), q(z)) = c(x).
Obsérvese que todos estos polinomios c(x) tienen el mismo grado, que es 1
en este caso.

En un ejercicio al final de esta seccion, se propone probar la generalizacion
de esta propiedad, para cualquier anillo euclidiano.

Lema 2.29 Sea A un anillo euclidiano y a,b # 0 € A. Eziste ¢ € A tal que
c=(a,b) y existen «, B € A tales que c = ava + (3.

Prueba Sea I = {ua+ vb : u, v € A}. Se desprende del ejercicio 1, del
final de esta seccién, que I es un ideal de A.

Como A es un D.I.P., existe ¢ € A tal que I = (¢). Como ¢ € I, existen
a, B € A tales que ¢ = aa + B b. Por otra parte, como a,b € I, se tiene que
cla y clb.

Supongamos que r|la y r|b  (r € A). Entonces, por la Proposicién 2.27,
rlaa y r|fb, y por lo tanto, rlaa + fb=c. Asi, c= (a,b) =aa+ b N

El lector recordara el algoritmo euclidiano para encontrar el entero
¢ = (m,n), para m,n € Z, ambos no nulos. Este algoritmo también provee
los enteros a, b tales que ¢ = am + bn.

Entre los ejercicios propuestos al final de esta seccion, esta la generaliza-
cién de este algoritmo para el anillo de polinomios K[z] sobre un cuerpo K,
y también el uso de este algoritmo en ciertos casos particulares.

A continuacién, definimos los conceptos necesarios para establecer el teo-
rema que generaliza al caso de los anillos euclidianos, lo que se conoce como
el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Definicién 2.30 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un elemento
a € A se denomina una unidad en A, si a es invertible en A, es decir, si
existe b en A tal que ab = 1.
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Ejemplo 2.14 Si A =7, las unicas unidades son 1y -1.

Ejemplo 2.15 Si A = K|[z], las unidades son todos los polinomios constan-
tes, p(x) = ¢, donde c € K, ¢ # 0.

Teorema 2.31 Sea A un dominio de integridad. Sean a,b # 0 € A tales
que alb y bla. Entonces a = tb, donde t es una unidad en A.

Prueba Se deja como ejercicio para el lector.

Definicién 2.32 Si a,b € A, donde A es un dominio de integridad con
identidad, y a = tb para alguna unidadt € A, se dice que a y b son asociados.

Ejemplo 2.16 Si A = K|[z], donde K es un cuerpo, dos polinomios p(x) y
q(z), son asociados si y sdlo si p(x) = aq(zx), con o € K, a # 0.

Lema 2.33 Sea A un anillo euclidiano, a,b € A ambos no nulos; si b no es
una unidad, entonces d(a) < d(ab). En otras palabras, d(a) = d(ab) implica
que b es una unidad.

Prueba Seal = (a)={ra : r € A}. Como a es generador de I, sabemos
que d(a) < d(s), Vs € I. En particular, ab € I y por lo tanto, d(a) < d(ab).
Supongamos que d(a) = d(ab). En este caso d(ab) < d(s), Vs € I; y por lo
visto en la prueba del Teorema 2.25, ab es un generador de I. Como a € I,
existe r € A tal que a = r(ab) = a(rb). Como A es un dominio de integridad,
vale la ley de cancelacion para el producto, y resulta que rb = 1, lo que
significa que b es una unidad. [

Definicién 2.34 Sea A un anillo euclidiano, a € A tal que a no es una
unidad. Se dice que a es un elemento primo en A, si se cumple lo siguiente:
St existen elementos b, ¢ € A tales que a = be, entonces b es una unidad o ¢
es una unidad.

Ejemplo 2.17 Si A = Z, entonces —5, 13, 23 son ejemplos de elementos
primos; todos los enteros x tales que |z| es un nimero natural primo, son
elementos primos en 7.
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Ejemplo 2.18 Si A= Q[z], p(z) = 2*—2 es un elemento primo en Q[z], ya
que sélo puede factorizarse de la forma: x*—2 = A(%—%), para A € Q, X #0;
pero no es primo en R[z], pues en este ultimo anillo, p(x) puede factorizarse
de manera no trivial:

p(z) =22 — 2 = (v —V2)(z + V2). Se usa el término “irreducible” para
los polinomios que son elementos primos.

Proposicion 2.35 Sea A un anillo euclidiano. Sea a € A tal que a no es

una unidad en A. Entonces a = pips---pr donde p; es un elemento primo
en A, parai € {1,..., k}.

Prueba Dado que {d(z) : x € A} C N, usaremos el principio de induccién
sobre d(a) para probar lo que afirma la Proposicién. Como A = (1), tenemos
que min{d(z) : = € A} =d(1). Si d(a) = d(1), entonces a es una unidad en
A, vy vale la afirmacién que buscamos probar.

Supongamos ahora que d(a) > d(1) y que la proposicién vale para todo
x € A tal que d(x) < d(a). Veamos que también vale, entonces, para a.

Si a es un elemento primo, se cumple la conclusiéon de la Proposicién. Si
no lo es, existen r,s € A, ninguno de los cuales es una unidad, tales que
a = rs. Segin el Lema 2.33, d(r) < d(rs) = d(a) y d(s) < d(rs) = d(a), v,

por la hipétesis de induccién, existen elementos primos py, ..., pr y Py, ..., P}
en A talesquer =py...prys=p)...p,. Asi, a = py...pgp} ... P}, vy hemos
probado que a es igual a un producto de elementos primos de A |

Esta proposicion es uno entre los varios resultados importantes, relativos
a la divisibilidad en un anillo euclidiano A, que son analogos a los que se
cumplen en N.

En el Lema siguiente, presentamos algunos de estos resultados, cuya prue-
ba es también analoga a la que se obtiene en el caso de Z, y por esta razon,
queda como ejercicio para el lector.

Es importante tomar en cuenta que, como consecuencia de las propiedades
de los elementos asociados en un anillo euclidiano (ejercicios al final de esta
seccién), si (a,b) =t y r es asociado a t, entonces (a,b) =r.

Lema 2.36 Sea A un anillo euclidiano, a,b,c € A. Entonces, valen las si-
guientes afirmaciones:

1. Sialbe y (a,b) = 1, entonces alc.
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2. Sib es un elemento primo en A, entonces bla ¢ (a,b) = 1.
3. Sib es un elemento primo en A, y blac entonces bla J b|c.

4. Sib esun elemento primo en A yblay ...a,, cona; € Aparal <i<n,

entonces bla; para algin i € {1,...,n}.
5 Siry, o, e,y € Ay rirg..r, = 1, entonces r; es una unidad para
i1=1,...,n.

Definicién 2.37 Si A es un anillo euclidiano y a,b € A, se dice que a y b
son primos relativos si (a,b) = u, donde u es una unidad en A.

Por observaciones anteriores, si a y b son primos relativos, se puede su-
poner que (a,b) = 1.

Para completar la analogia de los anillos euclidianos con el anillo de los
enteros, en relacion con el Teorema Fundamental de la Aritmética, probare-
mos la unicidad (salvo unidades) de la descomposicién de un elemento no
nulo en factores primos.

Teorema 2.38 Sea A un anillo euclidiano, a € A, a # 0; si a no es una
unidad y a = py...pr = py...p; con p; y p) elementos primos en A, para
ie{l,....k}, L €{l,...,7}, entonces k = j, cada p; es asociado de algin
p) y cada p; es asociado de algin p;.

Prueba  Como a = p;...pp = pj...p}, se tiene que p;|p}...p}. Por el
lema anterior, p;|p. para algin r € {1,...,j}. Como p; y p. son elementos
primos en A, p; y p. deben ser asociados; es decir, p,. = up;, donde u; es
una unidad en A.

Ast, pro.pe = py- - prog(Wip1)pry - Py como A es un anillo euclidia-
no, podemos cancelar p; en ambos miembros y resulta

pb2...PL = Ulp/l .- -P;—lp;url - .p;

Repetimos el proceso con p, y asi sucesivamente; luego de k pasos, si k < j,
obtendriamos 1 = wujus ... urq donde ¢ es un producto de j — k elementos
primos entre los p;. En ese caso, por el Lema 2.35, se obtiene que cada
elemento p; entre los factores de ¢, es una unidad, y dado que, por hipdtesis,
todos los p; son elementos primos, se concluye que j — k = 0, y por lo tanto,
j =k y cada p; es igual a una unidad por algtn pj.
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Si suponemos que k > j, obtenemos, a partir de las operaciones men-
cionadas arriba: py_;...pr = u; - - - ug, lo que implicarfa que p; es una unidad
para k — j <1 < k. De nuevo, esto contradice la hipotesis de ser p; primo,
para ¢ = 1,...,k. Deducimos, entonces, que es verdadera la conclusion del
teorema [

Hemos probado entonces que para cualquier anillo euclidiano, vale lo que
podriamos llamar una generalizacién del Teorema Fundamental de la
Aritmética.

Se han estudiado ejemplos de anillos euclidianos distintos de Z y K|x], de
los cuales no nos ocuparemos en este texto; uno de los mas importantes es el
anillo de los enteros gaussianos, denotado usualmente por J[i] y definido asi:

Jli] ={a+bi:abeZ, i*=—1}.

Conocemos ya los cuerpos que se construyen a partir de Z, a saber: los Z,
obtenidos como el cociente Z/pZ, con p primo, y el cuerpo de cocientes 6 de
fracciones de Z, que constituye Q, el cuerpo de los niimeros racionales.

Como K|[z] es también un dominio de integridad, y ademds un D.I.P.,
tenemos que los anillos cocientes K [x]/I, donde I es un ideal en K[x], son de
la forma K[z]/(p(x)); y por el teorema 2.13, si (p(x)) es un ideal maximal,
K[z]/(p(x)) es un cuerpo.

Por otra parte, el cuerpo de fracciones de K|z] es denotado K(z), y

consiste en todas las expresiones racionales %, con p(x), q(z) € Klz], y
q(x) # 0.

Volviendo a la cuestién de los anillos cocientes K[z]/(p(x)), el siguiente
teorema nos dice cudles son los polinomios p(z) € K[z] que generan un ideal
maximal.

En este caso también vale la analogia con el comportamiento de los ide-
ales maximales en Z, donde los niimeros primos son los que generan ideales
maximales.

Teorema 2.39 Si A es un anillo euclidiano, el ideal I = (a) es mazimal si
y sdlo si a es un elemento primo en A.

Prueba Supongamos que I = (a) es un ideal maximal en A. Si a no es un
elemento primo en A, existen b, ¢ € A, ninguno de los dos una unidad, tales
que a = be.
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El ideal J = (b) contiene a I, pues a = bc, lo que implica que a € J y por
lo tanto ra € J, Vr € A; como b no es una unidad, J # A; ademas J # I,
pues si J = I, existe r € A tal que b = ra, luego bc = rac, y por lo tanto
a = arc; como A es un dominio de integridad podemos cancelar a en ambos
miembros y obtenemos 1 = r¢, lo cual significa que ¢ es una unidad, contra
lo supuesto. Asi, J # A, J# [ y ademéas I C J C A, por lo que I no es un
ideal maximal en A. Esta contradiccién con lo que suponiamos de entrada,
nos hace concluir que a es un elemento primo en A.

Reciprocamente, si a es un elemento primo en 4, y se tiene que I = (a), J
otro ideal en A tal que I C J C A, tendremos lo siguiente: J = () con r € A,
por ser A un D.I.P. Como I = (a) C J = (1), claramente a € J, luego a = br,
para alguin b € A. Como a es un elemento primo en A, necesariamente se
cumple que b es una unidad 6 r es una unidad. Si b es una unidad, existe
q € Atal que gb =1,y asi ga =r, porlocual r € I = (a), y asi I = J. En
el otro caso, si 7 es una unidad, entonces J = (r) = A.

Por lo tanto, I es maximal en A [ |

En el caso del anillo de polinomios K|z|, donde K es un cuerpo, p(z) # 0
es un elemento primo si p(z) es irreducible, es decir, si p(z) es factorizable
en K|z] sélo de la forma, p(z) = cq(x), donde ¢ es una constante no nula;
como Q[z] C R[z] C CJz], es posible que un polinomio irreducible en Q[z],
no lo sea en Rz].

Por ejemplo, p(z) = 2% — 2 es irreducible en Q[z], pero en R[z] tenemos
que 22 — 2 = (z — v/2)(z + V/2).

Asi, Q[x]/(z* — 2) es un cuerpo, pero R[z]/(z* — 2) no lo es puesto que
el ideal (22 — 2) es maximal en Q[x], y no lo es en Rx].

Examinamos ahora el cuerpo Q[z]/(z? — 2).

Para comenzar sabemos que, si (z®> — 2) denota el ideal generado por
% — 2, entonces

Qlz]/(2* = 2) = {(2® = 2) + p(z) : p(x) € Q[z]}.
Si denotamos por I al ideal (z? — 2), entonces un elemento cualquiera
p(x) + I € Q[z]/I se puede expresar como [¢(x)(z? — 2) + r(z)] + I, donde
r(x) =06 gr(r(z)) < 2, usando el algoritmo de la divisién euclidiana. Luego,

p(x) + 1= (qx)(2® —2)+ 1)+ (r(x) + ).
Como q(z)(2* — 2) € I, tenemos que p(z) + I = I + (r(z) + 1) = r(x) + I;
y dado que gr(r(z)) < 2, resulta que p(z) + I = (ax + b) + I, para ciertos
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a,b € Q; pero (ax +b)+1 =a(x+ 1)+ (b+ I). Si denotamos x + I por z,
la expresién anterior se escribe az + b.

En otras palabras, Q[z]/I = {az+b : a,b € Q}

Por otra parte,

P2 —2=@+ )P -2=2"+1-2="-2)+1=1=0€Q[z]/I

Asi, z = x + I es raiz del polinomio t(x) = z* — 2, y Q[z]/I resulta ser un
cuerpo que contiene una raiz de t(z), raiz que no existe en QQ. Veremos més
adelante que Q[x]/I es el menor cuerpo que contiene a Q y a una raiz de t(z).
Esta construccion fue utilizada por Galois en su tratamiento del problema
de la resolucion por radicales de una ecuacion polinémica.

2.4.1. Irreducibilidad de Polinomios en Q|z]

Hemos visto la importancia del papel que juega la irreducibilidad de un
polinomio para la construccién de un cuerpo cociente del tipo Q[z]/p(z).

En esta seccion, presentaremos algunos criterios basicos que permiten de-
terminar la irreducibilidad de ciertos polinomios en Q|[x]. El problema general
de la determinacion de irreducibilidad es dificil y permanece abierto.

Probaremos el llamado Lema de Gauss, que reduce el problema de de-
terminar la irreducibilidad de ciertos polinomios en Q[z], a determinarla en
Z[z]. Terminaremos la seccién con el llamado criterio de Eisenstein.

Definicién 2.40 Si p(x) = ag + a1z + ... + a,2" € Zlz|, decimos que p(x)
es primitivo si el mdximo comiun divisor de ag,ay, . .., a, €s iqual a 1.

Lema 2.41 Si p(x) y q(z) son polinomios primitivos, entonces p(x)q(x) es
Primitivo.

n

Prueba  Supongamos que p(z) = Z a;x’ y q(r) = Z bz’
i=0 =0
n+m
Sea p(x)q(x) = Z cpa®, es decir, ¢ = Z a;b;, para k € {0,...,n+ m}.
k=0 i+j=k
Suponemos que p(z) y ¢(x) son primitivos; si p(z)g(x) no lo es, existe
r €N, r > 1tal quer|c, VEk € {0,...,n+m}. Por lo tanto, existe un primo
p tal que pleg, Yk €{0,...,n+m}.
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Como p fa; para algun i € {0,...,n}, sabemos que existe t € {0,...,n}
tal que p|a; para i <ty p fa,. Andlogamente, existe s € {0,...,m} tal que
plb; para j < sy p fbs.

Ahora bien,

Cips = ibs + (ar—1bsi1 + ... + agbsys) + (arp1bs—1 + ... + asp4bo).

Como pla; para ¢ < t, se tiene que p|(a_1bs_1 + ... + aobs+s) y como plb;
para j < s, resulta que p|(a;11bs_1 + ...+ asy:bo). Dado que hemos supuesto
que plciys, necesariamente tendriamos que p|a;bs; pero siendo p primo, eso
implicaria que pla; 6 p|bs, lo cual contradice lo supuesto. Asi, podemos con-
cluir que no existe r > 1 tal que r|cg, Yk € {0,...,n+m} y por lo tanto
p(z)q(x) es primitivo. |

Si p(z) € Z[zx] es un polinomio cualquiera y 7 es el méximo comun divisor
de sus coeficientes, es claro que podemos expresar a p(x) como rq(x), donde
q(z) es primitivo. Llamaremos a r el contenido de p(x).

Teorema 2.42 (Lema de Gauss)

Sea p(x) un polinomio primitivo. Si p(x) = f(x)g(z), con
f(x),9(x) € Q[z], entonces existen q(z), s(x) € Z[x], tales que
p(x) = q(z)s(x).

Prueba Supongamos que p(x) € Z[x] es un polinomio primitivo, y que se
puede factorizar como p(z) = f(x) - g(x), con f(z), g(z) € Q[z]. Si

_w (@ @\ ok _bo (b bs) s
f(z) = CO+<Cl)x+...+<0k)x y g(:c)—d0+<d1)x+...+<ds)x,

entonces f(z)-g(z) = T(alo +aiz+ .. 4 al ) () + bz + ..+ ba”) donde
n

n = [m.cm. (cy,cp,...,cp)][m.cm (do,...,d)] y

m = [m.c.d(ag,...,a)][m.c.d(by,...,bs)]

k s
Si h(z) = Za;xi, j(z) = Zngl entonces h(zx), j(z) € Z[z] y son
i=0 i=0

primitivos; ademads, p(x) = %h(:c)j(x), y por lo tanto, np(z) = mh(x)j(z)
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Como p(x) es primitivo, el contenido de np(z) es n; como h(x) y j(x) son
primitivos, también lo es su producto h(x)j(x), por el Lema 2.41, y entonces
el contenido de mh(z)j(z) es m.

m
Por lo tanto n = m y como p(x) = —h(z)j(x), resulta que

p(z) = h(z)j(z), con h(z), j(x) € Z[x], y esto es lo que querfamos probarll

Definicién 2.43 Un polinomio p(x) € Z|x] es mdnico si
p(r) =ap+arx+ ...+ az", ya, = 1.

De las definiciones de polinomio moénico y polinomio primitivo, se deduce
que todo polinomio moénico es primitivo.
La prueba del siguiente corolario queda como ejercicio para el lector:

Corolario 2.44 Sea p(x) un polinomio mdnico. Si p(z) = q(x)r(x), donde
q(z), r(x) € Q[z] y ambos son no constantes, entonces existen polinomios

monicos f(z), g(x) tales que p(x) = f(x)g(z).

El siguiente es uno de los pocos criterios de irreducibilidad de polinomios
en Q[z] conocidos hasta ahora.

Teorema 2.45 (Criterio de Eisenstein)
Sea q(x) = Zaixi € Z|x]. Sea p un nimero primo tal que p fay,
i=0

p? fao, y pla; para i € {0,...,n —1}. Entonces q(x) es irreducible sobre los
racionales.

Prueba Sea g(z) = Z a;x" € Z[z] y sea p un nimero primo que satisface
=0

las condiciones del Teorema. Podemos suponer que ¢(z) es primitivo, pues
en caso contrario, dividimos a ¢(z) entre el m.c.d. de los a;. Como p fa,, no
modificamos las hipdtesis.

Supongamos que ¢(z) se puede factorizar como ¢(x) = t(x)r(x), con
t(z), r(z) € Q[z], ambos no constantes. Entonces, por el Lema de Gauss,
se puede factorizar también como producto de dos polinomios en Z[z]. Es

k m
decir, existen u(z) = Zui:)s", v(z) = Zvjxj € Zlx], con k > 0, m > 0
i=0 =0

tales que ¢(z) = u(x)v(x). Por lo tanto, ag = ugvg, y por ser p primo y divisor
de ag, tenemos que plug 6 p|vy. Pero p no divide a ambos, puesto que p* fa.
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Supongamos que plug y p fvo. Si plu;, Vi € {0,..., k}, entonces p|a;,
Vi e {0,...,n}, puesto que a; = Z u;v;, para cada ¢. Como, por hipétesis,

=i
P Jlan, existe s € {0,...,k} tal que p Jus. Escogemos s como el minimo
subindice en {0, ..., k} con esa propiedad.

Asi, plu; parai € {0,...,s — 1} y plas (pues k < n); como
as = ugly + Us_1v1 + ... + ugvs, necesariamente plusvy. Esto implica una
contradiccién con lo supuesto, i.e., que p fug y p fus. Concluimos, entonces,
que no es posible factorizar a g(x) como producto de dos polinomios de grado
positivo en Q[x] |

Con este resultado, cerramos la exploracion de las propiedades del anillo
euclidiano K{[z], donde K es un cuerpo.

En general, si A es un anillo conmutativo, A[z] resulta ser un anillo
conmutativo también, no necesariamente euclidiano. La teoria que se ocupa
de las propiedades diversas de los anillos A[z] estd comprendida en el drea
que se ha denominado Algebra Conmutativa.
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Problemas:

1.

Probar que, si A es un anillo conmutativo con identidad,
R = {ry,...,m} C A, el ideal generado por R (el menor ideal de A
que contiene a R) es

I'={airi+agro+ ...+ apry : a1,...,a, € A}

. Pruebe que en K[z], donde K es un cuerpo, vale el algoritmo euclidiano

de la divisién: Dados p(z), ¢(x) € K[z], q(x) # 0, existen c¢(x) y r(x),
con r(x) =06 gr(r(x)) < gr(q(x)), tales que p(x) = q(x)c(x) + r(z).

Asigne V 6 F' a las siguientes proposiciones, segin sean verdaderas o
falsas:

a) La funcion d : A[z]\{0} — Z definida por d(p(z)) = gr(p(x)) es
un homomorfismo de anillos.
b) Todo cuerpo es isomorfo a su cuerpo de fracciones.

¢) Zy es un dominio de integridad si y sélo si es un cuerpo.

. Si A es un anillo euclidiano, a,b,r, s € A, ninguno de ellos nulo,

(a,b) =7y (a,b) = s entonces d(r) = d(s).

Generalice el algoritmo euclidiano para encontrar (a,b) con a,b € Z,
ambos no nulos, al caso de encontrar (p(z), ¢(x)), con p(x), q(z) €
K|[z], donde K es un cuerpo.

Demuestre el Teorema 2.20.

Encuentre (p(z), ¢(x)) = ¢(z) € Q[z] en cada uno de los casos siguien-
tes, y exprese c(z) como r(x)p(x) + s(z)q(x), utilizando el algoritmo
generalizado en el ejercicio anterior:

a) p(z) =2 +1,  q(z) =2?
b) p(z) = 2* — 22 — 6, q(z) = 2® — 2? + 22 — 2

. Sea I C Q[z] el ideal generado por los polinomios p(x), ¢(z) en cada

uno de los casos siguientes:
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10.

11.

12.

13.

14.

a) p(r) =2*+1,  q(z) =2
b) p(x) =2t — 2* — 6, q(x) = 2% — 2% + 22 — 2

Demuestre que, en el caso a), se tiene I = Q[z], y en el caso b), se
cumple I = (r(z)), donde r(x) = 2 + 2.

Demuestre que el conjunto de todas las unidades de un anillo conmu-
tativo con identidad forman un grupo abeliano bajo el producto de

A.

Pruebe que si a € A, A un anillo euclidiano, se tiene que a es una
unidad en A si y sélo si d(a) = d(1).

Sean K, Ky cuerpos tales que Ky C Kj, y sean p(x), q(z) € Ki[z]
tales que (p(x), q(z)) = 1 en Ki[z]|. Pruebe que (p(z), ¢(z)) = 1 en
KQ[SL’]

Pruebe que Rlz]/(z? +1) = C.

Sea p un ndimero primo, y ¢(x) = z™ — p, con n > 1. Pruebe que ¢(z)
es irreducible en Q[z].

Sean a, b € Z, ambos no nulos, tales que (a,b) = 1. Sea

p(z) = ; a;x" € Z]x]. Si <x - %) |p(x), pruebe que alag y bla,.
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Capitulo

Extensiones de Cuerpos

En la version general en la que actualmente se presenta la Teoria de
Galois, la nocién de cuerpo ocupa un lugar central. En particular, la idea de
“extender” un cuerpo dado K, i.e., construir un cuerpo K’ tal que
K C K’ (ylas operaciones en K’ “extienden” a las de K') resulta fundamental
para la teoria. La razon por la cual estas ideas aparecen naturalmente en la
consideracién del problema de la resolucion de ecuaciones algebraicas por
radicales es la siguiente:

Si un polinomio p(z) € K|z], irreducible en K|z], donde K es un cuerpo,
tiene una raiz « tal que o € K, es posible construir, a partir de K y p(z), un
cuerpo K’ tal que K € K’y a € K'. En el capitulo 2, se muestra un ejemplo
de esta construccién en el caso en que K = Q, p(z) =2* -2y K' = Q[z]/I,
donde I es el ideal generado por p(z). Galois consider6 sélo el caso particular
de extensiones de Q y R contenidas en C.

Antes de estudiar con mayor generalidad los aspectos esenciales involucra-
dos en esta idea, introduciremos algunas definiciones basicas, y propiedades
generales de los cuerpos. En lo sucesivo, hablaremos de monomorfismos, epi-
morfismos e isomorfismos entre cuerpos, al referirnos a los monomorfismos,
epimorfismos e isomorfismos de anillos entre ellos.

Definicién 3.1 Sea K un cuerpo, y F C K. Decimos que F' es un subcuerpo
de K st I es un cuerpo con las operaciones definidas en K.

Proposicion 3.2 Si K es un cuerpo, entonces la interseccion de todos los
subcuerpos contenidos en K, es un subcuerpo de K.
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Prueba Se deja como ejercicio para el lector.

Definicién 3.3 Sea K un cuerpo. El subcuerpo primo (o cuerpo primo) de
K es la interseccion de todos los subcuerpos de K.

Intuitivamente hablando, el subcuerpo primo de K es el menor subcuerpo
de K.

Cuando un cuerpo K no posee subcuerpos propios, es claro que K es su
cuerpo primo. Es el caso de Z,, con p primo, y también el de Q.

El préximo teorema nos asegura que, en esencia, éstos tltimos son los
Unicos cuerpos primos que existen.

Teorema 3.4 Sea K un cuerpo y J su cuerpo primo. Entonces J = Q o
existe p primo tal que P = Z,,.

Prueba  Sea J el cuerpo primo del cuerpo K. Sean 05 y 1j, respectiva-
mente, identidades de las operaciones suma y producto en K. Claramente,
0, € Jy 1, € J porlotanto, Vn € N, 1y + 1+ ...+ 1, =nl, € Jy

Definamos A : Z — J por A(n) = nlg.
Veamos que A es un homomorfismo de anillos:
Sean n,m € Z.

eNn+m) = (n+m)ly=nlg+mly=An)+ A(m)

v~ v
n-m n m

esta tultima igualdad se obtiene aplicando la distributividad del producto
respecto a la suma en K. Asi, A(n-m) = A(n)A(m).
Si A es un monomorfismo, entonces Ker(A) = {0}, y

S={Am)AR)]™ : meZ, neZ\{0}} CJ

por ser J un cuerpo. Ademas, S es un subcuerpo de J, por lo cual S = J, ya
que J es el subcuerpo primo de K.

Si definimos f : Q — S por f <%) = A(m)[A(n)]7!, entonces f es un

isomorfismo, lo cual queda como un ejercicio para el lector. Asi, Q = J.
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Si A no es un monomorfismo, entonces Ker A # {0}. Como Ker A < Z,
existe r € Z, r > 0 tal que Ker A\ = rZ. Afirmamos que r debe ser primo;
en efecto, de lo contrario, existirian t,q € N, t < r, ¢ <r, r =tq , lo cual
implica que A(r) = 0 = A(tq) = A(t)\(q), y por el hecho de ser J un cuerpo,
es un dominio de integridad, de modo que A(t) = 0 6 A(q) = 0; luego t € rZ
6 q € rZ,lo cual es imposiblesi0 <t <ry0<gqg<r.

Por lo tanto, Z/rZ = Z, es un cuerpo isomorfo a Im \; pero entonces

Im A es un cuerpo que coincide con J, por ser J el cuerpo primo de K. Asi,
L, = J. [

Proposicién 3.5 Sea K un cuerpo. Si el subcuerpo primo de K es isomorfo
a Zy,, entonces Car(K) = p. Si el subcuerpo primo de K es isomorfo a Q,
entonces Car(K) = 0.

Prueba Se deja como ejercicio para el lector.
Corolario 3.6 Si K es un subcuerpo de K', entonces Car(K) = Car(K').

Prueba Como K y K’ tienen el mismo subcuerpo primo, se concluye que
Car(K) = Car(K") |

Proposicién 3.7 Sea K un cuerpo y a € K, a # 0; sin € N y na = 0,
entonces n es mailtiplo de Car(K).

Prueba  Supongamos que a € K, a # 0. Como na = 0, por definiciéon de
Car(K), tenemos que si Car(K) = 0, esto implica que n = 0 y en este caso,
n es multiplo de Car(K).

Si Car(K) = p > 0, entonces n > p, por definicién de C'ar(K). Entonces,
existen ¢, r € N tales que n =pg+r, con 0 < r < p, y asi,

na = (pqg+r)a=0=pga+ra=ra=>0

Si 0 < r esto contradice el hecho de ser p = Car(K). Por lo tanto, r = 0 y
resulta que n = pq [ |

La idea bésica de ser K’ una extensién de K si K C K’ requiere de
una definicién que incluya el caso en que K = L, con L C K’, para mayor
generalidad.
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Por ejemplo, interesa que los casos Q C R, R C C sean definidos como
extensiones de cuerpos, pero también casos como el siguiente:

Sea A un dominio de integridad, F' su cuerpo de fracciones, y K cualquier
cuerpo que contenga a A; en este caso, sabemos que existe un monomorfismo
A F — K, razén por la cual F = Im(\) C K; aqui es conveniente
considerar a K como una extension de F.

Definicién 3.8 Una extension de cuerpos es un monomorfismo
g: K — K', donde K, K' son cuerpos. K es denominado el cuerpo base y
K’ la extension de K.

Ejemplo 3.1 Las inclusionesi; : Q — R, i5: Q — C, i3: R — C son
extensiones de cuerpos.

Ejemplo 3.2 Si K es un cuerpo y K|x] el anillo de polinomios sobre K,
sabemos que podemos construir el cuerpo de fracciones de K|x], llamado el
cuerpo de expresiones racionales sobre K, y denotado K(x). Si definimos
i: K — K(x) como i(a) = « (el polinomio constante igual a o), entonces
i es un monomorfismo y por lo tanto K(x) es una extension de K.

Ejemplo 3.3 Sip(z) = 22 —2 € Q[z], tenemos que p(x) es irreducible sobre
Q y por lo tanto el ideal I = (p(x)) es mazimal en Q[z] y Q[x]/I es un cuerpo.
De nuevo, la funcién i : Q — Q[z]/I, definida pori(a) =1+a, Va € Q es
un monomorfismo, y por lo tanto es una extension de cuerpos.

Cuando K, K’ son cuerpos y K’ es una extension de K, escribiremos
K : K.

En lo que sigue, estudiaremos el caso en que, dada una extensién K’ : K,
y un subconjunto H C K’, se construye una extension F : K tal que F
es “minimal” entre las extensiones de K que contienen a H, y claramente,
K’ : F es también una extensién.

Para precisar esa nociéon de “minimalidad,” apelamos a un recurso ya
conocido, seguramente, por el lector.

Definicién 3.9 Sea K un cuerpo, H #+ ¢, H C K. Entonces, el subcuerpo
de K generado por H es la interseccion de todos los subcuerpos de K que
contienen a H.
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Ejemplo 3.4 Considérese el subcuerpo K de C, generado por H = {1,i}
(i = v/—=1). Como Q es el cuerpo primo de C, Q C K, y por lo tanto el
conjunto S = {a+bi : a,b € Q} C K.

Ahora bien, si se prueba que S es un cuerpo, entonces, por ser K el menor
subcuerpo de C que contiene a H, resultaria que K = S.

Queda como ejercicio para el lector, verificar que S es un cuerpo.

Obsérvese que K puede también definirse como el subcuerpo de C ge-
nerado por QU {i}. En general, hay una notacién precisa para representar
situaciones andlogas a ésta:

Definicién 3.10 Sea K’ : K una extension de cuerpos y sea H C K'. El
subcuerpo de K' generado por K U H (o, mds precisamente, por i(K) U H,
donde i es el monomorfismo que define la extension K' : K) se denota por
K(H), y se dice que es obtenido a partir de K, adjuntando a H.

Si H = {a}, se escribe K(H) = K(a) y si H = {a,...,a,} entonces
K(H) se denota por K(ay,...,q,).

Ejemplo 3.5 Si K es un cuerpo y denotamos por K(t) el cuerpo de expre-
sitones racionales en t sobre K, entonces podria pensarse que hay ambiguedad
en la notacidon, pues en la extension K(t) : K, al subcuerpo de K(t) gene-
rado por K U{t}, lo denotamos del mismo modo. Pero, en realidad, no hay
ambigiedad, pues el subcuerpo generado por K\U{t} debe contener a todas las
expresiones racionales en t sobre K, y ademds estd contenido en ese cuerpo.
Ast, la notacion K(t) estd representando a un unico objeto.

Ejemplo 3.6 EnR : Q, como Q(v/2) es el subcuerpo generado por QU{v/2},
todos los elementos de la forma p+qv/2, con p,q € Q deben estar en Q(v/2).
Queda como ejercicio para el lector probar que el conjunto

S={p+qV2: p,qcQ} esun cuerpo, y por lo tanto, S = Q(v/2).
Observe que Q(v/2) coincide con el cuerpo Q[z]/I, donde I es el ideal
primo generado por p(x) = z* — 2.

3.1. Extensiones Simples

Definicién 3.11 Una extension simple es una extension K' : K tal que
K' = K(a) para algin a € K.

Ejemplo 3.7 La extension C : R es simple, pues R(i) = C, como puede
facilmente comprobar el lector.
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Ejemplo 3.8 Q(v2) : Q, y Q(v/2) : Q son extensiones simples. Se puede
probar que Q(v/2) = {a +bv/2 + c(¥/2)? : a,b,c € Q}, lo cual muestra que
los elementos de una extension simple K(«) de un cuerpo K, no siempre son
de la forma a + ba, con a,b € K.

Ejemplo 3.9 K(t) : K es un extension simple, si K(t) denota el cuerpo de
las expresiones racionales en t sobre K.

Los ejemplos 3.7 y 3.8 se diferencian del ejemplo 3.9 en un sentido que
explicaremos a continuacion.

Definicién 3.12 Sea K (a) : K una extension simple. Si existe un polinomio
no nulo p(x) € Klz] tal que p(a) = 0, entonces a es un elemento algebraico
sobre K y se dice que la extension es una extension simple algebraica. De
lo contrario, se dice que a es trascendente sobre K y que K(a) : K es una
extension simple trascendente.

Teorema 3.13 St K es un cuerpo, entonces el cuerpo de expresiones racionales
K(t) es una extension simple trascendente de K.

Prueba La extensién K (t) : K es simple, por definicién. Es trascendente
porque si ag, ay,...,a, € K yag+ait+...+a,t" =0, entonces el polinomio

p(t) = Zaiti es el polinomio nulo en K (t), y por lo tanto es el polinomio
i=0

nulo en K[t |

Veamos ahora cémo se construyen las extensiones simples algebraicas.

Definicién 3.14 Sea K’ : K una extension, y sea a € K' algebraico sobre
K. El polinomio minimo de a sobre K es el inico polinomio monico
m(z) € K|x], de grado minimo, tal que m(a) = 0.
El polinomio minimo de a sobre K es el generador monico del ideal
I, = {q(z) € K[z] : q(a) =0} C K[z]. Sabemos que m es irreducible.

Como ejemplos, tenemos que en C : R, ¢ es algebraico sobre R; también
enR:Q, +/2es algebraico sobre Q y m(z) = 22 —2 es el polinomio minimo

de /2 sobre Q.
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Veremoa ahora que, dado cualquier cuerpo K, y un polinomio p(z) ménico,
irreducible sobre K, se puede construir una extensién simple, algebraica
K(a) : K, tal que el polinomio minimo de a sobre K es p(z).

Teorema 3.15 Si K es un cuerpo y m(x) € K[z| es un polinomio irreducible
sobre K y modnico, entonces existe una extension simple K(a) : K tal que
m(zx) es el polinomio minimo de a sobre K.

Prueba
Sea i : K — KJz| el monomorfismo natural definido por:

i(h) = h,el polinomio constante igual a h, Yh € K

Sea K' = K[z]/(m(z)); como m(x) es irreducible sobre K, el ideal (m(z))
es maximal en K[z] y K’ es un cuerpo. Si 7 : K[z] — K’ es la proyeccién
sobre el cociente, entonces m o : K — K’ es un homomorfismo entre
cuerpos, y como no es idénticamente nulo, pues m o (1) = (m(z)) + 1y
1 ¢ (m(z)), entonces 7 o ¢ es un monomorfismo.

Asi, K 2 woi(K) C K'; si identificamos a K con su imagen, y denotamos
por a al elemento (m(z)) +x € K’', entonces K’ = K(a), pues el cuerpo
generado por K | Ja contiene a todos los elementos de la forma (m(z))+q(x),
con ¢(x) € Klz].

Por otra parte, como m(x) € (m(x)), se tiene que
m(a) = (m(x)) = 0 € K'. Como m(x) es irreducible sobre K y ménico,
entonces m(z) es el polinomio minimo de a sobre K |

El siguiente resultado determina la forma que tienen todos los elementos
de K(a), cuando K(a) : K es una extensién algebraica.

Proposicién 3.16 Sea K(a) : K una extension algebraica simple, y sea
m(x) el polinomio minimo de a sobre K, con gr(m(z)) = s. Si f € K(a),
entonces existen \g, A1, ..., \s—1 € K tales que B = Mg+ a+...+ X s_1a° 1,
y esta expresion es unica.

Prueba Sea (§ € K(a); como K(a) es el menor cuerpo que contiene a K y a

f(a)

a, y el conjunto F' = {m : f(z), g(z) € K[x], g(a) # 0} es un cuerpo que

contiene a K y a a, tenemos que K (a) C F. Pero, a su vez, toda expresién
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del tipo % € F estd en K(a), por lo cual tenemos que F' = K(a). Asi,
g = % para ciertos polinomios p(x), g(x) € Klz], con g(a) # 0. Como
gla) #0, g(x) € (m(x)), es decir, m(z) fg(x), y como m(x) es irreducible,
resulta que (m(z), g(x)) = 1. Luego, existen polinomios u(x), v(x) € K|z]
tales que 1 = u(z)g(x) + v(z)m(z).
1

Pero v(x)m(z) = 0 en K(a), por lo que 1 = u(x)g(x), 6 7@ = u(x).
Asi, g = % = f(a)u(a) = w(a), para un cierto polinomio w(z) € K|x].

Al dividir w(z) entre m(x), obtenemos w(zx) = q(x)m(x) + r(x), donde
r(z) =006 gr(r(z)) < s. Luego, 8 = w(a) =r(a) = Mo+ Aa+...+A_1a° %

Para probar la unicidad de la expresion encontrada para (3, supongamos
que existe otro polinomio t(z) € Klx], con gr(t(x)) < s, tal que t(a) = r(a).
Sea p(z) = t(x) — r(x). Como p(a) = 0, tenemos que p(z) € (m(x)) y esto,
junto con el hecho de que gr(p(x) < s = gr(m(z))), implica que p(x) = 0; es
decir, t(z) = r(x) [

~— —

Problemas:

1. Pruebe que si K es un cuerpo y H C K, entonces el subcuerpo de
K generado por H es el menor subcuerpo de K que contiene a H y
esta constituido por todos los elementos de K que se obtienen a partir
de los elementos de H, por un ntimero finito de las operaciones definidas
en K, siempre que H # ().

2. Determine los subcuerpos de C generados por los subconjuntos indica-
dos en cada caso:

3. Demuestre que R no es una extension simple de QQ, mostrando que toda
extension simple de un cuerpo numerable, es numerable.

116



4. Encuentre el polinomio minimo sobre el cuerpo base de cada uno de
los elementos indicados en las extensiones siguientes:

ﬂenR:Q

6. Construya extensiones Q(a) : Q, donde a tiene el polinomio minimo
sobre QQ indicado en cada caso:

a) p(r) =2*-3
b) pr) =2+ 22+ +1

3.2. El grado de una extension

Cuando se observa el resultado de la Proposicion 3.16, que da la forma
de cada elemento en K(a), donde K(a) : K es una extensién algebraica
simple, se puede percibir el comportamiento de las potencias de a como
“generadores” de K(a) = {4+ Ma+ ...+ \a* ' : \; € K}, donde s es el
grado del polinomio minimo de a sobre K.

De hecho, toda extensién K’ : K le confiere a K’ la estructura de espacio
vectorial sobre K :

Side Kyve K’ entonces \v € K’ ysiu, ve K', entonces u+v € K’
y es facil ver que los axiomas de espacio vectorial se satisfacen en este caso.

Al considerar a las extensiones de cuerpos como espacios vectoriales, in-
teresa determinar su dimension.
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Definicién 3.17 Sea K' : K una extension de cuerpos. Se denomina grado
de la extension a la dimension de K', como espacio vectorial sobre K, 1y se
denota [K': K].

Ejemplo 3.10 [C : R] = 2 porque {1,i} es una base de C, como espacio
vectorial sobre R.

n

Ejemplo 3.11 [Q(z) : Q] = oo, puesto que los elementos 1, x, x?, ... 2", ...
son linealmente independientes sobre Q.

El siguiente teorema permite calcular el grado de una extension dada, si
se conoce el grado de las extensiones intermedias. Por ejemplo, en el caso
de las extensiones Q(v/2) : Q v Q(i,v2) : Qv/2, si se conoce [Q(v2) : Q] y
[Q(i,v/2) : Q(\/2)], se puede calcular [Q(i,v/2) : Q].

Teorema 3.18 Si K, L, M son cuerpos tales que K C L C M, entonces
M : K| =[M: L][L:K].

Prueba Sea {)\; : i € I} una base de L sobre K y sea {y; : j € J} base
de M sobre L.

Veremos que B = {\;ju; : i € I, j € J} constituye una base de M sobre
K. Una vez probado esto, tendremos la igualdad requerida: si tanto I como
J son finitos, resultard inmediata la igualdad. Si alguno de los dos conjuntos
de indices es infinito, [M : K| resulta ser infinito también.

En primer lugar, veamos que B es linealmente independiente. Sean U C I,
V C J, U, V finitos, tales que Z a;j\ijt; = 0, donde a;; € K, para

ievjev

el jeV.

Como \; € K, Vi € U,y L es un cuerpo que contiene a K, se obtiene que
a;j\i € L, Vi€ U,V j e V. Siescribimos a;j\; = b;; entonces se verifica que

Z bijp; = 0, es decir, Z <Z b,-j) ;= 0.

i€U,jeV jev \ieU
Ahora bien, como los elementos y; forman una base de M sobre L, y cada

b;j € L, se tiene que la igualdad anterior implica que Z bij =0, VjeV;

€U
es decir, V7, Zai]—)\i = 0. Como los ); forman una base de L sobre K y
icU
a;; € K, Vie U, j €V tenemos que a;; = 0, para todoi € U, j € V.
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Asi, el conjunto B = {\;ju; : i € I, j € J} es linealmente independiente
sobre K. Veamos ahora que B genera a M sobre K.
Si o € M, existen escalares ay,...,a, € Ly elementos fi;,, ..., u;, dela

n
base de M, tales que o = Z Qg fhj, -
=1
A su vez, para cadat =1,...,n, oy € L y por lo tanto es combinacién

St
lineal de los A;, con ¢ € I y con escalares en K. Asi, oy = E BiXi,, con
k=1

B e K parak e {1,...,s} yte€{l,...,n} y por lo tanto

de manera que « es combinacién lineal de ciertos productos A;u; con co-
efientes en K.
Asi, hemos probado que B es una base de M sobre K [ |

Ejemplo 3.12 Considere la extension [Q(i,v/2) : Q].

Como Q C Q(v2) € Q(,v2), si [Q(i,vV2) : Q(v2)] =7 y
[Q(v/2) : Q] = t, entonces, por el teorema anterior, [Q(i,v/2) : Q] = rt.

Veamos que una base para Q(i,/2) sobre Q(v/2) es {1,4}. Para verificar
la independencia lineal, supongamos que o, s € Q(v/2) son tales que
o1+ OéQi = 0.

Como o € Q(v/2), si vy # 0 entonces ay # 0 y oy = —ai. Pero ademds,
—ay € Q(v/2) y por lo tanto Im(—aqi) # 0; esto significa que Im(ay) # 0,
lo cual es absurdo, ya que ay € R.

Asi, ap = ap = 0.

Por otra parte, veamos que {1,i} genera a Q(i,/2), sobre Q(v/2). En
efecto, si z € Q(i,v/2), dado que la extension Q(v/2)(i) : Q(v/2) es simple,
por la Proposicion 3.16, se sabe que z = a -+ bi con a,b € Q(\/2), ya que el
polinomio minimo dei sobre Q(v/2) es p(x) = x241. (Esto puede comprobarlo
facilmente el lector). Asi, z es combinacidn lineal de 1 e 1.

Como [Q(v/2) : Q] = 2, pues una base para Q(v/2) sobre Q es {1,v/2} (lo
cual es facil de probar), entonces [Q(v/2,1) : Q] = 4. Mds ain, el Teorema
3.18 nos provee de una base para Q(v/2,1) sobre Q, a saber:{1,v/2,4,/2i}.

La proposicion siguiente muestra la relacion entre el grado de una exten-

sién algebraica simple K (a) : K y el grado del polinomio minimo de a sobre
K.
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Proposicién 3.19 Sea K(a) : K una extension algebraica, sea m(x) el poli-
nomio minimo de a sobre K. Si gr(m(x)) =r, entonces [K(a) : K] =r.

Prueba Por la Proposicién 3.16, todo elemento de K(a) se expresa de

manera tnica como combinacién lineal de los elementos 1,a,a?,...,a" !,
donde r = gr(a). Esto significa que {1,a,d?, ...,a" '} es una base para
K(a) sobre K |

Proposicién 3.20 Si K(a) : K es una extension trascendente simple, en-
tonces [K(a) : K] = 0.
Prueba Veamos que {1,a,d?, ...,a",...} es un conjunto linealmente in-
dependiente de K(a) sobre K. Sea t € N y sean «y,...,q; € K tales que
o +oja+ ..+ aat =0.

Como a es trascendente sobre K, p(a) # 0, Vp(x) # 0 € K|[z]; en parti-
cular, si ag+ o (x) + ...+ ot = q(x), y ¢(a) = 0, necesariamente ¢(z) = 0,
luego a; =0, V1 [ |

Definicién 3.21 Una extension K' : K se dice que es finita si [K' : K| < oo.

La extension K' : K es algebraica si para todo a € K', a es algebraico sobre
K.

Veremos ahora que toda extension finita es algebraica; sin embargo, exis-
ten extensiones algebraicas que no son finitas.

Proposicion 3.22 La extension K' : K es finita si y sélo si K' es algebraica
sobre K y existe un numero finito de elementos aq,...,a, € K’ tales que

K' =K(ay,...,a.).

Prueba Usemos induccién sobre n para demostrar que si K (aq,...,a,) : K
es una extension algebraica, entonces es finita.

Para n = 1, la Proposicién 3.19 asegura que [K(a;) : K] = m, donde
m = gr(p(z)), con p(z) el polinomio minimo de a; sobre K. Supongamos
que toda extension algebraica K(ay,...,a,) : K, con r < n, es finita, y sea
K(ay,...,a,41) : K una extensién algebraica.

Si an1 € K(aq,...,ay), entonces K(ay,...,a,41) = K(aq,...,a,) y por
la hipdtesis inductiva, [K(ay,...,a,+1) : K] < 00.

Sian1 & K(ay,...,a,),y L =K(ay,...,a,), entonces tenemos que a1

es algebraico sobre L, puesto que, por hipdtesis, es algebraico sobre K C L.
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Entonces, tenemos que, por la hipétesis inductiva, [L: K] =s < ooy

[K(ay,...,an41): L] = [L(ap+1) - L] =t < 00. Por el Teorema 3.18, tenemos
que [K(ay,...,an1) : K] = st < oc.

Reciprocamente, si K’ : K es una extension finita, entonces dn > 1 tal
que [K' : K| = n, es decir, existe una base {ai,...,a,} de K’ como espa-
cio vectorial sobre K. Por lo tanto, K’ C K(ay,...,a,); pero K(ay,...,ay)
es el menor cuerpo que contiene a K U {ai,...,a,}, por lo que resulta

K(ay,...,a,) C K'. Asi, K' = K(aq,...,a,).
Ahora, resta ver que K’ es algebraica sobre K. Sea u € K'; como
(K" : K] =n, el conjunto {1,u,u?, ... ,u"} es linealmente dependiente sobre

K; en consecuencia existen ag, aq,...,a, € K tales que a; # 0 para algtin
n

i€{0,...,n}y Z a;u’ = 0. Esto significa que u es raiz del polinomio no
i=0

nulo p(z) = Z ;7" € K[x]; en otras palabras, u es algebraico sobre K W
i=0

Las extensiones finitas algebraicas juegan un papel muy importante en la
Teoria de Galois, puesto que, asociado a un polinomio p(z) € K[z], donde
K es un cuerpo cualquiera, se define el cuerpo de descomposicion del poli-
nomio p(z), al cual, de manera intuitiva, podemos definirlo como la menor
extensién de K que contiene a todas las raices de p(x); se demuestra que el
cuerpo de descomposicién de p(zx) es precisamente la extensién finita alge-
braica K (o, -+ ,a;), donde aq,- -+, a, son todas las raices de p(z).

Finalizamos esta secciéon mencionando un ejemplo muy importante de
extension algebraica:

Si se considera el conjunto A(Q) C C de todos los nimeros que son
algebraicos sobre Q, se puede probar (problema 5 al final de esta seccién)
que A(Q) es un cuerpo, y que [A(Q) : Q] = co. Este ejemplo muestra que no
toda extensién algebraica es finita. A(Q) es llamado el cuerpo de los nimeros
algebraicos.
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Problemas:

1.

Determine el grado de las siguientes extensiones y encuentre una base
para la extension, sobre el cuerpo base.

a) C
b) Zs( )
c)

)

f?)

R(
d) Q(v5, V11, V7): Q

. Pruebe que si [K’ : K] = p, con p primo, entonces no existe ningin

cuerpo M tal que M # K', M #Ky K C M C K'.
Pruebe que [K': K] =1siy sélosi K/ = K.

Sean Ky, K1,..., K, cuerpos tales que Ky C K; C ... C K,. Pruebe
que [K Ko] [K KT 1][Kr_1 . Kr_g] s [Kl . K(]]

a) Sea A(Q) el conjunto de los niimeros algebraicos. Usando la Proposi-
ci6n 3.22, pruebe que A(Q) es un cuerpo.

b) Use el criterio de Eisenstein para probar que VN € N existe un
polinomio irreducible sobre Q, de grado m, donde m > N. Con-
cluya que [A(Q) : Q] = occ.

¢) Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si toda extension alge-

braica de K coincide con K. Pruebe que A(Q) es algebraicamente
cerrado, asumiendo que C lo es.

Sea K’ : K una extensién finita y sea p(x) € K[x] un polinomio irredu-
cible sobre K. Muestre que si gr(p(z)) =m, [K': K] =ny (m,n) =1,
entonces p(z) no tiene raices en K'.

Pruebe que si [K': K] = p y p es primo, entonces K’ es una extensién
simple de K.
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3.2.1. Construcciones con Regla y Compas

Entre los mas famosos problemas planteados por los griegos de la Antigiiedad
estan tres construcciones geométricas, a realizarse usando sélo una regla sin
marcas para medir y un compas:

= La duplicacion del cubo: a partir de un cubo dado, de volumen V,
construir un cubo de volumen 2V.

s La triseccién del angulo: dado un angulo cualquiera de medida «, cons-
truir otro angulo de medida «/3.

» La cuadratura del circulo: dado un circulo de area A, construir un
cuadrado de area A.

El requerimiento de usar sélo la regla y el compés para realizar estas
construcciones, estd asociado a la visiéon que tenia Platén de la recta y el
circulo: estas dos eran las tnicas figuras “perfectas.”

Muchas construcciones geométricas son realizables con regla y compas:
segmentos de rectas pueden ser divididos en cualquier nimero de segmentos
de igual medida; se pueden trazar paralelas a una recta dada; se puede trazar
la bisectriz de un angulo dado; se puede construir un cuadrado de igual area
que la de un poligono cualquiera dado.

En la busqueda de una construcciéon con regla y compas que resolviera
los tres problemas mencionados arriba, los griegos invirtieron todo su ingenio
y esfuerzo, sin alcanzarla nunca, aunque, como suele suceder en estos casos,
otros hallazgos se obtuvieron en el camino de esa busqueda. Por ejemplo,
Arquimedes llegd a aproximar a 7 con un error menor que 1072, notable
logro, para los recursos disponibles en la época.

Por casi 20 siglos, matematicos profesionales y aficionados intentaron re-
solver la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacién del
cubo, sin éxito. Solo en el s. XIX surge la herramienta algebraica que permite
obtener la prueba de la imposibilidad de tales construcciones. De hecho, en
el ano 1837, el excéntrico y hoy poco conocido matemético francés Pierre
Wantzel (1814-1848) probé algebraicamente la imposibilidad de la construc-
cién con regla y compés del dngulo 7/9 a partir de 7/3.

La técnica empleada para probar la imposibilidad de las construcciones
mencionadas incluye la formulacién de las mismas en términos de la Geome-
tria Analitica, y el uso de la teoria de las extensiones de cuerpos.
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Comenzaremos por formalizar la idea de la construcciéon con regla y
compaés.

Supongamos que un subconjunto M de puntos del plano cartesiano, es
dado.

Consideremos los siguientes tipos de trazados en el plano, a partir de los
puntos de M :

1. El trazado de una linea recta que pase por dos puntos de M.

2. El trazado de una circunferencia, cuyo centro es un punto de M y cuyo
radio es igual a la distancia entre algiin par de puntos de M.

Definicién 3.23 Un punto P del plano es construible en un paso a partir de
M si P es la interseccion de cualesquiera dos de las rectas o circunferencias
trazadas como en 1y 2.

Un punto P € R? es construible a partir de M si existe una sucesion
finita Py, ..., P, = P de puntos en R? tal que para cada i € {1,...,n}, el
punto P; es construible en un paso a partir del conjunto M U{Py,..., P,_1}.

Ejemplo 3.13 Ilustremos la idea anterior, a través de la construccion con
regla y compds del punto medio de un segmento pips, donde p1, po € R? son
puntos dados, como en la figura siguiente.

a2

p1

ay

Sea M = {p1,p2}
Paso 1: Trazado de la recta que pasa por p1 y po.
Paso 2: Trazado de la circunferencia con centro py y radio Pips.
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Paso 3: Trazado de la circunferencia con centro py y radio Pips.

Paso 4: Si ay,as son los puntos de interseccion de las circunferencias
trazadas en los pasos 2 y 3, se traza ahora la recta que pasa por a; y as. Sea
asz el punto de interseccion de la rectas trazadas en los pasos 1y 4.

La existencia de la sucesion aq,as,as nos permite afirmar que el punto
az es construible a partir de M, pues ay y as son construibles en un paso a
partir de M y a3 es construible en un paso a partir de M U {ay,as}.

Con el fin de utilizar la teoria de extensiones de cuerpos en el contexto
de las construcciones con regla y compés, sea Py C R? y consideremos el
subcuerpo Ky C R generado por las coordenadas de cada punto en F.

Si Py ={(a1,b1),...,(as,bs)}, por ejemplo, entonces

Ko:@(al,...,as,bl,...,bs).

Supongamos que construimos el punto p; = (x1,%1) en un paso a partir
de P().

Sea K7 = Ko(z1,y1), es decir, K es el subcuerpo de R generado por las
coordenadas de los puntos de Fy y por {z1,91}.

Recursivamente, definimos K; = K;_1(z;,v;), donde p; = (z;,v;) € R? es
un punto construido en un paso a partir de Py U {p1,...,pi—1}.

Si Q) = (s,t) es construible a partir de Py, a través de la sucesién de puntos
{p1,...,Pm}, entonces asociamos a @) el cuerpo K = K11 = K, (Tpt1, Yma1)
CON Tyl = S, Yma1 = t v se obtiene una cadena de extensiones de K :

KoC K, C...C Kyp1 CR

La extension K, 1 : Ky corresponde, algebraicamente, a la construccién
geométrica de Q(s,t) a partir de F.

Veremos a continuacion que las extensiones asociadas a construcciones de
puntos del plano con regla y compas, son algebraicas, finitas y més atn, de
grado igual a una potencia de 2.

Este hecho es el que permite determinar que ciertas construcciones son
imposibles de realizar con regla y compas.

Lema 3.24 Sea Ko C R, Ky el subcuerpo generado por las coordenadas
x,y de los puntos de un subconjunto M de R%. Si P, € R? es un punto
construible en un paso a partir de M y Py = (x1,41), entonces x1, y; son
raices en Ko(x1,y1) de ecuaciones lineales 6 cuadrdticas con coeficientes en
K().
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Prueba Si el punto (x1,y;) es construible a partir de M, entonces (1, ;)
se obtiene de alguna de las siguientes maneras:

1. Como interseccién de dos rectas que pasan por puntos de M.

2. Como interseccién de una recta que pasa por puntos de M con una
circunferencia de centro ¢ = (q1,¢2) y radio r, donde ¢ y ¢o estan
en Koy r? € Ky, pues r es la distancia entre dos puntos de M. (Si
(a,b), (c,d) son tales puntos, entonces 7 = /(a — ¢)2 + (¢ — d)? ; como
a,b,c,d € Ky, se tiene que r% € Kj).

3. Como interseccién de dos circunferencias que cumplen las condiciones
del caso 2.

Si (x1, 1) se obtiene como en el caso 1, existen puntos R = (r1,79),
S = (s1,82), T = (t1,t2), U = (u1,u2) € M tales que las rectas de
ecuaciones

y—r2232—r2 (1)

r—T S1— T

y—ta Uz —to (2)
xr — tl Uy — tl
respectivamente, se intersectan en (xy,y).

Es claro que x1,1y; se obtienen como soluciones del sistema de ecua-
ciones lineales (1) y (2), y por lo tanto son soluciones de ecuaciones
lineales con coefientes en Ky, puesto que 7y, s;, t;, u; € Ko, parai =1, 2.

Si (z1,y1) se obtiene como en el caso 2, sea C' = (q1,¢2) € M el centro
de la circunferencia de radio r, que intersecta a la recta [ en el punto
(x1,41), donde [ pasa por los puntos (my, ms), (ni,ns) € M.

Dado que la ecuacion de la circunferencia es

(z—q)+ @y —q@)P=r°

y la de la recta [ es

Y—my  TNo— My

r —mq nl—ml’
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obtenemos que x; es solucién de la ecuacion

(0 — )P+ H@_ml) (u) +m2} _qzr .

ny —m

la cual es una ecuacién cuadratica con coefientes en K. Andlogamente,
se obtiene que lo mismo vale para y.

Si (z1,y1) se obtiene como en el caso 3), procediendo de manera similar,
es facil ver que x; y y; son soluciones de ecuaciones cuadraticas con
coefientes en K. [ |

Teorema 3.25 Si el punto p = (x,y) es construible a partir de un subcon-
gunto M de R? y si Ky es el subcuerpo de R generado por las coordenadas de
los puntos de M, entonces los grados

[Ko() : Ko y  [Ko(y) : Ko

son potencias de 2.

Prueba Supongamos que p = (z,y) es construible a partir de M, a través

de la sucesion py = (z1,41), -, pr = (@, yr) = (#,y) y que K; = Ki_1 (@i, 3),
parai=1,...,r. Por el Lema 3.24, se tiene que, para:=1,...,7,

[Ki_l(llfi) . Ki—l] =1 6 2

[Kz—l(yz) . Ki—l] =1 6 2

Por lo tanto, por el Teorema 3.18,

(Ko (i, yi) « K] = Ko (2, y3) + K ()] [ K1 () © K] = 27

donde n puede tomar valores en el conjunto {0,1,2}. Luego, [K; : K;_1] es
una potencia de 2, parat=1,...,7.

Usando el resultado del ejercicio 4 de la seccion anterior, obtenemos que
[K, : K] es una potencia de 2.

Como [K, : Ko| = [K, : Ko(z)][Ko(x) : Ko resulta que [Ko(z) : Ko| es
una potencia de dos. Por un argumento similar, se obtiene que [Ky(y) : Ko
es una potencia de 2 [ |
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Corolario 3.26 Un cubo dado no puede duplicarse a través de una construc-
cion con regla y compds.

Prueba Supongamos que un cubo es dado, y sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que una arista del mismo es el segmento OA, donde

O = (0,0) y A = (1,0). Si se puede construir con regla y compds, a partir
de O y A, un cubo con el doble del volumen que el volumen del cubo dado
(que es igual a 1), entonces se puede construir el punto r = (a,0), donde
a® = 2. El subcuerpo de R generado por {0,1} es Q, y por el teorema 3.25,
[Q(a) : Q] debe ser una potencia de 2.

Ahora bien, el polinomio p(z) = 2® — 2 es irreducible sobre Q, por el
criterio de Eisenstein; como a es raiz de p(z), se tiene que p(z) es el polinomio
minimo de a sobre Q, y por lo tanto [Q(a) : Q] = 3.

Esta contradiccién implica que el punto (a,0) no puede construirse con
regla y compas a partir de O y A, y por lo tanto el cubo dado no puede
duplicarse a través de una construccion con regla y compaés. |

Corolario 3.27 El dngulo de medida 5 no puede ser trisecado a través de
construcciones con regla y compas.

Prueba
Consideremos el dngulo o de medida
como en la figura siguiente:

T

%, ubicado en el plano cartesiano,

w/3
/9
(0,0) (1,0)

Sea a = cos(g); la construccién del dngulo § a partir de a, equivale a la
construccién del punto (a,0) a partir de (0,0) y (1,0).
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Supongamos que es posible construir (a,0) con regla y compas. En ese
caso, podrfamos construir también (b,0), donde b = 2cosg.

De las identidades trigonométricas relativas al seno y el coseno del &ngulo
suma y el angulo doble, se obtiene que , V3,

4cos® B — 3cosf = cos3f3

Para 3 = §, obtenemos: % = % — %b, es decir, b* —3b — 1 = 0.

En otras palabras, b es raiz del polinomio ¢(r) = z* — 3x — 1; pero ¢(z)
es irreducible sobre @, lo cual se comprueba usando el criterio de Eisenstein
para ver que q(x + 1) = 23 — 3z — 3 es irreducible sobre Q. Como ¢(x) es el
polinomio minimo de b sobre Q, resulta que [Q(b) : Q] = 3. Hemos llegado a

una contradiccién, puesto que [Q(b) : Q] deberia ser una potencia de 2 W

Corolario 3.28 La construccion de un cuadrado de igual drea a la de un
circulo dado, no puede realizarse con regla y compds.

Prueba

Consideremos la circunferencia de radio 1 y centro en el origen de coor-
denadas del plano cartesiano; el area del circulo encerrado por dicha circun-
ferencia es igual a 7. La construccién, con regla y compas, de un cuadrado
de area igual a 7 equivale a la construccién del punto (1/7,0), a partir de los
puntos (0,0) y (1,0).

Esto ultimo implica que [Q(y/7) : Q] < oo y como 7 € Q(y/7), se tiene
que Q(7) € Q(y/7) y por lo tanto, [Q(7) : Q] < oo; pero esto es imposible,
puesto que 7 es trascendente sobre Q.

Asi, no es posible la cuadratura del circulo usando construcciones con
regla y compés [
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