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PROLOGO

Este libro, Problemas de Geometria Analitica y Diferencial, junto con otros dos, Problemas de
Matematicas y Problemas de Geometria, estdn dedicados a la presentacion y resolucion de
problemas que se planteaban hace unas décadas, en la preparacion para ingreso en las carreras
de ingenieria técnica superior.

Incluye 907 problemas, de los que 707 se refieren a la geometria analitica y 200 a la geometria
diferencial. Los correspondientes a la geometria analitica se reparten entre la geometria del
plano, con 491 problemas (elementos, circunferencia, lugares geométricos, cénicas, curvas), y la
del espacio, con 216 problemas (elementos, lugares geométricos, cuadricas, otras superficies y
curvas). Los referentes a la geometria diferencial se reparten entre los correspondientes al plano,
con 123 problemas, y los correspondientes al espacio, con 77 problemas.

Esta segunda edicion de Problemas de Geometria Analitica y Diferencial tiene por objeto su

puesta a disposicion de la Escuela de Ingenieros de Minas de la Universidad Politécnica de
Madrid.

Madrid, verano 2012






Problemas de Geometria Analitica

Geometria Analitica del Plano

Seccion A - ELEMENTOS: PUNTOS, RECTAS, ANGULOS

A1- En ejes oblicuos de angulo 60° se considera el paralelogramo ABCD, A(a,b), B(-a,b), C(-a,—b),
D(a,—b). Se toma como nuevo eje X', la diagonal AC, sentido positivo hacia la derecha. Como nuevo eje
Y', la paralela por A a la diagonal BD, sentido positivo hacia arriba. Hallar las coordenadas de los cuatro
vértices referidas al nuevo sistema.

Solucion:

El punto A coincide con el origen de los nuevos ejes, luego sus nuevas coordenadas son (0,0). Siendo
(x,y) las coordenadas en los nuevos ejes, del centro O del paralelogramo, se tiene:

x2 = a?+b? +2abcos60° = a2 + b? + ab, y?> = a? + b2 — 2abcos60° = a2 + b? — ab.

Luego las coordenadas pedidas, son:

B(—Ja2+b2+ab,Ja2+b2—ab>, C(—Z,/a2+b2+ab,0>, D(—Ja2+b2+ab,—Ja2+b2—ab>.

A 2- En ejes rectangulares se dan las rectas mx+ (2m—-1)y+3 =0, (4m—-7)x— (m+ 2)y — 8 = 0. Hallar:
1°) El valor de m para que sean perpendiculares. 2°) En este caso, hallar las coordenadas de su punto de
interseccion. 3°) En el mismo caso, hallar el &ngulo que forma la primera recta con el eje OX. 4°) Hallar la
forma continua de la segunda recta en funcion del punto de interseccion de ambas.

(el 10 ; P ._-m_,4m-7 _ _ -
Solucion:  1°) Para que sean perpendiculares, ha de verificarse que: >m—T1 " mzi? 1. Es decir:

+ . .z
m?-5m+1=0. De donde: m = # 2°) Las coordenadas del punto de interseccién, son:

( 37+13/21 , 58 + 20,21 ) 3% El angulo pedido es: # = arctan =—1— = arctan SFJa , de
141 +29/21 ' -141F 29,21 2m-1 8+2/21

donde 0 toma los valores —29°10'22" y 19°42'37"6. 4°) La forma continua de la segunda recta en funcion

37+ 13/21 y— 58 +20421
del punto de interseccidn, es: 141+ 2921 = —141¥ 29421 )
9+ 21 3+2/21
2

A 3- En ejes de angulo 60° se considera la recta que pasa por M(4,4) y es perpendicular a OM. 1°) Hallar la
ecuacion de esta recta. 2°) Hallar las coordenadas de los puntos de esta recta que distan de M, 2 unidades.



3°) Halla la bisectriz del angulo formado por dicha recta y el eje OX.

Solucion: 1°) Ecuacion de OM: y — x = 0. Ecuacion de las rectas que pasan por M:y —4 = A(x—4). La
condicion de perpendicularidad es: 1+mm’'+(m+m’')cosd =1+ A+ % =0. Luego A =-1. La
ecuacion pedida es: x+y—-8=0. 2° El cuadrado de la distancia de (x,8-Xx) a (4,4), es:
(x—4)+(B8-x—-4)>— —2(x—4)(8—-x—4)cos60° = 4. De donde las coordenadas pedidas son:
243
3

x=4%

Y=4%F @ 3°) Las ecuaciones de las bisectrices del &ngulo formado por x +y — 8 = 0,

x+y—8 —+ Y esdecirx—8=0,x+2y—8=0.
J1+1-2co0s60° J1

y = 0, son:

A 4- En ejes de angulo 6 = 60°, se pide: 1°) Ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1,3) y forma con la
recta y = 2x un angulo de 45°. De las dos soluciones, se hallard aquella recta que corta a OY en el punto
mas cercano al origen. 2°) Coordenadas de los puntos B de esa recta que distan de A, 3 unidades.

Solucion:
Y, B

Y, A CAO
X

1

x
I\

+(A — 2)sin60°
1+21—(A+2)cos60°"
donde: 1 = -1+ /3. Las ordenadas de los puntos de corte con x = 0, son: y = 4 + /3, siendo el punto
més cercano al origen el correspondiente a A = —1 + /3. En consecuencia, la ecuacion de la recta pedida,
es:y = (V3 —1)x+4- /3. 29 Siendo un punto de esta recta: [ x, (3 —1)x+4 - /3 ], se tienen las
siguientes distancias: AC = x—1, BC = (,/§ - 1>(x —1). Por tanto, el cuadrado de la distancia entre los

puntos Ay B, es: AB2 = (x—1)*+ [ (/3 —l)(x—l)]z—Z(x—1)<J§ —1)(x—1)cos(r — 60°) = 9.

3(J/3 -1
4, siendo su ordenada: 3 + @
fa-73 4-J3

A5- En ejes rectangulares se da la recta a, de ecuacion 2x + 4y — 7 = 0. 1°) Hallar la ecuacion de la recta c,
simétrica de la dada, respecto de la recta b, de ecuacion x —y — 6 = 0. 2°) Sea M el punto de interseccién

de las tres rectas, y A el punto de interseccion de a con OX. Hallar un punto P de a tal que % = _TZ

1°) Recta pedida: y—3 = A(x—1). Angulo de las dos rectas: tan45° = De

De donde se tiene que la abscisade Bes: x = 1+

Solucion:

o
=\w

Q
1°) Ecuacion de a: 2x+4y—7 = 0. Ecuacion de b: x—y—6 = 0. Coordenadas de su interseccion
31 -5 e . iz _31 Ma — My _ Mp — Mc — -1
M( 56 ) Ecuacién de c: y+ 6 m(x 6 ) Como T+ mame T+ mpms” Mma ,

mp = 1, se tiene m; = —2, con lo que la ecuacion de c es: 4x + 2y — 19 = 0. 2°) Siendo A(%,O), las

31,2.7 5,2,
coordenadas de P son: x = 68— 3 2 _ g;y= 6 3 _—1.Esdecir:P<3,_—1 :
1+% 2 1+% 2 2 2

A 6- En ejes rectangulares se dan las rectas y? — 7xy + 4x2 = 0. Hallar la ecuacion que da el conjunto de sus
bisectrices.



Solucidn: Seay = Ax, una de las bisectrices, y sean m y m' las pendientes de las rectas dadas. Se tiene:
A-m _ m'-24 - Ny2 _ I _ N — - ‘—
Team - laam es decir: (m+mH)A2—-2(mm'—=1)A—-(m+m') =0. Como m+m’' =7, mm*= 4,

A = <, sustituyendo se tiene: 7x? — 7y? + 6xy = 0.

A 7- En ejes rectangulares se considera el triangulo ABC, cuyos vértices son: A(1,2), B(4,-5), C(6,-2). Se
pide: 1°) Ecuacion de la bisectriz interior del angulo A. 2°) Ecuacion de la altura BH trazada desde el
vértice B sobre AC. 3°) Coordenadas de los puntos de esta altura que distan 4 unidades del vértice B.
Solucion: 199 AB=7x+3y—-13=0, AC=4x+5y—14 =0. Ecuacion de las bisectrices:

7x+3y-13 = 4x+5y—14. Las abscisas de los puntos de corte con OX, de AB, AC y de las
J49 +9 +J16 +25

bisectrices, son, respectivamente: 1.8, 3.5, —1.6, 2.5. Luego la bisectriz interior corresponde al signo
negativo de la raiz (abscisa 2.5), siendo su ecuacion: (4458 +7/41 )x+ (5458 +3/41 )y —

~14/58 — 134T = 0.2°) BH = 5x — 4y — 40 = 0. 3%) x = %,y: %.

A 8- Dadas las rectas P = Ax+By+C =0, Q = A'x+ B’y + C' = 0, hallar la relacién que debe existir entre
Ay pparaque las rectas P + AQ = 0, P + uQ = 0, sean perpendiculares.

PA- ; _ A+1A i ! r_ r_ A"".uA/
Solucién:  Pendiente de P+AQ =0, m = B1 1B pendiente de P'+ AQ" =0, m B+ B la
condicidén de perpendicularidad es: mm’ = —1. Luego: (A+ AA")(A+ uA') + (B+ AB")(B+ uB') = 0. Es
decir: (A? +B?)Au+ (AA" +BB')(A + u) + A2 + B2 = 0.

A9- Larectay = 3x+1 es la ecuacion de un rayo incidente a, que se refleja al chocar con la recta b, cuya
ecuacion es: 2x + 4y — 5 = 0. Se pide: 1°) Ecuacion del rayo reflejado c. 2°) Coordenadas del punto de
este rayo que diste del de interseccion con la primera recta, 4 unidades.

Solucion:

1°) Las coordenadas del punto de interseccion son: M( 14014 ) La ecuacion del rayo reflejado c, es:

14" 25 14 25
semiplano superior definido por b (linea continua en la figura). Si se situa en el semiplano inferior (linea

1 18J10 17 26,10
25

de trazos), el punto pedido es P’(— i A Y

13x -9y + 10 = 0. 2° EIl punto pedido es: P( 18/10 ir, 26410 ) si a se situa en el

14 25 '14

A 10- Calcular el éangulo V que forman las rectas: (ax+by)cosé + (bx—ay)sind+cx+dy =0,
(cx +dy)cosd — (dx —cy)sinf + ax + by = 0.

acosf +bsinf +c _ dsinf—ccosf—a

Solucion:  Las pendientes de estas rectas son: m; = asind —beosd—d’ M = deosd xcsinf b

iendo: tan £ — t sing — —2t _1-t _ iene: _omi-—mp
Haciendo: tan > =L sinf = i cos0 = i tano T e tiene: tanV 1+ mm,
- —2L_ _ tang. Por tanto, V = .

1-t2

A11- Dadalarectar = 3x+2y—5 = 0, se pide: 1°) Ecuaciones de las rectas que pasan por (2,—1) y forman
un angulo de 45° con r. 2°) Ecuaciones de las rectas que forman con las anteriores un cuadrado de
diagonal la recta r. 3°) Longitud del lado del cuadrado.



m+3

Solucion: 1°) Siendo m la pendiente de las rectas pedidas, se tiene: —3511 =1, m; = _?1 m, = 5.
Las ecuaciones pedidas son: 5x — 11 =0,X+5y+ 3 0. 2°) Los puntos de interseccion de estas dos
rectas con la recta dada, son: (ﬁ 13 ) <13 a3 ) Las eCL‘I;K:_lones pedidas son: X +5y+1 = 0,
. 26
_ _ — (0] N — i = =
B5x —y—13 O.3)Elladom|de\/<2 2l +( 1+ 14 -

A 12- En ejes rectangulares se proyecta un punto P(a,b) en A sobre OX, y en B sobre OY. Se une A con B.
Por P se traza la perpendicular a AB. Demostrar que esta perpendicular pasa por un punto fijo cuando P
describe una recta paralela a la bisectrizx —y = 0.

Solucion: El punto P recorre la rectay — b = x —a, siendo sus coordenadas (a + A,b+2). La ecuacién
de AB es: X + bzl = 1. La perpendicular por P es: y—-b—-1 = (x a— A7), de donde
ax — by a2 +b?

_ i “ax—bv—a24+b? = — —2b =
A= y—x+2a-2b . Se forma el sistema: ax—by—a®+b? =0,y x+2a 2b = 0, cuya solucion

es:Xx = a—b,y =b-—a, que son las coordenadas del punto fijo.

A 13- Dado el haz de rectas x? + 4xy + y? + A(2x? — 2xy — y?) = 0, hallar: 1°) Valor de 2 para que las rectas
formen un angulo dado V. 2°) Valor minimo de V.

Solucion:  1°) Ordenando la ecuacion del haz segL'Jn Ias potencias de y, se obtiene la ecuacion:

5 ‘/ 2_1+2) i
y2 + 41__2)flxy 11+2)ft = 0. De donde: tanV = ” 1+211 A2 3;Lljrgl+3
1-2
Luego, A = 10+ 2tan21/2i_%[av§25\;an2V— 1 . 2°) Derivando tanV, respecto a 4, e igualando a cero, se
tiene: 2 = 35, tanv = @ V = 33°33'26"3.

A 14- En ejes oblicuos se dan los puntos A(a,0), B(0,b). Se consideran dos puntos variables P y Q, P esta

sobre OX, y Q sobre OY, de forma que 8’3 00 - k. Demostrar que la recta PQ pasa por un punto fijo

y hallar sus coordenadas.

Solucién: P(4,0), Q(O ) PQ = X=A _ (kl—a)y. De donde, 4 = &Y~ bx Luego, y = %

ki—a -A b ’ ky—b -
X = k Por tanto, PQ pasa por el punto ﬁ E

A 15- Se da el triangulo ABC: A(0,h), B(b,0), C(-b,0). Sea el punto P(4,u). Se llaman A', B, C' los
simétricos de P respecto de los puntos medios de BC, AC, AB. Demostrar que AA’, BB', CC' concurren en
un punto M, cuyas coordenadas se hallaran en funcién de las de P. Demostrar que la recta PM pasa por un
punto fijo cuando P se mueve en el plano, hallando sus coordenadas.

Solucion: Los puntos simétricos de P, son: A'(-A,—u), B'(-b—-A,h—pu), C'(b—A,h—pu). Las
ecuaciones de las rectas son: AA' = (h+ u)x—Ay+ih =0; BB' = (h— u)x+ (2b+ 1)y —bh+bu = 0;
h+u -4 Ah
CC'=(th-pwx+@A-2b)y+bh—bu=0. Como | h—u 2b+A —bh+bu | =0, las tres rectas
h—u A-2b bh-bu
) h—np

2’ 2

(h—3u)x+ 34y — Ah = 0. Para que pase por un punto independiente de A,u, ha de cumplirse que sus

coeficientes se anulen, es decir: x = 0, 3y — h = 0. Luego PM pasa por el punto fijo (O, 3

pasan por un punto cuyas coordenadas son: M( ) La ecuacion de la recta PM es:

A 16- Hallar las coordenadas de un punto tal que la suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos
(X1,Y1), (X2,¥2)...(Xn,Yn), S€2 Minima.

Solucién:  La suma X de los cuadrados de las distancias del punto (x,y), a los puntos dados, es:

10



L= (X=X) 2 A= X)) P+ (Y= Y1) Ay = Yn)® = T+ Ty, siendo Ty = (X —X1)% +...+(X = X)),

%y = (Y —y1)? +...+(y — ya)?. Derivando e igualando a cero: X, = 2(NX — X3 —...—X,) = 0, de donde

X = X1+—n+X” Anélogamente, y = M

A 17- Dadas las rectas Aix+Bi1y+C; =0, Axx+Boy+C, =0, Asx+Bgy+Cs =0, hallar el area del
triangulo que forman.

A1 Bl Cl
Solucién: Sea A=| A, B, C, |. Las coordenadas de los vértices del triangulo son:
Az Bz Cj
—Cl Bl Al _Cl
-C, B a A, —C, b i .
X3 = — 1 = C—g y3 = = C—g (siendo a;, bj, ¢;, los adjuntos de A;, Bj, Ci, en A),
Al Bl Al Bl
A2 Bz A2 BZ
y las expresiones analogas para los otros dos vértices.
as bs 4
€z Cs as bs cs
- l ao bz — 1 _ A2
Luego,S 2 C, ©Cz 1 2C1C2C3 az b2 C2 2C1C2C3 °
ay ﬂ i ai bl C1
C1 C1

Nota: El determinante adjunto de un determinante de orden n, es igual a la potencia n — 1 de este.

A 18- Se considera la recta AB, A(a,0), B(0,b), en un sistema rectangular. Por el origen se traza la
perpendicular a AB, que la corta en C. Por C se traza la paralela al eje OX, que cortaal eje OYenQ,yenS
a la paralela al eje OY trazada por A. Por C se traza la paralela al eje OY que cortaen P al eje OX,yenR a
la paralela a OX trazada por B. 1°) Demostrar que el coeficiente angular de la recta RS es el cubo del de la
recta AB 2°) Demostrar que las rectas AB, PQ y RS son concurrentes.

Solucién:
Y R
Q < s
(0] P A X
_ _ ab? a’b a’b a’b
19) AB = bx+ay—ab = 0, 0C = ax—by = 0, c( A 2% )b (0.2 ) s(a &),
a
ab? ab? - . a%+b?> _~ _(_b)?
P( 2402 ,0), R( 2 .17 ,b). La pendiente de la recta RS es: T <—§> , que es el cubo
a+h?
de la pendiente de la recta AB, que es: —%. 2% Las coordenadas del punto medio de PS son:
a(a? + 2b?) a2b

2@ 100 2@ 100 ) luego esta sobre AB. Las coordenadas del punto medio de QR son:
ab? b(2a% + b?)
2(a®+b?) " 2(a?+b?)
lo que las tres rectas son concurrentes.

, luego esta sobre AB. Por tanto, PQ y RS son simétricas respecto de AB, por

A 19- Hallar la ecuacion de la curva simétrica de x® + x?y — 3y? + 1 = 0, respecto de y = x + 1.

Solucion:  El punto simétrico de (a,b) respecto de y = x + 1, es la solucion del sistema: x—y+ 1 = 0,

X—a+y—b =0, es decir: (a+g—1, a+g+1>. Luego: a = y—1, b = x + 1. La curva simétrica es:

11



(-1)°%+@y-1)2%x+1)-3(x+1)>+1 =0, 0bien: xy2 +y3—3x2 —2xy — 2y2 - 5x+y—2 = 0.

A 20- Se da el haz de rectas 2Ax +y + A2 = 0, 1°) Demostrar que por cada punto del plano pasan dos rectas
del haz. 2°) Hallar el &ngulo que forman entre si las dos rectas del haz que pasan por (1,-8). 3°) Lugar
geomeétrico de los puntos en los que las dos rectas del haz son perpendiculares. 4°) Hallar la recta del haz
que forma un angulo de 45° con la recta 3x —y + 8 = 0, perteneciente al haz.

Solucién: 1°) Para el punto (a, B), se obtiene A% + 2aA + 8 = 0, de donde A = —a + Ja? — B. Luego hay
dos valores de 4, por lo que hay dos rectas deI haz que pasan por cada punto del plano, de ecuacmnes:

(2a+2F>x+y+(—a+F> —0(2(1 2F>x+y+(a—F> = 0.

0 — _ — = ——_
2°) my =2-2/1+8 =-4, m, =8. Luego se tiene que: tanV = 1+mm, 3L Por tanto:

V= 21009 '40"5. 3% mim; = (20:—2 [a? — ><2a+2 [a? — ) = —1. Operando, se tiene: y = _T

49) 1 +3 = +1, de donde m toma los valores % y —2, obteniéndose dos rectas: 8x — 16y —1 = 0,
2x+y+1=0.

A 21- Un pirata enterrd su tesoro en una isla. Se valio de tres puntos de referencia no alineados: un cocotero
C, unaroca Ry un pozo P. En la perpendicular por R a CR, tomd la distancia RC obteniendo un punto M;
situado en el semiplano contrario a P respecto a la recta RC. Analogamente, en la perpendicular por P a
CP, tomo0 la distancia CP obteniendo M, en el semiplano contrario a aquel en que se encuentra R respecto
de la recta CP. Enterrd el tesoro en el punto medio de M;M,. Posteriormente se encontr6 que el cocotero
habia desaparecido. (Coémo podia determinar la situacion del tesoro? Nota: El pirata s6lo puede tomar
distancias y trazar alineaciones perpendiculares a otras ya trazadas.

Solucioén:

Sean las coordenadas del cocotero C, del pozo P y de la roca R, las siguientes: C(0,c), P(a,0), R(b, 0)
Por tanto, se tiene que: CP=cx+ay—-ac=0, CR=cx+by—-bc=0, RM;=bhbx-cy-b?=

My <b+l l) PM; =ax-cy—-a? =0, M, <a+u, ”) Como RM; = RC, A = #c, se tiene que
Mi(b + c,£b). Introduciendo en la ecuacién de RC, las coordenadas de P, se obtiene: c(a—b);
introduciendo las de My, se obtiene: +(b? + c?). Para que sean de signo contrario segun lo indicado en el
enunciado, en el caso de signo positivo, es decir (b? + c?), la posicion de CRP es dextrégira (como en la
figura), y en el caso de signo negativo, es decir (—b? — ¢?), la posicion de CRP es levdgira. Al desaparecer
el cocotero, no se sabe de qué tipo era la secuencia CRP. ElI mismo razonamiento es véalido para
M,(a + c,+a), aunque en este caso para la posicién dextrdgira, el signo ha de ser el negativo, y para la
levdgira, el positivo. Teniendo en cuenta estas consideraciones, las coordenadas del punto medio de
M1M;, son: (a%b,i%b) Para encontrar el tesoro, el pirata trazara la alineacion PR, hallando su

punto medio. Por este, trazara la alineacion perpendicular a PR, y sobre esta llevard a un lado y otro de

PR, una distancia igual a la mitad de PR, obteniendo los puntos X y X'. El tesoro estard en una de estas
dos posiciones.

A 22- Se da el haz de rectas x3 +y3 + 3Ax2%y = 0. Calcular el valor de A para que dos rectas del haz estén
igualmente inclinadas respecto a la tercera. Hallar las ecuaciones de estas tres rectas.

. : _a-B _ B-v
Solucion:  Siendo a, B,y las pendientes de las tres rectas, se tiene: T1af ~ 1+ pr de donde:

B%(a+7y)—2aBy +2B—a—y =0. Como las pendientes verifican la ecuaciéon: m®+3im+1 =0, se
tiene que: a+pB+vy =0, af+ay+ Py = 31, afy = —-1. Introduciendo estos valores en la primera

12



ecuacion, se tiene: B?(-B) +2+3B = 0, cuyas raices son: —1 (doble), y 2. Para B =-1, a y y son

imaginarias. Para f = 2, a = e E‘/E Y = _2_2‘/6 VA= _73 Las ecuaciones de las tres rectas son:

-2+ /6
yo 2

X,y = 2X.

13
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Seccion B - CIRCUNFERENCIA

B 1- Dada la circunferencia x? + y? + x — 3y = 0, hallar: 1°) Su centro y su radio. 2°) Las tangentes que pasan

por el punto (% %)

Solucién: 1°) Derivando e igualando a cero: fy = 2x+1 = 0, f; = 2y -3 = 0. Luego: X, = _71 Yo = g’ .
es:

El centro es: (_71 %) El radioes: r = [% + % = E = @ 2°) La ecuacion homogeneizada es

X2 +y? +xz —3yz = 0. Luego derivando se tiene que: f;(1,7,2) = 2x+z = 4, f,(1,7,2) =2y -3z = 8§,
f,(1,7,2) = x—3y =-20. Por tanto, siendo la ecuacion del conjunto de las tangentes:
(xfy + yfj + zf’y)2 — 4f(aPy)f(xyz) = 0, se tiene que: (4x + 8y — 20)* — 40(x% + y2 + x — 3y) = 0, es decir:
3x2 — 3y? — 8xy + 25x + 25y — 50 = 0. Las tangentes son: X — 3y + 10 = 0, 3x+y -5 = 0.

B 2- Dada la circunferencia 2x? + 2y? — 4x — 3y = 0, hallar: 1°) La ecuacion del conjunto de las tangentes que

pasan por el punto (3,4). 2°) El centro y el radio. 3°) Polo de la recta 4x — 3y — 3 = 0. 4°) Polar del punto
impropio de larecta3x —y = 0.

Solucién: 1°) Ecuacion homogeneizada: 2x? + 2y? — 4xz — 3yz = 0. De donde: f; = 4x — 4z, f|, = 4y — 3z,

f, = —4x —3y. La ecuacion conjunta de las tangentes es: (xf;, + yfj + zf’y)2 — 4f(aPy)f(xyz) = 0. Luego:
144x? + 39y? — 208xy — 32x + 312y — 576 = 0. 2°) El centro es: (1, %) y el radio: r = % 3°) Siendo el

polo (a, B), se tiene: 40‘4_ 4 4ﬁ_g 3 _ _4a_; 3P . De donde se obtiene el polo: (6,-3). 4°) El punto
impropio es: (1,3,0), luego la polar es: xf; + yfs + zfy = 0, es decir: 4x + 12y — 13 = 0.

B 3- Dada la circunferencia x? + y? — 4x — 6y = 0, hallar: 1°) Las tangentes paralelas ay = x. 2°) El conjunto
de las tangentes paralelas ay = 4x.

Solucion:  1°) La ecuacion de las tangentes es: y = X+ A. Obligando a un solo punto de corte, se
tiene: (5—-1)>—2(A2-61) =0, 2 = 1+ J/26. Las tangentes son: y = x + 1 + /26 2°) El punto por el
que pasan las tangentes, es: (1,4,0). Luego: f, =2, f, =8, f, = -28. La ecuacion conjunta de las

tangentes es: (2x+ 8y —28z)% —4 - 17(x2 +y2 — 4xz — 6yz) = 0, es decir, desarrollando y operando:
16x? +y? — 8xy — 40x + 10y — 196 = 0.

B 4- Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta x—y+3 = 0, y que pasa por los puntos
A(1,0), B(4,0).
Solucion:  EIl centro de la circunferencia es: (%ﬂ) luego la ecuacion de la circunferencia, es:
x2 +y? —5x — 2By +4 = 0. Su interseccién con la recta dada, corresponde a las raices de la ecuacion:
X2+ (X +3)2 —5x—2B(x+3) +4 = 0, es decir: 2x? + (1 — 2f)x + 13 -6 = 0. Haciendo que tenga una
raiz doble, se tiene: 452 + 448 — 103 = 0, de donde se obtiene: 8 = w La ecuacion pedida es:
x2+y2 —5x+ (11+4/14 )y +4 = 0.

B 5- Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por (0,0), es tangente a la rectay = 1+ /2, y corta
ortogonalmente a la circunferencia x? + y2 — 8x = 0.

Solucién: La ecuacion general particularizada por pasar por (0,0), es: x? +y? + ax + by = 0. Obligando a
a2 -1)-4/2 -4
que el punto de corte con y = 1+ /2, sea Unico, se obtiene: b = <‘/_ Z 2
a?(J2 —1)-4J2 -4
X2 +y? +ax+ <‘/_ Z 2 y = 0. La condicion de ortogonalidad de las circunferencias

A(X> +y?) +2Dx+2Ey+F =0 y A'(x*+y?)+2D'x+2E'y+F =0, es: AF +A'F = 2DD’ + 2EE".
Luego ha de cumplirse que a = 0, por lo que la ecuacién pedida es: x2 +y? — (1 + ﬁ)y =0.

. Es decir:

B6- Hallar las tangentes comunes a las siguientes circunferencias: (x — ﬁ)z +(y- ,/5)2 = 4,

(x-342 -4)"+ (y-3/2 -4)" = (3/2 +4)".
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Solucion: La ecuacion de una tangente es: xcosa + ysina —p = 0. La distancia del centro (Xo,yo) a la
tangente, viene dada por: Xocosa +YoSina —p = *R. Luego se tiene: 2 cosa + 42 sina —p = +2,
(3VZ +4)cosa+ (342 +4)sina —p = +(342 +4), teniendo las tangentes exteriores el mismo signo,

. . i . . -J2
y las interiores el signo cambiado. Desarrollando, se tiene para las tangentes exteriores: p = =2

2 )
2 —1+,/4 -1 2 —11,/4 -1
sing = ‘/_ ‘/_ CoOSa = J_ ‘/_ , siendo por tanto sus ecuaciones:

(2,/7 -17F ,/4J_ -1 )x + (ZJ_ -1+ /42 -1 )y +2J2 = 0. Para las tangentes interiores se tiene:
2J2 -1+ [-1-42 2J2 —1F J-1-4
p = % sing = 2 V2 , COSa = V2 V2 , por lo que sus ecuaciones

4 4
son: (2,/_ -17/-4J2 -1 >x+ (2,/? ~1+ /42 -1 )y— 2J/2 = 0 (tangentes imaginarias).

B7- Hallar las tangentes comunes a las siguientes circunferencias: (x—,/f>2+<y—,/7>2 =
(x-342 -4)"+ (y-3J2 -4)" = (3/2 +4)".

Solucion: Procediendo como en el problema B 6, se tiene para las tangentes exteriores: p = 0, cosa = 1,
sina = 0, 0 bien: sina = 1, cosa = 0, siendo sus ecuaciones x = 0, y = 0. Para las tangentes interiores,

se tiene: p = 2 + /2, cosa = sina = ‘/27 , siendo: X +y — 242 —2 = 0 la ecuacion de la tnica tangente
interior.

B 8- Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (4,0), y tal que el polode 3x-y—-16 =0
sea (5,2).

Solucion:  Sea la ecuacion general homogeneizada de la circunferencia de centro (a,b) y radio r:
(x—az)® + (y — bz)® — r%z2 = 0. Sus derivadas parciales son: fy = 2(x —az) = 2(5 - a), f, = 2(y - bz) =
=2(2-h), f’Z = —2a(x —az) — 2b(y — bz) — 2r?z = 2a? + 2b% — 10a — 4b — 2r?. Por tanto, se tiene que:

10-2a _ 2b 2a” + 2b® — 11063 4b —2r* Eqte (ltimo término es igual a: W, puesto

que:rz = (4- a) + b2. Operando, eliminando a y b, se tiene: x? + y2 — 4x — 6y = 0.

B 9- Se dan dos circunferencias de radios R y r, tangentes interiores entre si. Por el punto de contacto T, se
traza la tangente comun y sobre ella se toma una distancia TA = d. Se pide determinar el angulo que
formara con la tangente, una secante trazada desde A, que corta a las circunferencias segun cuerdas que
sean una doble de la otra. Se supone R > r. Aplicar al casoenqueR = 2ryd = 2r

-7 3 .
Solucioén:

T A

Sean las circunferencias dadas, tangentes interiores entre si: x2+ (y —R)? = R, x2+ (y—-r)? = r2. La
tangente comun es: y = 0. Las coordenadas de A son (d,0). La secante por Aes:y = m(x—d). Cortaa la
primera circunferencia, en el punto B, y a la segunda en B'. Las distancias desde los centros O(0,R) y

0O'(0,r) de las circunferencias, a dicha secante, son: OC = R+—md, o'c' = L+£md_ " o5 cuadrados
J1 2 v 2
. . R+ mJ:j)n; ern]r md)?
de las correspondientes semicuerdas, son: CB? = R? — Tome C'B?=r2- oz Luego se
jene: Rz~ (R+md” <2_M> o 2d(R-40) _
tiene: R Tom 41 r Tom? . Operando: m = tan6 R7 417 13 Para R = 2r,

d= % obteniéndose que 6 = arctan(-2) = 116°33'54"2.
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B 10- Hallar la ecuacion de la circunferencia ortogonal a otras tres, cuyas ecuaciones son: x2 +y? —4 = 0,
x2+y?2—10x+20 = 0,2x> +2y? + 2y -1 = 0.
Solucion: El eje radical de las dos primeras, es: x = % El eje radical de la 1®y 3% es: y = _77 El
centro radical es: (1—52 _77> La potencia de este punto con relacién a la primera circunferencia, es:
12\, (=1 _4 _ g2 _ 1401 P : (12 7\°_ 1401 _
( 5 ) +< > ) 4 =R*= 100 La ecuacion pedida es: (x £ ) +<y+ 2) 100 = 0.
Operando: 5x? + 5y% — 24x + 35y + 20 = 0.

B 11- Dadas las circunferencias x? + y?> —2x + 8y + 11 = 0, x? +y? + 4x + 2y + 5 = 0, hallar las coordenadas
de los puntos limites del haz que definen.

Solucion: La segunda circunferencia tiene por centro (—2,-1), siendo su radio 0. Por tanto, dicho centro
es uno de los puntos limites. El eje radical de ambas circunferencias es: x —y — 1 = 0. La linea de centros
es: Xx+Yy+3=0. Ambas rectas se cortan en el punto (-1,-2). El simétrico de (—2,—1) respecto de
(-1,-2), es (0,-3), que es el segundo punto limite.

B 12- Dadas las circunferencias x2 +y2—R2 = 0, (x—R)*+y2—r2 = 0, y siendo A y B dos puntos de la
—

- -7 7 /\
primera, hallar la relacion entre los angulos AOX = a, BOX = f3, para que la cuerda AB sea tangente a la
segunda circunferencia.

Solucion:

B

Las coordenadas de A son: A(Rcosa,Rsina). Las coordenadas de B son: (Rcos 8,Rsin 8). La ecuacion de
ABes: — Y—RsIna _ _ x-—Rcosa
" Rsinf —Rsina Rcosf —Rcosa

. Como la distancia a (R,0) es igual a r, se tiene que:

smﬁ—smg+5|_nacosﬂ—cos<xsmﬂ _ % Operando: % _ Zsinlsinﬁ.
J2 - 2sinasin B - 2cosacos 2 2
B 13- Hallar en polares la ecuacion de la circunferencia tangente a la conica p = #, en el punto

1+ecoswm
o = 60,y que pasa por el polo.
Solucion:  La ecuacion de una circunferencia que pasa por el polo es r = 2Rcos(w — a), siendo R el
radio, y a el argumento de su centro. En el punto definido por @ = 0, los radios vectores de la conica y de
la circunferencia, son iguales, asi como sus respectivas derivadas, por ser comun la tangente. Por tanto:

ﬁ = 2Rcos(0 — a), GLMQ)Z = —2Rsin(0 — a). Dividiendo estas dos ecuaciones entre si,
+ecos
se tiene que: tan(0 — a) = =310 _ " de donde a = 0 + arctan —SIN€__ por tanto se deduce que:
1+ecosf 1 +ecosf .
2R = P : . Siendo: arctan% = arcsin esing =
(1+ecos€)cos<arctan% 1+ecos J1+2ecosf + e?
2
= arccos ] 1; €Cos 9 —, se tiene que: 2R = p‘/t; 2 cosz; € Por tanto, la ecuacion de la
1+ 2ecosf +e + ecos
2 .
circunferencia es: r = py1+2ecosd t € cos(w — 9 —arctan &8I0} _
(1+ecosh) 1+ecoso
2 .
_ pylr2ecoshre? [0 g 1400080, giny_ ). —_esind J:
(1+ecosf) J1+2ecosh + e? J1+2ecosf + e?
= %[cos(a) —0) +ecosfcos(w —0) +esindsin(w —0)] =
(1+ecos) o
=—"— —Jcos(w—0)+ecos(@ —w+0)] = ———[cos(w—0) +ecos(w — 20)].
(1 +ecosh)? Lcos( ) ( )] (1 +ecosh)? Lcos( ) ( )]
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B 14- Hallar la ecuacion de una circunferencia sabiendo que el origen de coordenadas es conjugado armonico
del punto del infinito del eje OX, y que el polo de larectax +y = 0, es el punto (-2,0).

Solucién:  La ecuacién genérica homogeneizada es: (x —az)? + (y —bz)? = R?z2 = 0. Las derivadas
parciales son: f} = 2(x—az), f, = 2(y—bz), f; = -2a(x—az)—2b(y —bz) —2R?z. Como el punto
(0,0,1) es conjugado arménico de (1,0,0), ha de cumplirse que: xafy, + yif, + z:f;, = 0. Luego, a = 0.
Particularizando para (-2,0,1): f, = -4, f, = —2b, f; = 2b? — 2R2. Por tanto la ecuacion de la polar es:

—4x — 2by + 2b? — 2R? = 0. De donde: _—14 = _%b _ 2b? BZRZ , es decir: b = 2, R2 = 4. La ecuacion

de la circunferencia es: x2 + (y — 2)* — 4 = x2 +y2 — 4y = 0.
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Seccién C- LUGARES GEOMETRICOS

C 1- Se considera un circulo de centro el origen de coordenadas y radio R. Se consideran rectas paralelas al
eje OY, que cortan a la circunferencia en los puntos A y A'. Se unen los extremos del diametro BC,
perpendicular a AA’, con Ay A'. Hallar el lugar geométrico de los puntos P de interseccion de estas rectas,
cuando varia la cuerda.

Solucién:

Y

J/

o e
7

<

P

Ecuacion de la circunferencia: x? +y? — R? = 0. Ecuacién de la recta AA’: x = A. Coordenadas de los
puntos Ay A': (/l,i./RZ - A? ) Coordenadas de los extremos B y C del diametro perpendicular a AA":
B(R,0), C(-R,0). La ecuaciéon de AB es: y(A—-R) = (x—R)4JR?-12. La ecuacién de A'C es:
y(A +R) = —(x+ R) yR?2 — A2, Dividiendo ambas ecuaciones, se tiene: A = RTz Sustituyendo este valor,
se obtiene la ecuacion pedida: x2 —y? - R2 = 0.

C 2- Sea AA' un diametro fijo del circulo O. Una tangente variable corta a las tangentes trazadasen Ay A’, en
los puntos B y B’, respectivamente. La perpendicular por B a BB, corta a AA’ en C. La perpendicular por
C aAA’, cortaa BB' en I. Hallar el lugar geométrico de .

II; B
B,
C UA1 D

Tomando como ejes AA' y AB, la ecuacion de la circunferencia es: x? + y2 — 2Rx = 0. La ecuacion de la
tangente trazada desde B(0,A) es: (A2 —R?)x+2ARy —2A°R = 0. La ecuacion de la recta BC es:

y—A14= —2ARX_ | a5 coordenadas de C son: ( R? — 22 ,O). Las coordenadas del punto | vienen dadas

Solucién:

A2 —R2° 2R
por la interseccion de la recta: x = RZZ_R)“Z , con la recta: (12 —R?)x + 2ARy — 2A%R = 0. Eliminando
2
A= w se tiene la ecuacion del lugar pedido: (x — R)* — R2y2 + 2Rxy? = 0.

C 3- Dada la circunferencia x? +y?> — R? = 0, hallar el lugar geométrico de los polos de las tangentes a la
circunferencia x? + y? — 2rx = 0, con relacion a la primera circunferencia.
Solucion:  Sea (a,f) uno de los polos buscados. Su polar especto a la primera circunferencia, es:
. i . . _R2
ax + By —R? = 0. Obligando a que sea tangente a la segunda circunferencia, se tiene: —ar—R* _

raya

Sustituyendo a, 8 por x,Y, se tiene la ecuacion pedida: r?y? + 2rR?x — R* = 0.

C 4- Se da una circunferencia y dos puntos exteriores A y B. Por A se traza una secante que corta a la
circunferencia en M y N. Por M se traza la perpendicular a BM, y por N la perpendicular a BN. Hallar el
lugar geométrico de P, punto de interseccion de ambas perpendiculares.
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Solucién:

B

M
7

Sean A(a,b), B(c,d), P(a, B), y sea la circunferencia dada: x> + y> — R? = 0. Como BMP = BNP = 90°,
los cuatro puntos son conciclicos, siendo el centro de la circunferencia (“—JFC ﬁ—“’) y su radio

2 ' 2
‘/(a—0)2+(/3—d)2

7 . Por tanto, operando y simplificando, la ecuacion de esta circunferencia, es:

X2 +y2—(a+c)x—(B+d)y+ac+pBd=0. El eje radical de esta circunferencia y de la dada, es:
(a+c)x+ (B+d)y—ac—pBd—-R?=0. Como esta recta ha de pasar por el punto A(a,b), se tiene:
(e +c)a+ (B+d)b—ac—pBd—-R?=0. Sustituyendo «,B por Xy, se tiene la ecuacién pedida:
(@a-c)x+(b-d)y+ac+bd-R? =0.

C5- En una circunferencia se traza una cuerda variable AB de direccion fija. Se une B con el punto medio C
del arco AB. Hallar el lugar geométrico de la interseccion P de BC con la perpendicular en A a AB.

Solucién:

Tomando como eje OX la paralela a la direcciéon dada por el centro O de la circunferencia, y como eje OY
su perpendicular por O, se tiene que la ecuacion de la circunferencia es: x? + y> —R? = 0, la de AB es:

y = A, las coordenadas de A y B son: (J_r,/RZ—)L2 ,)L), y las de C(0,R). La ecuacién de BC es:
y = A-R =X+ R. La ecuacion de AP es: x = —/R2 — A2 Por tanto, las coordenadas del punto P son:

JRZ2 -1
X = —4JR?-12,y = 2R - A. Eliminando A, se obtiene la ecuacion pedida: x? + y> — 4Ry + 3R? = 0, que
corresponde a una circunferencia simétrica de la dada con relacion a C.

C 6- Dado el punto A(2,0), se considera la circunferencia que pasa por el origen O y por A, siendo su radio
J2. Se une A con un punto M variable de la circunferencia. La recta MA corta en B al eje OY. Por B se
traza una paralela al eje OX que corta en P a OM. Hallar el lugar geométrico de P.

Solucién:

o) n X

Sea la ecuacion de la circunferencia: x? + y? — 2x — 2y = 0, y sea M(4, u) un punto de ella. La ecuacién de
AM es: ux — (A —2)y —2u = 0, y las coordenadas de B: (0 2—”) La ecuacion de BP es: y = 2

"2-1 2-1'
y la de OM es: ux — Ay = 0. Las coordenadas del punto P son: x = 22_’1/1, y = 22_y” De donde se
obtiene: A = 2%:‘)( T 223)( . Como A, u satisfacen a la ecuacion de la circunferencia, se tiene que:
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2X 2 2y )2_ 4x _ 4y _ . i . .,
X ) + ( 57 5x " oax 0. Simplificando y operando, se tiene la ecuacion del lugar

geométrico pedido: yz — xy — 2x — 2y = 0.

C 7- Se considera una circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio R. Se une un punto A de la
circunferencia con un punto B del eje OX, de forma que AB = 2R. Hallar el lugar geométrico del punto C

medio de AB.
Solucion:
A
C
(@] B

Sea la ecuacion de la circunferencia: x> +y? —R? =0, y sean: B(a,0), A(4,u), C(a,B). Se tiene:

a= )LJZFa, B = £ es decir: 2 =2a-a, w = 2p. Introduciendo estos valores en la ecuacion de la

circunferencia, sustituyendo «, 8 por X,y, y operando, se tiene la ecuacion del lugar geométrico pedido:
x* +9y# + 10x%y? — 4R?x? = 0.

C 8- Se dan dos circunferencias O y O', y una recta d perpendicular a OO’. Se toma sobre d un punto variable

P, y se pide el lugar geométrico de los puntos de interseccion de las polares de P con relaciona Oy O'. Se
tomaré la recta d como eje OY, y las ecuaciones de las circunferencias seran (x —a)?+y2—R? = 0,
(x-b)?+y?—r2 =0.
Solucién:  Sea P(0, ). Las ecuaciones homogeneizadas de O y O, son: (x —az)? +y2? —R%z2 = 0,
(x—bz)?>+y2—r2z2 = 0. Las derivadas parciales de O, particularizadas para el punto P, son:
fi =2(x—az) =-2a, f,=2y=2p f,=-2a(x-az)—2R?z2=2a*>-2R*>. Y las de O, son:
fi = 2(x—b) = -2b, f, =2y = 2B, f, = -2b(x —bz) — 2r?z = 2b? - 2r>. Las polares respectivas son:
—2ax + 2By + 2(a? — R?) = 0, —2bx + 2By + 2(b? — r?) = 0. Eliminando S, la ecuacién del lugar pedido
es:(a—-b)x—-a?+b?+R?-r?2 =0.

C9- En un sistema de ejes oblicuos XOY, se dan n rectas rq,r2,...,r,. Una recta variable, paralela a OX, corta
en M a OY, y en My,...,M; a las citadas rectas. Se toma sobre esta recta variable, un punto P tal que

MP = k(BM; + BM; +...+BM;). Hallar el lugar geométrico de P.

r
/MM1 'ﬁ/ng P

O X

Solucién:

Sea la recta r, de ecuacién x+any+b, = 0. Al cortarla por y = A, se tiene M,(b, +an4,4). Las
coordenadas de P son: [k(b; + a;4 +...+by, + an4),A]. Luego la ecuacion del lugar geométrico de P, es:
X = k(b1 + a1y +...+bn + any), es decir, la recta: x + k(a; +...+an)y + k(by +...+b,) = 0.

C 10- Dados los puntos A(a,0) y B(b,0), hallar el lugar geométrico del centro del circulo inscrito en el
triangulo MAB, cuando M describe el eje OY.
Solucion:  Siendo M(0,1), las ecuaciones de los lados del triangulo son: y = 0, Ax+ay —aA = 0,
AX+ by —bA = 0. Siendo (x,y) las coordenadas del incentro, las distancias de este punto a los tres lados,
AX+ay—ai  Ax+by—-bA _. . . .
= . Eliminando A entre estas ecuaciones, se tiene

son iguales. Por tanto: y = =
Ja+ 22 Jo7+ 27

la ecuacion del lugar geométrico pedido: x3 — xy? — (a+b)x2 + (a+ b)y? + abx = 0.
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C 11- Una circunferencia variable pasa por A(a,0), corta a OX en B, y es tangente a OY en M. Hallar el lugar
geométrico del punto P, proyeccion de A sobre MB, y el del punto Q, interseccion de AP con la
circunferencia.

Solucion:

A B

Sean: C(a, B) el centro de la circunferencia, M(0, ), B(2a — a,0). La ecuaci(’)nzde Ia2 circunferencia es:
X2 +y2 — 2ax — 2By + B2 = 0. Como pasa por A, la ecuacién queda: x? + y? — a ;ﬁ X—2By+pB%=0,
2

que cortaa OX en B(T,O) La ecuacion de MB es: % +y— B = 0.Y lade su perpendicular por A, es:

gx —y—-p =0,dedonde: g = %, que sustituido en la ecuacién de MB, da el lugar geométrico de P:
x3 + xy? — 2ax? — 2ay? + a?x = 0. Sustituyendo dicho valor de B, en la ecuacion de la circunferencia, se
obtiene la ecuacion del lugar geométrico de Q: x* + x2y? — 3ax® — 5axy? + 3a?x? + 4a2y? — a®x = 0.

C 12- Dado un circulo y una recta, hallar el lugar geométrico de los puntos tales que la longitud de la
tangente al circulo, trazada desde un punto P del lugar, sea igual a la distancia del punto a la recta dada.

Solucién: Sea el circulo: x? + y? — R? = 0. Tomando como eje QY la paralela por el centro del circulo a
la recta dada, se tiene que la ecuacion de esta es: x —a = 0. Siendo (a, 8) un punto de la circunferencia, la
ecuacion de la tangente en dicho punto, es: ax + By — R? = 0. Siendo P(A, 1), estas coordenadas deben
satisfacer a la ecuacién de la tangente, luego se tiene que: ai + Bu—R? = 0. Segln el enunciado,
(@-2)*+(B-p)? = (A—a)? Por tanto, se tiene el sistema de tres ecuaciones: a2 + 2 —R? = 0,
al+Pu-R2=0, (@a—21)*+(B-pn)®-(—-a)?=0. Desarrollando esta Gltima ecuacion, se tiene:
a?+ A% —2aA+ B2+ u? —2Pu—A%* —a?+2al = 0. Introduciendo las sustituciones: a? + B? = R?,
al + Bu = R?,y cambiando A, u por X, Y, se tiene la ecuacion pedida: y? + 2ax — R? —a? = 0.

C 13- Se dan las circunferencias x? +y2 -4y +3 =0, x> +y2 -1 = 0. Por cada punto P de la primera se
traza la polar respecto a la segunda, y ademas, por dicho punto, se traza una paralela al eje OY. Hallar el
lugar geométrico de los puntos de interseccion de ambas rectas.

Solucién: Sea P(a, B), siendo: a? + 2 — 4B + 3 = 0. La polar de P rezspecto a la segunda circunferencia,
es:ax+ Py —1=0. Laparalelaa OY es: x—a = 0. Luego, y = 1-0a° por tanto, la ecuacion pedida es:

B

2
a? + (1_Tf‘2> —4(1_Tf‘2> +3 = 0. Es decir, sustituyendo «,f por X,y, y operando, se tiene la

ecuacion pedida: x* + x2y2 + 4x?y — 2x2 + 3y? —4y + 1 = 0. En el siguiente dibujo se ha incluido esta
curva en linea gruesa y las dos circunferencias dadas en linea fina.
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C 14- Se consideran dos circunferencias C y C' que pasan por el origen y cuyo eje radical es el eje OY. El
centro de C es (a,b) y el de C' (—a,b). Por el origen se traza una recta variable que cortaaCen My aC’
en M'. Hallar el lugar geométrico del punto P, interseccion de las rectas MC y M'C’. Se estudiara la
posicion del lugar obtenido, con relacién al triangulo ACC', siendo A el segundo punto de interseccion de
dichas circunferencias.

Solucion:
Y
A
Cc C M
P
X
o)
v
La ecuacion de C es: x2 +y2 — 2a>t() 2by = 0. Y la de C': x? +y? + 2ax — 2by = 0. Siendo M(a, B), la
y . X—a lae X+a _ y
ecuacion de MC es: —5 ﬁ b Siendo M'(4, ), la de M'C’ es iia - u-b La recta MM’ es:
/’{i‘; = Z_ﬂ Como esta recta pasa por el origen, se tiene que: ﬁ % HaC|endo. a = kB, 4 = ku,
2ak + 2b _ —2ak+2b

sustituyendo estos valores en las ecuaciones de C y C’, se tiene: 8 = =
y y y B k2 +1 " k2 +1

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones de MC y M'C’, se tienen dos ecuaciones de segundo grado
en k, cuyos coeficientes han de ser proporcionales, por lo que se tienen las siguientes igualdades:

-b(x—a)—a(y—-b)  2a(x—a)-2b(y—-b)  b(x-a)+aly—-b)
-b(x+a)+a(y—b) —2a(x+a)- é2b(y b) b(x+a)-aly-b)’
igualdad, se obtiene: x? +y? + %y 2a? + 2b? = 0, que es la ecuacion del lugar pedido. Como las

coordenadas de C, C' y A(0,2b) satisfacen a esta ecuacion, el lugar es la circunferencia circunscrita a
CC'A.

Operando en la primera

—_— —_— —_— —_— B —_— e,
Nota: MPM' = C'OC = C'AC, luego C'PC es suplementario de C'AC, y el cuadrilatero CAC'P es
inscriptible en un circulo.

C 15- Los vértices de un triangulo son los puntos A(0,3), B(0,0), C(4,0), que son respectivamente, centros
de tres circulos de radios 1, 1 y 2. Determinar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuyas
polares respecto a los tres circulos, son concurrentes. Calcular el area encerrada por el lugar.

Solucion: Las ecuaciones homogeneizadas de las tres circunferencias y sus derivadas parciales, son:
a) X2 +y2—-6yz+822 =0, fy =2x, f, =2y -6z, f, = -6y + 16z; b) x2 +y?-22 =0, f, = 2x, f; = 2y,
f, = -2z, ¢) x? +y? - 8xz + 122 = 0, fy = 2x -8z, f}, = 2y, f; = —8x + 24z. Para que sean concurrentes

2X 2Xx 2x-8
las tres polares, ha de cumplirse que: | 2y—-6 2y 2y = 0. De donde la ecuacion del lugar
—6y+16 -2 -8x+24

pedido es: x% +y? — 13 =2x -3y + 1 = 0. El centro de esta circunferencia es el punto ( 13 3 , siendo su
o [ 249 2491
radio 61 . El 4rea encerrada por el lugar es: o4

C 16- En ejes oblicuos de angulo 6, se traza un circulo de radio constante, que pasa por el origen. Corta a los
ejes en Ay B. Hallar el lugar geométrico de los extremos del didmetro paralelo a AB.

Solucion:  La ecuacion general de la circunferencia que tiene por centro el punto (a,b) y cuyo radio
constante es R, es: (x—a)’+ (y—b)>+2(x—a)(y—b)cosd = R2. Por pasar por el origen de
coordenadas se tiene que: a? + b2 + 2abcos® = R? (I). Sustituyendo este valor de R? en la ecuacion de la
circunferencia, se tiene: Xx?>+y?—2(a+bcosf)x—2(b+acosf)y =0 (Il1). De donde se obtiene:

A[2(a + bcosh),0], B[0,2(b + acosd)]. La pendiente de AB es: -2+aC0S0_ | 5 eciacion del didmetro

—a—bhcos6’
v_h - b+acosd . _ : S _ X—a _ i
DEes:y—-hb = ~a—bcoso (x —a). De donde haciendo: bt acosd ~@+bcosd) A, se tienen las
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igualdades: x—a = —-A(a+bcos@), y—b = A(b+acosf) (Ill). Sustituyendo estos valores en (1) y

teniendo en cuenta (11), se obtiene: 12 = 1" cos’0 ~ sin’d (IV). Despejando a y b en las ecuaciones
L yAcosO + x(A +1) —XAcosf —y(A-1) .
I11), se tiene: a = , b= . Sustituyendo estos valores en la
(m 7200520 — 22+ 1 2200520 — 121 1 4

ecuacion (1), se tiene: x2[A1%(cos20 — 1) + 2A(c0s?0 — 1) — 1] + y?[A?(c0s?0 — 1) + 2A(1 — cos?0) — 1] —
—4xycosd = 0. Operando y teniendo en cuenta (IV), se obtiene: x?(1£sin@) +y?(1Fsin0) +

+2xycosf = 0, ecuacion que representa el conjunto de las dos rectas: X(1+sin@)+ycosé = 0,
X(1—sin@) +ycosh = 0, que son el lugar pedido. Estas rectas son perpendiculares entre si, y forman con

los ejes coordenados angulos de %

: : 90°-6 200 — BROE - 90°—6
Nota: Los arcos AD y BE son constantes e iguales a 5 por lo que AOD = BOE = 5 Y el
lugar geométrico pedido esta formado por las rectas OD y OE.

C 17- En ejes rectangulares se dan los puntos A(a,0), B(0,b). Por el origen se traza una paralela a AB. Se
consideran tres circulos que tienen el mismo eje radical. EI primero es tangente a OX en A. El segundo es
tangente a OY en B. El tercero es tangente en O a la paralela a AB. 1°) Demostrar que el eje radical pasa
por un punto fijo, hallandolo. 2°) Hallar el lugar geométrico de los puntos comunes a los tres circulos.

Solucién:  El centro de la primera circunferencia es (a,4), el de la segunda (u,b), el de la tercera
(vb,va). Por tanto, sus ecuaciones son: X?+y?—2ax—2Ay+a? =0, x> +y?—2ux—2by+hb? =0,
x% +y2 —2vbx — 2vay = 0. La ecuacién del eje radical de las circunferencias primera y tercera, es:
(—2a+2vh)x + (=21 + 2va)y + a2 = 0. Y la del eje radical de las circunferencias segunda y tercera, es:

_ _ 2 _ ; : il —a+vb _ —A+4+va _ a2
(—2u + 2vb)x + (=2b + 2va)y + b3 (l Como 2es el mlsmzo eje raztdlcal.3 b bt va b De
donde se obtiene que: 1 = =& +a2b+vab ,u=Ya b+:£’ =Vb® "por tanto, la ecuacién del eje
2 3 2
radical es: —2ax — % +a%+ v<2bx + ZSZy ) = 0. Resolviendo el sistema: —2ax — 2a_by +a?2 =0,
2a%y N ( al —p3 ) o o _ 2ab?x + 2a%by — a%b?
2bx + 0z - 0, el punto fijo es: 2% 207 227 - 27 )" 2°%) Siendo v = 2% 1 287y ,

introduciendo este valor en la ecuacion de la tercera circunferencia, se tiene el lugar de los puntos

2ab2x + 2aby — a%h?
2b3x + 2a%y

tiene la ecuacion pedida: b3x® + a3x?y + b3xy? + a%y® — 2ab®x? — 4a%b?xy — 2a3by? + a?b3x + ab?y = 0.

comunes: x? +y? —2(bx + ay)

= 0. Desarrollando esta ecuacién y operando, se

Nota: En el problema E 147, se ha dibujado esta curvaparaa = 1, b = 1

J3

C 18- Hallar el lugar geométrico de los pies P de las perpendiculares trazadas desde el origen sobre los
segmentos AB de longitud a, cuyos extremos describen los ejes coordenados.

Solucién:
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Siendo OA = m, OB = n, la ecuacion de AB es: ﬁ + %
a
n

ecuacion, y como m? + n? = a?, se tiene: m =

1, y la de OP es: mx—ny = 0. De esta
.n=—& Sustituyendo estos valores en
[XZ + y2 [XZ + y2

la ecuacién de AB, se tiene la ecuacion del lugar pedido: x® +y® + 3x4y? + 3x?y* — a?x?y? = 0. El dibujo
de esta curva para a = 5, es el siguiente:

C 19- El haz de rectas: x> — 3xy — 2y? + A(3x2 —4xy +y2) = 0, cortaa larectar =2x-y+5=0,en Ay B.
Por A se traza la perpendicular a OA, y por B la perpendicular a OB. Ambas perpendiculares se cortan en

M, cuyo lugar geométrico se pide.
Solucién: Los puntos OAMB son conciclicos, siendo la ecuacién homogeneizada de su circunferencia
circunscrita: x2 +y? + axz + byz = 0. La ecuacion del haz de rectas que pasan por O y por los funtos Ay
. . - . _ —2X+Y )
B, de interseccion de la circunferencia con la recta r = 2x—y + 5z = 0, por lo que z = £ 68
—2X+Y —2X+Y

+ by £

X% +y? + ax = 0. Operando. y ordenando esta ecuacion, se tiene que: (5 — 2a)x? +

+(5+b)y? +xy(a—2b) = 0. Por tanto, como la ecuacién ordenada del haz dado es: (1+31)x?—

(2 — 2 W2 — _ ; . 5-2a _ 5+b _ a-2b _ e
(2-2)ys—xy(3+41) =0, se tiene que: 1534 5 a4 M De donde se obtiene:

a= M, b=u-2+1)-5u= /l_+2?3 . Por tanto, sustituyendo y, se tiene: a = %

b= % Como M es el simétrico de (0,0), respecto del centro de la circunferencia (‘7& _Tb ,
_a _ iy . —404 —45 _ 30A+15 .

sus coordenadas son (—a,—b), es decir: x 13 y TrI3 Eliminando A entre estas dos

igualdades, se tiene la ecuacién del lugar pedido: 15x + 19y + 30 = 0.
C 20- Dado un poligono regular de n lados, hallar el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de los
cuadrados de sus distancias a los vértices del poligono, sea igual a una constante dada k2.

Solucién: Siendo P un punto del lugar, O el centro del poligono, R el radio de su circulo circunscrito, los
—_—

puntos A, B,..., N los vértices del poligono, 6 = AOP, OP = d, se tiene que los cuadrados de las distancias

de P a los diferentes vértices, son: PA%2 = d?2 + R2 — 2Rdcos6, PB2 = d2 + R2 - 2Rdcos<9 + ZT”>

PN? = d2+R2—2Rdcos<9+M>. Sumando estas n igualdades y operando, se tiene que:

n-1 . n-1 .

PA? +...+PN? = n(d? + R?) - 2Rd ), cos<9+ Z'T”> = k2. Como Y cos(9+ 2L 0, se obtiene:
i=0 i=0

d? = sz — R2. Luego el lugar pedido es una circunferencia de centro O y radio ,/sz -R2,

C 21- Sobre el eje OX se dan dos puntos, A(a,0) y B(b,0), que se proyectan en A" y B’ sobre una recta
variable que pasa por O. Hallar el lugar geométrico del punto P, interseccion de las rectas AB' y A'B.

Solucion:  Sea la recta variable que pasa por O: y = _WX Las ecuaciones de las rectas AA" y BB’ son:

2
=m(x—a), y = m(x—b). Sus puntos de corte con la recta variable, son: A’( am- _ _—am )

(_bm? _—bm ) o lae v — X—a ” e
B (m2+1’ 2. 1) La ecuacion de AB’, es: y =—bm mb_a)_a’ La ecuacion de BA; es:
y = _amrnz(ai(—;t?)—b' Las coordenadas de su punto de interseccion P, son: x = (aa-t:(tT)J(rlzfm)Z)’
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y = —mab

N imi i e w2 4 y2 _ 3abx 2a2p?
(@a+b)(1+m?)’ Eliminando m, se tiene el lugar pedido: x* +y +

a+b  (a+b)?

C 22- Dos rayos giran con movimiento uniforme alrededor de dos centros O y O, con velocidades angulares
oy o'. Hallar el lugar geométrico de los puntos de interseccion de los rayos homélogos.

Solucién:

O o

Sean 0O(0,0) y O'(d,0). Siendo P el punto de interseccion de dos rayos homdlogos, p = OP, p' = O'P, a
y B los angulos iniciales de los rayos homdlogos con el eje OO', y siendo t el tiempo transcurrido desde el
inicio del giro, se tiene que: pe@edi = d + p'(F='Vi correspondiendo el signo + o el signo —, segun giren
en el mismo u opuesto sentido. Desarrollando la parte real: pcos(a + wt) = d + p'cos(f + w't), y la parte

imaginaria: psin(a + ot) = p'sin(B+ »'t). Luego p' = p:ilr?((g—:aa))’tt))' Sustituyendo este valor en la
- + ! -
parte real: pcos(a+ wt) =d+p sin(a + ot)cos(f+ w't) . De donde se obtiene la ecuacion del lugar

sin(f+w't)

dsin(B+ w't) o . dsin(ze't)
S —a + (o — )] Para el caso a = B =0, se tiene: p = Sn(tEa — o))

casow' = -m, p = que es la mediatriz de OO'. Si 0’ = +w, p = oo, que es la recta del infinito.

pedido: p = Para el

2cosmt’

C 23- Dado el punto A(a,0), siendo a > 0, hallar el lugar geométrico del punto M que proyectado en Py Q
sobre OX'y QY, sea tal que MP y AQ se corten en un punto S situado entre Ay Q, a la distancia a de A.

Solucién:

O

P A

Sean M(4, ), P(1,0), Q(O,pu), AQE§+%:1, MP =x—1 =0, s[a,y(l—%)]. Luego la

tanei ; CQA2 _ (3 a2 2(Ba=AN\? _ 2 : A
distancia SA viene dada por: SA? = (A —a)“ +u a a“. Sustituyendo (4, i) por (x,y), se tiene:

(x —a)?(y2 +a?) = a*. O bien, desarrollando esta expresion: x2y? — 2axy? + a?x2 + a2y2 — 2a3x = 0. Esta
curva tiene dos ramas, una en la que x > a y otra en la que x < a, siendo ambas ramas simétricas respecto
a la recta x —a = 0. El lugar geométrico pedido corresponde Unicamente a la rama en la que x < a. El
dibujo de esta curva para a = 1, es el siguiente, en el que se incluyen las dos ramas.

10T
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C 24- Sean A(X1,Y1),B(X2,¥2),...,N(Xn,¥n), una serie de puntos en un plano, y O un punto fijo en el mismo
plano. Si se traza por este punto una recta cualquiera y sobre ella se determina un punto M tal que la
distancia OM sea inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las
distancias a la recta OM de cada uno de los puntos A,B,...,N, se pide: 1°) La ecuacién del lugar
geométrico de M. 2°) Determinar las condiciones que deben cumplir las coordenadas de O, de forma que
el lugar sea un circulo.

Solucion:  1°) Tomando O(a, ) como origen de coordenadas, la ecuacion de la recta es y — mx = 0,
M(A,mA1), y las coordenadas de los puntos dados son (xi,y;), donde Xx; = Xi — a, y; = yi — B. La distancia
OM es: A4/1+m?, y la suma de los cuadrados de las distancias de los puntos dados a la recta, es:

A Y ERVAY:
(mx; —y1) + +(mxn Yn) _ 2.(mxi —yi) Luego, AJ1+m? = k . Por tanto:

5 > o
1+m 1+m 1+m Z(mxé—y{)z
\ 1+m?

A2 (mx; —y{)2 = k2. Sustituyendo, A =X, m = % se tiene la ecuacion de la conica lugar de M:
3" (yx; —xy))® = k2, que desarrollada es: x2Y_y?2 +y2Y x2 — 2xy > xly, — k2 = 0. 2°) Las condiciones
pedidas que debe cumplir O, son: Y. x? = >y, Y xjy; =0, es decir: D (xi —a)? = D (yi — )%,
> (xi—a)(yi— B) = 0. Desarrolladas, se tiene: n(a?—pB2)—2ad> Xi+2BD_Yi+ 2 .x¢ — > y? =0;
naf—ad.yi— B X+ Xyi=0,

Nota: Las raices a, de estas dos ultimas ecuaciones, corresponden a las coordenadas del foco de la
conica cuya ecuacion tangencial es: U2 > X2 + 2uv > Xy + V2 > y? + 2uw >_X + 2vw Yy + nw? = 0.

C 25- Se traza por O una recta variable OP, que corta en P a la recta BB', paralela a OX por el punto B(0,b).
Por P se traza la perpendicular PM sobre OP. Por A(a,0) se traza una paralela AM a OP que corta a PM
en M. Hallar el lugar geométrico de M.

Solucioén:

(6] A

Sea la ecuacion de la recta variable, OP = y — mx = 0. Siendo la ecuacién de BB’ =y —b = 0, se tiene
que: P(%,b), PM=y-b+ %(X— %) =0, AM=y-m(x—a)=0, m= Sustituyendo, se

tiene que: y—b = _(Xy_ a) X — b(xy— a) } Operando y simplificando, se obtiene la ecuacion pedida:

y
X—a-

x2y +y3 — bx? — axy — by? + 2abx — a?b = 0. El dibujo de esta curvaparaa = 1, b = 2, es el siguiente:

3T

N

C 26- Se dan dos triangulos equilateros ABC y A'BC. Por A’ se traza una recta cualquiera que encuentra a AC
en D,y a AB en E. Hallar el lugar geométrico del punto P, interseccion de BD y CE.
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Solucién:

X

A

Tomando como origen el punto medio de BC, y siendo 2a el lado de los triangulos equilateros, se tiene:
C(a,0), B(-a,0), A(0,a4/3 ), A'(0,-ay3 ), AC = /3x+y-aJ3 =0,AB=-,/3x+y-a/3 =0.La
escuacion de la recta que pasa por A', es: ADE = mx -y —ay3 = 0. Luego las coordenadas de D y E,
son- D( 2a/3 2a/3m _aJ3 ), E( 283 2a/3m

m+J3 m+J3 m-J3 m-J3
de la recta BD, es: (3a/3 +am)y— (x+a)(ay3m-3a) = 0. Y la ecuacion de la recta CE, es:

(3a/3 —am)y - (x—a)(aJ/3m+3a) = 0. De la ecuacion de BD, se obtiene m = %, y de la
X

a,/?). Por tanto, se tiene que la ecuacién

de CE, m = ,/g—x Igualando estos dos valores de m, y operando, se obtiene la ecuacion pedida:
avo -y
X2 +y? + Wy —a? = 0, que es una circunferencia.

C 27- Un rectangulo variable ABCD tiene el vertice A fijo, CD pasa por un punto fijo O, y B se nueve sobre
una recta fija que pasa por O. Hallar el lugar geométrico del vértice C, opuesto al vértice A.

Solucion:
D
c
A
0 B
Siendo OB =y =0, 0(0,0), A(a,b), B(4,0), la ecuacion de OC, paralela a AB, es: y = /{—%;
BC=y= W. Luego A = ay+bx. Sustituyendo y operando: y* + x?y + bx? —axy = 0. El

dibujo de esta curva paraa = b = 1, es el siguiente:

-0.5 7

-1.0 7
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C 28- Se dan dos puntos fijos A(a,0) y B(—b,0). Por ellos se trazan tangentes a una circunferencia de centro
el origen y radio variable. Hallar el lugar geométrico de los puntos de interseccién de dichas tangentes.

Solucioén:

e

Sea la tangente trazada desde A, AP=y-A(x—a) =0, y sea la tangente trazada desde B,
BP =y—u(x+b)=0. Las distancias desde el origen a estas rectas, son iguales, luego:

—al by - s y y
= . Sustituyendo en esta expresion los valores de A = -,y de uy= ———, s
JA2+1 Jui+1 x-a X+b

tiene: @[ (x +b)? +y? ] - b?[ (x—a)? +y? ] = 0. Operando, se obtiene la ecuacion de la circunferencia:
(@a—Db)(x? +y?) +2abx = 0.

e

C 29- Se dan dos ejes rectangulares y un circulo C tangente a OX en A(a,0) y a OY en B(0,a), siendo a > 0.
1°) Hallar la ecuacion general de los circulos T" tangentes a OY y ortogonales a C. 2°) Hallar el lugar
geométrico de los centros de T". 3°) Por cada punto M del plano, pasan dos circulos T". Hallar la region
donde debe estar M para que los dos circulos I" sean reales. 4°) Se consideran dos circulos I" tangentes a
OY en Dy D/, tales que OD - OD' = a?. Hallar el lugar de los puntos de encuentro de estos dos circulos
I'. 59 Se consideran dos circulos I" ortogonales. Hallar el lugar del punto de encuentro de las polares del
origen respecto de dichos dos circulos.

Solucién:  1°) La ecuacion de la circunferencia C es: x? +y? — 2ax — 2ay +a? = 0. La ecuacién de un
circulo tangente a OY, de centro (a, B) es: x? +y? — 2ax — 2By + f? = 0. La condicién de ortogonalidad

2
de estos dos circulos, es: 2ax + 2aB = a? + p?, de donde a = %. Por tanto la ecuacion de T es:

ax?+ay?—(a—p)’x—2afy+ap?=0. 2° El lugar geométrico de los centros de T es:
y? —2ax—2ay+a? =0. 3° Ordenando la ecuacién de T, segin las potencias de B, se tiene:
(a—x)p? +2a(x—y)B +ax?+ay? —a?x = 0. La condicién que debe cumplir el discriminante de esta
ecuacion para que las dos raices sean reales, es: a*(x—y)®—(a-x)@x?+ay?—a?x) =

2
= ax[ (x - %) +(y-a)’ - aTZ} > 0. Como a > 0, la region pedida corresponde a los cuadrantes 1° y

4°, salvo el interior del circulo de centro (%,a) y radio %. Para x = 0, y para la circunferencia del

citado circulo, el discriminante es nulo, existiendo para los correspondientes puntos un circulo doble T.
4°) Las ecuaciones de los dos circulos son las siguientes: (a —x)A? + 2a(x — y)A + ax? + ay? —a?x = 0,

. ax? + ay? — a%x

(@a—x)u? +2a(x—y)u+ax®+ay? —a?x = 0, siendo Ay =a? = 3 X X . De donde el lugar
pedido de los puntos de encuentro de los dos circulos T, es: x? +y? = a2. 5°) Las polares del punto
(0,0,1) vienen dadas por f, = 0. Por tanto se tiene el sistema: (2a-—x)A% +2a(x—y)A—a?x =0,

(Qa-x)u? +2a(x—y)u—a?x =0, junto con la condicién de ortogonalidad, cuya ecuacién es:

2 2
@- '1)2;2? ) 24 = A% + u2. De donde se obtienen las igualdades siguientes: A + u = Zi‘((f—gay),
AL = %, [a2 —a(A + ) + Aul? = 2a2(A — ). Luego la ecuacion del lugar geométrico del punto de

encuentro de las polares del origen de coordenadas respecto de dos circulos I" ortogonales, es la siguiente:
y2 —4xy + 2ay + 4ax —a? = 0.

C 30- Hallar el lugar geométrico de los pies P de las perpendiculares trazadas desde un punto M de la
bisectriz del angulo XOY, sobre la recta de un segmento de longitud constante cuyos extremos A,B se
apoyan en OX y OY respectivamente.
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Solucion: Sea el segmento de longitud constante: AB = a. Se tiene: A(m,0), B(O, Jaz—m? ) M(A, 1),

AB=X 4 Y 93 MP=y-2=—"m__ (x_2). Eliminando m entre estas dos ecuaciones,
m Jaz—-m? Jaz—-m2
se tiene la ecuacion pedida: [x(x — A) + y(y — )12 [(x = 1) +y(y — 1)1 —a?(x — 1)%(y— 1)? = 0.
B M
P
Q) A

Trasladando los ejes paralelamente a si mismos, tomando como origen el punto M, la ecuacion es:
(X2 +y2)(x2 + y2 + Ax + Ay)® — a®x?y2 = 0. El dibujo de esta curva para el punto M(5,5), y para a = 10,
es el siguiente:

10+

C 31- Un segmento de recta AA’, comprendido entre dos paralelas r y r', es visto desde un punto fijo O, bajo
un angulo recto. Hallar el lugar geométrico del punto P, interseccion de AA’ con la perpendicular bajada
desde O sobre AA'.

Solucion:

Tomando como origen el punto O, y como eje OX, la paralela por O a las rectas dadas, se tiene: O(0,0),

=y-d=0,r'=y-d =0, P(a,p), OPsy—gx, AA'=y- B+ %(X—a), A(a—w,d)

A’(a - M,d’). La pendiente de la recta OA es: W La pendiente de la recta OA’ es:
a —_— ————
a
W La condicion de perpendicularidad de las pendientes de estas dos rectas, es la siguiente:
o —
d’ _ fanes (%2 4 v2\[y2 4 y2 ' "

. - = —1. Operando, se obtiene: (x*+y?)[x*+y?—(d+d")y+dd'] =

" ﬁ(da— h -, B-p)

El lugar se compone del orlgen y de una circunferencia.
C 32- Hallar el lugar geométrico de los puntos desde los cuales se pueden trazar pares de tangentes
perpendiculares a la curvay = x3.

Solucién: Sea (a, ) un punto del lugar. Una recta cualquiera que pasa por €él, es:y — f = m(x — a). Las
abscisas de los puntos de interseccién con la curva, vienen dadas por: x3 = B+ m(x—a), que en
coordenadas homogéneas, es: x3 — mxz? + (- + ma)z® = 0. Para obligar a que esta ecuacion tenga una
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raiz doble, se elimina x entre f y f,. Como f; = 3x> —m = 0, f, = -2mx + 3(-= + ma) = 0, se tiene que:

X = w = E Operando, se obtiene: 4m® — 27a2m? + 54am — 2782 = 0. Hay que obligar a
que dos de las raices sean perpendiculares, es decir: mym, = —1. Se tiene que: my + My + M3 = 2770‘2,
mi;m; +m;Mms + MyMs = @, m;m,ms = %ﬁz Haciendo mym, = P, m; +m; = S, se tiene que:
S+m3 = 27a? , P+msS = 27aﬁ, Pm; = 275 . Como P = -1, se tienen las siguientes igualdades:
ms = 27" , S = 2740‘2 + 274ﬁ2 -1+ _274ﬁ25 = 272aﬂ . Igualando los valores de S obtenidos de las

dos ultimas ecuaciones, operando Yy sustituyendo a, B por X, y, se tiene la ecuacion del lugar geométrico
pedido: 729y# + 729x2y? + 216xy + 16 = 0.

C 33- Hallar el lugar geométrico del centro de las circunferencias que pasan por un punto dado A y son

tangentes a una recta dada.
0]
A
B

Tomando como eje OX la recta dada y como coordenadas de A(0,a), sea el centro O de la circunferencia
(A, 1) y su radio OB = u. La ecuacion de la circunferencia es: (x — A1)+ (y — u)* — u? = 0. Como pasa
por (0,a), A2+ (a—pu)?— pu? = 0, es decir: 12 +a? —2au = 0. Como es tangente ay = 0 en B, se tiene:
(x—2A)*+u?—pu? =0. Luego: x = A. La ecuacion pedida es: x2—2ay+a2 = 0. El dibujo de esta

parabola para a = 4, es el siguiente:

C 34- Hallar el lugar geometrico de un punto fijo situado en el plano de un circulo, cuando este rueda sin
deslizamiento sobre un circulo dado, al que es tangente bien por su exterior, bien por su interior.

Solucién:

Solucién:

Sea O el centro del circulo fijo de radio R, sea C el centro del circulo de radio r, que gira tangente a aquel,
y sea P el punto fijo situado en el circulo C a una distancia d de su centro, es decir, PC = d. Tomando O
como origen de coordenadas, y OTPC como eje OX (ver la figura), se tiene: O(0,0), T(R,0), C(R +r,0),
P(R+r—d,0). Tras girar el angulo 0, las coordenadas de C' (nueva posicion del centro C) son:
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[(R+r)cosh, (R+r)sind]. El punto de tangencia T ha rotado hasta T', siendo T" el nuevo punto de
—_—
tangencia, de forma que el arco TT” = RO =arco T"T' = rw. Luego o = @ = T"C'T'. Siendo (a, B) las

coordenadas de P’ (nueva posicion de P) en relacion con C’, se tiene: a = dcos(zr — @ —0),
B = dsin(r — o — 6). Sustituyendo en estas ecuaciones el valor de » hallado mas arriba, se tiene que:

a=-dcos(w+0) = —dcos(RTQ +0> = —dcos(M), p = dsinm

estas coordenadas las de C’, halladas antes, se obtienen las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico

pedido: x = (R+r)cosf —dcos w y=(R+r)sinf—dsin w que corresponden a una

epicicloide. Cambiando r por —r, y d por —d, se tienen las ecuaciones para el caso de tangencia en el
interior del circulo C (hipocicloide). El dibujo de la epicicloide paraR = 4, r = 2,d = 2, es el siguiente:

. Por tanto, sumando a

C 35- Hallar el lugar geométrico de un punto fijo situado en el plano de un circulo que rueda sin
deslizamiento sobre una linea recta. El punto puede estar a una distancia del centro del circulo, mayor,

igual o menor que su radio.
P H
o (YO
P
T T

Solucioén:

Sea r el radio del circulo y d la distancia del punto P al centro O del circulo. El circulo ha girado un
angulo 6, de forma que O ha tomado la posicién O', encontrandose P en P'. Las coordenadas de O son
(0,r) y las de O'(Or,r). Se tiene que: P'H = dsinf, O'H = —dcos6. Por tanto, las coordenadas de P’ son:
(6r —dsind,r —dcos@). Luego las ecuaciones paramétricas de la curva descrita por P, son:
X = 0r—dsinf, y = r —dcosf. Estas ecuaciones corresponden a una cicloide. Si d < r, la cicloide es
corta; si d =r, la cicloide es ordinaria; si d > r, la cicloide es larga. El dibujo de la cicloide para
r=d = 2, es el siguiente:

C 36- Se da el segmento AB de longitud 2c. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de
distancias a Ay B es igual a una constante dada a2.

Solucion:  Siendo el origen de coordenadas el punto medio de AB, se tiene A(—c,0), B(c,0). Luego,
,/(x —c)?+y? . ,/(x +¢)?+y2 = a2 Operando se tiene que: (x2+y2+c?)?—4c2x2 = a*. O bien,
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(X2 +y2)® — 2c2(x2 —y2) = a* —¢* (curva u 6valo de Cassini). Si a = c, se obtiene la lemniscata de
Bernoulli: (x2 +y2)? = 2c2(x2 — y2). El dibujo de esta curva paraa = ¢ = 1, es el siguiente:

C 37- Se da una circunferencia de centro Ay radio AO = a. Se traza por O la perpendicular OD al radio AO.
Se toma sobre OA un punto B tal que OB = 3 - OA. Se traza una paralela a OAB a una distancia b de OAB.
Sobre esta paralela se proyecta A en C, y O en D, punto de corte de BD con OD. Se toma un punto P
sobre el circulo, cuya proyeccion sobre OAB es Q. Se une Q con C. La recta QC corta a la recta BD en R.
La recta AR corta a la recta CD en S. Se toma el segmento CS en magnitud y sentido, y se lleva sobre OA,
a partir de O, obteniéndose el punto T. Se levanta por T la perpendicular a OA, hasta que corte en M a OP.
Hallar el lugar geométrico de M (y de su simétrico N respecto de OA).

Solucién:0(0,0), A(-a,0), D(0,b), C(-a,b), B(-3a,0). La ecuacion del circulo es: x? + y2 + 2ax = 0,
0 sea y = +£4/-x?>—2ax. Sea OQ = 1, la ecuacién de QC es: y = w. La ecuacion de BD es:

+ A
_ b(x+3a) v _ _3a2 _ b (_3a? > .
y="—"33 Las coordenadas de R son: x = ;Lz_ 12V = 3 ( Toda 3a>. La ecuacion de CD es:
y = b. La ecuacién de AR es: y = L(i + 3a>¢. Las coordenadas de S son:
3a\1-4a 3a? +a
A—4a
,lz—a;a ,b). La longitud del segmento SC es: ag}f_gz. La ecuacion del lugar geométrico de M es:
y = X ;—;??x , 0 bien, x>(x +a) +y?(3x—a) = 0 Se trata del folium de Descartes. La ecuacién de la

curva es independiente del parametro b, por lo que el hecho de que la recta CD esté a mayor o menor
distancia de la recta AO, no incide en el lugar geométrico. El dibujo de esta curva para a = 1, es el
siguiente:

-1.0 — -0.0 0.5

C 38- Se da la semirrecta OA que gira uniformemente alrededor de O. El punto O se desplaza uniformemente
sobre OA, tomando las posiciones P1, P»,... Hallar el lugar geométrico de P.

Solucioén:

Siendo v la velocidad de desplazamiento de P sobre OA, y siendo w la velocidad de giro de OA, se tiene:
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OP=p=w, 6= AOP = ot. Luego: p = k6, siendo k = % Las ecuaciones paramétricas del lugar

pedido, son: x = vtcoswt, y = vtsinwt. Su ecuacion cartesiana es: /x> +y? = karctan % Se trata de la
espiral de Arquimedes. El dibujo de esta curva para k = 1, es el siguiente:

-

C 39- Se da la recta OAZ que gira alrededor de un punto fijo O. En A se sitGa un punto P que se aleja de O,
recorriendo AZ con una velocidad proporcional a la distancia OP, mientras OAZ gira uniformemente
alrededor de O. Hallar el lugar geométrico de P.

SO'UCién: .
/>< P
U

OA =13, POA = 0 = ot, siendo o la velocidad angular de OP, y t el tiempo transcurrido. Siendo p el
radio vector de P, se tiene que: dp = kpdt, dTp =kdt, Inp =kt+C, p =Aek. Como t = % y siendo
m = % se tiene: p = Ae™. Para @ = 0, p = a, quedando la ecuacién: p = ae™ (espiral logaritmica). El
dibujo de esta curva paraa = 1, m = 0.1, es el siguiente:

C 40- Se dan las rectas perpendiculares OA y AB, siendo OA = a. Por O se traza una recta variable que corta
a AB en P. Sobre OP, y a uno y otro lado de P, se toman dos puntos M y N tales que PM = PN = Kk,
siendo k una constante dada. Hallar el lugar geométrico de My N.

Solucion:

— — _ — _a o, _a ., o . .
p=0M=O0P-k, OP c0s0 " Luego: p 050 k. La ecuacion del lugar geométrico pedido, es:
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. 2y2 . . .
p= coase + k. En coordenadas cartesianas: x? +y? = (k_x)2 Se trata de la concoide de Nicomedes. Si
X—a

la recta AB se sustituye por una circunferencia de centro A y radio AO, se obtiene la concoide de la
circunferencia, cuya ecuacion en polares es: p = 2Rcosw + k. El dibujo de la concoide de Nicomedes
paraa = 2,k = 1, es el siguiente:

10+

C 41- Dado el segmento OA, se traza la circunferencia de centro O y radio OA = a. Un punto P se desplaza
partiendo de A, sobre dicha circunferencia, pasando por los sucesivos puntos Py = A, Py, Py,..., P, de la
circunferencia. En cada punto P; se traza la tangente a la circunferencia y sobre ella se toma en direccion
opuesta al movimiento de P, una distancia PM igual al arco recorrido por P desde el origen, es decir el
arco PoP;. Hallar el lugar geométrico de M, en coordenadas polares.

\_/

Las coordenadas polares de P son (a,6), y las de M son (p,w). En el tridngulo OPM, rectangulo en P, se

. —_—
tiene: OM = p, OP = a, PM = af, POM = 0 — o, cos(0 — ) = %, 0-—w = arccos%, p? —a? = a20?

Solucién:

VP a P a .,
0=——F— 0=0- arccos -5 = ————— —arccos -5, que es la ecuacion de la envolvente de la

circunferencia. Sus ecuaciones paramétricas son: X = cosé + 8sin6, y = sinf — 6cos6. El dibujo de esta
curva paraa = 1, es el siguiente (se ha representado en trazos la circunferencia de radio 1):

C 42- Se da una circunferencia de didmetro OA = a, y un segmento m. Se traza por el punto O una recta
cualquiera que corta a la circunferencia en P. En la recta OP se toma a un lado y otro de P la distancia m,
obteniéndose los puntos M y N. Hallar el lugar geométrico de My N.
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Solucién:

B:A/O\P, OP = acosf. Luego P describe la curva: p =acosf+m. En coordenadas cartesianas:

SxZy? = % +m= % +m. Es decir: x2 +y2 = ax+ m,/x? +y2. Operando, se tiene:
X ey
X2

(x2+y2—ax)’ —m2(x2 +y2) = 0 (cardioide o caracol de Pascal). El dibujo de esta curva para a = 4,
m? = 2, es el siguiente:

C 43- Se dan dos rectas perpendiculares AB y CD, que se cortan en O. Dado el punto fijo A, se traza una recta
AL que corta a CD en P. Sobre AL, a uno y otro lado de P, se toman los puntos M y N de forma que
PM = PN = PO. Hallar el lugar geométrico de M y N, al girar AL alrededor de A.

Solucion:

/L
P

BAS a a 1
0 = PAO, OP = atanf, AP = Luego, AM = AP -PM = —atanf = a( —tan9> =

a(l-sind) a(l sincg)sel C%S(?Hsine) cosf

- + - i o + .

=~ osf N = —cosd La ecuacion pedida es: p = —cos0 (estrofoide recta). En
coordenadas cartesianas: y = £(x — a) 2aX—x . Trasladando los ejes a (a,0), y = +x [Z2+& 0 bien,

x2(x+a) +y?(x—a) = 0. Si las rectas AB y CD fueran oblicuas, se tendria la estrofoide oblicua (ver
problema G 121). El dibujo de la estrofoide recta para a = 1, es el siguiente:
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C 44- Se da una circunferencia fija de diametro a. Por un punto O de la misma se traza la tangente OT y el
didmetro perpendicular OA. En B, punto de OA, se traza la perpendicular al didmetro OA que corta a la

circunferencia en C. Se prolonga la semicuerda BC hasta M, de forma que %’g = OB Hallar el lugar
geométrico de M, al desplazarse B sobre OA.
Solucion:

A

B Ci M

T

o)

Sea O el origen de coordenadas g sean Ios ejes coordenados, la tangente en O y el diémetro OA. SBi%do
_ a- _

OB =y, se tiene que: T 3 y' BC = JOB-AB = Jy(a y). Luego: BM = = S =
=a a)—/y . Operando: y = xziaz (versiera de Agnesi). El dibujo de esta curva para a = 1, es el
siguiente:

C 45- Se da una circunferencia de radio R, siendo AB un didmetro fijo. Sobre B se levanta BC, tangente
perpendicular a AB. Se traza la recta AE variable, que corta al circulo en D, y a BC en E. Se lleva sobre
dicha recta AE, el segmento AP = DE. Hallar el lugar geométrico de P al girar la recta AE en torno a A.

Solucién:

Sean los puntos M y N las proyecciones de P y D sobre el diametro AB. Tomando A como centro de
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coordenadas, y el diametro AB como eje de abscisas, se tiene por semejanza, que: AM_ § = %

PM

XX .
AN = AB-NB =AB-AM =2R-x, DN = /AN -BN = J(ZR—x)x, y = % La ecuacion del
—X

(cisoide de Diocles). El dibujo de esta curva para R = 1, es el siguiente:

X3

i Sy2 —
lugar pedido, es: y* = 5R —x
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Seccion D - CONICAS

GENERALIDADES

D 1- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacion de la conica x2 — 2xy — y? + 4x — 6y = 0, y clasificarla.
Solucion: Derivando, se tiene: %f’x =Xx—-y+2. Luego: f(x,y) = (x—y+2)°>—(2y2+2y+4) = 0.

(2y+1)° 7
2 72

Siendo g(y) = 2y? + 2y + 4, derivando se tiene: %g/(y) =2y+1, gy =
2
tiene que: f(x,y) = x—y +2)° — % - % = 0. La cdnica es del tipo M? — N? — 1 = 0 (hipérbola).

. Por tanto, se

D 2- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacion de la cénica xy + 2y2 — 7y — 3x + 3 = 0, y clasificarla.

: e Lf oy X _ 1 : _ 1 X _ 1) _
Solucion: Derivando, se tiene: 2 fy =2y + > "o Luego: f(x,y) > <2y+ >~ )
—%(x2 +10x + 25) = %(2y+ % - %) - %(x +5)2. Es del tipo M2 — N2 = 0 (hipérbola degenerada

en dos rectas reales).

D 3- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacién de la conica x? +y? —4x+2xy—4y+10=0, y
clasificarla.

Solucion: Derivando se tiene: %f’x = x+Yy—2. Luego, f(x,y) = (x+y—2)*+6. Es del tipo M2+ 1 =0
(parébola degenerada en dos rectas imaginarias).
D 4- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacion de la conica 2xy + 2x + 2y + 1 = 0, y clasificarla.

Solucion: Derivando se tiene: %f’x =y+1, %f’y =x+1. Luego: f(x,y) =2x+1L)(y+1)-1-=
_ <2y+2+x+1 )2_<2y+2—x—1

2
. . ) _ 1. Es del tipo M2 — N2 = 1 (hipérbola).

D 5- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacién de la coénica 2x% —2xy +y? + 2x — 8y + 21 = 0,
clasificandola.

Solucién: f(x,y) = %(ZX —y+1)2%+ %(y —7)? — 4. Es del tipo M2 + N2 = 1 (elipse).

D 6- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacion de la conica 3x? + 4xy +y? — 20x — 12y + 36 = 0,
clasificandola.

Solucién: f(x,y) = %(3X +2y-10)% - %(y —2)?+4 = 0. Es del tipo M2 — N2 = —1 (hipérbola).
D 7- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacion de la conica x? — 2xy + y? + x + 7 = 0, y clasificarla.

2
Solucién: f(x,y) = (x—y+ %) +y+ %77 = 0. Es del tipo M? + N = 0 (parabola).

D 8- Descomponer en suma de cuadrados la ecuacion de la cénica x?>+y?—-2xy+x-y—6 =0,
clasificandola.

2
Solucion:  f(x,y) = (x—y+ %) - % = 0. Es del tipo M? = 1 (pardbola degenerada en dos rectas
paralelas reales).

D 9- Dibujar la cénica 5x? — 2xy + y? — 26x + 2y + 33 = 0.

Solucion:  Asz > 0, A = 0, elipse real. Operando, y =x—-1+ /-(x—2)(x—4). Para x = 254 = 3,

y1 =0, y2 = 4. Las rectas x = 2, x = 4, son tangentes respectivamente, en (2,1) y (4,3). La recta
y =x-—1cortaalaelipseen (2,1)y (4,3). Larectay = x— 3, es tangente en (3,0); larectay = x+ 1 lo
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esen (3,4). El eje OX cortaa laelipse en (3,0) y (%0) El eje OY no corta a la elipse. El dibujo de la
elipse es el siguiente:

|
|
A
|
4

D 10- Dada la cénica 2x? — 2xy + y? + 2x — 8y + 21 = 0, determinar los elementos para su dibujo.

Solucion: Az3 =1 >0, elipse. Ordenando la ecuacion en potencias de Yy, se tiene:

y2—2y(x+4)+2x>+2x+21 =0, de donde y = x +4 + x>+ 6x—5. Es real para 1 < x < 5. Siendo
fo=4x-2y+2=0,f, = -2x+2y -8 = 0, el centro es (3, 7). El dibujo de la elipse es el siguiente:

0 : :
0 2 4

D 11- Dada la cénica 3x? + 4xy + y? — 20x — 12y + 36 = 0, determinar los elementos para su dibujo.

Solucién: Asz = —1, hipérbola. Se tieney = —2x+ 6 + /x(Xx—4) . La curva es real parax > 4y x < 0.
Siendo i = 6x+4y—-20 =0, f; = 4x+ 2y — 12 = 0, el centro es (2,2). Las pendientes de las asintotas

—ap a%, —anax 241
l 1

vienen dadas por m = T
3x +Yy = 8. El dibujo de la hipérbola es el siguiente:

m; = -1, m, = —3. Las asintotas son: x +y = 4,

-10 —

D 12- Dada la cénica x? — 2xy +y? — x + 7 = 0, determinar los elementos para su dibujo.

Solucion:  Asz = 0, parébola. Se tiene y = x+ /x—7. La curva es real para x > 7. El dibujo de la
parabola es el siguiente:
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D 13- Dada la cénica x? +y? — 2xy + x —y — 6 = 0, determinar los elementos para su dibujo.

Solucion: Az = 0, A = 0, parabola degenerada en dos rectas paralelas: y = 2xXH1E425 12i /25

y=X+3,y=x—-2.

, es decir:

D 14- Hallar la naturaleza de la cénica 4x? — 4xy +y? —4x+ 2y + 2 = 0.

Solucién:  As3 =0, A =0, se trata de una parabola degenerada en dos rectas paralelas. Cortando por
x = 0, se tienen dos puntos imaginarios, luego la parabola ha degenerado en dos rectas paralelas
imaginarias.

D 15- Discutir la naturaleza de la cénica 5x% —2xy +y? —2(2+ A)x+4y +5 = 0, segin los valores del
parametro A.

Solucion: Az = 4, elipse; A =-12+4, elipse degenerada para A = +2; —a»A = A2 -4, elipse
imaginaria para —2 < A < 2. En el cuadro siguiente se resume lo anterior:

A < -2 -2 2<A<?2 2 > 2
Naturaleza | Elipse real | Elipse degenerada | Elipse imaginaria | Elipse degenerada | Elipse real

D 16- Hallar la naturaleza, ejes y vértices de x? — 6xy + 9y? —4x +y = 0.

Solucién: Az = 0, A # 0, paradbola real. Ecuacion del eje: f) + g—ﬁfg, = 20x — 60y — 7 = 0. Vértice:
-7 =511
4400° 4400 /-
D 17- Hallar la naturaleza de x? + 7xy + 4y? — 3x + 8y + 4 = 0.

Solucion: Asz < 0, A # 0, hipérbola no degenerada.

D 18- Discutir la naturaleza de la cénica x2 + 4xy + Ay? + 2x + 4y + A = 0, segun los valores de A. Para los
casos en que la cénica degenera, hallar las correspondientes ecuaciones de las rectas.
Solucion: Azz =A-4,A=12-51+4=(A-4)(1-1), —-anA = -A(A—4)(1 - 1). Por consiguiente,
se tiene el siguiente cuadro:

A <1 1 l<A<4 4 >4
Naturaleza | Hipérbola | Hipérbola degenerada | Hipérbola | Parabola degenerada | Elipse imaginaria

Para A = 1, las rectas son: y = x(4/3 —=2) + 3 =2,y = x(=/3 -2) - J3 — 2. Para A = 4, las rectas

—Xx—-1+,/-3 Xx-1-,/-3
2 Y= 2 '

son:y =

D 19- Se da la conica: x? — 2xy + y? — 2x — 2y + 1 = 0. Hallar: 1°) Naturaleza. 2°) Foco, directriz y ecuacion
focal. 3°) Eje y vértice.

Solucion:  1°) Azz = 0, A = —4. Parabola, no degenerada. 2°) La ecuacion tangencial de la conica, es:

1 -1 -1 u
-1 1 -1 v . . . 1+i
= —4(uv + uw + vw) = 0. Sustituyendo: u =1, v=1i, w = -z, se tiene: z = ,
-1 -1 1 w 2
u v w 0
luego las coordenadas del foco son: % %) Siendo: fy = 2x -2y -2 = -2, f, = -2x+2y - 2 = -2,

f,=-2x-2y+2z=0, la ecuaci(')zn de la directriz es: x+y = 0. La ecuacion focal de la conica es:
SNy LY XAY)T o " e £ B2 oy
(x > ) + (y > ) = 5 3% La ecuacion del eje es: f, + a, f, =0, loque da:x—-y = 0. Las

coordenadas del vértice son: (% %
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D 20- Se da la conica 3x? + 12xy + 8y2 —2x — 10y — 4 = 0. 1°) Hallar focos y directrices. 2°) Hallar la
ecuacion reducida.

Solucion: 19) As3 < 0, hipérbola. La ecuacion tangencial es: —57u? +58uv — 13v? — 44uw +
+18vw — 12w? = 0. Sustituyendo u =1, v =i, w = —z, se tiene: 12z% + (18i —44)z + 44 —58i = 0. De
donde: z = 116i5 + _911215 i, siendo los focos: (%%) y (1,-2). Como f, = 6x+12y -2,
fy, = 12x + 16y — 10, f, = —2x — 10y — 8, particularizandolas para cada foco, se obtienen las directrices:
12x + 18y — 11 = 0 para el primer foco, 2x+3y—1 = 0, para el segundo. 2°) Los invariantes son:

li =apn+a» =11, I, = A3 =-12, I3 = A= 25. La eczuacic')n en S es: S2—11S—-12 = 0, de donde

S; =12, S, = 1. La ecuacién canbnica es _X225 + _y25 = 1. Operando: 144x? — 12y? — 25 = 0.
-12 -12
12 -1

D 21- En ejes de angulo 6 = 60°, se da la conica x? — 2xy + 2y? + 2x — 5y + A + 2 = 0. Hallar su ecuacién
canonica y discutir la naturaleza de la conica.

Solucion: |, — 211+ 8z —2355C080 _ ﬁ, _ As _ 4 ,-_A _ 44 =5 | 3 ecuacion en
uel ! sin?0 3°% sinf9 3% sin% 3 vact
S es: Sz—lgﬁJr% =0, cuyas raices son: S = % “13. Por tanto, la ecuacion canodnica es:
X2 y? _ . 124415 .2, —124+15 ., _ (124 +15)?
+ = 1. Operando: X% + = . Como
—4A+5 —4A+5 P 32 +8/13 32-8/13 192

4 4
8+24/13 8-2/13
3 3

Asz > 0, es una elipse. Para :—3 = L{S > 0, es decir, para A > i, la elipse es imaginaria. Para
2

A< % la elipse es real. Para A = % la elipse es degenerada.

D 22- Hallar la ecuacién canoénica de x> + 4xy + 4y? + 8x + 10y — 7 = 0, en ejes oblicuos de 6 = 60°.
A323 a1 + azz_—22a12 cosé — 41, = .A2 - _12.
sin<6 sin<0 sin<0
La ecuacion candnica es: 11y? + 2 _|—|3 x = 0, es decir 2y? = J/3x.
1

Solucion: Como |, = = 0, es una parédbola. I, =

D 23- Se da un triangulo rectangulo isésceles AOB, en el que OA = OB = a. Se proyecta un punto M variable
de la hipotenusa AB, en D sobre OB, y en E sobre OA. 1°) Hallar la envolvente de la recta DE.
2°) Determinar la naturaleza de dicha envolvente. 3°) Hallar su ecuacion canonica.

Solucién:

E A

1°) Siendo OE = A, la ecuacion de DE es: % + aXl =1, es decir: (@a—A)x+Ay+i(A—a) =0.
Derivando respecto a A, e igualando a 0, se obtiene 4 = 8+X=Y " Introduciendo este valor en la
ecuacion de DE, se tiene la ecuacion de la envolvente: x2 —2xy+y? —2ax —2ay+a? =0, que
corresponde a una conica. 2°) Az; = 0, A = —4a? < 0. Luego la conica es una parabola real. 3°) I, = 2,

I3 = —4a2. La ecuacién canonica es: 2y? — 2 %“2 x = 0, es decir: y2 = ay2x.

D 24- Se da una circunferencia de centro el origen y radio R, y dos puntos B(0,b) y B'(0,-b). Se une B con
un punto variable M de la circunferencia. La recta BM corta a OX en N. La recta B'N corta a OM en P. Se
pide 1°) Hallar el lugar geométrico de P. 2°) Discutir la naturaleza del lugar segun los valores de b en
funcion de R. 3°) Demostrar que un foco del lugar es el origen de coordenadas.
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Solucion:

19 P(p), PB=It2 _ X N( ab ,o>, Np= DX _yob o pg _ x Y

- B+b B+D ab b b

ba bp . . . . . N
M(2ﬁ+b; 26+b ) C02m0 M esta en la circunferencia de centro el origen y radio R, se tiene:
ba bp P2 _ ; ; .
(2ﬁ+ b ) + ( 25+b ) R? = 0. Operando y sustituyendo (a, ) por (X,y), se tiene el lugar de P:

b2x? +y?(b? — 4R?) — 4bR?y -R?b?2 =0. 2° De esta ecuacion se obtiene: Az = b?(b? —4R?),
A = —-R?b8, —a,A = R?b®(b? — 4R?). Se tiene el siguiente cuadro:

b Az | A | —axA Naturaleza
b<-2R |>0|/<0| >0 Elipse real
b=-2R 0 |<0] O Parabola

—2R<b<0[|<0|<0] <0 Hipérbola real
b=0 00 0 | Parabola degenerada
0O<b<2R |<0|<0] <O Hipérbola real
b=2R 0 |<0] O Parabola
b > 2R >0/<0] >0 Elipse real

3% La ecuacién tangencial es: R?b2u? + R?b?v? + (4R? — b?)w? = 0. Sustituyendo u =1, v =i, w = —z,
se tiene: z = 0. Luego el origen es foco de la conica.

D 25- Dada la conica x2 —y2 + 2,/2y —2 = 0, hallar: 1°) La ecuacion de la conica reducida a sus asintotas.
2°) Las coordenadas de sus focos reales.

Solucion: 1°) La ecuacion reducida a sus asintotas es del tipo 2b1,xy + bss = 0. Siendo 6 el &ngulo de las

asintotas, se tiene: Iy = a;; +a» =0 = %ﬁgs@, luego cosf =0, 6 = 90°% I, = Agz = -1 = —b3,,
luego byy = +1; I3 = A = 0 = —b?,bs3, de donde bs; = 0. La ecuacion pedida es: xy = 0. 2°) La ecuacion
tangencial es: 2v2+2y/2vw+w? = 0. Introduciendo los valores: v =i, w= -z, se tiene que:
72 - 2iJ2z2-2 =0, de donde: z = /2. El foco es (O, ,/7) En la ecuacion reducida a sus asintotas, el

foco es (0,0).

Nota: Se trata de una hipérbola degenerada en las rectas: x+y—42 =0, x—y+ /2 =0, cuya
interseccion es (O, ,/7) que es el punto en que coinciden centro y focos. En la ecuacion reducida, estas
dos rectas son los ejes coordenados.

D 26- Dada la ecuacion de la conica en ejes rectangulares x2 —y2 +2/2xy — 2 = 0, hallar: 1°) Sus focos
reales. 2°) La ecuacion referida a sus asintotas.

Solucién: 1°) Ecuacion tangencial: 2u? — 2v2 + 4,/2 uv — 3w?2 = 0. Sustituyendou = 1, v = i, w = -z, se

2(4/3 +1 2(J3 -1
tiene: 3z2 = 4 +4,/21, de donde: z = i‘/ <‘/_3 > + ‘/ <‘/_3 > i. Las coordenadas de los focos

, luego
sin%90° sin%0’ g

cos®' =0, por lo que el angulo de las asintotas mide 90° I, = _—13 = —b?%,, de donde by, = V3;
I3 = 6 = —b%,bs3 = —3bs3, de donde bss = —2. Luego la ecuacién de la conica referida a sus asintotas es:
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J3

2/3xy—2 =0, es decir: xy = T

D 27- Discutir la naturaleza de la conicay = x — 2 + J(A —1x2—2x+1-2.

Solucion: Invariantes: A3 =1—-1, A=12-31+1 = (1 - M) ()L _3 _2‘/§

3+2,/§>(/1_ 3—2,/5 2

)

). Se construye el siguiente cuadro:

—apA=—-(A2—-22+1) = —(x -

A Aszz | A | —axA Naturaleza

< 3_2‘/§ >0/>0| <0 Elipse imaginaria

3 _2‘/§ >0| 0 0 Elipse degenerada
3_2‘/§ <A<1|>0/<0| >0 Elipse real
1 0 [<0| >0 Parabola
l<i< 3 +2‘/§ <0/<0| >0 Hipérbola

% <0| 0 0 | Hipérbola degenerada

> 3+2‘/§ <0/>0] <0 Hipérbola

D 28- Estudiar la naturaleza de la cénica (y —x —4)? = (A — 1)x? + 2Ax — A, en funcién de los valores del

pardmetro A.

Solucién:  (2—-A)x> —2xy+y?+ (8-21)x—8y+16+ 1 =0. a) Azz = 1—A. Para A > 1, hipérbola;
para A = 1, parabola; para 4 < 1, elipse. b) A = A(-24 +1). Para 4 = 0, recta doble: y —x — 4 = 0; para
A= % dos rectas imaginarias: y = X+ 9+ i,/2 (x—1). ¢) —apA =242 -1 Para 1 > % elipse real;
para0 < 4 < l, elipse imaginaria; para A < 0, elipse real. Resumiendo, se tiene el siguiente cuadro:
1 1 1
A <0 0 0</’L<2 5 2</’L<1 1 A>1
Naturaleza | Elipse real | Recta doble | Elipse imag. | Dos rectas imag. | Elipse real | Parabola | Hipérbola

D 29- Discutir la naturaleza de las conicas Ax? + 2uxy + (A —1)y? + A2 + u?> —4 = 0.

Solucién:

Se tienen los siguientes valores: Asz = A2 —p?—24; A= (A% —u? - 1)(A? + u? - 4);

—apA = (1-2)(A%2 — u?> — 1)(A? + u? — 4). Tomando como ejes A, u, el plano esta dividido en regiones

por la hipérbola 1% — u?

— A =0, la circunferencia A2 + u> —4 = 0, y larecta 1 — A = 0. En el interior de

las dos ramas de la hipérbola, las conicas son elipses; en el exterior son hipérbolas; en su contorno son
parabolas. En la zona del interior de la rama derecha de la hipérbola, externa al circulo, las elipses son
imaginarias; en la interna al circulo, las elipses son reales. En la zona interna de la rama izquierda, interior
al circulo, las elipses son imaginarias; en el exterior al circulo, son reales. En el contorno de la rama
derecha, exterior al circulo, asi como en el contorno de la rama izquierda, interior al circulo, las parabolas
degeneran en dos rectas imaginarias. En el contorno de la rama derecha interna al circulo, y en el contorno
de la rama izquierda exterior al circulo, las parabolas degeneran en dos rectas paralelas reales. En el
contorno del circulo, exterior a las ramas de la hipérbola, las hipérbolas degeneran, haciéndolo en dos
rectas paralelas en los dos puntos de interseccion con la recta A = 1. En el contorno del circulo, interior a
las dos ramas, las elipses degeneran. En los cuatro puntos de interseccién de la hipérbola con el circulo,
las parabolas degeneran en dos rectas confundidas.
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H Hipérbola

ER  Elipse real

El  Elipse imaginaria

Parabola degenerada en dos rectas reales

— - = Pardbola degenerada en dos rectas imaginarias

— — — Elipse degenerada

---------- Hipérbola degenerada
[ ) Parabola degenerada en dos rectas reales confundidas
) Hipérbola degenerada en dos rectas paralelas

D 30- Hallar la ecuacién tangencial de la conica x? + 2y? — 2xy + 3 = 0.

1 -1 0wu

., -1 2 0 v
Solucién: = —6u?-6uv—-3vi-1=0.

0O 0 31

u v 10

D 31- Hallar la ecuacion cartesiana de la cénica cuya ecuacion en coordenadas tangenciales es:
u?+3v2—-2uv+6u=0.

1 -1 3 x

- -1 3 0y
Solucion: =9y? +18x+6y—2 =0.

3 01

x y 10

D 32- Hallar la ecuacion del didametro conjugado con la direccion y = 2x, de la cénica x? +y? + 2xy +
+4x + 6y +8 = 0.

Solucion: Se obtienen las siguientes derivadas: fy = 2x+2y+4, f, = 2y+2x+6. Por tanto:
fo+mfy = 2x+ 2y + 4+ 2(2y + 2x + 6) = 0. El diametro pedido es: 3x + 3y + 8 = 0.

D 33- Hallar la ecuacién del diametro conjugado con la direccién y = 3x, de la conica 2x2 —y? + 3xy +
+2x—-y+1=0.
Solucion: fy+mfy, = 4x+3y+2+3(-2y+3x—-1) = 13x-3y-1 = 0.

D 34- Dada la cénica x?> —y? —4x—5y—4 =0, hallar la ecuacién de la involucién de los coeficientes
angulares de los pares de didmetros conjugados, asi como sus rayos dobles.

Solucion:  Partiendo de la ecuacién ai; +anz(m+m') +azmm' =0, se tiene la ecuacion pedida:
1-mm' = 0. Las pendientes de los rayos dobles, vienen dadas por 1 —m? = 0, es decir m = +1 (la cénica
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es una hipérbola). El centro de la conica es (2, _—5> luego las asintotas (rayos dobles) son:
y+ 2 = £(x-2).
2
D 35- Dada la cénica x? —y2 +xy — 1 = 0, hallar la ecuacién de la involucién de los coeficientes angulares de

los pares de diametros conjugados, asi como sus rayos dobles.

Solucién:  Partiendo de la ecuacién ai; +a(m+m') +azmm’ =0, se tiene la ecuacion pedida:
2+m+m' —2mm’ = 0. Las pendientes de los rayos dobles vienen dadas por 1 + m—m? = 0, es decir

m = 1i2‘/§ (la conica es una hipérbola). El centro de la conica es (0,0), luego las asintotas (rayos
dobles) son:y = ! iz‘/g X.

D 36- Estudiar la naturaleza de la conica (2 — a?)x? +y2 —2xy —2(a +1)x+1— B = 0, en funcion de los
parametros a y .

Solucién: a) Az = 1 —a?; para a > 1, hipérbola; para a = 1, pardbola; para -1 < a < 1, elipse; para
a = —1, parébola; para a < —1, hipérbola. b) —a»A = —(a+1)(af - —2a); para a = -1, parabola
degenerada; para el contorno de a8 — B — 2a = 0 (que es una hipérbola de centro (1,2) y asintotas x = 1,
y = 2), si |a|] > 1, la hipérbola es degenerada, si |a| < 1, la elipse es degenerada. c) En el siguiente dibujo
se ha llevado a sobre el eje de abscisas y p sobre el de ordenadas. Se ha indicado con H la zona de
hipérbola a la izquierda de @ = -1y a la derecha de @ = 1, y con H' el contorno AB y DF de la hipérbola
af— - 2a =0, al que le corresponde hipérbola degenerada. Se ha indicado la zona E de elipse entre
a=-1ya=1,yconE', el contorno CD de la citada hipérbola, al que le corresponde elipse degenerada.
Se ha indicado con P larecta a = 1, a la que le corresponde parabola, y con P’ la recta & = —1, a la que
corresponde parabola degenerada.

B
' B !
) 1
) 1
) 1
) 1
1 1
NG
] 1
Vo2l A
_____ i
F D :
H’ !
) 1
[ ! a
t ON\E !
a=-11 :oc:1
) 1
) 1
) 1
) 1
1
v Cv
H \P E P H
7 <

D 37- Dada la cénicax? —y? +xy —1 = 0, hallar la ecuacion de sus ejes.

Solucion: i = 2x+vy, f, = =2y +x = 0, luego el centro es (0,0). La ecuacion de los coeficientes
angulares de los pares de diametros conjugados es: ai; + a2(m-+m') +amm’ = 0. Las pendientes de
los ejes deben satisfacer amm’ = -1, luegom+m’ = m - % La ecuacion queda m? +4m -1 = 0, luego
m=-2+ /5. Losejesson:y = (-2+ /5 )x.

D 38- Hallar el eje de la pardbola 2x? —4x +y -1 = 0.

Solucién:  Se aplica la formula f; + g—i;f’y =4x—-4 =0.Elejees: x = 1.

D 39- Hallar los vértices de la conica 13x2 + 13y2 — 10xy + 26J/2 x — 10/2y — 46 = 0.

Solucién:  fy = 26x— 10y + 2642 =0, f, = 26y — 10x— 1042 = 0. El centro es (-42,0). Los
coeficientes angulares de los ejes vienen dados por a;;m? + (ay; —az)m —ag, = 0, es decirm? —1 = 0.
Luego los ejes son: y = J_r<x + ﬁ) La interseccion de los ejes con la conica viene dada por la ecuacion:

13x2 + 13(x + ,/7)2 +10x(x + y2 ) +264/2x+ 1042 (x+ 2 ) —46 = 0. Las coordenadas de los
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2 2
reales, pues se trata de una elipse.

vértices son: (%£> (ﬂ¥> (0,—,/§>, (—2ﬁ,ﬁ>. Los cuatro vértices son

D 40- Hallar los vértices de la conica 5x2 + 5y2 — 26xy + 1042 x — 262y — 62 = 0.

Solucién:  f, = 10x — 26y + 10/2 =0, f; = 10y — 26x — 262 = 0, luego las coordenadas del centro
son: (—,/7,0). Los coeficientes angulares de los ejes vienen dados por la ecuacion:

azM? + (a3 —az)m—ap = —13m? + 13 = 0, de donde m = +1. Por tanto las ecuaciones de los ejes
son: y = i(x+ ,/7) Las abscisas de los puntos de interseccion con la cénica vienen dadas por la

ecuacion: 5x2 +5(x + ,/?)2 +26x(x + y2 ) +104/2x 26,2 (x+ 42 ) — 62 = 0. Las coordenadas de
los vértices son: (O,—,/f), (—2,/7, ,/7) (—ﬁ + %I#I) (—J_ - %i,—%i). Como
se trata de una hipérbola, solo tiene dos vértices reales.

D 41- Hallar los vértices de la conica x2 +y2 — 2xy + /2x—3J/2y = 0.

Solucién: Se trata de una parabola, por lo que solo tiene un vértice. Ecuacion del eje: f, + g—f;f’y =0,
luego: x-y+ 42 =0. Su interseccion con la pardbola viene dada por la ecuacion:

X2+ (x+ ,/7)2—2x<x+ J2) +J2x-3J2 (x+J2) = 0.El vérticees (—2,0).

D 42- Hallar la ecuacion del conjunto de los ejes de la conica x? —y? + 2xy — 3x + 4y — 7 = 0,
Solucién: La ecuacion es: aif? — (a1 — az)fify — anf? = 8x? —8y? — 16xy + 32x + 24y — 17 = 0.

D 43- Hallar los focos y las directrices de la conica 7x2 +y? + 8xy — 6x — 2y = 0.

7 4 -3 u

. . . .. 4 1 -1 v
Solucion: La ecuacion tangencial de la coénica es: = U?+9v? +9w? —

-3 -1 0 w

u v w 0
—6uv + 2uw + 10vw = 0. Haciendo las sustituciones: u=1, v=1i, w=-z se tiene la ecuacion:
9z2 — (2 + 10i)z — 8 — 6i = 0, cuyas raicesson z; = 1 +1i, 2, = _79+ L Los focos son: (1,1), (‘T? % .

Para el foco (1,1), la directriz es: xf,, + yfy, +zf;, = 16x+8y —8 = 0, es decir 2x+y—1 = 0. Para el
foco (_77 %) la directriz es: 18x + 9y — 5 = 0.

D 44- Demostrar que en ejes rectangulares las conicas (ax+by)? + (@x+b'y)2—c2 =0 y
(ax+a'y)® + (bx + b'y)? —c2 = 0, son iguales.

Solucion: Desarrollando la primera ecuacion, se tiene: (a?+a’?)x?+ (b?+b?)y? +
+2(ab+a’'b")xy—c? =0, cuyos invariantes son: |y =ap +axp =a’?+b?2+a?+b? 1,=A;s=

a?+a? ab+ab 0

a?+a? ab+a'd
= = (ab'—a'b)’>, l3=A=]| ab+ab b2+b?2 0 |=-c’(ab —ab)>
ab+a'b’ b?+Db?
0 0 —c?
Desarrollada la segunda ecuacion, se tiene: (a% + b?)x? + (a'? + b'?)y? + +2(aa’ + bb")xy — ¢ = 0, cuyos
L a’?+b? aa' +bb
invariantes son: 11 =a2+b2+a?+b?2 =1y, I, = A} = — (ab' —a'b)® = Iy,
aa' +bb’ a?+b?
a?+b? aa'+bb 0
I5=A"=|aa +bb a2+b? 0 — —c2(ab' —a'b)® = 15. Por tanto, las dos conicas, al tener

0 0 —c2
iguales sus invariantes, son iguales.

47



D 45- Hallar la ecuacion reducida de la conica 20x? + 20y? + 58xy — 314x + 118y — 2053 = 0.
Solucion: l: =ai+a» =40, |, = Az =441, |3 = A =-194481. La ecuacion en S es:

2 _ _ . , | .y, . . X2 y2 .
S2—49S - 441 = 0, siendo sus raices 49 y —9. La ecuacidn pedida es: ~ 194481 + 194481 1.
—441 —441
49 -9
X _¥Y 4 0
Operando: £ 9 29t

D 46- Hallar la ecuacion reducida de la conica 16x2? + 9y? — 24xy — 38px — 34py + 71p? = 0.
Solucién: Se tienen los siguientes valores: I; = 25, 1, = 0 (parabola), I; = —15625p2. La ecuacion es:

2
252 _ 2 /% X — 25y% — 50px — 0. Simplificando: y2 = 2px.

D47- Dada la conica (1+a*)(x?+y?)+2(a*-1)xy—2a(5a*+1)x—2a(5a*-1)y+25a%-a?>=0, y

siendo a > H hallar el valor del limite del area comdn de la conica y el primer cuadrante, cuando
a — 00,

Solucion: I, = A3z = 4a* > 0, luego es una elipse. Su intersecciéon con x = 0, viene dada por
y = a(5a4—1ii24.2—34a4 , que es imaginaria por la condicion de a. Por el mismo motivo, es

imaginaria la interseccion con y = 0. Como la elipse no corta a los ejes P/ esta situada en el primer

cuadrante, el &rea pedida coincide con el &rea de la elipse, es decir: S = =A=28a% la
6 IZ
superficie es S = 8—? = 1, que al ser una constante, su limite es ella misma.
(4a)?

D 48- Dada la conica 7x% — 7y? +48xy + 2(7a + 24b)x — 2(7b — 24a)y — 18a? — 7b? + 48ab = 0, hallar su
ecuacion reducida que conste solo de dos téerminos.

Solucion: Como As; = —625, se trata de una hipérbola, luego la ecuacion que se pide es la referida a sus
—2bypcos0 b3, . —bZba;
sin20’ ' % sin20' % sin29’
En la ecuacion dada, se tiene: I; = 0, I, = —625, 13 = 253a2. Igualando los invariantes y resolviendo el
sistema, se tiene: cos®’ =0, sinf’ =1, by, =25, bs; =-25a% La ecuacion es: 50xy — 25a2 = 0.

Simplificando: xy — aTZ =0

asintotas, que es 2by,xy + bss = 0, cuyos invariantes son: I; =

D 49- Dada lacoénica x = 2t> +t—1,y = t2 + 3t + 1, se pide: 1°) Ecuacion de la recta que une los puntos t; y
to. 2°) Ecuacion de la tangente en el punto t. 3°) Ecuacion de la polar del punto de coordenadas (2,3).
4°) Coordenadas del vértice y ecuacion del eje. 5°) Coordenadas del foco y ecuacion de la directriz.
Solucion:  1°) Sea la ecuacion de la recta: x + my + p = 0, Sustituyendo los valores de X,y, se tiene:
22 +t—1+mt2+3t+1)+p=0,esdecirr Q+m)t2+ (1 +3m)t—1+m+p=0.

—(1+3m) tt, = -1+m+p —[1+2(t; +t2)]

2+ 2T T m t1+t,+3

. La recta que une los puntos t; y ta, es: (t1 +t2 +3)x—[1+2(t1 +t2) ]y +

Luego: t; +t; =

. 5tity + 3(t1 + tz) +4

B i+t + 3
+5t;t; + 3(t; +t2) + 4 = 0. 2°) Haciendo en la ecuacién anterior t; = t, = t, se tiene la tangente en el
punto t. (2t+3)x— (4t+1)y+5t2+6t+4 =0. 3° Haciendo que la tangente pase por (2,3):

2(2t+3)—3(4t+1)+5t2+6t+4=5t2—2t+7:O. Se fiene: 2tm - liim _ ‘“7'“”’,
La polar es: 17x -9y +61 = 0. 4°) t; = _AiB1+AB, _ _2-1+41.3 _ -1

. De donde se tiene que: m =

m= 37 p= 37 2(AZ + B2) 2(1+ 1) 2
2.1 _1_ q4__q4y=-1_3_ 7__1 Srti 1 =1 :
Luego x = 2 775 1 1y 7] % 1 El vértice es ( 1, 7 ) Como los parametros
y _
del eje son 2 y 1, el eje es XJZF 1 _ 14 es decir: 2x — 4y +1 = 0. 5° Siendo el foco (a,B), las

tangentes desde él son las rectas isétropas. Luego: y— B = A(x—a), siendo: A%2+1 = 0. Luego.
(t?+3t+1) - /3 A2t +t-1-a), QA-Dt?+(A-3)t-A—-aA—-1+p=0. Por tener una raiz

doble: (A —3)2 = 4(24 — DAk~ 1+ ). Luego: (9+8a)/12—(2+4a+8ﬁ),1+5+4/3 0. Por
tanto: 9+18a = _2_461_ 8 _ 5+14/3 de donde: a = 1 , B=0. El foco es ( 0) Como,
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(2+m)t2+(1+3m)t—1+m+p:0 y 2t2+2t+1 = 0, se tiene: ZEm = 1+23m = _1+1m+p,de

donde: m = 2 ,p = —-. Ladirectrizes: 4x+ 2y + 7 = 0.

D 50- Hallar la ecuacion de la conica tangente al eje OY en el punto (0,3), que pasa por el punto (1,6), y que
tiene por asintota la rectay = x. Hallar sus ejes.
Solucién:  Ecuacion general de la conica: x(x —y) + A(x —y + 3)? = 0. Satisfaciendo las coordenadas

(1,6), A = % La conica es: 9x? + 5y2 — 14xy + 30x — 30y + 45 = 0. La ecuacion de las pendientes de los

ejes es: —Tm?+(9-5)m+7 =0, luego: m = % Las derivadas son: f, = 18x — 14y + 30,

f, = 10y — 14x — 30. Luego los ejes son: 18x — 14y + 30 + ﬂ(my — 14x — 30) = 0. Operando:
(49+7/53 )x— (39+5/3)y+75+15/53 = 0.

D 51- 1°) Hallar la ecuacion general de las conicas que tienen por centro un punto de la recta x—2y =0, y
pasan por los puntos (0,0), (2,0), (0,1). 2°) Hallar el lugar geométrico de los puntos de contacto de las
tangentes a dichas cénicas, paralelas al eje OX.

Solucién:  1°) La ecuacién general de las cdnicas circunscritas al triangulo formado por los dos ejes
coordenados y la recta x +2y —2 = 0, es: (X+ 2y —2)X + A(X+ 2y — 2)y + uxy = 0. Siendo su centro el

punto (a, > ) estas coordenadas satisfaran a las siguientes ecuaciones: f, = 2x+2y — 2+ 1y + uy = 0,

fy = 2X+4Ay + Ax— 24+ ux = 0. Luego: A =2, u=-8+ l. La ecuacion en funcion de «a, es:

X2 + 4y? + ( —4 + l)xy 2x — 4y = 0. 2°) Cortando por y = b y obligando a que tenga una raiz doble:

X2+ x(-ab+ 2D —2) +ap?—ap - o, x:2b—7+1i‘/<2b—7+1> —4b?+4b. De donde:

_b 2 _ ap2 - —op_ b -y 2 _ 4y2 _
(b-B+1) -ap?+ap-0x=20 & +1,a = g - Operando: x2 — dy? + 4y = 0.

D 52- El foco F de una conica es (0,0), y la directriz x + a = 0. La excentricidad e es variable. Por el foco se
traza una recta cuyo angulo V con la directriz es tal que sinV = e. Se pide el lugar geométrico del punto de
interseccion de la recta con la conica.

Solucioén:

‘ F AV

LV/

La ecuacion de la conica es: x? +y? = e2(x +a)>. La recta que pasa por F, es: y = mx. Se tiene que:
2

m = tana = cotV = 1 ;ze , de donde: e = / . Sustituyendo este valor en la ecuacion de la

conica, se tiene el lugar pedido: (y2 —ax)(2x? +y? + ax) = 0, compuesto por una parabola y una elipse,
cuyo dibujo se incluye a continuacion, paraa = 1.

M
| |
t t T t 1

-1

D 53- Se da Ia conlca y1 = ax? + bx + c. 1°) Determinar a, b, c para que pase por el punto (-1,-2), y que el
punto ( 5 4 ) sea vértice de la conica. 2°) Estudiar las variaciones de y, = —x? — 2x + 3. 3°) Para qué

valores se tiene y; = yo.
Solucion: 19a=b=1,¢c=-2.Luego,y;1 = x> +x—-2=(X-1)(X+2). 29y, = —-(x—1)(x+ 3). Las
variaciones de y, son:




X |—0<Xx<-3 -3-3<x<1l|l] 1l<x<w

Yy2|—0<y>,<0] 0 >0 00>y, >-0

Su maximo es: y, = 4, para X = —1. 3% x> + x -2 = —x?> — 2x + 3. Luego, parax = 1, y; = y, = 0; para
X=_75,y1=y2=z-

D54- Sean Py P’ las proyecciones ortogonales de un punto cualquiera de una cénica sobre dos rectas r y
r' de su plano. Determinar el lugar geométrico del punto medio de PP’.

Solucién: Sea O el punto de interseccion de las dos rectas ry r', y sea r el eje OX. La ecuacion de r' es
y = mx. Desde (xi,Yi), punto genérico de la conica dada, se trazan las perpendiculares a r y r’, que son:

X=X, y-Vi= _Wl(x—xi). Los respectivos puntos de corte son: (xi,0), (Xi £ my; M+ myi) )

( ) 1+m?’ 12+( m? )
Xi + My;j mXi + Myi Ma — fB
- 2= ——J7 Xi = ——— 72
Tom? B Tome Luego X; m ,

i . Introduciendo estos valores en la ecuacion de la cénica, y cambiando (e, ) por

m
(x,y), se tiene el lugar pedido. Como las ecuaciones que ligan (xi,Yyi) con (e, ) son lineales, la cdnica del
lugar geométrico es de la misma naturaleza que la conica dada.

Siendo (a, B) su punto medio, se tiene: 2a = X; +
_2(m?+2)B—-2ma
- 2

D 55- Larectay = x+ 2 es tangente a la conica respecto de la que son conjugados arménicos los pares de
puntos (1,0,0), (1,2,0) y (1,1,0), (5,1,0), en coordenadas homogéneas. Siendo (1,1,1) el polo de la
recta que los contiene, hallar la ecuacion de la conica.

Solucion:  Sea la ecuacién genérica homogeneizada Ax? + By? + 2Hxy + 2Gxz + 2Fyz + Cz? = 0. Sus
derivadas parciales son: f, = Ax+ Hy + Gz, f; = By + Hx + Fz, f; = Gx + Fy + Cz. Aplicando la ecuacion
xafy, +yafy, +zf;, =0 a los pares de puntos conjugados, se tiene; A+2H =0, 5A+6H+B = 0.
Aplicandola para obtener la polar de (1,1,1), se tiene: xX(A+H+G)+y(H+B+F)+z(G+F+C) =0.
Como los puntos dados estan en la polar, se tiene: A+H+G =0,H+B+F =0, -3H + G = 0. Resuelto
el sistema, se obtiene: A =-2H, B=4H, G=H, F =-5H. Luego la ecuacién de la conica es:

x2 —2y? —xy — x + 5y + C = 0. Para que sea punto doble la interseccién cony = x + 2, se tiene C = _T

La ecuacion pedida es: x2 — 2y? —xy — X + 5y — % = 0. Se trata de una hipérbola de centro (1,1) y
asintotasx —2y+1=0,x+y—-2=0.
D 56- Hallar la ecuacion de la parébola tangente al eje OX en el punto (0,0) y cuyo ejees x + 2y — 2 = Q.

Solucion:  La ecuacién de las parabolas tangentes a OX en el punto de corte con la recta x + 2y = 0,
paralela al eje, es: (x + 2y)? + Ay = 0. Su eje es: 9x + 18y + 21 = 0, de donde A = —9. La ecuacién pedida
es: X2 +4y? + 4xy — 9y = 0.

D 57- Hallar la ecuacion de la hipérbola equilatera definida por el foco (-1,2) y la directrizy — x = 0.

Solucién: Ecuacion focal: (x+1)% + (y—2)% = A(y —Xx)?, e2 = 24 = 2, A = 1. La ecuacion pedida es:
2xy+2x—4y+5 = 0.

D 58- Hallar la ecuacion general y la reducida de la conica engendrada por dos haces proyectivos de vértices
(0,0) y (2,-3), en los cuales se corresponden los siguientes pares de rectas: y—2x =0, con
y—-3+9=0;y=0, con y+3=0; x=0, con el rayo que proyecta el punto del eje negativo Y'O
situado a 12 unidades del origen.

Solucion:  La ecuacion del tercer rayo del segundo haz, es 2y — 9x + 24 = 0. La ecuacién de un cuarto
rayo del haz con vértice (0,0) es y =ax, y la del correspondiente al haz de veértice (2,-3) es
y+3 =b(x—2). Las pendientes de los rayos de cada haz, proporcionan las siguientes cuaternas:

200 +3)
(2,0,,a) = (3,0,%,b). Desarrollandolas se tiene que: a = 9Eb2b' Luego, % = gé(ﬁ =
= % Es decir: 2y? — 7xy + 6x + 24y = 0. Siendo la ecuacién reducida: ax? + by);jri =0,
igualando los invariantes, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: Iy =2 =a+Db, I, = %"9 = ab,
I3 = =270 = abc. De donde: a = 2+2‘/§, b= Z_F, c= % La ecuacion reducida es:
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2+4/53 ,, 2-453 , 1080 _
5 X+ Yty = 0.
D 59- Determinar la ecuacién y naturaleza de una cénica que pasa por los puntos (1,2), (‘1—131_1—232 :
siendo la polar de (0,0) la recta 3x —y + 11 = 0, y siendo el punto del infinito del eje OX, conjugado con
el punto (3,0).

Solucion:  Ecuacion general de las cénicas en las que la polar de (0,0) es la recta 3x—y+11 = 0:
(y —ax)(y —bx) + A(3x—y +11)? = 0. Por ser conjugados los puntos (1,0,0) y (3,0,1), se tiene
f(3,0,1) = 6(ab+204) = 0. Por pasar por los puntos: (1,2) vy (‘1—131 _1—232> se tiene que:
ab—2a-2b+ 1442 +4 =0. Como ab = -20A, a+b =624+ 2, sustituyendo estos valores en la
ecuacion de la conica, se tiene: 11Ax? + (681 +2)xy — (A + 1)y? — 66Ax + 224y — 1211 = 0. Como

~-79 +11/13 2 -79-11,/13

Asz = —(1167A% + 794 + 1), se tiene que para A > 5334 y A< 5334 la conica es
NPT -79 - 11/13 -79 +11/13 L . _ -79+11/13
hipérbola; para —%331 < A< 334 la conica es elipse; y para 4 = —334 la

conica es parabola.

D 60- Determinar el lugar geométrico engendrado por la interseccion de dos haces proyectivos cuyos vértices
son (1,0) y (0,0), y de los que tres rayos de cada haz proyectan los puntos (1,1), (2,1), (2,-2).
Solucion:  Las cuaternas referentes a las pendientes de los rayos, son: («,1,-2,a) = (1,%,—1,b>,

siendo a y b las pendientes correspondientes a un cuarto rayo de cada haz, cuyas ecuaciones respectivas
son:y =a(x—1),y = bx. De donde: a = ” X T b= % Operando, se tiene la ecuacion de la hipérbola:

X2 —2xy —y? —x+3y = 0.

D 61- Determinar la ecuaciéon y naturaleza de una cénica definida por dos haces proyectivos de vértices
0(0,0) y O'(4,3). A los rayos OX, OY y OO’ del primer haz, les corresponde en el segundo los rayos

cuyas pendientes son 3,0y _7

Solucion:  Se tienen las siguientes cuaternas: (0,00, %,a) = (3,0, _73b> siendo a = % b=
Operando, se obtiene la ecuacion: 3x? — xy + 4y? — 9x — 12y = 0 (elipse).

D 62- Determinar la ecuacion y naturaleza de la conica que pasa por el punto (1,-1) y es tangente a los ejes
en los puntos (2,0) y (0, 3).

Solucién:  Por ser tangente a los ejes en los puntos dados: xy + A(3x + 2y — 6) = 0. Obligando a que
pase por (1,-1), A = 2—15 quedando la ecuacién: 9x2 + 37xy + 4y? — 36x — 24y + 36 = 0 (hipérbola).

D 63- Determinar la ecuacion y naturaleza de la conica definida por dos haces proyectivos de vertices (0,3) y

(2,0). A las pendientes: oo, _73 —4, de rayos del primer haz, les corresponden en el segundo las
pendientes: _73 0, 1.

. . . -3 _ (=3 . _y-3 oy
Solucion:  Se tienen las cuaternas: (oo, > 4, a) = ( 5 , 0,1, b), siendo a = “—, b = 7

Operando, se obtiene la ecuacion: 9x? + 37xy + 4y? — 36x — 24y + 36 = 0 (hipérbola).

D 64- Determinar la ecuacion y naturaleza de una cdnica de la que se sabe que el origen de coordenadas es
conjugado con el punto del infinito del eje OX, que el polo de la rectay + x = 0 es el punto (-2,0), y que
pasa por los puntos (2,2) y (0,4).

Solucion:  Ecuacidn de las conicas en las que la polar de (-2,0) es x+y = 0, y los puntos (0,0,1) y
(1,0,0) son conjugados: y[ay — b(x +2)] + A(x +y)? = 0. Obligando a que pase por los puntos (2,2) y
(0,4), se tiene: a—2b+41 =0, 2a—b+21 =0, de donde a =0, b =2A. Operando, se tiene la
ecuacion: x? +y2 — 4y = 0 (circunferencia).

D 65- Hallar la ecuacién y naturaleza de la conica engendrada por dos haces proyectivos de rayos paralelos,
respectivamente, a las rectas x + 2y —1 = 0y 2x—y + 1 = 0, siendo los homologos de estos dos rayos, la
recta del infinito. La conica pasa por el origen de coordenadas.

Solucion: Ecuacion general: (x+2y —1)(2x —y + 1) = A. Por pasar por (0,0), 4 = —1. La ecuacion es:
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2x% — 2y? + 3xy — x + 3y = 0 (hipérbola).

D 66- Hallar la ecuacion y naturaleza de la conica que pasa por los puntos del infinito de las bisectrices de los
ejes coordenados, que corta al eje OY en dos puntos de ordenadas 3 y —1, y que corta al eje OX en el
punto de abscisa —2.

Solucion: Partiendo de la ecuacién general homogeneizada: Ax? + By? + Cxy + Dxz + Eyz + Fz? = 0, se
tiene: C=0,A=-B,E=2A,D = % F = 3A. Por tanto la ecuacion es: 2x?> —2y2 + 7x+4y +6 =0
(hipérbola).

D 67- Hallar la ecuacién de la parabola que pasa por los puntos (0,1) y (3,0) y es tangente a los ejes
coordenados.

2
Solucién: Ecuacion general: xy + A(x + 3y — 3)% = 0. Como Asz = 942 — (3/1 + %) =0,1= I—% La
ecuacion es: x? — 6xy + 9y? — 6x — 18y + 9 = 0.

D 68- Hallar la ecuacion de la hipérbola tangente al eje OX en el punto de coordenadas homogéneas (2,0,1),
tangente al eje OY en el punto (0,1,1), y que pasa por (1,1,0). Hallar la ecuacion de la parabola tangente
a la hipérbola anterior en los mismos puntos de los ejes OX 'y OY.

2
Solucion: Ecuacion general de la conica: xy + A(% +y-— 1) = 0. Por pasar por (1,1,0), A = _T4 La

ecuacion de la hipérbola es: x? — 5xy + 4y? — 4x — 8y + 4 = 0. Haciendo en la ecuacién general anterior,
que Az = 0, setiene A = _71 siendo la ecuacion de la parabola: x? — 4xy + 4y? —4x — 8y + 4 = 0.

D 69- Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por el punto (0,0), y tiene por asintotas las rectas
X+y+1=0,2x-y+2=0.
Solucion: Ecuacion general: (X +Yy+2)(2x—Yy +2z) + 2z> = 0. Por pasar por (0,0), A =-2. La
ecuacion es: 2x% +xy —y2 +4x +y = 0.

D 70- En el plano de un tridngulo ABC se tiene un punto fijo P y otro variable M. Las paralelas trazadas por
M a AP, BP, CP, encuentran a los lados BC, CA, AB, en los puntos A;,B;, C;. Demostrar que dada el area
del triangulo A1B;C1, el lugar geométrico de M es una conica.

Solucion: Sean P(m,n), M(4,u), A(0,c), B(b,0), C(a0), BC=y=0 CA= %X+ % =1,
AB = %+% =1L,PA=y="D0_CxicPB=y= nfnx—:tt:),PCEyz %.LaparalelaporMa
PAjessy—u = %(x — 1), siendo su interseccién con BC: A1</1 - nu—inc> La ecuacion de la paralela
por M a PB, es: y—pu= rl (x—A4), siendo las coordenadas de su interseccion con CA:
By A+ (m — b)(ac —au — cx) , cm(u — A) — acu + nbe . Anélogamente para las coordenadas de Cj.
an c(m—-a)+nb
Como el area del triangulo A1B:C; esta dada, el determinante | B;x Bj, 1 |es constante. Como las
Clx Cly 1

coordenadas de A;,B1,Cy son funciones lineales de A, u, dicho determinante es una funcion de segundo
grado en 4, u. Luego el lugar geométrico de M(A, ) es una conica.

D 71- Si por un punto P de una conica se trazan pares de secantes igualmente inclinadas respecto a una recta
r dada, demostrar que las rectas que unen los segundos puntos de interseccién, Q y R, de dichas secantes
con la cénica, concurren en un punto.

Solucion:  Se toma como origen de coordenadas el punto P, y como eje OX la paralela por P a la recta
dada r. La ecuacion general de una cénica que pasa por el origen es x2 + Ay? + Bxy + Cx + Dy = 0. Las
ecuaciones de las rectas PQ( yCPRDsor)I: y = £mx, cuyos segundos (plgtoste)interseccién con la conica,
: —C —Dm m-L —bm —C +Dm —mL +bm i
Son: Q( 1+Am+Bm? ' 1+Am+Bm? ) R( 1-Am+Bm? ' 1- Am+Bm’ ) Ordenando la ecuacion
de la recta QR, segun las potencias de m, se obtiene: apm* + bem?® + (co + dy)m? + eym +fy = 0, en la
que ¢ y v son funciones lineales de x, y, siendo constantes a, b, c, d, e, f. Por tanto, al anular los
coeficientes de los cinco monomios de la ecuacion, resulta un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
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incognitas, X, y, cuya solucion corresponde a las coordenadas (independientes de m) del punto de
concurrencia de las secantes QR.

Nota: Los pares de rayos PQ y PR forman una involucion, por lo que la secante QR pasa por el punto de
Frégier de dicha involucion.

D 72- Hallar el lugar de los focos de las cénicas tangentes en un punto dado a una recta dada, teniendo una
extremidad del eje focal en un punto dado.

Solucion:  Tomando como origen de coordenadas la extremidad del eje focal, como eje OX una
perpendicular a la recta dada, como eje OY una paralela a dicha recta, y siendo A(a,b) el punto de
tangencia dado, se tiene: tangente en A: x —a = 0; tangente en O: y—mx =0; OA=ay—-bx = 0. La
ecuacion de la conica es: (y—mx)(x—a)+ A@y —bx)? = (Ab?2 —m)x2 + 1a2y? + (1 — 2abA)xy +
+amx —ay = 0. Siendo (e, ) foco de la codnica, siendo las rectas isotropas tangentes a la conica, y
teniendo en cuenta que m = %, ya que la perpendicular a y = mx trazada por O, es eje de la cénica y

por tanto pasa por los focos, se obtiene el lugar de los focos, cuya ecuacion, sustituyendo a, § por X, Y, es:
2ax?y + bxy? + ay® — 2ay(ax + by) — a%(bx —ay) = 0. El dibujo se refiere al lugar geométrico para el caso
dea=b=1.

D 73- Se dan dos ejes rectangulares y un circulo tangente a OX en O, y que corta a OY en A. Hallar la
ecuacion general de las conicas osculatrices al circulo en O, y que pasan por A. Se puede trazar al circulo
y a una de estas conicas, una tangente comun distinta de OX. Hallar el lugar geométrico del punto de
encuentro de dicha tangente con la conica.

Solucién: El centro del circulo es (0,a) y el punto A(0,2a), siendo la ecuacion del circulo
x2+y2—2ay = 0. La ecuacién de las conicas osculatrices al circulo en O, y que pasan por A, es:
X2 +y2 —2ay + ATQ = 0, siendo T la tangente comin en O (y = 0), y Q la recta AO = x = 0. Por tanto la
ecuacion de la conica es: x2 +y? + 2Axy — 2ay = 0. La ecuacién de la tangente a la conica en el punto
(o, ) €s x(a+AB)+y(Aa+ p—a)—ap =0. Obligando a que sea tangente al circulo, se tiene:

(@ +AB)% + B(Aa + B —a) — B2 = 0. Operando: 122 +2Aaf = BA(AB + 2a) = 0, de donde A = 2‘1

El lugar pedido es: 3a? — 8% + 2ap = 0, es decir: 3x?> —y? + 2ay = 0 (hipérbola). El dibujo se refiere al

lugar geométrico para el caso de a = 1.
\/

D 74- Se da una curva C que es envolvente de las rectas r=ux+vy+w =0, verificAndose
v

= = Se trazan a la curva C, seis tangentes a las que corresponden los valores
1+t2 t(1+12) IRT g q P

t1,..., t;. 1°) Hallar la relacion entre estos seis valores para que se pueda inscribir una conica en el exagono
formado por las seis tangentes. 2°) Hallar la ecuacion general de las conicas que tienen con la curva C tres
contactos de primer orden (tres puntos de tangencia).

Solucién:  1°) Sea la cénica de ecuacion tangencial: Au? + 2Buv + Cv? + 2Duw + 2Evw + Fw? = 0.
Obligando a que r sea tangente, ha de verificarse que: A(1 +t2)® + 2Bt(1 + t2) + Ct2(1 + t2)% —
—ADRt(1 +t?) — 4ERt?(1 + t?) + 4FR?t? = 0. Ordenando esta ecuacién en potencias de t, se tiene:
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Ct® + 2Bt5 + t*(A + 2C — 4ER) + t3(4B — 4DR) + t>(2A + C — 4ER + 4FR?) + t(2B - 4DR) + A = 0.
Siendo: S;, Ss, Ss, las sumas de los productos monarios, ternarios y quinarios de las raices, se tiene que:
S1—S3+Ss5 = _éB i EDR) _ 26 _CZDR) = 0. Luego la relacion pedida es: S; — Sz +Ss = 0.
2°) Para que la conica tenga tres contactos de primer orden, la ecuacion en t ha de ser el cuadrado de un
polinomio de tercer grado: t® —at?+ Bt—y. Luego: S; = 2a, S3 = 2y +2ap, Ss = 2By. Por tanto:
S1—S3+Ss = (a—y)(1 - p) = 0. Identificando las ecuaciones:
Ct® + 2Bt®> + t*(A + 2C — 4ER) + t3(4B — 4DR) + t>(2A + C — 4ER + 4FR?) + t(2B — 4DR) + A = 0,
t8 — 2at5 + (a? + 2B)t* — 2(y + a )t + (B2 + 2ay)t? — 2Byt + y2 = 0 (con B = 1),

2
yoo r?-a? G- 2 _o

se tiene la ecuacion pedida: y2u? — 2auv + v? + uw + VW —

2R 4R?

D 75- Se consideran las conicas tangentes a los ejes OX y QY en los puntos A y B, equidistantes a de O. Se
pide: 1°) Ecuacién general de las conicas. 2°) Lugar geométrico de los vértices. 3°) Lugar geométrico de
los focos.

Solucién:  1°) A(a,0), B(0,a). La ecuacion general es: xy + A(x +y —a)® = 0. 2°) El conjunto de los
vértices viene dado por: a;of? — (a1 — ax)fify —awnf? = 0. Como any = ax = 4, fy = y+2A(x+y —a),
fy = x+2A(x+y—a), el lugar de los vértices es el conjunto de la recta: x—y =0, y de la conica:
(x—y)’> —a(x+y) = 0. 3% La ecuacion es: f2 — f2 — 4(ay — az)f(x,y) = 0. Luego el lugar viene dado
por el conjunto de las ecuaciones: x —y = 0, x> +y? —a(x +y) = 0.

D 76- Se dan dos rectas paralelas a los ejes coordenados. Hallar la ecuacion general de las conicas con centro
el origen, para las que dichas rectas son normales.

Solucidén: Lasrectas: x = a,y = b, son las normales a las cénicas en los respectivos puntos (a, 1), (1,b).

Las rectas: y = u, x = A, son las tangentes a las conicas en dichos puntos. La ecuacion del haz de cénicas

tangentes a estas dos rectas en dichos puntos, es:

f(X,Y,0) = (X= 2)(y — ) ++0[x(b — ) +y(@a - A) + (Au—ab)]* =

Derivando esta ecuacion e igualendo a cero, se tiene:

fy=y—p+20x(b-p)+y@-2)+@Au—-ab)J(b-u) =0,

fy=x-A+20x(b—pn)+y(@a-A1)+(Au—ab)l(a-1) =0.

Como el centro es (0,0), se tiene: —u + 20(Au — ab)(b —u) =0, —AI 20(Au—ab)(a— 1) = 0. Luego,

20(Au—ab) = = , es decir: u= =%, 0= . Introduciendo estos
(p-ad) = § = 2= H=-ra 2(a—/’L)<%/12—ab>

valores en la ecuacion del haz, se tiene la ecuacion pedida: Ab2x? + Aa?y? — 2a%bxy — Ab2(1% —a?) = 0.

2
D 77- Hallar la polar reciproca de la ellpse L+ # = 1, respecto a la hipérbola £ a_ - # -1=0.
Solucion:  Ecuacion paramétrica de Ia elipse: x = asinf, y = bcos6. En la hipérbola, cuya ecuacion

2
homogeneizada es: o(x,y,z) = ;2 zz — 72 = 0, se tiene: ¢} = 2’2( L Q) = b22y , ¢, = —2z. La polar de

un punto de la elipse respecto a la hipérbola, es; XSin0 _ ycosd

—1 = 0. Su derivada respecto a 0, es:

. a b
xcgs@ + ys;)n@ = 0. Eliminando 0 entre estas dos ecuaciones, para hallar la envolvente, se tiene:
2
y = —bcosé, x = asin6. Luego la ecuacion pedida es: 25 + % = 1 (la misma elipse del enunciado).

D 78- Se consideran las conicas tangentes a los ejes coordenados en los puntos A(a,0), B(0,b). Hallar: 1°) La
ecuacion general de las conicas. 2°) El lugar geométrico de sus vértices. 3°) El lugar geométrico de sus
focos.

Solucion: ~ 1°) La ecuacién general de las conicas es: @(x,y,A) = xy + A(x+y—a)®> = 0. 2°) Las
derivadas primeras de ¢ son: ¢y =y +2A(x+y—a) =0, ¢y = x+2A(x+y—a) = 0. Las coordenadas

del centro de la cdnica, son: ( 12:"21”1 , 12;"‘2“/1 ) La ecuacidn cuyas raices son las pendientes de los ejes,

es: (% + A)mz - (% + )L) =0, luego m = +1. El lugar geométrico de los vértices viene dado por la

. ., -V - __2aL ., _
interseccion de ¢ con las rectas: y ) _<x 1+4/’L>' La ecuacion de este lugar es:

(y- x)[(x —y)?—a(x+ y)] = 0, que esta formada por la primera bisectriz y por una parabola. 3°) Para
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hallar los focos, se tiene el sistema: @2 — 9 — 4(a11 — a22)¢ = 0, pxpy — 4ag = 0. Es decir:

[y +2A(x +y—a)]®> - [x+ 2A(x +y-a)]* = 0,

[y +22(x +y —a)][x + 2A(x +y —a)] = 4(L + 2A) [ xy + A(x +y—a)* ] = 0.

Eliminando A entre estas dos ecuaciones, se tiene el lugar pedido: (x — y)(x? + y2 —ax —ay) = 0, que esta
formado por la primera bisectriz y una circunferencia.

D 79- Se consideran las cénicas tangentes al eje OX en el origen, y cuya directriz es larectax+y—a = 0.
1°) Hallar el lugar geométrico de los focos correspondientes a esta directriz. 2°) Estudiar la naturaleza de
las conicas al moverse este foco sobre su lugar.

Solucioén:

C

1°) Siendo (a,B) el foco, la ecuacién focal de las conicas es: (x—a)’+ (y—p)* = e(x+y—a)>.

2 2
Particularizando para el punto (0,0), se tiene: e = ¢ ;ﬂ , por lo que la ecuacion de las conicas es:
2 2
x-a)2+(@y-p)2=2 ;ﬁ (x+y—a)? Obligando a que el eje y = 0 sea tangente, se obtiene:

a? + p? —aa = 0. Cambiando (a,B) por (x,y), se tiene la ecuacion pedida: x?+y?—ax =0, que
corresponde al circulo OABC de la figura, siendo O(0,0), A(ﬁ @) B(a,0), C(%,_—a) 2°) En la

2'2 2
2 2
ecuacion de las conicas se tiene que: Az = 1 — %. Si a?+ p? - %2 =0, la conica es una
parabola, lo que corresponde a los puntos A y C de la figura. Si a? + g% - a?z > 0, es hipérbola, lo que
corresponde al arco ABC de la figura. Si a? + 82 - %2 < 0, es elipse, lo que corresponde al arco AOC de

la figura.

D 80- Se da una parabola, un punto A sobre su eje, y una recta AD. Se consideran las conicas bitangentes a la
parabola segin AD. 1°) Hallar el lugar geométrico de los centros de dichas cdnicas, distinguiendo los
puntos del lugar que son centros de elipses, de los que lo son de hipérbolas. Hallar el centro de la
hipérbola equilatera. 2°) Hallar el lugar geométrico de los centros de las hipérbolas equilateras, al girar AD
en torno a A. 3°) Se trazan por O paralelas a las asintotas de cada hipérbola equilatera, que cortan a la
hipérbola en M y N. Hallar el lugar geométrico de los puntos de encuentro de MN con AD.

Solucién:  Sea la ecuacion de la recta AD: y—m(x—a) =0, y sea la ecuacion de la parabola:
y2 —2px = 0. La ecuacion general de las cénicas bitangentes a la parabola segin la recta AD, es:
y2—2px+ A(y —mx+am)® =0. 1°0 De esta ecuacion se obtienen las siguientes derivadas:
fy = =2p —22(y —mx +am)m = 0, f; = 2y + 2A(y — mx + am) = 0. De donde y = 1, es el lugar de los

centros. Introduciendo en la ecuacion general el valor A = rr12(x—a)[:)’ obtenido de f;, = 0, se tiene:
o—a)—

m2p p . P
Az =m2l = ———F—— Luego para Xo > — +a, es una elipse, ara Xo < — +4a, es una
% m2(xo —a) —p op ©7 2 Pse, ¥y P ° 2
hipérbola. En la hipérbola equilatera, se tiene que: aj;+ax =Am?2+1+1=0, A= mz_-lrl'

Introduciendo este valor en f, = 0, y teniendo en cuenta que y = % se tiene para el centro de la

hipérbola equilatera que x = a—p, luego el centro es: (a— p, %) 2°) Es la recta: x = a—p. 3° El

conjunto de las paralelas por O a las asintotas es: m2y? + 2mxy — m2x2 = 0. Si esta ecuacion se resta de la

de la hipérbola equilatera, que es: (y2-2px)(1-m?)—(y—mx+am)>=0, se tiene:
(2p + 2pm? — 2am?)x + 2amy + +a?m? = 0, que es una recta, y por ser combinacién lineal de las

ecuaciones del conjunto de las asintotas y de la hipérbola equilétera, pasa por su interseccion, por lo que

es la ecuacion de la recta MN. Sustituyendo m = 3=, se tiene el lugar geométrico pedido:
,  2px(x —a)?

= —————— El dibujo se refiere a este lugar en el casode p = a = 1.
a% — 2px ) g P
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D 81- Hallar las ecuaciones de las siguientes polares reciprocas: 1°) De la hipérbola xy = 1, respecto al

circulo x2 +y2 -1 = 0. 2°) De la pardbola y2 —2x = 0, respecto a la parabola x2 —2y = 0. 3° De la
espiral logaritmica p = e, respecto a la hipérbola equilatera de centro el origen y tangente a la espiral en
el punto (1,0).

Solucion:  1°) La tangente en el punto (e, ) de la hipérbola, es:fx +ay — 2 = 0. El polo (4, ) de esta
tangente respecto a la circunferencia, verifica la ecuacion: 27’1 = %Tﬂ = :—2 Luego, a = 2u, f = 24
Por tanto, 4Au = 1. La ecuacion pedida es: 4xy — 1 = 0. 2°) La tangente en el punto (e, §) de la parabola,
es: x— By +a = 0. El polo (4, u) de esta tangente respecto a la segunda parabola, verifica la ecuacion:
% = % = %. Luego se tiene que: a = Tﬂ B = % Por tanto, % + 27“ = 0. La ecuacion
pedida es: 2xy + 1 = 0. 3°) Las ecuaciones paramétricas de la espiral, son: x = e?cos6, y = e’sinf. La
ecuacion general de las hipérbolas equilateras de centro el origen, es: x2 + 2axy —y2 + b = 0. Por pasar
por (1,0), b = —1. La tangente a la espiral en (1,0), es: y = x — 1. Para que sea tangente a la hipérbola, la
ecuacion x2 + 2ax(x — 1) — (x— 1)> — 1 = 0 ha de tener una raiz doble, por lo que a = —1. La ecuaci6n de
la hipérbola es, por tanto: x> — 2xy —y? — 1 = 0. La tangente en el punto (e?cos®,e’sing) de la espiral,
es: (cos@ +sind)x + (sinf —cosf)y —e? = 0. El polo (A,u) de esta tangente respecto a la hipérbola,
verifica las ecuaciones: A 2.” = ._2’1 —2u — =2 Resolviendo este sistema, se obtienen los
cosf +sinf sinf — cos 6 —ef

siguientes valores: A = e?cosf, u = —e?sind. Haciendo 0 = —w, se tiene: 1 = e cosw, u = e*sinw.
Estas ecuaciones paramétricas corresponden a la espiral dada: p = e®.

D 82- Hallar el lugar geométrico de los centros de los tridngulos equilateros inscritos en una elipse.

Solucion:  Sea la elipse ;—i + K—z = 1. Los Vvértices del triangulo son (X1,y1), (X2,Y2), (X3,¥3), ¥ Su
centro de gravedad (e, 8). La circunferencia circunscrita al triangulo, es: x? +y? — 2ax — 2By +y = 0.
Eliminando x entre estas dos ecuaciones, se obtiene la ecuacion cuyas raices son las ordenadas de los
(b2-a%)? , 4b2B(b2-a?) , 0

4b?a? - 4h2¢? yide =5

cuatro puntos de interseccion de elipse y circunferencia:

_ 4b2p X1+ Xz + X 4b%p -
Luego. Yi+Y2+Ys+VYas= m Como ﬁ = %, 3ﬁ+y4 = m Ellmlnand(z) Y,
procediendo de forma similar, se obtiene la siguiente igualdad para las abscisas: 3a + X4 = ‘zl'a 0‘2 .
b -a

Sustituyendo los valores de X4, Y4 €n la ecuacién de la cénica, se tiene la ecuacién del lugar pedido:
1 (_4a%a | 4b*p
?(bz—az _3"‘> T\ a2
tiene: (%)xz + (W)yz — (a2 —b?)?. Se trata de una elipse concéntrica con la dada.

2
—3ﬁ2> = 1. O bien, operando y cambiando a, B por X, Y, se

D 83- Hallar la curva inversa de la parabola y? = 2px, siendo el origen el polo de inversién y siendo 2p la

potencia de inversion.

Solucion:  Siendo (a,B) un punto de la curva producto de la inversion, se tiene: x = azz%aﬂz,
212
y = azziﬁ 5. Luego: (agﬂéz)z =2p azzgaﬂz' Sustituyendo (e, ) por (Xx,y), se tiene la ecuacion

pedida: x(x? +y?2) —y? = 0 (cisoide).

D 84- En ejes rectangulares se dan los puntos A(0,a), B(2a,a). Se pide: 1°) Ecuacion general de las conicas

de centro O, tangentes a la recta x = a, y que cortan a AB en dos puntos conjugados armonicos respecto a
Ay B. 2°) Lugar geométrico de los focos. 3°) Separar en este lugar, los focos de elipse de los de hipérbola.

56



Solucion:  1°) AB =y —a = 0. Ecuacion de la conica con centro O y tangente a la recta x —a = O:

(x—a)(x+a)+A(y—mx)> = 0. La recta y = a corta a la cénica en dos puntos de abscisas a y S,

conjugados armonicos de los puntos de abscisas 0 y 2a, luego: (0,2a,a,8) = -1. De donde:

af-a(a+p)=0. Para y=a, se tiene: x3(1+Aim?)-21amx+a?(A-1)=0. Luego:
209 _ 2() —

o+ f=2ram g AAT2) =1 por tanto; 24D _ _a2am _ pe gonde: 4 = —L

1+Am? " 1+ Am? _ 142Am? 1+ Am? 1-2m’
quedando la ecuacion general de la conica: (m—1)°x? +y? —2mxy +a?(2m—-1) = 0. 2°) La ecuacion
(m-1) -m 0 u
—-m 1 0 v
tangencial de la conica es: = 0. De donde:
0 0 a’@2m-1) w
u v w 0

a%u? + a%(m — 1)%v2 + 2a?muv + w? = 0.

Sustituyendo: u=1, v=1i, w=-z=-x-1y, siendo (x,y) las coordenadas del foco, se tienen las
ecuaciones: x? —y? = a’m(2-m), xy = ma?. Eliminando m, se tiene la ecuacién del lugar pedido:
x2y2 + a2(x2 —y2 — 2xy) = 0. 3°) En la ecuacion de la conica, As; = 1 —2m, A = —a?(2m — 1)°. Luego
para m = % la conica es pardbola (degenerada en una recta doble); para m > 1 s hipérbola; y para
%, es elipse. 4°) En el siguiente dibujo se presenta en linea llena el lugar geométrico de los focos,

que estd formado por dos ramas: BOD y EOF. Se dibuja en trazos la hipérbola: xy = ma? = %2, que

m <

corresponde a los focos de parabola, separando los de elipse (m < %) de los de hipérbola (m > %). Y se

presenta en puntos las rectas x = +a que son las asintotas del lugar geométrico. En los puntos A y C,
intersecciones de dichas asintotas con la hipérbola, los focos son de parabola (degenerada en una recta
doble). En los arcos AB y CD, correspondientes a la rama BOD, los focos son de hipérbola. En la rama
EOF y en el arco AOC, correspondiente a la rama BOD, los focos son de elipse.

i \E \ i\ B
: \ :
X=-a; ‘ :
’ \ !
: \ :
: N
i ~ o7 A@al2)
(-a,0) o) : -
- i (a,0)
~_# C(-a,-a/2 i
o ;
P i
| \ |
i \ | X=a
: \ :
A |
pl ! ‘ Flod

D 85- Dado el rectangulo OABC, en el que OA = a, OB = b, tomando como ejes coordenados los lados OA 'y
OB, se pide: 1°) Ecuacién de las conicas que pasan por O, A, B, de forma que la polar de C sea paralela a
AB. 2°) Lugar geométrico de los centros de estas conicas, separando los correspondientes a elipses de los
correspondientes a hipérbolas. 3°) Siendo I' una de estas conicas, hallar la ecuacion de su hipérbola de
Apolonio correspondiente al punto C. 4°) Lugar geométrico de los centros de estas hipérbolas de
Apolonio.

Solucién: 1°) La ecuacién general de las conicas circunscritas al tridngulo OAB, es: X? + 2AXy + uy? —
—ax — uby = 0. La ecuacion de la polar del punto C(a,b), es: (2a+ 2Ab —a)x + (2Aa + 2ub — ub)y +

+(-a% — ub?) = 0. Luego: % = _Tb. De donde: u = %. Por tanto, la ecuacion de las conicas es

bz A

la siguiente: f(x,y) = b2x2 + 2Axy + a?y? — ab?x — a%by = 0. Como Agz; = )
a

= a’b? — A2, para

57



A <aby A > ab, son hipérbolas; para A = +ab, son parabolas; para—ab < 1 < abz, son elipses. 2°) Czomo

I _ 9h2 _ah2 — I 2y _ a2h — ; Cy azb _ ab

fi = 2b°x + 24y —ab® = 0, f|, = 2Ax + 2a°y — a*b = 0, se obtiene que: x 2@+ ) y 2@+ a)
de donde bx —ay = 0, que es la ecuacion del lugar pedido. Este lugar es la recta OC. Su punto
D( ) y su punto impropio, son centros de parabola. La semirrecta comprendida entre D y el infinito,

y que contlene a C, corresponde a centros de elipse. La otra semirrecta que contiene a O, corresponde a
centros de hipérbola. 3°) La ecuacion de la hipérbola de Apolonio, correspondiente al punto C(a,b), de las
conicas f(x,y) =0, es: o(xy) = (x—a)fy,— (y—b)fy =0, es decir: o(X,y) = 2Ax? + 2(a — b?)xy —
—21y? — (a?b + 2a4 — 2b®)x + (ab? + 2bA — 2a®)y + ab(a? — b?) = 0. 4°) Las derivadas parciales, son:
@y = 4Ax +2(a® —b?)y — (@%b + 2a1 — 2b3) = 0, ¢y = 2(a® — b?)x — 41y + ab? + 2bA — 2a°® = 0.
a(3a?-2b%)x  b(3b%-2a?)y Lai+b? g

- , g s
Eliminando A, se tiene el lugar pedido: x* +y 26— 0?) + 26— 1?) 5

D 86- Por un foco de una conica se trazan n radios vectores que forman entre dos consecutivos, un angulo
ZT”. Hallar el limite de la media armdnica de estos radios vectores cuando n — oo.

Solucion:  Sea la ecuacion de la cénica: p = m Segun lo indicado en el enunciado, se tiene:
1 11 1+ecosO° 1+ecos £+ 2” 1+ ecos =t 4” 1+ecosm
W p = W p + p +. . .+ p =
_ 27r| 27r| o ;
= Ty (n +e Z cos £ ) Luego I|m fip (n +e %: cos €41 ) —|II’2 = p . El limite pedido es el
I
b2

inverso del parametro p de la conica (p = , siendo a y b los semiejes de la cnica).

D87- Sedalarectar = 4x+ 3y —1 = 0. Se pide: 1°) Ecuacion general de las conicas tangentes al eje OX en
O, y cuya directriz es la recta dada. Se dara esta ecuacion en funcion racional de un parametro. 2°) Por
todo punto del plano pasan dos cénicas con las caracteristicas definidas. Hallar la curva que separa las
regiones donde las dos cénicas son reales, de donde son imaginarias.

Solucmn 19 Slendo (A, u) las coordenadas del foco correspondiente a la directriz dada, se tiene:
(x—2A)%+ (y - pu)? = v2(4x + 3y — 1)2. Obligando a que pase por O donde es tangente a OX, se tiene:

A t? t t2
A2+ u? =v2 A =42 HaC|endoﬁ—t /’L—m,y_m VZZW se tiene la

ecuacion pedida: 16x2? + (16 + 7t?)y? — 24t?xy — (8t — 6t?)y = 0. 2°) Ordenando esta ecuacién segun las
potencias de t, se tiene: t?(7y? — 24xy + 6y) — 8yt + 16(x? + y?) = 0. Esta ecuacioén es de segundo grado
en t, luego por cada punto del plano pasan dos coénicas. El discriminante de esta ecuacion es
A = 16y[y — (7y — 24x + 6)(x?> + y?)]. En el siguiente dibujo se representa la curva A = 0, que incluye el
ejey = 0, y la curva ABOCDBEF.

(D A
D B ®
X Cg DNE X
® O
-/

Las conicas son reales para A > 0, es decir: a) por encima del eje XX': dentro del bucle BOCDB, y en el
espacio ABEX entre la rama superior, la inferior y el eje de abscisas. b) por debajo del eje XX': en el
espacio X'OEF entre este eje y a la izquierda de la rama inferior. ) en la curva y en el eje de abscisas, hay
una sola conica, que es real. En los demas casos, las conicas son imaginarias.

58



Nota: B(0.16,0.12), D(o, %) 0(0,0), E(%,O), F(0,-1)

D 88- Dados dos ejes rectangulares y los puntos A(a,a) y B(a,—a), se consideran las conicas circunscritas al
triangulo OAB, tales que la normal en A, la normal en B y la tangente en O, sean concurrentes. Hallar el
lugar geométrico del punto de encuentro.

Solucion: Seay —mx = 0, la tangente en O. La ecuacion de la conica circunscrita al triangulo OAB, es:
(y—=x)(y+x)+A(x—a)(y —mx) = 0. Luego derivando, se tiene: y' = —2X+ My = mx) — MA(x - a) . La

2y + A(x—a)
-2(x—a) 2(x—a) .
1 am i am Eliminando A y m, se tiene

la ecuacién del lugar pedido: (y —x)(y—a)(x—y—2a)+ (x+y)(y+a)(x+y—-2a) = 0. Simplificando
esta ecuacion, se tiene: 2xy? + ax? — ay? — 2a?x = 0. Se ha dibujado esta curva paraa = 1.

normalen Aes:y—a = .LanormalenBes:y+a =

D 89- En ejes rectangulares se da la circunferencia x? + y> — R? = 0 y los puntos B(0,b) y B'(0,-b). Se toma
un punto M sobre la circunferencia, y se traza BM, que corta a AX en A. Se pide 1°) Lugar geometrico del
punto M’ de interseccién de OM y B'A. 2°) Al variar b, por cada punto del plano pasan dos conicas, cuya
naturaleza y realidad se estudiaran.

. 0 ; _ X —bRsin6d
Solucién:  1° M(Rsin6,Rcosf), BM = Rsing Rcose b’ Rcose 0) La ecuacién de la

recta AB' es: (Rcos6 — b)x + yRsin6 + bRsind = 0. La ecuacion de la recta OM es: xcosf —ysind = 0.
Eliminando 6 entre estas dos ecuaciones, se tiene la ecuacion del lugar pedido del punto M:
b2x2 + (b2 — 4R?)y? — 4bR?y — b?R? = 0. 2°) Ordenando esta ecuacién segun potencias de b, se tiene:
(x? +y? —R?)b? — 4R?yb — 4R%y2 = 0, cuyo discriminante es: 4R?y?(x? + y?), que es siempre > 0, salvo
para 'y = 0, que es nulo. Luego por todo punto del plano pasan dos conicas reales, salvo para los puntos
del eje OX, para los que hay una cénica real doble. Como As; = b?(b2 — 4R?), para |b| > 2R, las dos
conicas son elipses. Para |b| < 2R, las dos conicas son hipérbolas. Para |b| = 2R son parabolas. Y para
b = 0, es una recta doble (y = 0).

D 90- Se dan dos ejes rectangulares y el punto A(a, ). Por un punto B del eje OX, se traza una perpendicular
a BA. Sea M el punto de encuentro de esta perpendicular con la perpendicular a OX, trazada por el punto
medio de OB. Se pide: 1°) Lugar geométrico de M. 2°) Si A se desplaza sobre x2 +y2 — R? = 0, hallar la
envolvente del lugar hallado. 3°) En las mismas condiciones, hallar el lugar de vértices y focos.

Solucién:  1°) Sea B(24,0). La ecuacion de la perpendicular por B a BA, es: y = MT_Q(X— 21). La

ecuacion de la perpendicular a OX por (4,0), es: x—A =0. La ecuacion del lugar pedido es:
2x2 —ax+ By = 0. 2°) a? + B2 = R2. Derivando en esta ecuacion y en la anterior, siendo por ejemplo B
-2x%y
X2+y2’ ﬁ_ X2+y2'
Sustituyendo estos valores en la ecuacion del circulo, se tiene la ecuacion de la envolvente del lugar de M:
4x 4—Rz(x2+y2) = 0. 3° Las coordenadas del vértice son: x = %, y = Lluego se tiene que:

funcion de a, se tiene: —x+yp =0, 2a+2BB =0, Px+ay=0, a=

8ﬂ
a=4x, B = Sustltuyendo estos valores en la ecuacién del circulo, se tiene el lugar de los vértices:
2
4x4 + 16x%y? — Rzy2 = 0. Las coordenadas de los focos son: x = ?’ y = Bﬂﬁ . Luego se tiene que:

a=4x, B = —4(yi X2 +y? ) que sustituidos en la citada ecuacion, se obtiene el lugar de los focos:

1024x2(x? +y?) — 64R?(x? + y?) + R* = 0. 4° Se ha dibujado en linea gruesa este lugar para el caso
R = 2,y en linea de trazos la envolvente del punto 2°, también paraR = 2.
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D 91- Dadas las rectas Q =x—a =0, R=y—-b =0, formar la ecuacion general de las conicas de centro
(0,0) de las que son normales las rectas dadas, Q y R. Demostrar que por todo punto del plano pasan dos
elipses y una hipérbola de la familia.

Solucién:  La ecuacion general de las cénicas de centro (0,0), es: Ax? +By?2+2Cxy+D = 0. La

pendiente de las normales viene dada por: f\x;gz La pendiente de la recta Q es oo, luego: Ax + Cy = 0,

por lo que la ordenada del punto de la conica en el que Q es la normal, es: éa Luego, como la conica

—Aa e A2 _ BAZa? —Aa _ aq2( AB _ _ ;
pasa por (a, c ) se tiene: Aa o +2Ca—C +D = Aa (CZ 1) + D = 0. Procediendo de

la misma forma con la normal R, se tiene que la pendiente de esta recta es 0, luego Cx + By = 0, por lo
que el punto de la conica en el que R es la normal, es ( —BDb b) teniéndose: Bb? éB 1) +D =0.

Haciendo el cambio: A = b2\, B = a2, se tiene: D = azbz/l(l - M). La ecuacion pedida es:

C2
2Kh2 ., , . .
b2x? + a?y? + 2uxy + a?b?( 1 - % = 0. Ordenando esta ecuacién segin potencias de u, se tiene:

f(u) = 2xyu® + (b?x? + a?y? + a?b?)u? —a*b* = 0, por lo que por cada punto del plano pasan tres
conicas. Estudiando las raices de f(u) =0, se tiene: para u = -, f(u) <0; para u = —ab,
f(u) = a2b?(bx —ay)? > 0; para u = 0, f(u) = —a*b* < 0; para u = ab, f(u) = a2b?(bx + ay)? > 0; para
u =+, f(u) > 0. Luego las raices de f(u) =0, se encuentran en los intervalos: —oo < u; < —ab,
—ab < up <0, 0 < uz <ab. Como Az = a?b? — u?, se tiene: para pi, Az < 0, hipérbola; para us,
Az > 0, elipse; para us, Ass > 0, elipse. Luego por cada punto del plano pasan dos elipses y una
hipérbola de la familia. Como casos particulares, se tiene: para u = ab, la conica correspondiente
degenera en la recta doble: bx + ay = 0; para u = —ab, la cdnica correspondiente degenera en la recta
doble: bx —ay = 0.

D 92- En ejes rectangulares se da el punto A(a,0). Se pide: 1°) Hallar la ecuacion general de las conicas de
directriz el eje OY y vértice A. 2°) Por todo punto M del plano pasan dos conicas que satisfacen esas
condiciones. Determinar la region del plano en la que las dos conicas son reales. Hallar la naturaleza de
las dos conicas para cada punto del plano.

Solucion: 1°) Vértice (a,0); eje: y = 0; directriz: x = 0; foco ((p,O); segundo Vvértice (u,0). Ecuacion de
las conicas bltangentes (x—a)(x — u) = Ay?, es decir: x2 — 1y? — (a+u)x +au = 0. Ecuacion focal de
las conicas: /l(x (p)++ y2 = ex?, es decir: (1 — e)x2 +Yy2 - 2px + @2 = 0. ldentificando ambas ecuaciones:

1 _ A _8+tp _ ay - .
T-e = 1 %0 . De donde: u = AT . Por tanto, la ecuacion pedida es la siguiente:

(2a + @)px? — a?y? — 2a%px — p?a? = 0. 29 Ordenando la ecuacion segln las potencias de ¢, se tiene:
(x2 —a?)p? + 2ax(x —a)p —a?y? = 0. El discriminante A de esta ecuacién en ¢, es el siguiente:
A = a?x?(x —a)? + a2y?(x? — a?). En el dibujo se ha representado la curva A = 0, que incluye la recta:
x—a=0 vy la curva DOGBFOJ. Las conicas son reales en el espacio a la derecha de la recta
ABC = x—a = 0, en el interior del bucle OFBGO, y en el espacio a la izquierda de las ramas asintoticas
OD y OJ de la curva, asi como en el contorno de A = 0.

Nota: O(0,0); B(a,0); la asintota de la curva es: x + a = 0.
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Los invariantes de la ecuacién de las conicas, son: Az = -a2p(a+¢), A= a‘p%(p+a)?
—anA = abp?(p + a)?. Para los puntos situados en el espacio a la izquierda de las ramas asintéticas DO y
0J, asi como en su contorno, las dos conicas son hipérbolas. En el interior del bucle OFBGO, asi como en
su contorno, las dos conicas son elipses. Para Asz; = 0, se tiene ¢ = —2a, obteniéndose la parabola
y2 —4ax + 4a? = 0, curva KBL, en cuyo contorno una conica es parabola y la otra hipérbola. En el resto
del espacio a la derecha de la recta ABC, una conica es hipérbola y la otra elipse.

H-E
D A K
F
—
H-H E-E (B H-E |-
\_//
G
J C L

H-E

D 93- Hallar el lugar geométrico de los centros de las conicas osculatrices a un circulo dado en un punto dado
A, siendo sus ejes paralelos a dos direcciones dadas.

Solucién:  Sea la circunferencia: x? +y? —R2 = 0, y A(R,0). La ecuacién general de las conicas, es:

X2 +y?2 —RZ+ (X —R)[AX —R) + 2uy] = (1 + A)Xx? +y2 + 2uxy — Zlgx ZélRy +R?(A-1) = 0. Siendo
11 22

la ecuacién de los coeficientes angulares de los ejes: m2+a;12m—1=0, se tiene que:

al{a;lzazz =k, donde k es un numero dado. Como al{a;lzazz = % se tiene A = ku. Obteniendo las
y

derivadas: fi, = x(1 +ku) + py —Rku = 0, f, = y+ ux — uR = 0, se tiene: u = Ry aue sustituido en f,
da la ecuacion pedida: x2 — y? — kxy — Rx + Rky = 0 (hipérbola equilatera). Se ha dibujado este lugar para
elcasoR =k = 1.

N
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D 94- En ejes rectangulares se dan los puntos F(0,0) y A(a,0), siendo a > 1. Se pide: 1°) Ecuacion general
de las conicas de foco F, siendo A el vértice mas cercano a F, situado en el eje focal. 2°) Estudiar la
naturaleza de dichas conicas. 3°) Si las conicas pasan por un punto dado P(a, ), estudiar el nimero y la
naturaleza de las cénicas obtenidas segun la posicion de P.

Solucién: 1°) Sea B el Eunto en que la directriz correspondiente al foco F corta al eje FA. Se tiene que la

excentricidad es: e = % luego AB = %. Por tanto, la ecuacion de la directriz es: x = a + %, siendo la

ecuacién focal de la conica: ,/xz +y? = e(x -a-— %). O bien, operando, se tiene que:
(1-e?)x? +y% +2ae(e + 1)x — a%e? — 2a’e —a? = 0, que es la ecuacién pedida. 2°) As; = 1 —e2. Para
e? > 1, hipérbola; para e? = 1, parabola; para e? < 1, elipse. 3°) Ordenando la ecuacién segln potencias
+ [y2 2
de e, se tiene: (x—a)%e?+2a(a—x)e—x%>—y?+a? = 0, de donde e = a_x#. Luego para cada
punto dado P(«, ), hay dos valores de e, y por tanto, por dicho punto pasan dos cénicas.Para e = 1, se
tiene: y2 + 4ax — 4a? = 0, que es una parabola con la rama abierta hacia la izquierda, que corta al eje OX
en (a,0), y al eje OY en (0,2a) y (0,—2a). Por los puntos del plano situados en el exterior de la parébola,
pasan dos hipérbolas (e? > 1). Por los situados en su interior, pasan una elipse y una hipérbola
<e2 <lye?>1, respectivamente). Por los puntos situados sobre la citada parabola, pasan una parabola
y una hipérbola <e2 =1lye?>1, respectivamente). Por los puntos situados sobre el eje OX (y = 0),
pasan una hipérbola y una parabola si x > 0, y una elipse y una parabola si x < 0. Al punto (0,0), le
corresponde la recta doble y = 0. Para los puntos x2 + y2 = a2, la elipse es una circunferencia (e = 0).

D 95- Desde un punto P se trazan las tangentes a una conica dada. La cuerda que une los dos puntos de
contacto se ve desde el foco bajo un angulo dado 6. Hallar el lugar geométrico de P.

Solucion:  Tomando como origen el foco de la cénica, la ecuacion general de las conicas, es:
X2 +y2 = (Ax + p)?, es decir: (1 — A2)x2 +y2 — 2Aux — u? = 0, donde A y u estan dadas. Siendo P(a, ),
la ecuacion de su polar es: [(1 - A2)a — Au]x + By — Aua — u? = 0. La ecuacion del conjunto de las dos
rectas trazadas desde el origen a los puntos de interseccion de la conica y la polar, es:
[(Aa+ p)? = B2 ]y? + 2apxy + [ (Aa + p)? — a? ]x? = 0. La tangente del angulo dado 6, en funcion de las

pendientes m; y m, de las dos rectas que lo forman, es: tanf = % Por tanto se tiene que:
112
2 2

m; —m mi +my)° —4mim ., . .

tanzg — (M1 =M2) - = (m; + M) >——=. Y como de la ecuacién anterior se tiene que:
(L+mumy) (L+mimy) ,

-2 Ao+ —a® . . ,

m; +m, = B m, = Mo+ —a” introduciendo estos valores en la formula de

—l m )
Ga+m? - 7 Ga+ ) -
tan?0, y operando, se tiene la ecuacién del lugar pedido: (x2 +y?2)(1+cos@) —2(Ax+ u)? = 0, que
corresponde a dos conicas homofocales con la dada.

D 96- Demostrar que si un tridngulo es autopolar respecto a la coOnica de ecuacion
f = anx® +axny? + 2aXy + 2a13X + 2ay + az = 0, y estd inscrito en una segunda cénica de ecuacion
@ = b11X? + boy? + 2b1oxy + 2biax + 2byzy + bz = 0, el invariante Ta, del haz de coénicas, es nulo.
(Tab = A11b11 + Azb2s + Assbss + 2A12010 + 2A13D013 + 2A23023).

Solucion:  Se considera un sistema de coordenadas trilineales cuyo triangulo fundamental es el dado. La
polar de (0,0) respecto de f es: 2a13X + 2a23y + 2a33z = 0, pero tiene que ser: a;3 = 0y azz = 0, yaque la
polar de dicho punto es z = 0. Procediendo de la misma forma con los otros dos vértices, (0,1) y (1,0), se
obtiene: aj3 = ax = apx = 0. Luego, f = a;x? + axy? +asz? = 0. Como (0,0) estad en ¢, bsz? =0,
luego bss = 0. Procediendo de la misma forma con los otros dos vértices, se tiene: by; = by, = bss = 0.
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Luego la ecuacion de @, es: 2bixy + 2b13xz + 2b,3yz = 0. Por tanto, el valor del invariante Tap, €s el

0 O 0 O ay O
siguiente: TAb = 2b12 + 2b13 + 2b23 1 =0
ass a» 0 0 0

D97- Demostrar que si  hay un tridngulo circunscrito a la  conica de ecuacion
f = aux? +axny? +2anXy + 2a13Xz + 2ax3Yyz + azz? = 0, y es autopolar respecto a la conica de ecuacion
¢ = b1x? + byy? + 2b1oxy + 2b13Xz + 2b,3yz + bazz? = 0, el invariante Ta, del haz de cénicas, es nulo.

Solucion: Operando en un sistema trilineal en el que el triangulo dado es el fundamental, se tiene (ver el
problema D 96) que las ecuaciones tangenciales de las dos conicas, son:
f = 2A0Uv + 2A13UW + 2AvW = 0, ¢ = B1;u? + B2 + Basw? = 0. De donde se obtiene que:

Byu 0 O

Tap = 2A12b12 + 2A13b13 + 2Asb2s. YCOmoB ' =| 0 By O = B2, y siendo Bj; el adjunto de Bj;
0 O Bs
0 0

en B’, se tiene que: B{,- = Bjj - B. Luego, by, = B1, = B2 0 = 0. Analogamente, bz = by = 0.

B JB11B22B33

Por tanto Tp, = O.

D 98- Demostrar que si la conica f = a;1x? + azy ? + 2a12Xy + 2a13XZ + 2a,3yZ + assz? = 0, degenera en dos
rectas que son conjugadas respecto a la conica ¢ = bix? + bypy? + 2bioxy + 2bisxz +
+2b,3yz + b3sz? = 0, el invariante del haz de conicas, Tas = a11B11 +a2B2 + assBas +2a12B1n +
+2a13B13 + 2a,3B23, €s nulo.

Solucion:  Se considera un sistema cartesiano tal que sus ejes sean las rectas en que degenera la conica
f = 0. Por tanto, en este caso, se tiene que: f = xy = 0. Para que las rectas x = 0, y = 0, sean conjugadas
bll b12 b13 1
- . - | bz bz b2 O . )
respecto a la cdnica ¢ = 0, tiene que verificarse que: = 0. Luego se tiene que:
b1z baz bz O

0 1 0 0

bll b23
blS b33

= By, = 0. Por tanto: Tg = 2a12B1, = 0.

D99- Dada la conica aiXx? +axy? +2a1,Xy + 2a13X + 2ay +ass = 0, se consideran los triangulos
autopolares con respecto a ella, tales que el radio de su circulo circunscrito sea R. Hallar el lugar
geomeétrico de los centros de dichos circulos.

Solucién: Sea uno de los circulos: (x —a)? + (y — B)? — R2 = 0. Como el invariante T, del haz, es nulo,
se tiene: Ay +Axn +Axn(a®+ B2 —R?) —2A30 —2AB =0. Luego el lugar pedido es:
A33X2 + A33y2 - 2A13X - 2A23y + All + A22 - A33R2 = 0.

D 100- Hallar el lugar geométrico de los vértices de los angulos rectos circunscritos a una conica.

Solucion:  Se tiene en cuenta que si las rectas isotropas trazadas en un punto, son conjugadas con
relacion a una conica, las tangentes a la cdnica trazadas desde ese punto a la cénica, son perpendiculares.
En efecto, sean my y m, los coeficientes angulares de dichas tangentes. Ha de cumplirse que:

(my,my,i,—i) = =1. Desarrollando esta igualdad: Ii_n;’]l + Ii_nrlqz = —1. Operando, se tiene que:
—i = —I =12

m;:m, = —1. La ecuacion de las rectas isotropas que pasan por (a, ), es: (x —a)?+ (y — 8)? = 0. Siendo
la conica: a;x? +axy? + 2appXy + 2a3X + 2axy +as = 0, se aplica la conclusiéon demostrada en el
problema D 98, por la que si una conica degenera en dos rectas que son conjugadas respecto a una
segunda coénica, el invariante T,s = 0.Por tanto, T = A1r + Axp + (a? + B?)Ass — 2A3a — 2A% = 0.
Luego el lugar pedido es: Assx? + Azsy? — 2A13X — 2Ay + A1s + Ay = 0, que es un circulo, salvo para el
caso de la paradbola en el que al ser As3 = 0, el lugar es una recta. El circulo se Ilama ortoptico o circulo de
Monge. En el caso de la parabola, la recta es su directriz.
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ELIPSE

D 101- Dada la elipse £ E + % = 1, hallar las ecuaciones de las normales trazadas desde el punto (3,0).

Solucion:  La hipérbola de Apolonio es: (25— 16)xy + 168x — 25ay = 0. Para ¢ = 3, § = 0, se tiene:

y(3x—25) = 0, es decir: y=0, x = 23—5 Para y = 0, se tienen las abscisas x = +,/25 = +5. Para

X = é, se tienen las ordenadas y = +1§’i. Luego los pies de las normales son: (5,0), (-5,0),

<?5 16 ) (25, =16 ) Las ecuaciones de las normales trazadas desde (3,0), son: y = 0 (doble),
y = _|(x -3).

2
D 102- Dada la elipse g—i + % =1, se pide: 1°) Lugar geométrico de los puntos de interseccion de un

didmetro variable con la perpendicular trazada por un punto fijo (a, ), sobre el didmetro conjugado de
aquel. 2°) Naturaleza y dibujo del lugar, paraa =4,b = 3,0 = g = 1.

Solucion: 1°) Sea el didmetro variable: y = mx, y su conjugado: y = ;B—:;(. La perpendicular por (a, B),
es: y—-p = (x a). Sustituyendo m = ¥ se tiene la ecuacion del lugar geométrico pedido:
(a —bz)xy+ﬁb2x—aa2y =0. 2° Como Az = —(%)2 < 0, se trata de una hipérbola, cuya
ecuacion para los valores dados, es: 7xy + 9x — 16y = 0. Su centro es 7 , 7 ) pasa por (0,0), y sus

asintotas son: x = 176 VY = 79 El dibujo se refiere a esta hipérbola y sus asintotas.

5T

T

D 103- Dada la elipse candnica, hallar las coordenadas de los extremos de un diametro que sea visto desde un
extremo de su diametro conjugado, bajo un angulo recto.

Solucion:  Sea el didmetro y = mx, y su conjugado y = ;1222

conciclicos, siendo la circunferencia concéntrica con la elipse, por lo que su ecuacién es x? + y? — R? = 0.

Los puntos de interseccion de ambas curvas, son: ( ‘/ RZ — b b‘/ a’—R? > Las pendientes de los
a

b2'

correspondlentes diametros, son: m; = & ?:2 Ez : = = EZ Para que sean conjugados:
b -R?2 b —-R?2 _ —b? . _ a2+b2 ; .
a R2 7 " a R2 0T T a2 Luego: R?Z = S Las coordenadas pedidas, son:

CESE) () (38) (£.4F)

D 104- Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de todas las cuerdas de la elipse que son vistas desde
el centro de la elipse, bajo un angulo recto.

Solucioén: Sea la elipse, en coordenadas homogéneas, b?x? + a?y? — a2b?z2 = 0, y sea (a,8,1) el punto
medio de las cuerdas. La ecuacion de una recta que pasa por dicho punto es: y — mx — z + maz = 0. Las
abscisas de los puntos de corte de esta recta con la elipse, vienen dadas por la ecuacion:
b2x2 + a?(mx + B + ma)? —a?b? = 0. Luego la suma de las abscisas de los puntos de corte, es:

_292 — 2 ., .
zizri(ﬁzmgm) = 2a, de donde: m = _[?‘sz. La ecuacion del conjunto de las dos rectas que unen el
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centro de la elipse con los extremos de la cuerda, se obtiene eliminando z entre la ecuagién de la elipse y
y— mX : de donde: b2x2 + a%y? — a2h? Y=MX ATy, Operando:
B—ma B —ma

y?[a%(B — ma)® — a?b? ] — 2a2b?mxy + x?[ b2(B — ma)? — a?b?m? ] = 0. Obligando a que ambas rectas
b2(B — ma)? — a2h?m?

a2(B - ma)® — 42b?

poniendo (X,y) en vez de (a,B), se obtiene la ecuacion del Ilugar geométrico buscado:
(b2x2 + a2y?)*(a? + b2) — a2b2(b*x2 + a*y2) = 0, cuyo dibujo se incluye seguidamente para el caso
a=2b=1.

la ecuacion de la cuerda; z =

sean perpendiculares:

= —1. Sustituyendo en esta ecuacion el valor de m, y

D 105- Hallar el lugar geométrico de los centros de los circulos inscritos en los triangulos que tienen por
veértices los dos focos de una elipse y un punto variable de ella.

2
Solucion: Sea la elipse ;—2 + % = 1. Los focos son (£c,0). Siendo P(x1,y1) un punto de la elipse, los
vértices del triangulo son: F(c,0), F'(-c,0), P(x1,y1). Sea (a, 8) el centro del cirg)l(JIo inscrito enc)((jicho
g : _ FF' .x; +PF. () +PF .c _ 2oxi—c(a—=g-) +c(a+ =3-)
triangulo. Se tiene que: a = - - = oX oxX
FF' + PF + PF 2C+<a_Tl>+(a+Tl

Operando, se obtiene: x; = aTa_ Procediendo de forma analoga con la ordenada f, se tiene que:

g = FF' . ylF—'I_:/PJ,I_:PIEOj ;;F - (0) =_2§C+y§a' De donde: y; = M. Introc-iuciendo estos vaI?res
en la ecuacion de la elipse, y cambiando (a,fB) por (X,y), se tiene la ecuacién del lugar pedido:
b2x? + (a + ¢)%y? — c¢2b? = 0. El dibujo se refiere al caso a = 2, b = 1. Incluye en linea de trazos la elipse

dada.

D 106- Demostrar que la recta que une el foco de una conica con el punto de interseccion de una tangente con
la directriz de dicho foco, es perpendicular al radio vector del punto de contacto de la tangente.

Solucién: Sea la conica £+ = Acosé + Bsiné + C. La directriz es: + = Acos6 + Bsinf. La tangente en

p p
el punto 6 = 0, es: % = Acosf + Bsin6 + Ccos(f — 6;). La interseccién de la tangente y la directriz,
corresponde a: Acos6 + Bsinf = Acosf + Bsinf + Ccos(@ —61), es decir: cos(d —0;) = 0. Luego:

- a
9—91+2.

D 107- Demostrar que el semieje menor de una elipse, es media proporcional entre las dos perpendiculares
bajadas desde cada foco sobre cualquier tangente a la elipse.

Solucién: Sea la tangente: y = mx + Ja?m? + b?, y sean p y p’ las longitudes de las perpendiculares
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-mcF yalm?+b? ,  mcTF Ja’m? + b?

bajadas desde los focos a la tangente. Se tiene que: p = P =
+J1+m? +J1+m?
—m?c? +a’m’+b% _
1+ m? '

Multiplicando estas igualdades: pp' =

2
D 108- Se da la elipse ;—i + # =1, y un punto M de ella. Por los extremos de un diametro cualquiera y por
M, se hace pasar un circulo. Se pide: 1°) Lugar geométrico I' del centro de este circulo al variar el
diametro. 2°) Si alrededor del origen O de coordenadas, se hace girar un angulo recto, hallar el lugar del
punto de encuentro de las tangentes a I" en los puntos donde los lados del &ngulo recto cortan a I'. 3°) Por
O se pueden trazar independientemente de la normal que tiene su pie en O, otras tres normales a I". Hallar

la ecuacién del circulo circunscrito al triangulo formado por los pies de estas tres normales.
Solucion:  1°) Sea M(asing,bcose), y sean los extremos de un diametro cualquiera (asinf,bcos6),
X2 +y? X y 1

a?sinp + b?cos?p asing bcose 1

(—asinf,-bcos#). La ecuacién del circulo es = 0. Las

a?sin0 +b?cos?0 asind bcosfd 1
a®sin?0 + b?cos?9 -asing —bcose 1
Ap -An ) . _ : _

AL 2AL ) Como: Ay, = —2absin(0 — ¢),
A1, = abc?cossin(e — 0)sin(p +0), Az = 2ac?sindsin(o —0)sin(ep +0), se tiene que dichas

coordenadas son: x = C—zcosesin(go+9), y = =C"sinfsin(p + 0). Eliminando 6 entre estas dos

2a 2h
ecuaciones, se tiene: 2a?x? + 2b2y2 — ac?xsing + bc?ycose = 0, que es la ecuacién de una elipse que

asa por el origen de coordenadas. 2°) Mediante la afinidad x = X , Y = Y , esta elipse se
pasa p g ) 22 y 25 p

transforma en un circulo, y el angulo recto se transforma en otro angulo (mm' = -1, se transforma en
b2 . . L . .
mimj = a_b?)' Este &ngulo de magnitud constante, esta inscrito en una circunferencia, por lo que el arco

que subtiende es constante e igual al doble de dicha magnitud. Por tanto, las tangentes trazadas en los
extremos del arco, se cortan en un punto tal, que al desplazarse el arco sobre la circunferencia, equidista
del centro de esta. Por tanto, su lugar es una circunferencia concéntrica con la anterior. Deshecha la
afinidad, el lugar pedido es una elipse concéntrica con I'. 3°) Trasladando el centro de coordenadas al

coordenadas del centro de este circulo vienen dadas por: (

c2sing —c?cosg , X2 YR , ¢t
centro de T', que es ( Ia D , Se tiene la ecuacion: I' = rY + rYi 1, siendo m? = T6a?"
2 _ _C* : o —c2sing _ c?cos g .
n 1607 y siendo las nuevas coordenadas de O: a —a p T La ecuacion del

circulo de Joachimstal correspondiente al punto O, es: x2 +y2 + Xa + yB — u(% + )r/]—f + 1) =0, con

p = m?+n?. Operando, se obtiene la ecuacion de la circunferencia circunscrita pedida:
a023|n(px bc2cos g c4 ( 1 1 ) 0
4h? 4a? 16 \ a2 b2 '
D 109- 1°) Encontrar el lugar geométrico del punto medio M de la cuerda comin de una elipse y su circulo
osculador. Calcular el area de esta curva. 2°) Hallar la envolvente de esta cuerda. Calcular el area de esta

nueva curva.

X2 +y? +

Solucion: 1°) Para que cuatro puntos de una elipse sean conciclicos, la suma de sus argumentos ha de ser
nula: @1 + @2 + @3 + @4 = 0. En el punto de osculacion coinciden tres puntos, luego: @1 = @2 = @3, por
lo que ¢4 =-3¢;. Las coordenadas de los extremos de la cuerda AB son: A(acose,bsing),

B(acos3¢,—bsin3¢p),.y las de M (%(cow + Cc0os3p), g(sincp - sin3q>)>. La ecuacion en paramétricas

del lugar de M, es: x = %(COS(p+COS3q)), y = %(singo—sin&o), 0 bien: x = a(2cos3p — cos ),

y = a(2sin®p — sing). Eliminando ¢ entre estas ecuaciones, se tiene la ecuacion en implicitas del lugar de

M: (b?x? +a%y?)° — (a? — b?)(b?x? — a%y?)* = 0. Como, & = 2cos’p — cos g, % = 2sin%p — sing, se

tiene que el é&rea correspondiente al lugar geométrico descrito por M, es: 4 f[ ydx =
0

(125in°p — 16sin%p + 5sin?p)dp = Zab

ab(2sin®p — sing)(sing — 6sinpcos?p)de = 4ab

o — N
o —nfn

67



X y 1
2°) La ecuacion de la cuerda AB es: | acose bsing 1 | =0. Operando y simplificando:
acos3p —bsin3p 1

bxcos¢ — aysing —abcos2¢ = 0. La derivada de esta ecuacion, es: bxsing + aycose — 2absin2¢ = 0.
Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones, se tiene la ecuacion en paramétricas de la
envolvente de la cuerda AB: x = a(cos2¢pcosg + 2sin2¢sing),y = b(2sin2¢ cos¢ — cos2¢sing),

0 bien: x = acose(l +2sin?p), y = bsing(1 +2cos?p). De estas dos igualdades, se obtiene que:
ydx = 3absin?p(3 - 2sin’p)(1 — 2sin%p)de, xdy = 3abcos?p(1 — 4sin*p)de. Como el diferencial del
area, es: dS = %(xdy—ydx), se tiene que: dS = 3?ab(l —4sin%p + 4sin*p)de. El area de la envolvente

2r
de la cuerda, es: S = ?’éib j (1 —4sin?p + 4sin‘p)de = %nab. En el siguiente dibujo se incluye en

0
linea gruesa el lugar geométrico descrito por M, y en linea fina la envolvente de la cuerda AB, para el caso
a=4,b=2

D 110- Hallar el lugar geométrico de los puntos M tales que si se trazan las tangentes MA y MB a la elipse
2 2 . . .
X— + Y- = 1, el circulo circunscrito a AMB es tangente a la elipse.

b2
Solucmn. Sea M(a B),y sea (4, u) el punto de tangencia T del circulo con la elipse. La ecuacion de la
tangente en T es: 22 + u_y —1=0. La de la polar de M es: a_x + ?2/ 1 = 0. Para que la ecuacion
2
g—i + % -1+ 9(% + ﬁ—z - 1)( ﬁg - 1) =0, represente un circulo, ha de verificarse que:
1 Ao _ 1 gHP —a?h?
'Y J;Ga—?fl h? + 60— vl y que: AB+ ua = 0. De donde se obtiene que: 0 = a7D? + pyal — a7h? =
_ ?_F 2 2 _ . _ a(az_bZ) _ _ﬂ(az_bz)
=< ——— L - -b2=0.P A= U= I
wi Pi uego, —aA + Bu+a* —b? = 0. Por tanto: A I Py Como e
a* b*

az(az _ b2)2 s ﬁZ(aZ _ b2)2
(az +ﬂ2)2a2 ((12 +ﬁ2)2b2
lugar geométrico pedido es: (a2 — b?)*(b?x? + a2y?) — a2b?(x2 + y2)? = 0. El dibujo del lugar se refiere al
casoa = 2,b = 1, eincluye en linea de trazos la elipse dada.

punto (A, u) esta en la elipse: = 1. Por tanto, operando, la ecuacion del
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D 111- Dada una elipse, hallar: 1°) El lugar de los puntos medios de las cuerdas normales. 2°) Lugar de los
polos de estas normales.

., 2 2 2
Solucién: 1°) La normal en (a, ), punto de la ellpse X4 % 1es: &% % —¢2 = 0, de donde
X = ¥<% +C ) Las ordenadas de los puntos de corte de la normal con la elipse, vienen dadas por:
2K4 2n~2.,2 2,2 . .
(0‘2—26 17 y2 + Zbagﬁa y+ Ca% —1=0. La ordenada correspondiente al punto medio es:
_ 2b%c%q?
asp —b?c? a‘c?ap? x _ —a‘p : _p*
= .y su abscisa; —————— . Luego, X = —= L g5 decir p = =2 2X
a2b? N 1 asp? + b6 7 Y a2 + bbu? Y y b4a B aty
ﬁZaG b2
o L a2 2X2 a2 2 b2 2X2 a
Sustituido este valor en la ecuacion de la normal, da: a = (b bz(;x ) : (ba C;; y )
Introducidos estos valores en la ecuacion de la elipse, se tiene la ecuacion del lugar pedido:
a® b2 c* LB s
+ = . 2°) Siendo la polar de (4, —1 =0, identificando esta
bz aty?  (b2x? + a?y?)? ) P i
ecuacion con la de la normal, se obtiene: A = 0374, u= _ﬂ es decir: a = a;; , B = ;Tb; Sustituidos
a

., . . 6 6
estos valores en la ecuacion de la elipse, se obtiene el lugar de los polos de las normales: % + b—2 =c*

3°) El dibujo se refiere al caso a = 2, b = 1. Se incluye en linea de trazos finos la elipse dada, en linea
continua fina el lugar geometrico del punto 1°, y en linea continua gruesa el del punto 2°.

2T

-~

7~ ~

7

=N
S,

~—

D 112- Por el foco de una elipse se trazan n radios vectores. Cada uno de ellos forma con el consecutivo un
angulo 2n Hallar el limite de la media aritmética de las longitudes de los n radios vectores.

Solucion:  El nimero de radios vectores que hay en el angulo do, es 10 siendo la suma de sus

27r
pzde Luego su limite es: M = 1 j pdo = j pdf. Como

0

longitudes: —d9 y su media aritmética:

p

S - p _
1+ecosd’ do

_ ) . . _1¢_ B
p introduciendo este valor en la integral, se tiene que: M - T+ ecosd

O 3y

T

l-e

__ 2 0 2 x__ D
= ﬂJl_—(ez ‘arctan( 1+e tan 2)

0 myl-—g? 2 1—-e?

2
D 113- Se da la elipse E = ;—i + % =1, y un punto M variable sobre ella. Sean P, Q, R los pies de las
normales bajadas desde M. Se consideran los circulos circunscritos al triangulo PQR. Se pide: 1°) Lugar
geométrico del centro del circulo. 2°) Envolvente de los circulos. 3°) Lugar de los centros de los pares de
secantes comunes a circulo y elipse.

Solucion: 1°) La ecuacién del circulo de Joachimstal correspogdiente a M(a,pB), es:
C = a?b?(x? +y2) — b*ax —a*By — a%b?(a? + b?) = 0. Su centro es (%%@) Sustituyendo en E,
2
los valores o = , = 2b2y’ se tiene el lugar del centro: 4b%‘ X2 + 4b4 y2-1=0. 29 La
daB

envolvente de los C|rculos se obtiene eliminando «, 3, do , entre las cuatro ecuaciones siguientes: C = 0,
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dp a B 4B

E=0,-b*+aty=—— =0, & + = = 0. Operando, se obtiene la ecuacion de dicha envolvente:
da az b2 da / c /

a2b?(x? +y? —a? — b2)* — b®x2 — afy? = 0. 3% Como, % = E_’y = % = 1, se tienen las ecuaciones:
X y z

2a%b?x — b*a — 2/1 X =0, 2a’b?y-a*p-24 by2 =0, bfax+a*By+2a?b?(a?+b?)+24 =0. Entre

2
estas tres ecuaciones, teniendo en cuenta que a_ + e 1, se eliminan a, 3, A, obteniéndose la ecuacion

del lugar pedido: 4c*x2y2(b®x2 + aby? — 2a*b*) — a*b*(b2x? + a2y? — a?h?)® = 0. 4°) El dibujo se refiere
a este lugar geométrico para el caso a = 2, b = 1. Se ha incluido en linea de trazos finos la elipse dada, en
linea continua gruesa el lugar geométrico del punto 1°, en linea de trazos gruesos el del punto 2°y en linea
fina continua el del punto 3°.

D 114- Se considera una elipse variable que gira alrededor de la tangente trazada en uno de sus vértices. La
elipse se proyecta en el plano horizontal que contiene a dicha tangente fija, segiin una circunferencia
tangente a la citada tangente. Hallar el lugar de los focos de la elipse variable.

Solucion:  El cilindro x? +y? — 2Ry = 0 admite, al ser cortado por los planos z+ Ay = 0, conicas
tangentes al eje OX, cuya proyeccion sobre el plano horizontal, es una circunferencia tangente al eje OX.
La ecuacion de la elipse es: x2 +y? —2Ry = 0, z+ Ay = 0. Las coordenadas de sus focos son (0, 3,7),
luego: y + A = 0. Obligando a la tangencia con el cono isétropo de vértice (0, 8,7), se tiene la ecuacion
pedida: (y? +z2)(y — 2R) + R?y = 0, x = 0 (estrofoide recta).

D 115- Calcular en funcion de los semiejes de una elipse y de la distancia d de su centro a la tangente en el
punto P de la elipse, la longitud | de la cuerda normal en P.

., . 2b2
Solucién:  Siendo P(a, ), la tangente en P es: y— f = =2-% (x — ¢). Luego d = ——230° ___ de
ﬂ [o*a? + a'p?

donde: b*a? +a*p? = %. La normal en P es: asz - % —c? =0, siendo a?b? + B%a? = a?b?. La

12 _ b*c2a?p + apB® + bba?p 2 a‘c?ap? — bba® — abap? 2 . .
4 ( 257 + boa? + 25 1+ boa? , determina la longitud |
|2(a6ﬂ2 +a2b6)2

de la cuerda normal a la elipse en su punto P. Operando, se obtiene que: =

expresion:

Z
— a*B2(a?b* + a*B2)* + a?b*(B2a* + a2b*)? = (a?b* +a*p?)® = %. De donde despejando I, se
e | 2a°h® S 2a’b?

tiene: | F@F +ah®) O bien: | d@+ b))

D 116- Hallar el lugar geométrico de las proyecciones del centro de la elipse sobre las normales. Calcular el
area del lugar.

2 2
Solucion: Sea la elipse: X—2 # =1. La normal en (a,p) es: aTZX—%—cZ =0, siendo
2
L 4 ﬁ— = 1. La perpendicular desde el centro a la normal es: y = —bla —-%x. La proyeccion del centro

a’p

2 2 _h? 2 ] .,
sobre la normal, es: [% (x + yT> C—t; (y + XT) } Introduciendo estas coordenadas en la ecuacion de

2 2\ 2 2 2\ 2
la elipse, se tiene el lugar pedido: a{%) +bz(%> =c* O bien, en polares:
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El é&rea pedida es: A =2

p? — __C*sin’fcos’f c*sin®9cos?0 4y — Z-(@a-b)% Se ha

a?sin20 + b?cos?0 a?sin%g + b?cos?0
dibujado el lugar pedido para el caso a = 2, b = 1, incluyéndose en puntos la elipse dada.

O — ]y

B

1 AN
\
f - ' - - : - \
1 b
/
] /
Ve
_ e

-

D 117- Circunscribir a un tridngulo la elipse de superficie minima.

Solucion:  Siendo (a, 8) las coordenadas de su centro, la ecuacion cartesiana general de la elipse es:
AX—a)?+2B(x—a)(y—B) +C(y—B)?+1 = 0. Sean los vértices del triangulo: (0,0), (p,0), (0,q).
Por pasar la elipse por (0,0), se tiene: Aa? + 2a8B + CB% + 1 = 0. Por pasar por el punto (p,0), se tiene:
A(p—a)’—2BB(p—-a)+Cp2+1=0. Por pasar por el punto (0,q), se tiene: Aa? — %gg(q —)ﬁ) +
—(4p—q

+C(g - B)2+ 1 = 0. Resolviendo este sistema, se tienen los siguientes valores: A = ,
-5 9 a(op + 9 - pa)

(20 -p)(26-q) —(2a - p) - ar - :
= , C= . En consecuencia, el invariante |, de la elipse es:
2ap(pp + ot ~ pO) B(PB + da — pa) ‘ P :
I, = sin3239 _ Agn_Zg .Y como dicho invarian:e correspondziente a la elipse canc')rwica, es: a21b2 = %
donde S es la superficie de la elipse, se tiene: £ = @ Luego, S = % Al minimo de
S sin“0 (AC —B?)?
S le corresponde el maximo de AC — B2. Operando se llega a: 2qa + p—pq = 0, 2pB +qga —pq = 0. De

2J3

donde: a = % B = % La superficie es: S = qusine. El centro de la elipse es el centro de

gravedad del triangulo dado. SFi>se(51ace:|£)2 +Qq2 +2pgsin( — 30°) = P2, p% + g2 — 2pgsin(@ + 30°) = Q?,
+ —

3 Y3

D 118- Demostrar que en toda elipse existen tres puntos tales que sus circulos osculadores pasan por un punto

dado de la curva. Demostrar que estos tres puntos pertenecen a un circulo que pasa por el punto dado, y
forman un tridngulo cuyas medianas se cortan en el centro de la elipse.

los semiejes de la elipse son:

Solucion: La condicion para que cuatro puntos de la elipse sean conciclicos, consiste en que la suma de
sus argumentos sea nula, o igual a 2z. Luego se tiene para cada uno de los tres puntos: 3¢; + ¢4 = 27,
302+ @4 = 21, 303 + @4 = 27. Sumando: 3(@1 + @2 + @3 + @4) = 67, €s decir que los tres puntos son
conciclicos con un cuarto punto dado, y los tres circulos osculadores pasan por este punto dado de la
elipse. Las coordenadas de los vértices del triangulo formado por los tres puntos de osculacion, son:

X1 = acosM’ y1 = bsin M, Xy = acosu, Yo = bsmu7 X3 = acosM’
6 3 3 3 3 3

ys = bsin %. Luego las coordenadas de su centro de gravedad, son: x = )(1+)§,)—2+X3 =0,

y = % = 0, es decir, el centro de la elipse.

D 119- Hallar el lugar geométrico de los puntos desde los cuales, dos de las normales trazadas desde ellos a la
elipse canonica, forman angulos iguales, una de las normales con la direccion positiva del eje OX, y la
otra con la direccién positiva del eje QY.

. VR = _ _p_ 1
Solucion:  Sea (a, B) el punto por el que pasan las rectas: y — 8 mz(x a),y-p b2m (X —a), que han
de ser normales a la elipse. Luego se ha de tener que: r?]? + 1 -c¢*=0,vy
(—ma + B)? (—ma + B)?
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alz + n?;l —c¢* = 0. Eliminando m, y sustituyendo (a, 8) por (x,y), se tiene el lugar
(~a+mB)®  (—a+mp)>
pedido: (x2 —y2)(b2x2 + a2y?)® — c2(b?x2 — a2y?)® = 0. El dibujo del lugar se refiere al caso a = 2,
b = 1, e incluye en linea de trazos la elipse dada.

D 120- Desde un punto M de una elipse se bajan las perpendiculares MP y MQ sobre los ejes. Hallar las
envolventes de los circulos de centros P y Q, y que pasan por M.

Solucion: Sean: M(acos#,bsinf), P(acosf,0), Q(0,bsind). La circunferencia de centro P es:
(x —acosf)? +y2 —b?sin%g = 0. Derivando respecto a 0, se tiene: cos@ = ﬁ, que sustituido en la

ecuacion del circulo, se obtiene su envolvente: b?x? + (a? + b2)y? — b?(a? + b?) = 0. Procediendo
analogamente con el circulo de centro Q, se obtiene la envolvente: (a? + b?)x? + a?y? —a?(a? + b?) = 0.
Ambas elipses son conceéntricas con la dada.

D 121- Tres radios vectores parten del mismo foco de una elipse siendo sus longitudes ry = 2, r; = 4,
rs = 8. Los angulos que forman entre si, son: f1r; = 2 , F1r3 = 7. Hallar las longitudes de los semiejes.

16 - 1 = —p = —p = =
Solucion: Sea la elipse p = 1T ecosa” r 1T ecosd 2, I - ecos(@ Tz )
___bh_ _ - p - P - - _ b2
= T esing 4, r3 1+ ecos(@+ 7) T ecosd = 8. Resolviendo este sistema: p = 5 a

_[2 _ ¢ _ Jai-b? _ 16 . _ 16415
e—\/;—a_—a .Luegoa = 3,b— 15

D 122- Hallar el lugar geométrico de los puntos tales que, trazando por cada uno de ellos, tangentes a la
elipse, una de ellas sea perpendicular a la cuerda de los contactos.

Solucion:  Sea el punto P(a, ). Su polar es: O‘X ﬁg 1 = 0. La ecuacion de la recta perpendicular
2

por P a la polar,es: y—f = %(x —a). Obllgando a que dicha recta sea tangente a la elipse, se tiene:

a?a*p? + b?b*a? — a?B?(a® — b?) = 0. Por tanto, sustituyendo (a, ) por (X,y), se tiene la ecuacién del

lugar pedido: bfx2 + aby2 — x2y2(a — b2)? = 0. El dibujo del lugar se refiere al caso a=2, b =1, e

incluye en linea fina la elipse dada.

S
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D 123- Se dan dos rectas fijas perpendiculares entre si. Una elipse se mueve conservandose siempre

bitangente a dichas rectas. Hallar el lugar geométrico del centro de la elipse y de sus focos.
Solucion:

P, F
\( A

P, F

P,X PX

Siendo Py P’, los pies de las perpendiculares trazadas desde los focos F y F' sobre una tangente, se tiene:
FP . F'P’ = b2. Siendo los ejes coordenados las dos rectas perpendiculares tangentes (ver dibujo), se
tiene: FPy-F'Py = aa' =b? FP,-FP,=pp =b% Y como en el tridngulo FF'A, se tiene:
FAZ + F'A2 = FF2, es decir: (a —a')* + (B — B')? = 4c?, sustituyendo: o' = %2, B = aT;, y cambiando

a, B por x, Yy, el lugar de los focos es: (x? + y?)(x?y? + b*) — 4a?x?y? = 0. El centro O esté en el circulo
de Monge, de radio ya?+b?. Luego su lugar es: x?+y?—a?-b?=0. Se ha dibujado el lugar
geométrico de los focos de la elipse parael casoa = 2,b = 1.

4+

2
D 124- Se da la elipse E = ;—i + X~ 1, yelcirculo C = (x—a)2+ (y— B)% = R2. 19 Hallar el lugar

b2
geométrico de los puntos que tienen la misma polar respecto a E y C, cuando varia R. 2°) Hallar el lugar
de los centros de C para un valor dado de R, cuando la recta que une dos de los cuatro puntos comunes de

E y C, es perpendicular a la que une los otros dos puntos.
X y

1°) Por ser la misma polar, se tiene: a’_ _ b2 _ 1

' CXTe y=f  a(x-a)+py-p)+R*’
Eliminando R, se tiene el lugar pedido: (a? — b?)xy + b?Bx —a2ay = 0. 2°) La ecuacion de C + AE =0,
es: (1 + %)xz + (1 + %)yz —20x—2By—A+a?+ B2 —-R? =0. Obligando a que esta coénica
degenere en dos rectas que han de ser perpendiculares entre si, se tiene, primero, que la suma de los

Solucioén:

" : A A 2 _ —2a%b? ;
coeficientes: 1 + ' +1+ rye 0, es decir A = 2 b y segundo, que el determinante A sea nulo, es
a2 — p2?
a2 + b2 0 X
decir, cambiando «a, S por X, y: 0 Bi ; :z -y = 0. Operando, se tiene
_ _ 2 y2 _R2 4 _2a%b?
X y X=+ys—R*+ 2 1 b?

la ecuacion pedida: 2b?x? — 2a?y? + (a2 — b?)R? -

2a2b?

2 —
degenera para R 2 b7

2a%b?(a? - b?)
a? + b?

= 0. Se trata de una hipérbola que

en dos rectas: bx + ay = 0. 3°) Se han dibujado los lugares geométricos para

el caso a=2,b=a=p=R=1:en linea de trazos finos la elipse y la circunferencia dadas, en linea
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continua gruesa el lugar del punto 1°, y en linea de trazos gruesos el del punto 2°.

D 125- Hallar la maxima distancia del centro de una elipse a una de sus normales.

. - 2 b2
Solucién: La ecuacion de la normal en (a,ﬁ) es: &X DY 2

@ B
c? B? c? c?
_— Slendo St =1d= = . Luego se trata
at bt b a8l , D2 aJ/F
2 ﬁZ (12 a2 _ (12

= 0. La distancia del centro a la

normal, es: d =

de encontrar el minimo de la funcién F =

2 2 . . .
a_2 + 2b >-. Derivando e igualando a 0, se tiene que
o a - —a

2
F= w. Luego la distancia maxima es: d = ¢ a-bh.
a (a+bh)?
a 2
a

D 126- Demostrar que: 1°) En una elipse se pueden inscribir infinitos triangulos cuyo centro de gravedad sea
el de la elipse. 2°) Que todos estan circunscritos a una misma elipse. 3°) Que son equivalentes. 4°) Que la
suma de los cuadrados de sus lados, es constante.

Solucion:  1°) Sean los tres vertices (acosa,bsina), (acosp,bsinf), (acosy,bsiny). Su centro de
gravedad es [%(cosa+cosﬁ+cos;x),%(sina+sinﬁ+siny)]. Como el centro de gravedad es el
centro de la elipse: cosa+cosf+cosy =0, sina+sinf+siny =0. Sumando las igualdades
cos2a = (—cos B — cosy)?, sina = (=sin B —siny)?, se tiene: 1 = 2cos(B —y), es decir f—y = 120°.
Anélogamente: y —a = 120° o — § = 120°. Luego hay infinitos triangulos que cumplen la condicion del
enunciado, siendo las diferencias de los argumentos de sus veértices iguales a 120°. 2°) Aplicando una

1 00
afinidad de mddulo M = | 0 % 0| = %, la elipse se transforma en su circulo principal, y los
0 0 1
triangulos en equiléteros circunscritos a un circulo de radio %. Deshaciendo la afinidad, este circulo se
2 2
transforma en la ellpse L+ % = % 3°) El area de los triangulos equilateros es: 3‘/361 , siendo el

2
area de los triangulos, tras deshacer la afinidad: 3‘/361 M = 3,/§ab. Luego estos triangulos son

equivalentes. 4°) La expresion correspondiente a la suma de los cuadrados de los lados, es la siguiente:
[acosa —acos(a + 120°)]% + [asina — asin(a + 120°)]% + [acosa — acos(a — 120°)]2 +

+[asina — asin(a — 120°)]? + [acos(a + 120°) — acos(a — 120°)]? + [asin(a + 120°) — asin(a — 120°)]? =
= %(a2 +b?), que es constante.

D 127- Por un punto P(4, 1), se trazan dos rectas paralelas a las bisectrices de los ejes de la elipse canonica.
Se pide: 1°) Ecuacion del haz de cdnicas que pasan por los puntos de interseccion de la elipse con dichas
rectas. 2° Lugar geométrico de los centros de estas conicas, separando el lugar de los centros
correspondientes a elipses de los correspondientes a hipérbolas.

Soluciéon: 19 Siendo la elipse canonica: b?x? + a?y? —a%b? = 0, y siendo la ecuacién del conjunto de
las rectas paralelas a las bisectrices trazadas por P: (x — 1)? — (y — u)® = 0, la ecuacion del haz de cénicas
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es: @ =bx2+a%y?-a??+0[(x-1)°—(y-p)?]=0. 29 Luego: @} =2b%x+20(x—A) =0,
@, = 2a?y +20(y — u) = 0. Eliminando 6, se tiene la ecuacion pedida: (a®+b?)xy —b?ux—a?iy = 0
(hipérbola equilatera que pasa por el origen y por P). Como en la ecuacion del haz, se tiene:
b2+0 0

0 a2-+0
(b2 +0)(@?-0) < 0. Para 6 = 0, la conica es una elipse cuyo centro es el origen. Luego la rama de la

hipérbola equilatera que pasa por el origen, corresponde a centros de elipse, y la rama que pasa por P
corresponde a centros de hipérbola.

Az = = (b? +0)(a® - 0), laconica es elipse si (b? + 0)(a? — ) > 0, y es hipérbola si
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HIPERBOLA

D 128- Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de la hipérbola 2xy = c?, cuya longitud
es constante e igual a 2d.

Solucién: Sean dos puntos de la hipérbola (Ca, i) (Cﬂ, ﬁ) siendo su punto medio (x,y). Luego se

verifica que: 2x = c(a + B), 2y = %. De donde se obtiene que: o+ f = % af = Ziy Como
2
(ca—cB)?+ (% - #) = 4d2, introduciendo en esta ecuacion los valores anteriores y operando, se

tiene: (2xy — c2)(x? +y?) — 2d?xy = 0. Se ha dibujado este lugar para el caso ¢ = 1, d = 2; se ha incluido
en puntos la hipérbola dada.

D 129- Se da un numero primo p que es la base de un triangulo. Uno de los angulos adyacentes es de 60°.
Encontrar los otros dos lados sabiendo que son nimeros enteros.
Soluciéon: x? = y? + p? —2pycos60° = y? — py + p2. La curva x2 —y2 — p? + py = 0, es una hipérbola de
centro (O, %) y cuyas asintotas son: x —y + 5 = 0, x+y— -+ = 0. Por tanto, se tiene que cumplir que:

2
(2x =2y + p)(2x + 2y — p) = 3p2. Se dan los siguientes casos:

2 2 _
Caso a): 2x—2y+p =1, 2x+ 2y —p = 3p?, de donde: x = M, y = 3p°+2p-t

7] 5 . Las soluciones
se recogen en el siguiente cuadro:

p 13|57 11]...
711937911 ...
y|1/8]21/40/96 ...

p?+3 y p2+2p-3

Caso b): 2x—2y +p = 3, 2x+ 2y — p = p?, de donde: x = 7 7 . Las soluciones se

recogen en el siguiente cuadro:

p|3/ 57 11]13]...
x|3|7/13/31|43 ...
y|3|8/15/35|48 ...

Caso C): 2x—2y+p =p, 2Xx+ 2y —p = 3p, de donde: x = p, y = p. Las soluciones se recogen en el
siguiente cuadro:

p12/3|5/7
Xx|11213/5|7]...
y|1/2/3/5|7]...

Casod): 2x—2y+p = 3p, 2x+ 2y —p = p, de donde: x =y = p, como en el caso c.

. ) . 3+p? p?2+2p-3
Casoe): 2x—2y +p = p%, 2x+ 2y —p = 3, de donde: x = 7 Y= , como en el caso b.
2 _an2
Caso f): 2x—2y+p = 3p?, 2x+2y—p =1, de donde: x = 3p4+1’ = 1+2Fi1 3p , solucién no
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valida, pues parap > 1,y < 0.

D 130- Hallar la ecuacion general de la hipérbola equilatera que tiene por centro el origen (0,0), y pasa por
(2,0). Hallar el lugar geométrico de sus vertices.

Solucion: Las asintotas son: y —mx = 0, x + my = 0. La ecuacion general es: (y — mx)(x+my) + A = 0.
Por pasar por (2,0), A=4. Luego la ecuacibn de la hipérbola equilatera es:

m(x2 —y2) + (M2 — 1)xy —4m = 0. Los ejes son: y = D=Ly y - —m—f%x, de donde m = 3~

Sustituyendo este valor, se tiene el lugar pedido: x* + 2x%y? + y* — 4x2 + 4y? = 0 (lemniscata), cuyo
dibujo se incluye a continuacion:

<

D 131- Se considera la hipérbola que tiene por asintota el eje QY, pasa por (a,0), y tiene un foco en el eje OX.
Se pide 1°) Ecuacion general de la hipérbola. 2°) Lugar geométrico del punto de interseccion de la
directriz correspondiente al foco citado, con la otra asintota.

Solucion: 1°) Se tiene: foco (a,0), centro (0, B), eje: Bx+ ay —aff = O,Zasintota: x = 0, segunda asintota:

y-— az_ﬁzx—ﬁzo La ecuacion de la hipérbola es: x y—a _ﬂzx—ﬁ +A=0. Para que
2ap ' ' 2ap '
y = +i(X — a), sea tangente, se tiene: A = %. Para que pase por (a,0), g = %. La ecuacién pedida

es: a(a —2a)x* —2a(a—a)xy +2a%ax—a’a? = 0. 2°) La directriz es: xfy +yf, +zf, = 0, es decir:

(e —a)x+ay =0, de donde: a = M. Sustituyendo en la ecuacion de la segunda asintota los

valores de a y B, se tiene el lugar pedido: x? +y2 — 2ax + 2ay = 0. Si se toma para 8 el valor a‘f"‘a , la
ecuacion del lugar es: x2 + y2 — 2ax + 2ay = 0. Es decir, el lugar es x? + y? — 2ax + 2ay = 0.

D 132- Se considera una hipérbola equilatera y una circunferencia tangente a las dos asintotas. Hallar el lugar
geométrico de los puntos de interseccion de las tangentes al circulo, trazadas desde las proyecciones de un
punto A de la hipérbola sobre sus asintotas.

Solucion:  Siendo ortogonales las asintotas de la hipérbola equiléatera, se toman como ejes coordenados,

con lo que su ecuacién es: xy —a = 0, y la ecuacién de la circunferencia en coordenadas homogéneas es:

f(X,y,2) = x? +y? — 2bxz — 2byz + b?z? = 0, en donde a y b son valores conocidos. Siendo (a,,7) un

punto del lugar, la ecuacion del conjunto de las tangentes a la circunferencia, trazadas desde él, es:

(xfy + yfjs + zf’y)2 — 4f(x,y,2) « f(a, B,y7) = 0. Cortando el conjunto de las tangentes por y = 0, se tiene:

(xf,, + zf’y)2 — 4f(x,0,2) - f(a, B,y) = 0. Desarrollando esta ecuacion, se tiene que el producto de sus dos
f;’z _4f(01011) -f(a,ﬁ,y) 2b2¢

raices es: XiXp = 2 - 21(1,0,0) - f(@. B.7) ~2h-f Procediendo analogamente para x = 0, se tiene

f2 —4f(0,0,1) - f 2 : .
f}y}z - 4f§0:1:0; - égg;; = 22bb_ﬂa . Como de acuerdo con la ecuacion de la hipérbola se
4aBb* )

H . _ _ . _ 2 H . —
tiene que: X1y1 = Xz2y2 = a, el producto: x;yiXoy, = a2, por lo que se tiene que: P _a) a

Sustituyendo (a, B) por (x,y), la ecuacion pedida es: (4b* —a?)xy + 2a%bx + 2a2by — 4a?b? = 0. Se trata
de una hipérbola equilatera con centro en la primera bisectriz.

que: yi1y2 =

D 133- Hallar la ecuacion de la hipérbola equilatera definida por el foco (-1,2) y su directrizy — x = 0.

Solucién: La ecuacion focal es: (x +1)° + (y — 2)% = k(y — x)%. Siendo e2 = 2k = 2, k = 1. La ecuacién
es: 2xy +2x—4y+5 = 0.

D 134- Hallar la ecuacién de la hipérbola que tiene por asintotas las rectas x+y+1 =0, 2x-y+2 =0,y
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que pasa por el origen.
Solucién: (x+y+1)(2x—y +2) = 2, es decir: 2x> —y2 + xy + 4x +y = 0.

D 135- 1°) Hallar la ecuacion general de las hipérbolas de vértice el origen de coordenadas, siendo la recta
x —a = 0, una de sus asintotas. 2°) Hallar el lugar de la proyeccion del segundo vértice sobre la segunda
asintota. 3°) Hallar el lugar de los focos.

Solucion:  1°) Sea (a,4) el centro de la hipérbola. Su eje es: Ax —ay = 0. La segunda asintota es la
simétrica de x —a = 0 respecta al eje, es decir: (a? — A2)x + 2aly —a® —aA? = 0. La ecuacion de la
hipérbola es: (x—a)[(a® — A?)x+2aly —a®—aA?]+pu =0. Obligando a que pase por (0,0):
(a2 — A2)x? + 2aAxy — 2a%x — 2a’Ay = 0. 2°) El segundo vértice es (2a,21), y las coordenadas de la

2 2
proyeccion: ( a(zziii ) , aZZiS)LZ ) Eliminando 4, se obtiene la ecuacion del lugar de la proyeccion:

(X2 +y?)(x—3a) +a?(3x —a) = 0. 3°) Las coordenadas del foco son F(au, Ax). Haciendo que las rectas
isétropas que pasan por F sean tangentes a la hipérbola, se tiene el lugar: y?(x — 2a) — a?x = 0. 4°) Se han
dibujado los lugares geométricos para el caso a = 1, en linea continua el lugar del punto 2°, y en linea de
trazos el del punto 3°.

_— -

> -
= :

D 136- Se considera la hipérbola x2 — y? = a2, y una infinidad de circulos concéntricos con ella. A cada uno
de estos circulos se le trazan las tangentes que sean, simultdneamente, normales a la hipérbola. Hallar el
lugar geométrico del punto medio de los puntos de contacto y de incidencia.

Solucion:  Sea un punto de la hipérbola: (A, JA? —a? ) La ecuacion de la normal en este punto, es:
Ay + JA2 —a?x - 2AJA%2 —a? = 0. Su perpendicular desde el origen es: y = — Ay Ambas rectas

Nra
2A1(A% —a?) 22JA? —a?

o - ) Las coordenadas del punto medio vienen dadas por:

2 a2 2 12 _ 42
B de 2ty T s B
4(x2 +y2)%(x2 —y?) = a?[3(x2 — y?) —a?]°. Se ha dibujado este lugar para el caso a = 1, incluyendo en
trazos la hipérbola dada.

se cortan en: (

. Eliminando A, se obtiene el lugar pedido:

D 137- En ejes rectangulares se da el punto A sobre OX, y el punto B sobre OY. Por A se traza una recta
cualquiera AR de coeficiente angular m. Se pide: 1°) Ecuacion de la hipérbola H tangente a OX en el
origen O de coordenadas, que pasa por B, y de asintota AR. 2°) Al variar m, hallar el lugar del punto de
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encuentro de la tangente en B a la hipérbola, con la asintota AR. 3°) Se considera el circulo que pasa por
OAB, y que corta a la hipérbola en OBPQ. Hallar la ecuacion de PQ y el lugar del punto de interseccion
de PQ con AR.

Solucion: 1°) Sea A(a,0), B(0,b), AR=y=m(x—a). La ecuacién de la hipérbola, es:

H = y(y —mx+am) + A(y —mx)? = 0. Por pasar por B, A= —b—Tam, con lo que se tiene que:

H = (bm +am?)x? — (b + 2am)xy + ay? — aby = 0. 2°) La tangente trazada en B es: y—b = m%x.

Eliminando m entre esta ecuacion y la de AR, se tiene el lugar pedido: bx? + axy + a?y —a%b = 0. 3°) La
ecuacion del circulo es: T' = x? + y2 —ax — by = 0. Se tiene; H + uI" = x - PQ. Como u = —a, la ecuacion
de PQ es: (am? +bm—a)x—(2am+b)y+a? = 0.El lugar de la interseccion de PQ con AR, es:
ax® — 2bx?y — 3axy? — 3a2x? + 3abxy + 2ay? + 3a®x —a’by —a* = 0. Se ha dibujado este lugar para el
casoa =2,b =1.

D 138- Hallar el lugar geométrico del centro de la hipérbola equilatera de magnitud constante que pasa por
dos puntos fijos.

Solucién:  Sea la ecuacién de la hipérbola Ax? — Ay? + 2Bxy + 2Cx + 2Dy + F = 0, y sean los puntos
dados (d,0) y (-d,0). Por pasar por ellos: F=-Ad?, C=0, con lo que la ecuacion queda:

2
Ax? — Ay? + 2Bxy + 2Dy — Ad? = 0. En la hipérbola equilatera canénica X2 _ Y 1, se tienen los

a2 a?
1
= 0 0
L0 a
siguientes valores de los invariantes: 1, = a 1 = ;—}, I3 = 0 —_% 0 = ﬁ. Luego
= a
2
a 0 0 -1
A B A B 0
b=l | A B -G BPo L -A% =B A D[ =AY -AD? AR -
B 0 D -Ad?
=L propgz (L _a2)d2- L como 1f, =Ax+By=0 1, =-Ay+Bx+D =0, las
at’ a* A 2 y 2 y ’
coordenadas del centro son: x = —>b y = AD Sustituyendo estos valores y operando, se

A% +B?’ A% + B2’ )
obtiene la ecuacién del lugar geométrico pedido: (x? +y? —d?)“y% —a*(x? + y?) = 0. En coordenadas

polares: p? = d? + %. Se ha dibujado este lugar parael casoa = 1, d = 2.
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D 139- Se da el punto A(a,0) en ejes rectangulares. Se considera el circulo T" tangente a OX en A, y que
encuentra a OY en B y C. La hipérbola equilatera que pasa por A,B,C y por el centro del circulo T,
encuentra al circulo en un cuarto punto M. Hallar los lugares geométricos de M y del centro de la
hipérbola.

Solucion: Siendo (a, 1) las coordenadas del centrzo dezl“, su ecua2<:ic')n es;T=(x—-a)’+(y—1)2-22
= X2 +y2—2ax—21y+a? = 0. De donde A = Xty ;yZax * 2 Siendo M(a, ), la ecuacién de AM

es: AM =y(a—a)-pB(x—a) =0. La ecuacion de la hipérbola es H = x? +y? —2ax — 21y +a? +

+ux[y(a —a) — p(x —a)] = 0, puesto que pasa por los puntos de corte de I" con OY y AM. Obligando a
A 2a(a —a)

a(a —a) B

valores obtenidos de A, y sustituyendo (a, 8) por (X,y), se tiene la ecuacion del lugar geométrico de M:

x> +y>-2ax+a*> _ 2a(x-a)

que H pase por (a, 1), se tiene: u = . 'Y por ser equilatera: A = . lgualando los dos

% y , €s decir, operando: x? +y? —6ax +5a® = 0. La ecuacién de H es:
X2 —y? — Z(Gﬂ_ 3) Xy + 4a(aﬂ— a) y—a? = 0. Derivando respecto a x, Hj = 2x-— Wy =0,y
respecto a 'y, Hy = -2y — 2(a—23) X + dac-a) _ 0. Eliminando «, se tiene la ecuacion del lugar del

B B

centro de H: x? +y2 — 2ax = 0.

D 140- Un angulo recto AMB corta a los ejes coordenados en los puntos A(a,0) y B(0,b), siendo M variable.
1°) Hallar la ecuacion general de las hipéerbolas equilateras que pasan por el origen O, y tienen por ejes las
rectas MA y MB. 2°) Hallar el lugar de las proyecciones del origen sobre las asintotas.

Solucién:

o A

19 A(a,0), B(0,b),BM =y—Ax—-b =0, AM = Ay + x —a = 0. Las bisectrices de estas dos rectas, son:
A+)y+(1-2)x—-a-b=0, 1-2)y-(Q+A)x+a—-b=0. La ecuacion de la hipérbola es:
[(A+)y+(Ll-A)x—a-b][A-A)y—-(1+A)x+a—-b]+u=0. Como pasa por (0,0), la ecuacion
queda: (1—A2)y? — (1 - A%)x? —4Axy +2(a+bA)x —2(b +ar)y = 0. 2° La proyeccion del origen sobre
(/l+ %)y+ (1-A)x—a—-b =0, viene dada por su interseccion con (1 —A)y — (A +1)x = 0, de donde:

= y¥x Y el lugar es: 2x? + 2y? — (a+b)(x +y) = 0. Procediendo de la misma forma con la segunda

asintota, se tiene el lugar: 2x% + 2y2 — (a—-h)(x-y) = 0.

D 141- Se da un punto F y una recta r situada a la distancia a de F. Hallar: 1°) Ecuacion de las hipérbolas de
foco F y asintota r. 2°) Desde el centro de cada hipérbola se traza una perpendicular a r, que se prolonga
hasta su interseccion M con la directriz correspondiente a F. Hallar el lugar de M. 3°) Hallar el lugar de las
proyecciones de F sobre la segunda asintota de las hipérbolas consideradas.

Solucién:  1°) Sear =y = 0, F(0,a), centro (4,0), directriz: Ax —ay — A2 + u(A? + a?) = 0. Ecuacion
focal de la hipérbola: x? + (y —a)? = e2(Ax —ay — A2 + u)°. Obligando a que el centro sea (1,0) y la
asintota sea r, se tiene que: e2 = % Por tanto, sustituyendo este valor, la ecuacion focal de la hipérbola
es: (A2 —a?)y? + 2aixy — 2aA?y + A%a? = 0. 2°) La directriz es: Ax —ay = 0. Como la perpendicular a r
por (1,0) es: A = X, el lugar de M es: x> —ay = 0. 3° La segunda asintota es: y = 2a/l >(X—1). La

2 _
perpendicular por Fes:y—a = )“22;/132 X, de donde: A = M, y la ecuacién del Iugar pedido es:

x* +y* + 2x?y? — dax?y — day® + a?x? + 5a?y? — 2a’y = (x? +y? — 2ay + a?)(x? + y? — 2ay) =
= [x2 + (y—a)2:|(x2 +y2—2ay) = 0. Como el primer factor corresponde al punto F, la ecuacién del
lugar es la circunferencia: x? + y? — 2ay = 0.
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PARABOLA

D 142- Desde un punto P(a,b) se traza una secante arbitraria a la pardbola y? = 2px. Por el punto medio de la
cuerda, se traza una perpendicular a dicha cuerda, y por el vértice de la pardbola se traza una paralela a la
cuerda. Hallar el lugar geométrico de los puntos de interseccion de esta paralela con la citada
perpendicular.

Solucion:  La ecuacién de la secante es: y—b = m(x —a). Las ordenadas de la interseccién con la
2p

parabola vienen dadas por la ecuacion: my? — 2py —ma + b = 0, siendo la suma de las ordenadas: -, y
2p
-~ +2ma—2b 29 —
la de las abscisas; —™ m . Luego el punto medio es: ( 2p + 2m*a — 2mb , L). La ecuacion de
2m?2 m
29—
la perpendicular es: y — % = _Wl X— W) y la de la paralela es: y = mx. Eliminado m

entre estas dos ecuaciones, se obtiene el lugar pedido: x2y? +y* — px® + bx?y — (a+ p)xy? = 0. Se ha
dibujado este lugar para el caso a = 2, b = p = 1, incluyéndose en trazos la parabola dada.

D 143- Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas focales de la parabola y? = 7x.

Solucion: El foco es (%0) La ecuacion de una recta variable que pasa por el foco, es: y = m(x — %)
Las coordenadas del punto medio de los puntos de interseccion de esta recta con la parabola, son:
X = %(1 + % S % Eliminando m entre estas dos Ultimas igualdades, se tiene la ecuacion del
lugar: 8y2 — 28x + 49 = 0. Se ha dibujado este lugar, incluyendo en trazos la parabola dada.

4T

-
T -
2T 7
17
+ Il + |

D 144- Hallar el lugar geométrico de los focos de las pardbolas que tienen por vértice el punto (2,2), y por
tangente larectax +y = 0.

Solucioén:

\ F

Sea el foco F(a, B), y sea la tangente AT = x +y = 0. La proyeccion de F sobre la tangente AT, ha de caer
sobre la tangente en el vértice V, por lo que el tridngulo VAF es rectangulo. Luego el foco F describe una
parabola de vértice V y cuyo eje es perpendicular a la tangente AT. Analiticamente, se tiene que:
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VF=y-2= 2_ﬂ(x—Z), VA=y-2= g:z(x—Z), AF (perpendicular a AT)=y—f = Xx—a. Las

2—a
coordenadas de A, interseccion de FA y AT, son: ( 20 ;r E/;,_ 8 , —2aa—_2g +8

coordenadas estén en AF, y cambiando (a, 8) por (x,Y), se tiene la ecuacion del lugar geométrico pedido:
X2 +y?—2xy—4x—4y+16 = 0.

). Haciendo que dichas

D 145- Dada la circunferencia x? + y> — 2Ry = 0, hallar el lugar geométrico de los focos de las parabolas
osculadoras a dicha circunferencia en el origen (0,0).

Solucion:  Derivando en la ecuacion de la circunferencia, y particularizando para el origen (0,0), se

R, ,,_—l—y’z_l . , ., )
tiene:y' = Zy-2R 0,y" = —yz_ R R Siendo (a, B) el foco de la parabola, su ecuacion focal es:
2
X—a)?+(y-pB)? = % Para que pase por (0,0): a2+ f2 = 1En2 . Derivando en la
ecuacion de la parabola, particularizando las derivadasr%ara (0,0), e igualéndolas a las obtenidas para la
1+ —= 2 2 _
circunferencia, se tiene: —a = 1fn2 , 11— % = 1+nR2 . Operando: p = aTﬁ, n = ﬂa R %

Sustituyendo estos valores, y cambiando (a,) por (X,y), se tiene la ecuacion del lugar pedido:
y(2x? + 2y? — Ry) = 0, que esta compuesto por el eje y = 0y por la circunferencia 2x? + 2y? — Ry = 0.

D 146- Hallar la ecuacion de la parabola P que pasa por (2,—3), es tangente a los ejes coordenados, y su
punto del infinito es el de larectax + 2y + 1 = 0.

Solucion: P=(x+2y+u)*+Ay =0. Obligando a que x = 0 sea tangente, se tiene: A = —8p.
Obligando a que pase por (2,—-3), se tiene: u = -8 + 4.,/3 . La ecuacion pedida es:
X2 +4y? + 4xy + (-16 8,3 )x + (32 ¥ 164/3 )y + 112 ¥ 643 = 0 (se trata de dos parabolas).

D 147- Hallar la ecuacion de la pardbola tangente al eje OX en el origen, y cuyo eje es: x + 2y — 2 = 0.

Solucion: La ecuacion de las parabolas tangentes a OX en el punto de interseccion con x + 2y = 0, es:
(x+2y)?+ Ay = 0. La ecuacion del eje es: 9x + 18y + 24 = 0. Luego A = 9. La ecuacion pedida es:
X2 +4y? + 4xy — 9y = 0.

D 148- Hallar la ecuacion de las pardbolas P que pasan por los puntos (0,1) y (3,0), y son tangentes a los
ejes coordenados.

A 1+6A4
Solucién: P = xy + A(x + 3y — 3)%? = 0. Obligando a que sea parabola: 1461 2 =0, de
91
2

donde: A = I—% La ecuacion pedida es: x? + 9y? — 6xy — 6x — 18y + 9 = 0.

D 149- Se da una parébola P, un punto A sobre ella, y una recta r. Una secante variable que pasa por A, corta
aPenQ,yarenR. Hallar el lugar geométrico de la interseccion de la paralela a r trazada por Q, con el
didmetro que pasa por R.

Solucion:  Sea A el origen de coordenadas, y sea r = x—a = 0. Una conica que pasa por O es:
x2 + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey = 0. Obligando a que esta conica sea parabola: B = C2, y la ecuacion es:
P =x2+C??2+2Cxy+2Dx+2Ey = 0 (los coeficientes C, D y E son conocidos). Sea la recta
AP =y —mx = 0. Esta recta corta a P en Q cuyas coordenadas son: —2(D + mE) , —2m(D + sz) ,
(1+mC) (1+mC)

corta aren R(a,ma). La paralela a r trazada por Q es: x = —2(D +mE) mE)
(1+mC)

y—ma = %. Eliminando m entre estas dos ultimas ecuaciones, se tiene la ecuacion del lugar pedido:
Cx(x + Cy)“ +2aE(x + Cy) + 2a?(CD-E) = 0.

. El didmetro que pasa por R es:

D 150- Hallar la ecuacién del lugar geométrico de las proyecciones ortogonales del foco de una parabola
sobre sus normales.

Solucién:  Sea la pardbola y? — 2px = 0. Su foco es (%0) y su normal en un punto de la curva
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12 - 2 ; vy P(y_P
<2p ,t), es. y—-t= p (x 2 ) La perpendicular por el foco, es: y T (x ) Eliminando t

entre estas dos ecuaciones, se tiene el lugar pedido: 8y2[2(x2 +y?) — 3px + p2] — p(2x — p)* = 0. Se ha
dibujado este lugar para el caso p = 1, incluyendo en linea de trazos la parabola inicial.

1__ -
e
e
T7
/
0 = ' : = |
\ 0 10 15
AN
AN
~N
14+ ~
. - . 2 .
D 151- Se considera la familia de parabolas y = ax? + bx + % siendo a y b pardmetros. Encontrar la

relacion entre a y b para que la envolvente de la familia con un parametro tenga un contacto de segundo
orden con cada involuta.

Solucion:  La ecuacion general de las involutas viene dada por el conjunto de las dos ecuaciones:
2 . .
y = ax? + bx + % b = f(a). La envolvente se obtiene de estas dos ecuaciones: y = ax? + bx + b2

8 )
gg + % gg = 0. La ecuacioén de la tangente a la involuta es: y' = 2ax + b, que es también

tangente a la envolvente. Las dos primeras derivadas de la involuta, son: y' = 2ax + b, y" = 2a. Y las de
la envolvente: y' = 2ax+b, y" = 2x92 1 2a+ A0 . da comg Jas derivadas segundas han de ser

d dx
ga +2a+ gg % de donde da = —2X. Introduciendo este valor en la ecuacién

= 0, se tiene: x> — 2x2 + x2 — 2X » % = 0. Luego: b = —2x, y por tanto: gb =b. De

X2 + X

iguales: 2a = 2x
do b

d%

D 152- Se da un circulo " y una parabola I'T. Se considera el cuadrilatero formado por sus tangentes comunes.
Hallar la envolvente del eje de las conicas inscritas en dicho cuadrilatero.

X2 4+ x-28

donde: = da Integrando Inb = C.a,esdecir: b =C-.e2

Solucion: Tomando como origen de coordenadas el centro O de T", y como eje OX la paralela por O al
eje de IT, la ecuacion de I es: x> +y2—-R? =0, y la de IT: y?> — 2ax — 2by + ¢ = 0. Sus respectivas

10 0 wu 0 0 -awu
01 0 v 0 1 -bwv
ecuaciones tangenciales, son: =0, = 0. Operando, se tiene:
0 0 -R? w -a b ¢c w
uv w O u v w O

I'=R?(U?+Vv?) —w2 =0, IT = (b? - c)u? + a?v? — 2abuv — 2auw = 0. La ecuacién tangencial de la

conica inscrita en el cuadrilatero formado por las tangentes comunes al circulo T'" y a la parabola TIT, es:

® = A[R?(u? +v?) —w?] + (b%? — c)u? + a?v? — 2abuv — 2auw = 0. Las coordenadas tangenciales de sus
! ! !

ejes vienen dadas por las ecuaciones: % = % = %. Como las derivadas de @, son:

@, = 2u(AR? + b2 — ¢) — 2abv — 2aw, @, = 2v(AR? + a?) — 2abu — 2aw, ®,, = —2Aw — 2au, Se tiene que:

2u(AR? + b2 — c) 2abv —2aw 2v(/1R2+a2) 2abu —2aw _ —2/lw 2au pg la primera igualdad,

en la que A queda eliminada, se obtiene Ia ecuacion tangencial de la envolvente de los ejes:
abu? — abv? + (b%? — ¢ —a?)uv — avw = 0. Se trata de una parabola, pues no tiene término en w?.

D 153- Se dan en ejes rectangulares los puntos A(a,0), A'(-a,0), B(0,—a). 1°) Hallar la ecuacién general de
las parabolas circunscritas al tridngulo AA'B, tomando como parametro el coeficiente angular m del eje.
2°) Demostrar que por cada punto del plano, pasan dos parabolas, y distinguir las regiones del plano en
que las dos parabolas son reales. 3°) Hallar el lugar geométrico I" de los puntos para los que los ejes de las
dos parabolas son ortogonales. 4°) Hallar el lugar del pie de la perpendicular trazada desde O a los ejes de
las parédbolas. 5°) Hallar el lugar de los puntos de cruce de los ejes de las dos pardbolas correspondientes a
puntos de la curva I'. 6°) Demostrar que la hipérbola equilatera circunscrita al triangulo AA'B, y cuyos
ejes son paralelos a los de las parabolas que pasan por un punto M, pasa por M.
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Solucién:

o\ T /o

Y=0

A'(-a,0) CD A(a,0)
Q) BO.2) (V)

@

19 AB=x-y-a=0, AB=x+y+a=0, AA' =y =0. La ecuacion de las conicas circunscritas a
AA'B, es: Ay(x+y+a)+uy(x—y—a)+(x+y+a)(x—y—a)=0. Obligando a que la cénica sea

A+u
, 1 > (A + p)? . .
parabola: As; = P =A-u-1- — = 0. Como la pendiente m del eje es:
£ A-—u-1
2
LS. NPT _ =2, 4, 1-L1 i , .
m = 2G—1-1) setieneque A +u= 75, A-pu-1= vl Por tanto, la ecuacion de la parabola es:

m2x? +y? — 2mxy + a(1 — m?)y — m?a? = 0. 2°) Ordenando la ecuacién segln potencias de m, se tiene:
(x2 —ay —a?)m? — 2xym + y(y + a) = 0. Luego para cada punto (x,y), hay dos valores de m, y por tanto
hay dos parabolas de la familia que pasan por dicho punto. El discriminante de esta ecuacién en m, es:
A=x%?—-y(y+a)(x?—ay—a?) =ay(x+y+a)(-x+y+a). Estas tres rectas, y=0, x+y+a =0,
—X+Yy+a = 0, forman el triangulo AA'B, dividiendo al plano en siete regiones. A los puntos del interior
del triangulo (regidn 1), les corresponden dos parabolas imaginarias, igual que a las tres regiones opuestas
por los vértices (regiones 11, IV y VI). A los puntos correspondientes a las tres regiones adyacentes a los

tres lados del triangulo (regiones 111, V' y VII), les corresponden dos parabolas reales. A los puntos
correspondientes a las tres rectas, les corresponden una parébola real. 3°) Se ha de verificar que
mim, = —1. Por tanto el lugar T es: % = -1, es decir, ' = x2 +y2 —a2 = 0. 4°) El eje de la

pardbola es: 2(m? + 1)y —2m(m? + 1)x +a(1 —m?) = 0. La interseccién con y = _Wlx, da el lugar
pedido: 2(x2 + y?)? + ay(y2 — x2) = 0. 5°) En el punto 4° anterior, se ha incluido la ecuacién de uno de los
ejes. La ecuacion del segundo eje es 2(# + 1>y + 2%(# + 1>x + a(l - ﬁ) =0, es decir:
2m(1 +m?)y +2(1 + m?)x + am(m? — 1) = 0. Las coordenadas de la interseccién de los dos ejes, son:
am(1-m2?) —a(l-m?2)?
(1+m2)? " 2(1+m2)?
la conica del punto 1° sea hipérbola equilatera, se tiene A = u, con lo que queda la ecuacion:
x2 —y? +2Axy —2ay —a? = 0. Las pendientes de sus ejes vienen dadas por la siguiente expresion:
—X2 +y2 + 2ay + a?
2xy

proporciona las pendientes de los ejes en funcién de las coordenadas de un punto del plano, es:
—X? +y? + 2ay + a? —X2 +y? + 2ay + a?

. Eliminando m, se tiene el lugar: x? +y? + %y = 0. 6°) Obligando a que

a;m? + (ag; —ap)m—-ap = Am? +2m-1=0. Como A=

, la ecuacion que

2xy m2 +2m — 2%y =0, es decir: (—x%+y?+2ay+a?)m? + 4xym —
—(—x%2 +y? + 2ay + a?) = 0. Como esta ecuacion ha de tener las mismas raices que la de las pendientes de
_y2 2 2 _y2 2 2
las parabolas (punto 2° anterior), se tiene que: X +2y +2ay2+a _ Ay xXIHyTr2ay+a
x2—ay—a —2xy y(y +a)

Luego: x? —ay —a? = —y(y +a), es decir: x2 +y2—a? = 0, que es la ecuacion de T', con lo que queda
demostrado este punto 6°.

D 154- En ejes rectangulares se da un circulo tangente a los ejes. Hallar el lugar geométrico de los focos de
las parabolas tangentes a los ejes y al circulo.

Solucion: La ecuacion del circulo: C = (x —a)?+ (y—a)? —a? = 0. Un punto genérico del circulo es:

M[a(1 + cosf),a(l + sin@)]. La tangente al circulo en M, corta a OX en A [ a(COSQCJ;SSIQnO ) ,0], ya
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OYenB [O, a(cos@;ns(;ne +1) } Las ecuaciones tangenciales de los vértices del triangulo OAB, son:
a(COSQCJ;SS'QnH ) u+w =0, a(cosG;nSénO k) v+w =0, a(l+cosf)u+a(l+sind)v+w =0.De

donde se deduce la ecuacién tangencial de la pardbola, tangente a dichos lados, que es:
a(cosf +sinf+1) a(cosf +sinf+1) .
u+w v+w | —w[a(l+cosO)u+a(l+sind)v+w]=0.

cos6O sinf
Simplificando: 2a%(1 +sin@cosO + sin@ + cosH)uv + asin?g(1 + sinf)uw + acos?d(1 + cosd)vw = 0.
Dividiendo por: a(1 +sin@)(1 + cos®), se tiene: 2auv + (1 —cosh) + (1 — cosO)uw + +(1 — sinf)vw = 0.
Sustituyendo: u=1, v=i, w=-z=-x-yi, siendo (x,y) las coordenadas del foco, se tiene:
. 2a(l-sind) + 2a(l —cosH)i . ) 2a(1—sin®)
Z=X+Yyl= 5 ———. Por tanto, se tiene que: x = 5 —,
(1-cos0)” + (1 -sindh) (1-cos0)” + (1-sinh)
y = 2a(12— c0s6) ——-. Haciendo 4 = x(1 —cos0) = y(1 -sin@), se obtiene que: 4 = %,
(1 -cosf)” + (1 -sin0) X2 +y
sing=1- 4, cosf =1- % Luego la ecuacion del lugar geométrico del foco de las parabolas, es:

y
(1— %>2+ (1—%)2—1 = 0, es decir: (x — 2a)? + (y — 2a)® — 4a2 = 0.

D 155- Hallar el lugar geométrico de los puntos desde los que se puede trazar dos tangentes a la parabola, que
sean perpendiculares entre si.

P

Solucién: Sea la pardbola y? = 2px. Tangente por el punto (x,y) de la pardbola: y = mx + Sy €8 decir:
2xm? —2ym +p = 0. Como mym; = % = -1, el lugares: x = —TP la directriz.

D 156- Se da la paradbola IT = y2 — 2px = 0. Se traza un circulo I' tangente a IT en el punto M, y cuyo centro
estd en el eje OY. Ademas de la tangente en M, hay otras dos tangentes comunes a ITy I'. Hallar el lugar
geométrico de P, interseccion de estas dos tangentes comunes.

Solucién: Las coordenadas del punto M de I1, son M (2pt?, 2pt). La ecuacioén de la normal en M a IT, es:
y — 2pt + 2t(x — 2pt?), que corta a OY en [0,2pt(2t> +1)]. El radio de T es R = 2pt?y1 +4t?. La
ecuacion del circulo T es: x2+[y—2pt(2t2 +1)]* — 4p2t4(1 + 4t2), y su ecuacién tangencial:
—4p2t4(1 + 4t2)u? + 4p2t2(1 + 3t2)v2 + 4pt(1 + 2t?>)vw + w2 = 0. La ecuacion tangencial de IT es:
pvZ — 2uw = 0. Los puntos M y P forman un conjunto de puntos umbilicales asociados a " y I1. Luego se
tiene la identidad: T + AIT = (au + Bv + w)(2pt?u + 2ptv + w), siendo el primer factor la ecuacion
tangencial de P(a, B), y el segundo factor la de M. De aqui se tiene: a = —2pt?(1 + 4t?), B = 2pt(1 + 4t?),
de donde eliminando t y cambiando (a, 8) por (x,y) se obtiene el lugar de P: y* + 2px(y? + 4x?) = 0. Se
ha dibujado este lugar para el caso p = 1, incluyendo en lines de trazos la parabola dada.

5

D 157- Se da la recta r de ecuacion x = a. Se considera el haz de parabolas que pasan por el origen, cuya
directriz es r. Hallar: 1°) Lugar geométrico del vértice y del foco de estas pardbolas. 2°) Por un punto M
del plano pasan dos de estas parabolas. Determinar la region del plano en que debe situarse M, para que
las dos parabolas que pasan por M, sean reales.

Solucién:  1°) Siendo el foco (a, ), la ecuacion de las parébolas es: (x —a)?+ (y - B)? = (x—a)*.
Como pasan por el origen se tiene que: a? + B? = a?, es decir que la ecuacion del lugar del foco es:
x? +y2 —a? = 0. Como el vértice es el punto medio de la recta perpendicular trazada desde el foco sobre
la directriz, se tiene que el lugar del vértice es: (2x—a)?+y?—a? = 0. 2°) Haciendo: a = acos#,
B = asind, la ecuacion del haz de parabolas, es: (x—acosf)®+ (y—asinfd)® = (x—a)?, es decir:

y? + 2ax(1 — cos@) — 2aysin® = 0. Siendo: tan% =1, sinf = 1 ittz , Co0sf = i;g , se tiene:
y2 +2a 12:2t2 X —2a 1 erttz y = 0, es decir: t?(y? + 4ax) — 4ayt + y> = 0. Luego por cada punto (x,y) del
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plano, existen dos raices de t, y por tanto dos parabolas que pasan por dicho punto. Para que ambas sean
reales, ha de verificarse que: 4a%y? — y2(y2 + 4ax) > 0 Esta region del plano corresponde a los puntos
interiores de la parabola: y? + 4ax — 4a% = 0.

D 158- Se da la pardbola IT = y? = 2px y el punto A(a,0). Por A se traza una recta variable que encuentra a la
parébola en P y Q. 1°) Hallar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias I que pasan por P,
Q y O (origen de coordenadas). 2°) Hallar el lugar de la interseccion de las secantes comunes a circulo y
parabola, PQ y OR. 3°) Hallar el lugar de la proyeccion de R, cuarto punto de interseccion, sobre PQ.

Solucién: 1°) Recta PQ =y - A(x—a) = 0. Recta OR =y — ux = 0. Ecuacion de las conicas que pasan
por OPQ: O(y? — 2px) + [y — A(x —a)](y — ux) = 0. Por ser circunferencia: Ay =0+1, -A—pu =0, de
donde se obtiene que: A =-u, 6 =—(1+p?), quedando la ecuacion de la circunferencia:
I = p?(x*+y?) — (2p + 2pu? + ap®)x — u?y = 0 Eliminando pentre Ty = 0, I'y, = 0, se tiene la ecuacion
pedida: 8py? —2ax +a?(2p + a) = 0. 2°) Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de PQ y
OR, se tiene: 2x = a, recta que forma parte del lugar pedido. Por otra parte, hallando la ecuacion del lugar
geométrico de los puntos que tienen la misma polar respecto a las curvas IT y I', se tiene:
2uPx—2p(L+p®) —ap® _ pPy-1) _ -2p-p*(Rp+a+l)
-2p B 2y B —2pX

tiene: 4px® + 2apx? — a?y? = 0, que junto con 2x = a, forman el lugar pedido. 3°) La interseccion de ITy

OR, da las coordenadas de R: (Q 2_p> La ecuacion de PQ es: y+ u(x —a) = 0. La ecuacion de la

. Eliminando p y simplificando, se

pr M
perpendicular por R a PQ, es: y — Zy_p = % (x - 2_[2)) Eliminando p entre estas dos ecuaciones, se tiene
u

la ecuacion del lugar pedido: y* + y2(x —a)(x + 2p) — 2p(x —a)® = 0. 4° Se han dibujado los lugares
geométricos para el caso a = p = 1: en linea continua gruesa el lugar del punto 1° en linea de trazos
gruesos el del punto 2°, en linea continua fina el del punto 3°, y se ha incluido en linea de trazos finos la
parabola dada.

D 159- Hallar el lugar geométrico del vértice de las parabolas de foco O (origen de coordenadas), y que pasan
por el punto dado A(a,0).

Solucion:  Sea el vértice: V(a,p); el eje: y = gx; la directriz: y—2p = _'Ta(x—Za), es decir:
9.2 232
ax + By —2a? — 2% = 0. La ecuacion focal de la pardbola, es: x%+y? = (ax+ﬁ);2 50232 25°) .

Obligando a que pase por A, y cambiando (a,f) por (X,Y), se tiene la ecuacién del lugar pedido:
a2(x2 +y?) — (ax — 2x2 — 2y?)? = 0. Pasando a polares: a%p? — (apcosd — 2p?)* = 0. Simplificando, se
tiene: p = %(cos@ + 1) (homotética de la concoide del circulo de diametro OA). Se incluye el dibujo del

lugar geométrico para el caso a = 1.
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D 160- Se consideran las parabolas tangentes al eje OY en O, y normales a x = a, en un punto A variable de
esta recta. Existen tres pardbolas cuyos ejes pasan por un punto P del plano. Hallar el lugar geométrico de
los vértices de los triangulos formados por las tres directrices de dichas pardbolas, cuando P describe la
rectax = a.

Solucién: Sea A(a,A). Las rectas x = 0, y = 4, son tangentes a la parabola. La recta que une los puntos
de contacto, es: OA = ay — Ax = 0. La ecuacion de las conicas tangentes a las rectas x = 0, y = A, en los
puntos O y A, respectivamente, es: X(y — 1) + u(ay — Ax)? = 0. Obligando a que esta cénica sea paréabola,

2 1_

Acu 5 aiu
1 _ 2
> aiu asu
es: %sz + 24Xy + ay? — 4A%x = 0. La ecuacién de su eje es: (A3 +a%A)x + (al? +a)y —2ar® = 0. Al
ser esta ecuacion de tercer grado en A, para cada punto del plano, hay tres ejes, cuyas pendientes son
_T’I‘. La directriz pasa por (0,1) y su pendiente es %, siendo su ecuacion: y—A = /’LX es decir
A2 —yA +ax = 0. Obligando a que el eje pase por (a,b), se tiene: 13 —bA2 —a%1 —a?b = 0. Como esta
ecuacion tiene tres raices, y la anterior dos, se tiene: A3 —bA? —a?1 —a’b = (A? —yA+ax)(A-46), de
donde, identificando coeficientes: b =y + 5, —a? = ax+ 8y, a’b = adx. Eliminando b, se tiene la
ecuacion del lugar pedido: x? + y? —a? = 0.

_1

se verifica que: Zal’

= 0, de donde: u = Luego la ecuacion de las parabolas

D 161- Hallar el area de la superficie del plano limitada por las curvas y? = 2x,y = x — X2.
Solucion: Las curvas dadas son dos parabolas, cuyo dibujo es el siguiente:

_— B/
A/
ut
S3
C
H o S, D E
S, Sa
_1 T
F
| G

Una de las parabolas pasa por los puntos 0(0,0), A(1,+2 ), B(2,2), F(1,-42 ), G(2,-2), siendo su eje
OX. La segunda, de eje vertical, tiene su vértice en el punto C(% %) y pasa por los puntos 1(-1,-2),
0(0,0), D(1,0), G(2,-2). Para resolver el problema, se utiliza la férmula correspondiente a la superficie
de un segmento parabdlico, cuya cuerda es perpendicular al eje. Siendo c la cuerda y f la flecha, el area
del segmento parabdlico es: %cf. El area pedida S es igual a S; + S, + S3 — Sy, siendo S; = Socpo,

S, = Sopro, S3 = Specrp, S4 = Specp. En base a la formula anterior, se tiene:
S - 2,7.1_1.
OoCDO — 3 4 - 6 ]

242
SODFOZ%SOAFOZ%-%-Zﬁlz—é_;

242
Soecro = 5 Sascrn = 3-(Ssoss — Swora) = 5 - 5 (4:2-242 - 1) = % - TJ—;

Speep = %(SHEGIH — Sical + Socpo) = l(3 «2- % «3- % + —>
2J2 | 22 5 _,

El area pedidaes: S = E + 3 3 3 2

D 162- Hallar el lugar geométrico de los focos de las parabolas que tienen como triangulo autopolar el
formado por los puntos A(0,0), B(1,0), C(0,1).
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Solucion: Las parabolas que tienen un tridngulo conjugado dado, tienen su foco sobre el circulo de los
nueve puntos. Luego el lugar del foco es el circulo que pasa por O y es tangente a BC en su punto medio,

siendo su ecuacion: x(x - %) + y(y — %) =0, es decir: 2(x2 +y2) - (x+y) = 0.
Resolviendo el problema analiticamente, la ecuacion general de las conicas circunscritas al triangulo
ABC, es: Ax2 + uy2 + (X +y - 1) = A+ 1)x2 + (u+ 1)y2 + 2xy — 2x — 2y + 1 = 0. Obligando a que sea

+1 1 ., .
parébola: =Au+A+u=0,dedonde: u = —=A_ por tanto, la ecuacion de la parabola
1 p+1l 1+4
2
es: (A+1)x*+ ﬁ +2xy—2x—2y+1 =0. Para obtener su ecuacion tangencial, se tiene que:
A+1 1 -1wu
1 L1 a1y
A+1 —u2—(A+1)v2+2uw—2(A+1)vw = 0. Para hallar el foco, se plantea el
-1 -1 1 w
u Vv w 0

sistema (ver Nota): 2x +2(A+1)y—-1-(A+1) =0, (A+1)x—y = 0, de donde eliminando A = y ; X :
queda la ecuacion del lugar del foco: 2(x? +y?) —x—y = 0.

Nota: Siendo F(u,v,w) = au? + 2buv + cv? + 2duw + 2evw + fw? = 0, la ecuacion tangencial de una
conica, las coordenadas de su foco vienen dadas por el sistema: f(x?> —y?)—2dx+2ey+a—-c =0,
fxy—ex—dy+b =0. En el caso de la pardbola, se tiene f=0, con lo que el sistema es:
—2dx+2ey+a—-c=0,-ex—dy+b =0.

D 163- La tangente en un punto M de una parabola encuentra a la tangente en el vértice, en un punto N. Se
traza por N una paralela NM' a OM, y por O una paralela OM’ a MN. Las rectas NM' y OM’ se cortan en
M’. 1°) Hallar la envolvente de M’'N. 2°) Hallar el lugar geométrico de M'. 3°) Hallar la envolvente de
M’'M. 4°) Hallar el lugar del centro de la circunferencia circunscrita a OMN.

Solucion: Sean las siguientes ecuaciones y coordenadas: II =y?-2px =0, M(2pA% 2pA),
MN = x — 24y + 2pA2 = 0, N(O,pA), OM=x—-1y =0, NM' = x—- Ay +pA? =0, OM’ = x—-21y = 0,
M'(=2pA2,—pA), MM’ = 3x — 44y + 2pA? = 0. 1°) DerJvando la ecuacion de NM' respecto al parametro A,

se tiene: O‘lj—l(x—/lerp/Iz) =-y+2pA =0, A= TR La ecuacion de la envolvente de M'N es:

2
y2—4px = 0. 29 x = -2pA?, y = —pA. Luego: A2 = _sz = # Por tanto, la ecuacion del lugar

geométrico de M’, es: 2y? + px = 0. 3°) Derivando la ecuacién de MM’ respecto a A, se tiene que:
%(3x—4xy+ 2pA?) = -4y + 4pA = 0. De donde: A = % La ecuacion de la envolvente de M'M es:

2 0 : . : : 2 PAN? _ o pPA?
2y? — 3px = 0. 4°) La circunferencia circunscrita a OMN, es: X—a)“+ Y- 5 | —a®— =0

2 4

Por pasar por M: (ZpJLZ—a)2+(2p/1—p2—'l)2—a 7l 0. Como a = X, % =y, se tiene la

ecuacion del lugar pedido: 8y? — 2px + p? = 0.
D 164- Hallar el lugar geométrico de la interseccion de las normales a la parabola y? = 2px, trazadas en los
extremos de una cuerda que se desplaza paralelamente a una direccion dada.

Solucién: Sean los puntos de la pardbola: (2pa?,2pa), (2pb?,2pb). La direccién dada es

_ _2p@-b) _ 1 | R + dreceon 68
m = @ —b’) _ a+b’ Las normales son: y + 2ax — 2pa —4pa® = 0, y + 2bx — 2pb — 4pb° = 0. La
abscisa del punto de interseccion es: p[1 +2(a? + ab + b2)]. Sustituyendo b = L —aM |3 abscisa es:

2
p[1+2a2+ 2a(1r; am)  2(1-am)

m2
ecuacion del lugar pedido: 2m?x — m3y — 2p(2 + m?) = 0.

J. La ordenada es: %(a— %) Eliminando a se tiene la

D 165- Sean A, By C los pies de las normales a una parabola trazadas desde un punto P. Sean A;, By, C4, los
puntos de contacto de las tangentes a dicha parébola paralelas respectivamente a los lados BC, CAy AB
del triangulo ABC. Demostrar que las normales en A;, B;, C1 se cortan en un punto P;.

Solucién: Sea la parabola y2 — 2px = 0, y sean A(2pt3,2pty), B(2pt3, 2pt,), C(2pt3, 2pts), los puntos de
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contacto. Las normales en estos tres puntos, son: y + 2t;x — 2pt; — 4ptd = 0, y + 2tox — 2pt, — 4pt3 = 0,
y + 2tsx — 2pts — 4ptd = 0. Como las tres normales se han trazado desde un punto, se verifica que:

1 2ty —2pty —4pt3 1t t 1t t
A=|1 2t, —2pt,—4pt3 | =-8p| 1 t, t§ | =0.Luego,6=| 1 t, t3 | =0.Ellado AB tiene
1 2ty —2pts —4pt3 1t t 1t t3
L 2Pt —2pty 1 ; )
or pendiente: = . Analogamente los otros dos lados. La tangente paralela a AB, es:
por p 202 — 213 i +1, g g p
y = T -]i:tz X+ p(t12+tz) , Y su punto de contacto es Cl[%(tl +12)% p(ty +t2)] La normal en C; es:

y+ (t +t)x—p(ts +t2) — %(tl +1,)® = 0. Para que las tres normales concurran en un punto, ha de
1 t1+1t —p(tl + tz) - %(tl + t2)3
verificarse que el determinante A; = | 1 ti+t3 —p(ty +1t3) — %(tl +1t3)® [sea nulo. Operando en Ay,

1 t + 13 —p(tz +t3) - %(tz +t3)3

1 ti+t (ti+t)? ; 1t t
se tiene: A; = % 1 ti+ts (ta+t3)® | = % «2| 1 t, t§ | =-p3-6=0. Luego las normales
1 th+ts (to+t3)? 1ty t3

en A1, B;, C4, concurren en un punto P;.

D 166- Se consideran las parabolas que pasan por A(a,0) y son tangentes a un circulo I" de centro O y radio
fijo, en dos puntos M y M’ variables. 1°) Hallar la ecuacion general de las parabolas. 2°) Hallar la
envolvente de MM'. 3°) Hallar el lugar geométrico del punto medio de MM'. 4°) Hallar el lugar de la
interseccion de las tangentes en My M’ al circulo y a la parabola. 5°) Hallar el lugar del centro del circulo
circunscrito al triangulo AMM'.

Solucion: T' =x2+y2—-R? =0, MM’ = x+my +n = 0. 1°) Ecuacién general de las conicas tangentes a
I en su interseccion con MM': x2 +y2 —R2 + A(x + my + n)? = 0. Obligando a que las conicas pasen por
A, se tiene que: a2 —R%+ A(a+n)% Obligando a que estas conicas sean parabolas, se verifica que:

1+2 mAa

‘ 1 am? ‘ =1+Am2+2m = 0. De donde m = |- )“+1 /R —a’ _ 4 La ecuacién
m +Am

de Iaparébolaes:Hsx2+y2—R2+/l<x+ /—%y+ /Rzzaz —a) . 2°) La ecuacion de MM’, es:

7_ 52 . . : .
X+ /— 1 X Ay, [RE=2% 3 _ 0. Derivando esta ecuacion respecto a A, e igualando a cero, se tiene

A
a _ H Atri vy 2 2
= 0. Luego el lugar pedido, en paramétricas, es: x = a— /-A(a? = R?),

- R? (1 + l) Eliminando A, se tiene: x? + y? — 2ax + R? = 0. 3°) El punto medio de MM’, se
obtiene por su interseccidn con la perpendicular sobre MM’ trazada desde O, es decir y = /—% X.

Eliminando A, se tiene el lugar pedido: (x2+y?—ax)® - (a2—R?)(x2+y?) = 0. 4% El punto de
interseccion es el polo de MM’ respecto al circulo y a la parabola. Siendo este punto (a,f) su polar
respecto aI circulo es: ax+ﬁy R? = 0. Identificando esta ecuaciéon con la de MM', se tiene:

o . Eliminando A = #“Zﬁz, y cambiando (a, 8) por (x,y), se tiene la

1 R2 _ g2
Gl

ecuacion del lugar pedido: (x2 +y2)(R2 — a?) + (ax — R?)? = 0. 5°) La ecuacién de las cénicas que pasan

por MM', es: x? +y? —R? + (x+ |- 11{1 y+ [% —a)(mx+ny+p) = 0. Obligando a que sea

circuIO' m =n=0.Y como pasa por A, se tiene: p = /A(R?—a?). Las coordenadas del centro, son:
X=-=JAR?-a%),y= 1 J(az R?)(1+A). Eliminando A entre estas dos ecuaciones, se tiene el

lugar pedldo. X2 +y? — a’ Z R = 0. 6° En el dibujo se ha incluido en linea continua el lugar geométrico
del punto 3°, y en linea de trazos el del punto 4°, parael casoa = 2, R = 1.
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D 167- Se considera una parabola P = y? — 2px = 0, y un circulo T" cuyo centro es el punto C(a,3) y que

pasa por el vértice de P. Por los puntos de interseccion de P y T, pasa otra parabola P’. 1°) Determinar el
punto C, de manera que las pardbolas P y P’ sean iguales, y que P’ sea tangente a una tangente T dada de
P. 2°) Hallar el lugar geométrico del punto de contacto de P’ con T, cuando esta varia. 3°) Hallar la
envolvente del circulo circunscrito al triangulo autopolar comdn a las dos parabolas.

Solucién:  Vértice de P: (0,0). Ecuacion del circulo: T = x2 +y? — 2ax — 2By = 0. Ecuacién de las
conicas que pasan por la interseccion de P y T': y2 — 2px + A(x% +y2 — 2ax — 2By) = 0. Para que estas

conicas sean pardbolas, ha de verificarse que: =AA+1) =0, luego A = —1. Por tanto,

1+A
P' =x2+2(p-a)x—2By = 0. 1° Para que P = P’, sus parametros han de ser iguales, luego g = p. La

ecuacioén de la tangente a P es: y = mx + B Cortando la pardbola P’ por esta tangente, se tiene que:

X2 +2(p—a)Xx — 2ﬂ<mx + %) = 0. Para que esta ecuacion tenga una raiz doble, su discriminante ha de

2
ser nulo, es decir: (p—a—pm)?+ pﬁ = 0. Luego se tiene: a = p(l -m+ /—% ) Por tanto, las

coordenadas de C son: [p(l -m+ /—% )p] 2°) La abscisa del punto de tangencia es la raiz doble de

la ecuacién anterior en X, es decir: —p + a + pm. Luego en dicha ecuacion se tiene para esta raiz doble:
2 _n2

X2 — 2x2 — pﬁ = 0,dedondem = x_p2 Introduciendo este valor en la ecuacion de la tangente, se tiene el

lugar pedido:  x3+2pxy +2p% =0. 3° La polar de un punto (xi,y:) con respecto a P, es:

—px+y1y—px1 = 0. Y la polar respecto a P, es: (Xxy+p—a)x—py+ (p—a)x: —py: = 0. Luego la

P y —Px
ecuacion de las conicas conjugadas con ellas, es: | x+p—a —-p (p—a)x—py | = 0.0Obligando a que
A U v

estas conicas sean circunferencias, se tienen las condiciones: A = u = 1, v = p — a. Por tanto, la ecuacion
de la circunferencia es: p(x? +y2) + p?x + [p? + (p — a)2:|y —p%(p —a) = 0. Derivando respecto a a, se
2

tiene: a = p - p_. Introduciendo este valor en la ecuacion de la circunferencia, se tiene la envolvente

2y
pedida: 4y(x? + y?) + 4py(x +y) — p® = 0. 4°) Se ha dibujado para el caso p = 1, en linea continua gruesa
el lugar del punto 2°, y en linea de trazos gruesos la envolvente del punto 3°, incluyéndose en trazos finos
la parabola dada.

92



D 168- Por un punto se trazan tres normales a una parabola. Sean A, B, C los centros de curvatura situados en
ellas. Por cada uno de estos tres puntos se puede trazar otra normal a la pardbola. Demostrar que estas tres
normales concurren.

Solucion: Desde un punto (a, B) se pueden trazar tres normales a una parabola, cuyos pies vienen dados
por las ecuaciones: y? — 2px = 0, Xy + (p — a)y — pp = 0 (hipérbola de Apolonio). Las ordenadas de estos
tres pies vienen dadas por la ecuacion: y3 +2p(p—a)y —2pp? = 0. Luego la suma de dichas tres
ordenadas es nula, es decir b; + b, + b3 = 0. Siendo 1, S2, B3, las ordenadas de las “nuevas” normales
trazadas desde A, B, C, se tiene: 2b; + 1 = 0, 2by + B2 = 0, 2bs + B3 = 0. Luego f1 + B2 + B3 = 0, por
lo que las tres "nuevas” normales son concurrentes.

D 169- Hallar el lugar geométrico descrito por el punto medio de una cuerda de longitud dada, en una
parabola.

Solucion: Parabola: y2 —2px = 0. Coordenadas de Ios extremos de la cuerda: A(2pa?,2pa),
B(2pb?,2pb). Longitud de la cuerda: d2 = [2p(a? —b?)]* + [2p(a—b)]?. Las coordenadas del punto
medio M de AB, son: x = p(a® + b?), y = p(a+b). De donde se tiene que: a? +b? = a+b=

p’ P
px—y? Caz_p2 =YL px — y?
2

_ Y_2 - % _ Xy X i
2ab = 02 , (a—-b)? = D 02 Pt . Sustituyendo estos valores en
pX

2
d?, se tiene: d? = 4y? (p o7 Y +4p2<)5 %) Operando, se tiene la ecuacién del lugar
242
pedido: y* — 2pxy? + p?y? — 2p3x + p:l = 0. Seguidamente se incluye el dibujo de este lugar
geométrico distinguiendo el caso d > p (p = 1, d = 4, en linea continua gruesa) y el caso d < p (p = 1,
d = 0.8, en linea de trazos gruesos), y en el que se representa en linea fina la parabola dada.

2+

D 170- Una parabola tiene por foco un punto de una elipse, y por directriz la tangente en el punto
correspondiente del circulo principal de dicha elipse. 1°) Demostrar que la pardbola pasa por dos puntos
fijos y hallarlos. 2°) Hallar el lugar de los puntos desde los cuales, las tangentes trazadas a la parabola son
paralelas al eje de esta.

ﬂZ

Solucion:  1°) Sean las coordenadas del foco (a, ), con 4 + Y 1, es decir a’b? + p?a? = a’b?.
Sea el punto de tangencia (a %) La directriz es: abx+ﬁay—a2b = 0. La ecuacion focal de la
(abx + Bay —a%b)®  (abx + Bay — a?b)?
a?b? + p?a? = a2p?
ab?[ (x — a)?+(y—-p)? ] - (abx + pay - a?b)® = 0. Como el lugar es simétrico respecto a OX, haciendo
y = 0 se tienen los puntos fijos (+c,0), siendo ¢? = a? — b?. 2°) Derivando la ecuacién de la parabola, y
haciendo y' =0, se tiene: b(a?-a?)x—aafy =0. Como a =acosf, y = bsing, se obtiene:
Xsin@ = ycos#, o bien: x = Acos6, y = Asiné. Sustituidos estos valores en la ecuacion de la parébola, se

@%ﬁ <a+b

D 171- Se da la parabola y? —2px = 0, y el punto A(a,0). Por A se traza una secante que corta a la parabola
en My N. Por My N se traza un circulo tangente a la parabola. 1°) Hallar el lugar geométrico del centro
del circulo. 2°) Hallar el lugar del punto de interseccion con MN, de la normal trazada a la parabola en el
punto de contacto.

pardbola, es: (x—a)?+(y—B)? = . Operando, se obtiene:

tiene: A = . Eliminando A, se tiene la ecuacion del lugar pedido es: x? + y?

L . - p g). . P
Solucion:  1°) Tangente a la pardbola en el punto genérico P( omz T ) y—mx— o 0. La

ecuacion de la recta MN es: y — tx + at = 0. La ecuacion de la conica que pasa por los puntos M, N, P, es:
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Ay? = 2px) + (y —tx + at)(y— mx — %) = 0. Obligando a que sea circulo: t=-m, A =-m?-1. La
ecuacion del circulo es: m2(x? +y?) — x[2p(m2 +1)+am? - %} + y(am + %) + % = 0. Siendo el
centro (x,Y), se tiene: 2m?x = 2p(m? + 1) + am? — %; 2m?y = —am — % Eliminando m entre estas dos
igualdades, se tiene el lugar pedido: 27py2—2(2x—2p—a)(@a+x—p)> =0. 2° La normal en

P( 2212 %) es: y— % = _Wl(x— 22]2 ) Eliminando m entre esta ecuacion y la de la recta
MN =y+mx—am =0, se tiene el lugar pedido: 2y* - 2y?(x —a)(x—p) +p(x—a)* = 0. 3°) En el
dibujo se han incluido para el caso p = 1, a = 2, en linea continua gruesa el lugar del punto 1°, en linea de
trazos gruesos el del punto 2°, y en linea de trazos finos la parabola dada. En linea continua fina se ha

incluido el lugar del punto 2°) paraelcasop = 1,a = -2.

D 172- En ejes rectangulares se dan los puntos A(a,b) y B(—a,—b). 1°) Sobre el eje OX se toma un punto M y
se considera la parabola P, tangente en A a MA, y tangente en B a MB. Hallar el lugar geométrico del
vértice y del foco al variar M. 2°) Sobre OY se toma un punto N. Se considera la pardbola P’, tangente en
A a NA, y tangente en B a NB. Las dos parabolas se cortan en los puntos A, B, C y D. Hallar la ecuacion de
CD, y el lugar de C y D cuando M y N se desplazan de manera que la abscisa de M es igual a la ordenada
de N.

Solucién:  1°) La ecuacion general de las conicas que cumplen el punto primero del enunciado, es:
[bX + (A —a)y — bA][bx — (@a+ A)y —bA] + u(bx —ay)? = 0. Obligando a que sea pardbola: p = -1,
siendo M(4,0). Luego la ecuacién de P es: [bx+ (A —a)y — b/l]gbx —(@a+A)y—ba]— (bx—ay)? = 0.

Operando: Ay? + 2b2x — 2aby —b?A = 0. EIl vértice es: (azz;llia_b . Eliminando 2, el lugar del
vértice, es: ay? — 2bxy + ab? = 0. Las coordenadas del foco son:(%, a—b>. Eliminando A, la

ecuacion del lugar geométrico del foco, es: (a? —b?)y? — 2abxy + a?b? = 0. 2°) Siendo N(O,u), la
ecuacion de P’ es: ux? — 2abx +2a%y —a?u = 0. Siendo la ecuaciéon de CD: mx+ny+p = 0, como:

P _ bzﬂ, P/
= & i il em_ bA A bi
CD = bx—ay se obtienen los siguientes valores: m = 2 n=4%,p= 2b<1 + A ) Por tanto,

CD = bAux +aiuy — 2ab(au +bi) = 0. Como A = y, el lugar de C y D es: bx? + ay? —ab(a+b) = 0.
3°) En el dibujo se han incluido para el caso a = 2, b = 1, en linea continua el lugar geométrico del punto
1° vy en linea de trazos el del punto 2°.

D 173- En ejes rectangulares se considera la parabola de vértice el origen O, y que corta a los ejes en Ay B,
de forma que OA - OB = k2. Hallar el lugar del foco.
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_ (ax+ By +a?+ p?)?

Solucion: La ecuacion focal de la parébola, es: (x —a)? + (y — B)? = Y . Luego se
2 2 2 2

tiene que: OA = W, OB = w. Por tanto, la ecuacion del lugar geométrico pedido,

es: 16(x2 +y2)* —k2xy = 0, o bien: p? = lgf_; sin26. Se ha dibujado este lugar para el caso k = 4.

0571

D 174- Dada la pardbolax = 2t2 +t— 1,y = t? + 3t + 1, hallar su vértice, foco y directriz.

AB1 + AB -1
Solucion: A;=2,B;=1,C;=-1,A,=1,B,=3,C,=1. Comoty = —1=2L77292 _ —2 |55
1 1 1 2 2 2 \Y 2(A%+B%) 2
-1

coordenadas del vértice son: x = -1,y = 4 Sea la recta de ecuacion: y — f—m(x—a) = 0, es decir:

t2+3t+1-B-m(2t? +t—1—a) = 0. Para que sea tangente, el discriminante de la ecuacién en t ha de
ser nulo, es decir: (9 + 8a)m? — (2 +4a + 88)m + 5 + 4B = 0. Para que (a, B) sea el foco, ha de cumplirse

que: m?2 +1 = 0. Se obtiene que el foco es (%O) La polar del foco se obtiene de: 2t> + 2t + 1 = 0,
Q+Wt2+(1+3V)t-1+v+w=0,dedonde:v = %,W = % Ladirectrizes: 4x+2y+7 = 0.

D 175- Hallar el lugar geométrico del centro de un triangulo equilatero cuyos lados son normales a una
parabola.

. _tan® . - i
Solucion:  Como tan36 = %, las pendientes de los lados de un tridngulo equilatero son

. ., _m3 . . .,
raices de una ecuacion de la forma 3;”—3;?2 = A, es decir: m® —3Am2 —3m + A = 0. Siendo la ecuacion
de la pardbola: y? — 2px = 0, las ecuaciones de .las normales, en funcion de sus coeficientes angulares,
3
pmz

son: y=mi(X—p)-— , Y sus analogas. Las coordenadas de los puntos de interseccion, vértices del

triangulo, son: x; = p+ 2%(m% +Mmim, +mj), y; = %mlmg(ml +m;), y sus analogas. Las coordenadas
del centro del tridngulo, son:
3p+ %[Z(ml + Mz +M3)® — 3(M1M; + MyM3 + Moms) |

X1+ X2+ X3
X = )? = 3 ,
y = L;ﬂls = %[(mlmz + MMz + Mom3) (M1 + M2 + M3) — 3mymoms].

Aplicando las formulas de Cardano a la ecuacion en m, se tiene que: mi+m;+ mz = 34,

mim, + Mimsz +mymz = =3, mym,ms = —A. Por tanto, x = 3pA? + STp y = —pA. Eliminando 2, se tiene
2
la ecuacion del lugar pedido: 3y? — px + 5% =0.

D 176- Se da un circulo de centro C y un punto O sobre él. Hallar el lugar geométrico de los vértices de las
parébolas de foco O, tangentes al circulo.

Solucion:  Sea P un punto del circulo de radio R, y M la proyeccion de O sobre la tangente en P al
circulo. Sea N el simétrico de O respecto a PM. El eje de la pardbola tangente en P al circulo, y de foco O,
es OV, paralelo a PN. El vértice V de la pardbola es la proyeccion de M sobre el eje. Se tiene:

— —_— —_— —_— —_— —_ —_— —_— —_— —_
VOM = MNP = MOP = 0, MPO=%—MOP, OPC:%—MPO:MOPze, POC = OPC = 0,

/\ /\ /\ /\ .
VOC = VOM + MOP + POC = 36, OV = OMcosf, OM = OPcos#, OP = 2Rcosf. De donde se tiene
que: OV = 2Rcos?9. Es decir que la ecuacion en polares del lugar pedido, es: p = 2Rcos%0 = 2Rcos3 <

. R — 3 ,
siendo el polo O, el eje polar OC, p = OV, o = VOC.
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Se ha dibujado este lugar para el caso R = 1.

D 177- Dados dos ejes rectangulares y una parabola de foco O, origen de coordenadas, y eje OX, se toma un

punto M variable sobre ella. Este punto se proyecta en H sobre OX, y se considera el punto A, simétrico de
O respecto a H. Hallar 1°) EI lugar geométrico de la proyeccién de O sobre MA. 2°) Lugar de la
proyeccion de A sobre MO. 3°) Lugar del ortocentro del triangulo OAM.

Soluci6n:  Sean la pardbola: y? —2px — p? = 0, y los puntos: M[ 5-(22 - 1),2p |, H[ 5 (42 ~1),0]
— 2 2

Alp(A% -1),0]. 19 MA = % _ % 2(2 - D)

corresponde a la interseccion de esas dos rectas. Por tanto, se tiene: py2(x2 + y2 + px) — 4x(x2 +y2)* = 0.

2Y)MO =y - 122% 1 x = 0. Perpendicular por A: y — 1 5/%2 (X —pA2 +p) = 0. Interseccion de esas dos

rectas: 4px3(y2 + px +x2) —y2(x2 +y2)* = 0. 3° Perpendicular desde M sobre OA: x = %(/12 -1).

’1221 Ly, Lugar del ortocentro: x* — 2pxy? — p?y? = 0. 4°) En el

dibujo se han incluido, para el caso p = 1, en linea continua gruesa el lugar del punto 1° en linea de
trazos gruesos el del punto 2°, en linea continua fina el del punto 3°, y en trazos finos la parabola dada.

. Perpendicular por O: y = . El lugar pedido

Perpendicular desde O sobre AM: y =

D 178- Hallar la envolvente de las directrices de las parabolas que tienen como autopolar el triangulo de

vértices: v+w=0,u+w=0,2u+w = 0.

Solucion: La ecuacion general de las conicas conjugadas con el triangulo dado, es:
AV +w)?+B(u+w)?+ C(u+w)? = 0. Por ser parébola, ha de anularse el coeficiente de w2, es decir:
C = -A-B. Luego la ecuacion de la parabola es: —(3A + 4B)u? + BvZ — 2(A + 2B)uw + 2Bvw = 0. La

ecuacion de la directriz es: (2A + 4B)x — 2By — 3A — 3B = 0. Haciendo % = A, esta ecuacion queda:

(2+4A)x—2Ay —3—-31 = 2x — 3+ A(4x — 2y — 3) = 0. Derivando respecto a 4, y sustituyendo, se tiene:
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X = % y = % La envolvente es el punto (%%) Este punto corresponde al centro del circulo
circunscrito al triangulo autopolar.

D 179- Se da una parabola. Hallar el lugar geométrico de los centros de un circulo de radio R dado, tal que
existan dos tangentes comunes a la pardbola y al circulo, que sean perpendiculares entre si.

Solucién: Siendo OX el eje de la pardbola, y OY su directriz, la ecuacion de la parabola es:
y2 = 2px — p2. Las tangentes a la parabola trazadas desde un punto de su directriz, son perpendiculares
entre si. Siendo A(0,1), la tangente a la pardbola trazada desde él, es: y—A =mx, con
m? + %m —1 = 0. Las pendientes de sus bisectrices son: m? + %m —1 =0, siendo la ecuacion del

conjunto de estas: (y — )%+ (y — /’L)x% —x2 = 0. La ecuacion del circulo de centro Ay radio /2R, es:

x2 + (y — 2)% = 2R2 = 0. Tanto las bisectrices como este circulo, pasan por el centro (x,y) del circulo de

radio R. Restando ambas ecuaciones, se tiene: A = W);—RZ Reemplazando este valor en la ecuacion
2

del circulo de centro A, se tiene el lugar pedido: x2 + (y - %) —2R? =0, o bien:

(2R2 — x2)(x2 — R? + px)? — y2(x2 — R2)? = 0. En el dibujo se ha incluido este lugar para el caso R = 3,y

en linea fina la pardbola y? — 2x + 1 = 0.

D 180- Se da un triangulo OAB rectangulo en O. Por A se traza una recta r, y por B la perpendicular r" ar. Se
considera la parabola de eje r, cuya tangente en el vértice es r’, y que pasa por O. 1°) Hallar la envolvente
de la parabola. 2°) Hallar el lugar de la interseccion de la tangente en O con la rectar.

Solucion:  Tomando como ejes OA y OB, se tienen las siguientes coordenadas y ecuaciones: O(0,0),
A(a,0), B(0,b), r = xsinf —ycosf —asind = 0, r' = xcosO + ysinfd — bsind = 0. 1°) La ecuacion de la
paréboga_ es: P = (xsinf—ycosd —asing)? + A(xcosd +ysind —bsind) = 0. Como pasa por O:
A= %‘”9. Derivando P respecto a 6 y eliminando 6, se tiene la ecuacion de la envolvente de la
parabola: (ax + 2by)? — 4by(x2 +y2) = 0. 2°) Haciendo m = tan#, la ecuacién de la tangente en O, es:
(@a—2mb)x + (2b + am)y = 0, cuya interseccion con r=mx—-y-ma=0, da el lugar pedido:
x2 +y2 —ax — 2by = 0. 3% Se ha dibujado la envolvente del punto 1°, parael casoa = 3, b = 1.

3

D 181- Dos parabolas de vértices fijos giran de manera que sus puntos de interseccion son conciclicos. Hallar
el lugar de los centros de estos circulos.

Solucién: Sea OX la recta que une los dos Vvértices, de coordenadas (a,0) y (—a,0). Siendo el eje de la
primera parabola P,, de vértice (a,0), la recta (x —a)sina + ycosa = 0, siendo su tangente en el vértice
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(x—a)cosa —ysina =0, y siendo su parametro p, se tiene que sSu ecuacion es:
P; = [(x—a)sina +ycosa]’ — 2p[(x —a) cosa — ysina] = 0. Analogamente, para la segunda parabola
P, de vértice (—a,0), siendo su eje la recta (x+a)sinf +ycosf = 0, siendo su tangente en el vértice
(x+a)cosp—ysinB=0, y siendo su pardmetro (@, sSe tiene que su ecuacion es:
P, = [(x+a)sinf+ycosB]° —2q[(x+a)cosB—ysinB] = 0. La ecuacion general de la cénica
interseccion, es: I'=P;+AP, =0. Obligando a que sea circunferencia, se tiene:
sina + Asin?p = cos?a + Acos?B, 2sinacosa + 2AsinfcosB = 0. De donde, eliminando A, se tiene:
sinda = sin4p, es decir: f = a+ % siendo 4 = 1. Sustituyendo estos valores en la ecuacion de T', se

tiene que: T = x% +y? + 2x(acos?a — asin®a — pcosa + qsina) + 2y(-2asina cosa + psina + qcosa) +
+a? +2a(pcosa + gsina) = 0. Luego las ecuaciones paramétricas del centro de este circulo, y por tanto
del lugar pedido, son: x = —acos2a + pcosa —qsina, y = asin2a — psina —qcosa. Se ha incluido el
dibujo de este lugar, en linea continua gruesa, para el caso a = p = q = 1, en linea de trazos gruesos para
elcasoa=p=-q=1yenlineafinaparaelcasoa=p=1q = 2.

~ 2]

D 182- Desde un punto M de una paréabola, se trazan las dos normales distintas de la que tiene su pie en M.
Sean P y Q los pies de estas normales. 1°) Hallar la envolvente de la recta PQ. 2°) Lugar geométrico del
punto medio de PQ. 3°) Lugar geométrico de la interseccién de PQ con la tangente en M. 4°) Lugar de la
interseccion de PQ con la normal en M. 5°) Lugar de la proyeccion de M sobre PQ.

Solucion: Sea la parabola IT = y? — 2px = 0. Sea el punto M(2pA?,2pA4). 1°) El circulo de Joachimstal
es: T = x? +y2 —p(1l+2A%)x — pAy = 0. La ecuacion del haz de conicas que pasan por la interseccién de
FyIles: T+0-T1=x?+y?—p(1+2A%)x —pAy + 0(y?> — 2px) = 0. Para que esta conica degenere:

0 = -1 - A2. Siendo OM = x— Ay = 0, se tiene: % =X+ Ay+p =0, que es la ecuacion de PQ.

La envolvente de PQ es el punto (—p,0). 2°) x = —Ay — p, y? + 2pAy + 2p? = 0. La ordenada del punto
medio es —pA, y su abscisa p(A2 — 1). Su lugar es: y? — px — p? = 0. 3°) El lugar geométrico viene dado
por la interseccion de la recta PQ = x+Ay+p =0 con la tangente x — 21y +2pA? =0, es decir:
y2(3x +2p) + 2p(x + p). 4°) La interseccion de la recta PQ=x+Ay+p=0 y de la normal
y + 2AXx — 2pA(1 + 242%), proporciona la ecuacion del lugar geométrico pedido: y* — 2xy?(x +p) +
+2p(X + p)|:y2 +2(X + p)2] = 0. 5° La interseccion de x + Ay + p = 0 con —A(x — 2pA?) +y—2pA = 0,
da el lugar geométrico: y* + x2y2 + 2p(x + p)° + 3pxy2 + 2p2y? = 0. 6°) En el dibujo se han incluido, para
p = 1, en linea continua el lugar del punto 4°, en linea de trazos gruesos el del punto 5°, y en linea fina la
parabola dada.

~

i

-
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D 183- Se dan las pardbolas IT = y? — 2p(x + p) = 0, IT' = y2 — 2p(x — p) = 0. Una tangente a IT" encuentra a
IT en Py Q. Sobre PQ como didmetro se describe un circulo que encuentra a IT en R y S. Hallar la
envolvente de RS.

Soluciéon: La ecuacion de la tangente a I, es: x — 2Ay — p + 2pA2 = 0. Los puntos de corte con I1, son:
Plp(1+4A+222),2p(A+1)], Q[p(-1—4A+242?),2p(A—1)]. Las coordenadas del centro del circulo
son: X =p(l+242), y=2pA, y su radio es: 2py1+2A%. La ecuacion del circulo T es:
X2 +y2 —2p(1+ 2A%)x — 4pAy — p?(3 + 842 — 41%) = 0. La ecuacion de las conicas que pasan por 'y IT,
es: T +0-T1=x2+ (1+0)y? —2p(1 + 2% + 0)x — 4pAy — p2(3 + 8A%2 — 41* + 20) = 0. La division entre
la ecuacién de I' + 6 - IT, y el polinomio x — 21y — p + 2pA?, ha de ser exacta, para lo cual = -1 — 412,
siendo el cociente la ecuacion de la recta RS = x + 24y + p(1 + 242) = 0, que es tangente a I1. Derivando

respecto a A e igualando a cero, se tiene: A = E—g La envolvente de RS es: y? — 2p(x + p) = 0, es decir, la

parabola TT.

D 184- Se consideran todas las parabolas osculatrices a un circulo en un punto dado de este. 1°) Demostrar
que las directrices de las parabolas, pasan por un punto fijo. 2°) Hallar el lugar geométrico del foco de las
parabolas:

Solucién:  1°) Sea el circulo x> +y? —ax =0y el punto (0,0). La tangente en (0,0) es x = 0. La
ecuacion de las coénicas osculatrices, es: (x? +y2 —ax) +x(mx+py) = 0. Para que sea paradbola, se

1+m % 2 2_4
verifica: p =14+m- DT =0, luego: m = P R Por tanto, la ecuacion de la parabola es:
5 1
p2 2p -2a u
., . 2p 4 0 v
p2x? +4y? + 4pxy —4ax = 0. Su ecuacion tangencial es: =0, de donde:
-2a 0 0 w
u v w 0

av? —4uw + 2pvw = 0. La directriz es: 4x — 2py + a = 0, que pasa por el punto fijo (—Ta,o). 2°) El foco
viene dado por las ecuaciones: 4x + 2py —a = 0, —px + 2y = 0. El lugar es: x? +y? — %x = 0.

D 185- Se consideran las parabolas de vértice O(0,0), y que pasan por A(a,0). 1°) Hallar el lugar geométrico
de los focos. 2°) Hallar la envolvente de las directrices.

Solucion: Sea el eje y = mx, y el foco (1,mA). La directriz es: x + my + A(1 + m?) = 0. La ecuacién
[X+ my + A(1 + m?)]?

focal es: (x—A)%+ (y—ma)? = . Obligando a que la pardbola pase por A, se

+m2
2 2 3
tiene: A = —2M°"__19) E| foco es: am-__ __am . La ecuacion del lugar pedido es:
4(1+m?) ) (4(1+m2) 4(1 + m?) gar p
Th2
4x(x2 +y2) —ay? = 0. En polares: p = %onsg' 2°) La directriz es: x + my + aTm? = 0. Derivando, se

obtiene: m = _sz. La envolvente es: y? —ax = 0. 3°) En el dibujo se ha incluido para a = 1, en linea
continua el lugar del punto 1°, y en linea de trazos la envolvente del punto 2°.

1
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D 186- Se consideran todas las parabolas que tienen por directriz la recta x —a = 0, y que pasan por el origen
0. 1° Hallar el lugar geométrico de los focos. 2°) Hallar el lugar de los vértices. 3°) Por un punto M del
plano pasan dos de estas parabolas. Hallar el lugar de M para que dichas parabolas se corten
ortogonalmente en el origen. Demostrar que en este caso la recta que une sus focos pasa por un punto fijo.

Solucién:  1°) Foco (4, u). Ecuacion focal: (x — A1)% + (y — u)*® = (x —a)?. Para que pase por el origen:

A% + u? = a2. Luego el lugar de los focos es: x? +y2 = a2, 2°) El vértice es V( azl ,,u), de donde

2x = a+ A. El lugar de los vértices es: (2x —a)® + y2 = a2, es decir: 4x2 +y2 — 4ax = 0. 3°) La ecuacion
focal de las pardbolas, en funcion de A, es: y?+2(@-21)x—24a?-12y=0, es decir:
(4x% + 4y?)A? — 4x(2ax + y?)A + y* + daxy? + 4a2(x? —y?) = 0, que es de 2° grado en A, luego por cada
punto pasan dos parabolas de la familia. Las tangentes en el origen tienen por pendiente: y' = g;% :
Como m; - m, = =1, 1 = 0. El lugar es: y* + 4axy? + 4a%(x? — y2) = 0, que corresponde a dos parabolas:
y%2 +2ax+2ay = 0. Para A = 0, los focos son (0,a), y las rectas que los unen pasan siempre por el
origen.

D 187- Se da la parabola y? — 2px = 0. Encontrar el lugar de los puntos P tales que los circulos que pasan por
el vértice de la pardbola y por los puntos de contacto de las tangentes trazadas por P a la parabola, tengan
un radio constante dado.

Solucién:  P(a, ). Polar de P: —px + By — pa = 0. Ecuacion general de las cénicas que satisfacen el
enunciado: A(y? — 2px) + (px — By + pa)(y + mx) = 0. Para que estas conicas sean circunferencias, ha de

2 2
cumplirse que: pm = A — 8, p— pm = 0. De donde: m = E, A= u. Operando, la ecuacion de la

B B

2
circunferencia es: x? +y? + (a - ZT - 2p>x + %y = 0. Por tanto, su radio viene dado por la

ecuacion: 4R? — (a— 2 _ 5 2+ﬂ El lugar pedido es: (px — 2y2 —2p2)% + x2y2 — 4p?R* = 0
: = D p o7 gar pedido es: (px — 2y p%)° + x4y p =0.

En el dibujo se han incluido parap = 1, R = 2, en linea continua el lugar geométrico, y en linea de trazos
la parabola dada.
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Seccion E - CURVAS

CURVAS EN EXPLICITAS

E1- Dibujarlacurvay = 3x® —9x? +8x -5

Solucion: La curva no tiene asintotas. Tiene una rama parabolica segun el eje positivo OY para valores de
X — +o0, y una rama parabolica segun el eje negativo OY' para valores de x - —oo. Derivando la ecuacién

de la curva e igualando a cero: y' = 9x? — 18x + 8 = 0, cuyas raices son 4 y % Volviendo a derivar:
y" = 18(x—1). Luego y”(%) > 0, y”(%) < 0. Por tanto, el punto (%_TZS) es un maximo, y el
punto (% _ng> es un minimo. Paray” = 0, se tiene el punto de inflexion (1,-3), en el que la pendiente

de su tangente es —1. La curva corta al eje XX’ en el punto de abscisa 2.11, siendo la pendiente de su
tangente 10. 1. La curva corta al eje YY' en el punto de ordenada -5, siendo la pendiente de su tangente 8.
El dibujo de la curva es el siguiente:

Nota: Para representar las curvas se utilizan escalas horizontal y vertical que proporcionan una adecuada
comprension de sus caracteristicas.

E2- Dibujarlacurvay = 2x3 —4x+1

Solucion: La curva no tiene asintotas. Tiene una rama parabdlica segun el eje positivo OY para valores de
X — 400, Y una rama parabdlica segun el eje negativo OY' para valores de x - —oo. Derivando la ecuacion

de la curva e igualando a cero: y' = 6x% — 4 = 0, cuyas raices son * /l . Volviendo a derivar: y" = 12x.

3
Luego y”(\/%) >0,y" (—E) < 0. Por tanto, el punto ( % #) es un minimo, y el punto
(— %#) es un maximo. Para y" = 0, se tiene el punto de inflexion (0,1), en el que la

pendiente de su tangente es —4. La curva corta al eje XX' en tres puntos, cuyas abscisas son,
aproximadamente: —1.5; 0.26; 1.2. El punto de interseccion con el eje YY', es el de inflexion, ya
estudiado. El dibujo de la curva es el siguiente:
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E3- Dada lacurvay = x3 -1, hallar: 1°) Los valores de la subnormal y la subtangente en el punto (0,-1).
2°) Ecuacion del haz de tangentes trazadas desde el origen de coordenadas.
Solucion: 1°) Derivando y particularizando para el punto dado: y' = 3x? =0. La subnormal
Sn =yy' = 0. La subtangente S; = 7 = o0, 2°) Sea y = Ax, la recta genérica que pasa por el origen. Su

interseccion con la curva viene dada por x* — Ax -1 = 0. Esta3ecuaci()n debe tener una raiz comdn con su
derivada, 3x?2 — 1 = 0. Luego: 41° — 27 = 0. El haz es: 4(%) — 27 = 0. Operando: 4y® — 27x3 = 0.

E4- Dada la curva y = x3 —x?, hallar el lugar geométrico del punto medio de las cuerdas paralelas a la
direcciony = 2x.

Solucion:  Sean (x,y), (X+a,y+ p) los puntos de interseccion de la cuerda con la curva, luego:
y+pB=0Kx+a)—(x+a)’. Siendo y=2x, se tiene: 2x+f-x3-3x%a—3xa?-ad+x2+
+2ax + a? = 0. Operando: x3 + (3 — 1)x? + (3a? — 2a — 2)x + a® — a? — B = 0. Sustituyendo (x,y) por
(=x,-Y), se tiene: x3 — (Ba —1)x? + (3a? — 20— 2)Xx —a® + a? + B = 0. Sumando y restando estas dos
igualdades vy simplificagwdo: ) X3+ @Ba?-2a-2)x=0, Ba-1)x*+a*-a?-p=0. De donde:
x? = -3a?+20+2 = _a?’;—aJFﬁ. Por tanto, B = —8a® + 8a? + 4a — 2, 0 bien, cambiando (a, ) por

(x,y), se tiene: y = —8x3 + 8x? + 4x — 2, que es el lugar pedido. En el siguiente dibujo se ha representado
en linea continua el lugar geométrico, y en trazos la curva dada.

10T

—
—

N TN

Ixt—x3+1
x2 -1
Solucion:  Los valores que anulan el denominador son x = +1, que representan las asintotas paralelas al
eje YY'. Para estudiar la posicion de la curva respecta a la asintota x = 1, se sustituye x = 1+ 6, con
0 — 0, obteniéndose y. —ya = +- 1 Luego para 6 > 0, se tienen las dos posiciones y. S ya, mientras

J20

que para € < 0, no hay curva. Con relacion a la asintota x = -1, se sustituye x = -1+6, con 6 - 0,

E5- Dadalacurvay ==+ , hallar sus asintotas y la posicién de la curva respecto a ellas.

3
obteniéndose y. — Y. = i%. Luego para 8 < 0, se tienen las dos posiciones y. S ya, mientras que

para 6 > 0, no hay curva. Para hallar la asintota general se tiene que:

(e [ (DEH-()EH-]

1 1N ¢ 1N 1
x( _X_12>2 1—(%>7+(§>7+...
_1 . 2
=4 ) 31X3 91)(6 o~ J_r<x + %) Luego las asintotas generales son: y = £x. La curva no las
2x2  8x4

corta. Para estudiar la posicion de la curva respecto a la asintota y = x, se tiene que y. — Ya = 2—1X; luego

para X = +o0, Yo > VYa, Y para X = —o, Y. < Ya. Andlogamente, para la asintota y = —x, se tiene que
Ye—VYa = E_x; luego para x = +o0, Y. < Ya, Y para x = —o, Y¢ > Ya. En el esquema siguiente se recogen
las posiciones estudiadas.
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7 | | N
X=-1 X=1
El dibujo de la curva es el siguiente:
19T
i } T |
-10 0 10
-10 —

E6- Dibujarlacurva y =x+1+ XX_31 .

Solucion: La curva no es real para xX— T < 0, es decir para 0 < x < 1. El valor x = 1, hace infinito el

valor del radicando, luego se trata de una asintota paralela al eje YY'. Para estudiar la posicion de la curva
respecto a esta asintota, se sustituye x = 1 + 6, con 6 —» 0, obteniéndosey = 2 + 1 Luego para 6 > 0,

Jo
y = too, mientras que para 6 < 0, el valor de y es imaginario, luego no hay curva. Para obtener las
1

1
asintotasgenerales,setiene:y:x+1ix< X )2 :x+1ix[1+(l+%+...>}2 =

X

i 1 2
=x+1ix[1+( 2 )(%+X—12+>+( 2 ><%+X—12+> +J De donde se tiene que:

y~x+1+ (x + % + W) Luego hay dos asintotas generales: y = 2x + % y = % Para estudiar la

posicion de la curva respecto ay = 2x + % se tiene y¢ — Ya = %; luego para x = +oo, Ye > Ya, Y para

X = —o, Y < Ya. La curva la corta en _Tl %) Con relacién ay = % se tiene y; —Ya = g—i; luego

parax = 40, Yo < Ya, Yy parax = —oo, Y. > Ya. La curva la corta en (‘Tl %) Los puntos de interseccion
1+./5

de la curva con el eje XX', tienen por abscisas 5 El punto de interseccién con el eje YY', tiene por

ordenada 1. Este punto (0,1) es de retroceso, siendo su tangente doble y = x + 1. Derivando la ecuacion
de la curva e igualando a cero, se tiene el minimo (%5) De acuerdo con lo anterior, se presenta
seguidamente el dibujo de la curva, que también se puede realizar partiendo de la recta y = x + 1,

. 3
sumando y restando a la ordenada de cada uno de sus puntos, la cantidad / xX— T




E7- Dibujarlacurvay? =x+1+ /XX_31 .

Solucion: Dibujada la curva del ejercicio anterior E 6, en cada punto de ella se extrae la raiz cuadrada de
su ordenada, obteniéndose dos puntos que tienen la misma abscisa que el punto de que se trata, y cuyas
ordenadas son simétricas respecto al eje XX'. Es evidente que a los puntos de aquella curva cuya ordenada
es negativa, no les corresponde curva real al extraer la raiz cuadrada. Las asintotas de la nueva curva son:
2 . 2 N .
x=1y= i%. La curva corta a las asintotas y = i%, en los puntos de abscisa ?1 La curva tiene
ramas parabolicas segun el eje OX. La tangente en el punto de retroceso (0,1) es:y = ot 1. La tangente

en el punto de retroceso (0,—1) es: y = =X + 1. Los puntos de interseccion con el eje XX', tienen por

2
+ /5

abscisas 1‘—. Derivando la ecuacion de la curva e igualando a cero, se tiene el minimo (i, ﬁ) y
el maximo (%— ,/3) Seguidamente se presenta el dibujo de la curva.

T~

—7

E 8- Dibujar lacurvay = 3—x3 — 3x? + 2x, hallando la tangente en el origen como lim y

7.
x-0
Solucion:  El lim % =lim 3/—1— % + % = oo, luego la tangente en el origen es el eje YY'. Como
x-0 x-0
1
— 3 _ 2 3 5 , _ _ 5
y = —x[l + (7 - 7)} ~—X-1+ TR la asintota general es y = —x—1. Como yc —Ya = 2 €

tiene que para X = +o, Y > Ya, Y para X = —oo, Y. < Ya. La curva corta a la asintota en el punto de abscisa
-0.2. Derivando la ecuacién de la curva e igualando a cero, se tiene: 3x?> + 6x —2 = 0, de donde se

obtiene el méximo [ = /15 , ~36+10/15 y el minimo —3- /15 , ~36-10/15 . Los
3 9 3 9
puntos de interseccion con el eje XX', tienen por abscisas: 0, ﬂ La curva corta al eje YY' en el

origen, cuya tangente se ha calculado mas arriba. De acuerdo con lo anterior, el dibujo de la curva es el
siguiente:

E 9- Por desarrollo en serie encontrar las asintotas de la curvay = yx2 —3x+2 + Jx2 - 1.

1 1
S L -3, 2 2 1\ 2 _ 3 5 .
Solucion:  Se tiene: y = x[l + ( 3 ) )] + x(l ) ) 2X >~y T La asintota es

y =2X-— % La posicion de la curva respecto a la asintota, viene dada por y. —ya = g—i luego para
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X = +o0, Y¢ < Ya. La curva no corta a la asintota. No hay curva para y < 0. El dibujo de la curva es el
siguiente:
\I T
|
| 1
|

|
|

C
' Y

E 10- Dibujar lacurvay = x3(x — 1),
Solucion: No tiene asintotas. Tiene una rama parabolica segiin OY en el primer cuadrante, y otra segin
OY' en el tercer cuadrante. Derivando la ecuacién de la curva e igualando a cero, se tiene:
y' = x?(5x> —8x+3) = 0, obteniéndose las raices O, % 1. Siendo la segunda derivada

y" = 2x(10x? — 12x + 3), el punto (0,0) es de inflexion, el punto (% % es un maximo, el punto
(1,0) es un minimo. La tangente en (0,0) es el eje XX'. La curva no tiene otros puntos de interseccion con

los ejes que los ya resefiados. El dibujo de la curva es el siguiente:

0571

e

-05—

E 11- Dibujar lacurvay = (x — 1)(x + 1)3(x — 2)2.

Solucion:  La curva no tiene asintotas. Tiene una rama parabolica en el primer cuadrante, segln el eje
OY, y otra en el segundo, también segin OY. Derivando la ecuacion de la curva e igualando a cero:

y' = 2(x+1)%(x—2)(3x2 —5x+ 1) = 0, cuyas raices son: -1, 2 y % Como la segunda derivada
es Yy =4(x+1)(x—2)(3x? =5x+1) +2(x + 1)%(38x2 = 5x + 1) + 2(x + 1)*(x — 2)(6x — 5), el punto

5- /13

5 ,—4.49) es un minimo, el punto

(-1,0) es de inflexidn, el punto (2,0) es un minimo, el punto

(# 2) es un maximo. La tangente en (-1,0) es el eje XX'. Los puntos de interseccion con el eje
XX', tienen por abscisas: —1, 1, 2. Los puntos (-1,0) y (2,0) se han estudiado mas arriba. La pendiente de
la tangente en (1,0) es 8. La interseccion con YY' es el punto (0,—4), siendo —4 la pendiente de su
tangente. A continuacion se presenta el dibujo de la curva, atendiendo a lo expuesto.

[
N
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x(x? —1)
xX-2)x+2)°

Solucion: Las asintotas paralelas al eje YY' son: x = 2, x = —2. Para estudiar la posicién de la curva con

E 12- Dibujarlacurva y =

relacion a x = 2, se sustituye x = 2+ 6, con 0 - 0, con lo que y. = % luego para @ > 0,y = +o0, y para
0 < 0,y =—o0. En cuanto a x = -2, se sustituye x = -2+6, con § - 0, con lo que y. = % luego para
0 >0,y =+0,yparaf <0,y = —oo, Para hallar la asintota general se tiene: y = Xj—:z =X+ % +...,

luego la asintota es y = x. Para hallar la posicion de la curva, se tiene: y. —ya = -, luego para x > 0,
Ye > VYa, ¥ para x <0, y¢ < Ya. Derivando la ecuacion de la curva e igualando a cero, se tiene:
x4 —11x? + 4 = 0, obteniéndose el maximo (-3.26,-4.74), el minimo (-0.614,-0.106), el maximo
(0.614,0.106) y el minimo (3.26,4.74). Las intersecciones con el eje XX', tienen por abscisas: 0y +1. El
punto (0,0) es de inflexién, siendo 1 s pendiente de su tangente. Las tangentes en los puntos (-1,0) y

5

(1,0) tienen la misma pendiente: _T El Gnico punto de intersecciéon con el eje YY' es el origen, ya
estudiado. A continuacion se presenta el dibujo de la curva.

| |
| |
[ [
| ¥
. ! | .
4 .|E/ - % 4
P - | |
~ | 5+ |
E 13- Dibujarlacurvay = —X .
J y X2 —5x+4
PR _ X . : / Dy _ .
Solucién: Siendoy = —(x Dx-2)’ las asintotas paralelas al eje YY' son: x = 1, x = 4. Para estudiar
la posicion de la curva respecto a x = 1, se sustituye x = 1+ 6, con 8 - 0, con lo que y. = _—%9 luego
paraf > 0,y. = —oo, y para 8 < 0, y. = +oo. En cuanto a x = 4, se sustituye x = 4+ 6, con 8 - 0, con lo
que y. = 30" luego para 6 > 0, y. = 40, y para 8 < 0, y. = —o0. COMo y = m = % +..., s€

tiene la asintota y = 0. Para estudiar la posicién de la curva respecto a ella, se sustituye x = 6, con 6 - 0,
conlo quey. = % luego para® > 0,y = +oo, y para @ < 0,y = —oo. Derivando la ecuacién de la curva e
igualando a cero, se tiene x?> — 4 = 0, obteniéndose el minimo (—2, _Tl> y el maximo (2,-1). La curva
corta a los ejes en el punto (0,0). La pendiente de la tangente en (0,0) es 4 De acuerdo con lo anterior,

9
el dibujo de la curva es el siguiente:
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E 14- Dibujar lacurva y = XX J:(;)_()%_ 3y

Solucion:  Los valores que anulan el denominador corresponden a las asintotas: x = -2, x = 0, x = 3.
Para estudiar la posicion relativa de la curva con relacion a x = -2, se sustituye x = -2+ 6, con 6 - 0,

con lo que y, = % luego para 6 > O Yo = 400,y para 6 < 0, y. = —oo. En relacion a x = 0, se sustituye
X =6,conf - 0,conloquey. =

129 , luego para 6 > 0, yC = 400, y paraf < 0, y. = —oo. En relacion a

X = 3, se sustituye x = 3+ 6, con § - 0, con lo que y.; = 59 , luego para @ > 0, y. = o0, y para 8 < 0,
y. = —oo. Para hallar la asintota general, se tiene, dividiendo el numerador por el denominador:
y=x+1+ % +..., obteniéndose la asintota y = x+ 1, siendo y.—Ya = % con lo que para x > 0,
Ye > VYa, Y para x < 0, Y. < Ya. La curva corta a esta asintota, en los puntos de abscisas -1 y %
Derivando la ecuacion de la curva e igualando a cero, se tiene: x8 — 2x5 — 18x* + 3x?2 — 2x — 6 = 0, que
tiene las raices reales: x; ~ —3.3, que corresponde a un maximo, y Xz ~ 5.3, que corresponde a un
minimo. Los puntos de interseccion con el eje XX' son (-1,0) y (1,0); las pendientes de sus tangentes

son, respectivamente, -1y _TZ De acuerdo con lo anterior, el dibujo de la curva es el siguiente:

E15- Dibujarlacurvay = x*(+Jx=2).

Solucion:  La curva tiene valores reales para x > 2. Para x = 0, tiene el punto aislado (0,0). Como el
signo de la raiz es el positivo, se tiene que y > 0. No tiene asintotas. Tiene una rama parabdlica segun el
eje QY, en el primer cuadrante. El punto (2,0) es de discontinuidad, siendo « la pendiente de su tangente.
El dibujo de la curva es el siguiente:

151

10T

2
E 16- Dibujar la curvay = <1+x?)(7—x)2.

Solucion:  No tiene asintotas. Tiene una rama parabdlica segun el eje OY en el primer cuadrante, y otra,
también segun dicho eje en el segundo cuadrante. Derivando la ecuacion de la curva e igualando a cero,
-1

se tiene: (7 — x)<4x 3 —7x 3 +3) = 0, obteniéndose el minimo (7,0) y el maximo (1,72). La curva

corta al eje YY' en (0,49), que es un punto de retroceso con tangente x = 0. Estas consideraciones se
recogen en el dibujo de la curva:

107



E 17- Dibujar lacurvay = & /x(x - 1)%(x + 2)°.

Solucién: Se trata de y2 = x(x — 1)%(x + 2)3, que tiene valores reales para x < —2, y para x > 0. No tiene
asintotas. Tiene cuatro ramas parabolicas, dos segln el eje OY en el primer y segundo cuadrante, y otras
dos segun el eje OY' en el tercer y cuarto cuadrante. Es simétrica respecto al eje XX', al que corta en
(-2,0), (0,0), (1,0). Las pendientes de sus tangentes son: para (-2,0), la pendiente es 0; para (0,0), es
oo; para (1,0), las de sus dos tangentes son +6./3 . Derivando la ecuacion de la curva e igualando a cero,
se obtiene 3x2+x—-1 =0, a cuya raiz % ~ 0.43, corresponde el maximo (0.43,4.2) y el

minimo (0.43,-4.2). El dibujo de la curva es el siguiente:
4

2+

2 2
2+
4+
E18- Dibujarlacurvay = < + 1 -1
J Y= x—2)7 x-3
Solucion:  Tiene las asintotas x = 0, x = 2, x = 3. Para estudiar la posicién de la curva respecto a x = 0,
se sustituye x = 0, con# - 0, con lo que y. = % + ki, luego para® > 0,y, = 4o,y paraf < 0, y, = —oo.
En relacién a x = 2, se sustituye x = 2+ 6, con 8 - 0, con lo que y. = % + k2, luego tanto para 6 > 0,

como para 6 <0, y. = +oo. En relacién a x = 3, se sustituye x =3+6, con 6 -~ 0, con lo que
Ye = _Tl + ks, con lo que para 6 > 0, y. = —oo, y para 0 < 0, y. = +oo. Operando en la ecuacién dada, se
_ 2 _ _ _ _ 2
tiene: y = (x-2)"(x-3)+ ng 8) —x(x-2) = _—g +..., obteniéndose la asintota y = 0, siendo
X(X—=2)°(x—23) X
Ye—VYa = ;—2 luego tanto para x = +o0, COMO para X = —oo, Y < Ya. La curva no corta a las asintotas.
Derivando la ecuacién de la curva, se tiene: 4x* — 33x® + 108x? — 156x + 72 = 0, obteniéndose dos
minimos, uno para x ~ 0.8, y el segundo para X ~ 2.6. La curva se puede dibujar también, sumando las
tres curvas: y; = % Y2 . El dibujo de la curva es el siguiente:

Y

'
N

|
|
:
|
)
|
|
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E 19- Dibujar la curvay = i%,/x2 +1.
Solucién: La curva es simétrica respecto al eje XX'. Tiene la asintota x = —3. Para estudiar la posicion de

la curva respecto a ella, se sustituye x = -3+6, con 9 -» 0, con lo que y = + _800“ 10 , luego tanto para
0 >0, como para 0 <0, y.=+0. Realizando las operaciones de la ecuacion dada, se tiene:

y = i(x— 8+ % +> Luego la curva tiene las asintotas generales y = +(x —8). Para estudiar la
posicién de la curva respecto a y = x — 8, se tiene y. —Yya = ﬁ, luego para x = 4o, Y > Ya, Y para

2X
X = —0, Y < Ya. La posicion con la asintota y = —x + 8, es simétrica de la posicidn anterior, respecto al

eje XX'. La curva corta a estas asintotas en los puntos de abscisas —1.66 y 6.76. Derivando la ecuacion
dada e igualando a cero, se tiene: x3 + 6x2 — 15x + 8 = 0, cuyas raices son: 1 (raiz doble) y —8. Los puntos

(1,J_r,/7> son de inflexién. El punto (—8, 13? ) es un minimo, y el punto (41%) es un

£J26
o

maximo. La curva corta al eje XX' en (5,0), donde tiene dos tangentes cuyas pendientes son
dibujo de la curva es el siguiente:

Ny

o
|
T

/ T

A

N

o
|
T

\ /
\ /
N S
[ W B
\
\
)
/

E20- Dibujarlacurva y = x+ J(x—1)(x—2)3.

Solucion:  La curva tiene valores reales para x < 1, y para x > 2. No tiene asintotas. Tiene en cada
cuadrante una rama parabdlica, segun OY en los dos primeros cuadrantes, y segun OY' en el tercero y
cuarto cuadrantes. La curva se puede dibujar sumando y restando a la ordenada de cada punto dey = x, la
cantidad ,/(x—1)(x—2)*. En el punto (1,1) la pendiente de la tangente es o. En el punto (2,2), la

pendiente de la tangente es 1, siendo un punto de retroceso. La curva corta al eje XX’ segln la ecuacion
x* —7x3 +17x% — 20x + 8 = 0, cuyas raices reales son 0.73y 3.72. El dibujo de la curva es el siguiente:

E 21- Hallar la ecuacion tangencial de y? = x3.

2
Solucién:  Como ux+vy+1=0, y = % Luego x3 = (#) . Desarrollando, se tiene:
v2x3 — u2x? — 2ux — 1 = 0. Derivando respecto a x, se tiene: 3v2x? — 2u?x — 2u = 0. De donde se obtiene:
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u? + Ju* + 6uv?

X = W . Luego, sustituyendo este valor en la ecuacion v2x3 — u?x? — 2ux — 1 = 0, se tiene:
3 2
24 [i4 2 24+ [y* 2 24+ [y* 2
v2< == ;V; el ) - UZ( v ;V; ow ) - 2u< —= ;V; ow ) —-1=0. Operando y

simplificando, se tiene la ecuacién tangencial: 27v2 + 4u® = 0.
E 22- Hallar la ecuacién puntual de u? = v3.

3 1
Solucion: Como ux+vy+1=0,v2x+vy+1=0. Derivando respecto a v: %VTX +y = 0, de donde
v A o4y (-9x2—4y°)° _ 64y°
9x2’ 9x3 81x6 729x5

5
- Dibui =+ /—X
E23- Dibujar y =+ [x+ 1

Solucion:  Los intervalos de existencia de la curva vienen dados por

. Luego . Operando y simplificando: 27x? + 4y® = 0.

X° x°

=] >0, X+ 1 > 0. La
primera desigualdad se cumple para x > 1, y para x < 0. La segunda desigualdad se cumple para
x < -1.32, y para x > 1. La curva es simétrica respecto al eje XX'. El punto de la curva (0,0) es un punto
aislado. La curva tiene la asintota x = 1; evidentemente la curva toma los valores +oo, para x = 1 + 6, con

0 - 0. Efectuando las operaciones indicadas en la ecuacion de la curva, se tiene:

_ 3 __3 _ 3__3 ; ‘
y = J_rx(1+ X " 3 +> J_r(x+ T 3o +) Luego la curva tiene las asintotas generales
y =%(x+ % . Para estudiar la posicion de la curva respecto a y = X + % se tiene que y¢ — Ya = 3_—2?;(

luego para x = +o0, Ye < Ya, Y para X = —oo, ye > Ya. Las posiciones respecto a y = —Xx — % son las

simétricas de las anteriores, respecto al eje XX'. La curva no corta a las asintotas. La tangente en
(-1.32,0) tiene por pendiente c. Derivando la ecuacidon de la curva e igualando a cero, se tiene:
16x° — 40x* + 21x3 + 12x? — 12x + 4 = 0, que tiene una raiz real para 1.21, es decir que (1.21,2.03) es
un minimo, y su simétrico respecto a XX', es un maximo. El dibujo de la curva es el siguiente:

T

[
2T I//

\

v/
Vi

T/
\ I
W/

1 2

/

~

27T Y\\
4+

x2 -3
3x2-1
Solucion: La curva es simétrica respecto al origen de coordenadas. Tiene las asintotas paralelas al eje
YY', x = i%. Para estudiar la posicion de la curva respecto a x = % se sustituye x = -1 19 con

E 24- Dibujar lacurvay = x

0 - 0,conloquey = 5—3 luego para @ > 0,y = —oo, y para 0 < 0, y = +oo. En relacion a x = _T; se
sustituye x = _T; +6,conf - 0,conloquey = % luego para@ > 0,y = —o, y paraf < 0, y = +oo.
Realizando las operaciones indicadas en la ecuaciéon dada, se tiene: y = % - % +..., luego la curva

tiene la asintota general y = %; COMO Y¢ — Ya = 5—3 para X = +o, ¢ < Ya, Y para X = —oo, y. > Ya. La

curva no tiene maximos ni minimos, y corta al eje XX’ en los puntos de abscisas 0 y +./3. El punto (0,0)
es de inflexidn, siendo 3 la pendiente de su tangente. La pendiente de las tangentes en <i J3, O) es % El
dibujo de la curva es el siguiente:
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E 25- Calcular tanh4a en funcién de tanha. En el resultado obtenido, sustituir tanh4a =y, tanha = x,
representando la curvay = f(x).

2tanha 4tanha(l + tanh?a) X1+

, tanhda = , Y= .

1 + tanh?a tanh*a + 6tanh?a + 1 X +6x%+1
simétrica respecto al origen de coordenadas. Tiene la asintota y = 0. Para estudiar la posicion de la curva
respecto ay = 0, se tiene que para X = +0©, Y¢ > Ya, Y para X = —o, Y. < Y. Derivando la ecuacion de la
curva e igualando a cero, se tiene el maximo (1,1) y el minimo (-1,-1). La pendiente de la tangente en
(0,0), que es punto de inflexion, es 4. No tiene ninguna otra interseccién con los ejes. El dibujo de la

curva es el siguiente:
| _-(’\

-10 10

Solucioén: tanh2a = La curva es

(X+2)°(x = 1)(x —2)°(x — 4)?

(X+3)(x+1)3(x — 3)*x?
Solucion: Las asintotas son x = -3, x = -1, x = 3, x = 0, y = 0. Las posiciones de la curva respecto a
ellas, son las expuestas en el dibujo. La curva no corta a las asintotas verticales. La curva no corta al eje

YY'. El punto (-2,0) corresponde a un maximo. La pendiente de la tangente en (1,0) es % El punto

(2,0) es de inflexidn, siendo su tangente y = 0. El punto (4,0) corresponde a un minimo. La curva tiene
otros dos minimos: (-0.38,79.59), (1.19,-0.012), y otro maximo para (6,0.009). El dibujo de la curva

es el siguiente:
1197
|

E 26- Dibujarlacurvay =

50 T

-

2

N

En el siguiente dibujo se presenta un detalle referente a la posicion de la curva respecto al eje XX', para
x > 0.
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E 27- Representar lacurva y = +x % y discutirla segun los valores de k.

Solucion: La curva es simétrica respecto al eje XX'. No hay curva en el intervalo entre x = 1y x = k.
Tiene la asintota paralela al eje YY', x = k. Efec;cuando las operaciones de la ecuacion dada, se tiene:
k—1  ((k-1@k+1) (k—1)(5k*+2k+1)
=+
y _[x oot 8 + 16,2 +

y = i<x+ %) La curva corta a las asintotas generales en el punto de abscisa

} luego tiene las asintotas generales

k(k—1)
-3k-1
cortan al eje XX' en (%0) La curva corta al eje XX’ en los puntos (0,0), (1,0). Solo corta al eje
YY' en (0,0). Derivando e igualando a cero la ecuacion dada, se tiene que las abscisas de los méximos y
minimos de la curva, vienen dadas por la ecuacion 2x? — (3k + 1)x + 2k = 0. Se estudian los siguientes
casos, segun el valor de k, desde —o a +o0:

a) k = —oo: La curva se reduce al ejey = 0.

b) —o < k < —1: La curva tiene las tres asintotas calculadas. La posicion de la curva respecto a la asintota

K—1 .. (k—1)(3k+1)
y =X+ 5=, viene dada por yc —ya = , luego para x = 4w, Yy > Ya, Y para x = —oo,
Yc < Ya. La posicion respecto a la otra asintota general es simétrica a la estudiada, respecto al eje XX'. La
abscisa del punto de interseccion de las asintotas con XX' es mayor que 1. El punto (0,0) es un punto
aislado. La curva se ha dibujado para k = —2.

, y estas

c) k = —1: El dibujo es como el del caso anterior, con la particularidad de que las asintotas generales se
cortan en (1,0), donde la curva las corta. Se mantiene el punto aislado (0,0).

\\_/I 4T
<
<
~ | T
-
~
I~ 27 =
~ =
| ~ =
~ =
= : | ——C—
- NS
-2 —~ 2
[ — N
— N
|~ x
—~
-
—~
~
= \/!
~ 4_—

d-1l<k< _T1: El dibujo es como el de los casos anteriores, con la particularidad de que la abscisa del

punto de corte de las asintotas generales es menor que 1, y la abscisa de los puntos de corte de la curva
con estas asintotas, es mayor que 1. Se mantiene el punto aislado (0,0). La curva se ha dibujado para

- =1
k= 5
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, con lo que no varia la posicién de la curva con las asintotas generales para

S
=
~
1
T
-1
—
—
—

e) k= _?1: Al anularse el término
(k—1)(5k? + 2k + 1)

16x2
X = #oo0. La curva no corta a estas asintotas. Se mantiene el punto aislado (0,0).

.

~
~ 1
-~
1

, se tiene que la diferencia y. —ya. es igual a:

—_ : : /:/I
J'_\\Z

k T
-1 =
/w 27T
4+

f) _Tl < k < 0: Cambia la posicion relativa de la curva respecto a las asintotas generales, con relacion a

los casos anteriores. Se mantiene el punto aislado (0,0). La curva se ha dibujado parak = I—%

N -

g) k = 0: La curva es la hipérbola x? —y2 + x = 0. El origen no es un punto aislado, siendo el eje YY' la
tangente en él.

h) 0 < k < 1: El origen es un punto doble, cuyas tangentes tienen por pendiente + 2. La tangente en
(1,0) es x = 1. La curva se ha dibujado para k = E

4+

i) k = 1: La curva se compone de las dos bisectrices: y = +x.
J) 1 < k < +o0: La curva tiene un lazo entre 0 < X < 1. Tiene dos maximos y dos minimos. La curva se ha
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dibujado para k = 2.

°T IN——
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k) k = +o0: La curva se reduce al ejey = 0.

.z . X =X .
E 28- Dada la ecuacion de la catenaria 'y = %(e a +ea ) determinar a de manera que la curva pase por

un punto dado (Xo,Yo). Calcular el valor limite que puede tener la relaciéon m = ¥—8 para que el problema
sea posible.

Solucion:  Se tiene: y = acosh %, luego yo = acosh XT{). Haciendo XT{) =1, se tiene: i’—gt = cosht, es
decir: mt = cosht, m = %ht. La catenaria y = coshx, es simétrica respecto al eje YY': a un valor dado

de la ordenada y, siempre > 1, le corresponden los valores +x de la abscisa. Se establece la siguiente tabla
de valores:

t /0, 01}02, 030405, 06 0708|0910 1,1 119
cosht| 1 /1,005|1,020 | 1,045 /1,081 1,128 | 1,185 1,255|1,337|1,433|1,543|1,669 | 1,796
m | oo| 10,055,100 | 3,484 2,703 | 2,255 /1,976 | 1,793 | 1,672 | 1,592 | 1,543 | 1,517 | 1,509

t 1,20 | 1,21 | 1,3 | 1,4 | 1,5 | 2,0 3,0 10,0 50,0 100
cosht|1,811 1,826 |1,971 2,151 2,352 | 3,762 | 10,068 | 11013,2 | 2,59 - 10?! | 1,34 - 10*3
m 1,509 1,509 1,516 | 1,536 | 1,568 | 1,881 | 3,356 | 1101,3 | 5,18 -10° | 1,34 .10%

Luego para un punto dado (Xo,Yo0), en el que yo > 1, se obtiene |¥—8| = m, al que corresponden en la
tabla, dos valores de t, uno de ellos situado en el intervalo 0 < t < 1.2, y el otro situado en el intervalo
1,20 < t < . Por tanto, existen dos valores de a = @ Para que el problema sea posible ha de
cumplirse que |m| > 1,509.

E29- Lacurvay = x(x —a)? es cortada por y = mx en tres puntos. Hallar las tangentes en estos tres puntos y

determinar el punto donde cada una de ellas corta a la curva.

Solucién: Las abscisas de los tres puntos de interseccion se obtienen de la ecuacién mx = x(x — a)?,
cuyas raices son: 0, a+ /m. Derivando la ecuacién de la curva, se tiene: y' = 3x? —4ax + a2, que
particularizada para las tres abscisas anteriores, da las pendientes de las tres tangentes: a2, 3m + 2a,/m.
Por tanto, las tres tangentes son: y =a?x, y—-m(a+ ,/m) = (3m+2a/m)[x—(a+ /m)]. Estas
tangentes cortan a la curva en los puntos: (2a,2a®), (¥2,/m,¥2m./m ), respectivamente.

E30- Dibujarlacurvay = +,x+ Jx?-1.

Solucién: La curva es real para X + ¥x2 —1 > 0, luego x® +x% — 1 = 0, que tiene una raiz real 0.755.
Luego la curva es real para x > 0.755. La curva es simétrica respecto al eje XX'. La pendiente de la
tangente en (0.755,0), es «. No tiene asintotas. Tiene una rama parabdlica segun el eje OX en el primer
cuadrante, y su simétrica respecto ay = 0, en el cuarto.

El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 31- Representada en coordenadas cartesianas la funcién periddica y = 50sin(wt — a), resulta la figura
adjunta, en la que AB = 15mm, y el &rea limitada por el arco BCD y el eje de abscisas, mide

S = 2250 mm?2. Determinar el periodo, la frecuencia y la fase de la funcién dada.

C
AB D
Solucion: Para y = 50sin(wt—a) = 0, wt—a = kr, es decir: t= 4= k”. Como AB =t =15,
w="4 I5k” Parak = 0, se tiene: & = 15w. Parak = 1, se tiene:t = &+ 7 + T Por tanto el area definida es:
T+ao +15w n:+15w

S = jl;’ 50sin(wt — a)dt = jls © 50sin(wt — a)dt = 50 cos(wt — a)| 50 =2 (cosz — cos0) =

= % = @ de donde @ = 2. Por tanto: y = 505|n 2t 15a)> = 50sin Z”t 2n ) Luego

45 45 45
la amplitud es 50, el periodo es 45, la frecuencia es % y la fase es T' El dibujo de Ia curva es el
siguiente:
50 T
0 i .
20 0

-50 —

E 32- Hallar los focos de la curvay = sinx.

Solucion:  Siendo el foco (a, B), larectay— g = i(Xx — a) sera tangente a la curva en el punto (t,sint).
Como la pendiente en este punto es y’' = cost, ha de tenerse que: y — f — i(x —a) =y —sint — cost(x — t),

es decir: COiSt = Smltg_t;IOSt — 1. Luego, cost =i, sint=+,2, sint—tcost= f—ai, es decir:
+ 42 —iarccosi = f—ai (A). Para calcular z = arccosi, se tiene: cosz = M =i, de donde se
obtiene que: e? —2ie? +1 = 0. Luego, e = (1+/5)i, zi=In[(1+/5)i ] Ini+In(1+J5),
z=-ilni-iln(1+y5). Ahora bien: e(Z+2)i _ cos(% + 2k7z') + |sm<727 + 2k7z:> —i. Luego
(% + 2kn)i = Ini. Por tanto: z = % +2kr —iIn(1+ J5 ). Sustituyendo en (A) este valor de z, se tiene:
+2 —i[%+2kn—iln<1+,/§>] =+2 —In<1+,/§>—i<%+2kn> = B—ai. Por tanto, las
coordenadas de los focos son: a = % +2km, B =+J2 —In(1+J5).

E 33- Hallar los centros de la curva y = sinx.
Solucién:  Sea (a, ) un centro de la curva. Trasladando el origen de coordenadas a (a, ), se tiene:
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y+ B =sin(x+a) = sinxcosa + cosxsina. Luego se tiene que: f(X,y) = y+  — COSaSinX — Sina COSX,
f(—x,—y) = -y + B+ cosasinx — sinacosXx. Para que haya solucion, han de anularse los coeficientes de
los términos que no cambian de signo. Por tanto: 8 = 0, sina = 0. Luego hay infinitos centros, cuyas
coordenadas son: (kr,0).

E 34- Dada la curva y? = 4x3, hallar la curva diametral correspondiente a la direccién (a, 8), es decir, la
curva conjugada con dicha direccion.

Solucion:  Sea (a,b) un punto cualquiera por el que pasa una recta paralela a la direccion dada, cuya
ecuacion es: x = a+al, y = b+ BA. Su interseccién con la curva dada, es: (b+ fA)? = 4(a+ad)’.
Desarrollando esta ecuacion, se obtiene: 4a3A3 + (12aa? — B?)A% + (12a2a — 2bB)A + 4a% —b? = 0. Es
decir:  [(12aa® — B?)A? +4a® —b?] + A(4a®A? + 12a%a — 2bB) = 0. Haciendo A2 =1t, se tiene:
@1+ Apz =0, donde ¢@; = (12aa? — B?)t+4as - b?, ¢, = 43t + 12a%a — 2bpB. Eliminando t entre
01 =0y ¢, =0, se tiene: 4a3(4a® - b?) - (12a%a — 2bp)(12aa? — f%) = 0. Desparticularizando, se
tiene la ecuacion pedida: 2a3(4x3 — y?) — (6x%a — yB)(12xa? — B%) = 0.

. ;- . ., 6 5 .
E 35- Calcular maximos, minimos y puntos de inflexion de la curvay = % — % Dibujar la curva.
.. . . ., . 5 4 4
Solucién:  Derivando sucesivamente la ecuacién dada, se tiene que: y' = % - >1(—2 = %(3x—5),
" x* x3

=2 - L= %(3x—4), y" =x3—-x% y¥ =3x>-2x, y' = 6x—2. a) Para y' = 0, se tienen las
raices 0 y % Parax =0,y" =y" =yvV =0, y" = -2, luego (0,0) es un punto de inflexion, siendo su
tangente el eje OX. Para x = % y" > 0, luego es un minimo. b) Paray” = 0, se tienen las raices 0 y %

La raiz O se ha estudiado mas arriba. Para x = % y"" # 0, luego el punto %,—0.0234)% de inflexion,

siendo la pendiente de su tangente: y' (%) = % El dibujo de la curva es el siguiente:
04T
02+
2 I’

X3 —2x2+x+1
X2 —3X+2
Solucién: Las raices del denominador, son 1y 2. Luego las asintotas paralelas al eje YY', son: x = 1,
x = 2. Para estudiar la posicion relativa de la curva respecto a x = 1, se sustituye x = 1+ 6, con 6 - 0,
teniéndose que paraf > 0, Y. = +oo, y paraf < 0, y. = —oo. Con relacion a x = 2, sustituyendo x = 2 + 0,
con O — 0, se tiene para @ > 0, y. = 40, y para 6 < 0, y. = —o. La curva no tiene asintotas paralelas al
eje XX'. Para obtener la asintota general, se realiza la division definida por la ecuacién dada, teniéndose:
y=3X+7+ 176 +..., luego la asintota es: y = 3x + 7; cOMO Y. — Ya = 1)(—6 se tiene y. > ya, para X = 4o,
Yc < Ya para x = —oo. La curva corta a esta asintota en el punto de abscisa 13 g dibujo de la curva es el

C 16
siguiente:

E 36- Calcular las asintotas de la curvay =

, y dibujarla.

20T

20T

L
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E 37- Representar la funciény = x® — 5x? + 5x — 1.

E 38- Calcular la asintotas de la curvay =

Solucion: No tiene asintotas. Tiene una rama parabdlica segun el eje OY en el primer cuadrante, y otra
segln el eje OY' en el tercer cuadrante. Derivando e igualando a cero, se tiene: y' = 3x? —10x +5 = 0,

siendo sus raices % % y # y" <0,

luego es un maximo. Igualando a cero la segunda derivada, se tiene: y" = 6x — 10 = 0, obteniéndose el
punto de inflexién cuya abscisa es x = % siendo la pendiente de su tangente —TIO La curva corta al eje

XX"en (1,0) y (2 + ﬁ,o), siendo las pendientes de sus respectivas tangentes, -2 y 6 +2,/3. Corta al
eje YY" en (0,-1), siendo 5 la pendiente de su tangente. El dibujo de la curva es el siguiente:

.Parax = "> 0, luego es un minimo. Para x =

10T

Ve \/4

-10 —

3 o
m, Yy dlbUJarIa.

Solucién: Las asintotas paralelas al eje YY' son x = 1, x = 2. La posicién de la curva respecto a x = 1,
se obtiene sustituyendo x = 1+ 6, con 6 — 0, teniéndose para 0 > 0, y = —o, y para 6 < 0, y = +oo.
Procediendo analogamente con x = 2, se tiene para @ > 0, y = +oo, y para 6 < 0, y = —oo. Realizando la

division definida en la ecuacion dada, se tiene: y = x + 3 + + +..., luego la asintota general es y = x + 3.
Como y¢ —Ya % para X = +o0, Yo > Ya, Y para X = —o, Y < Ya. La curva corta a esta asintota en el
punto de abscisa 7 El dibujo de la curva es el siguiente:

20T | L/
|
1 I —
-7
14—
e :
|
IN |
Iy
20+ I
E 39- Estudiar las asintotas de la curvay = —X= 1 >, Y dibujarla.

X(X—2)

Solucién: Las asintotas paralelas al eje YY', son: x = 0, x = 2. Para estudiar la posicion de la curva
respecto a x = 0, se sustituye x = 0, con 6 - 0, teniéndose para 6 > 0, y = —o, y para 6 < 0, y = +oo.
Procediendo analogamente con x = 2, se sustituye x = 2 + 6, con 6§ — 0, teniéndose parad > 0,y = 4w, y
para 6 < 0, y = —o. Efectuando la division definida en la ecuacion dada, se tiene y = x_12 +..., luego la

asintota es y = 0. Para estudiar la posicion de la curva respecto a ella, se tiene: y. —ya = x_12 luego para
X = Fo0, Yo > Ya. La curva corta a esta asintota en el punto (1,0). El dibujo de la curva es el siguiente:
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21+

-2 -

x3-5x2+4x+1

E 40- Estudiar las asintotas de la curvay = 2 w1 y dibujarla.
Solucion: Las raices del denominador son —% y 1, luego las asintotas paralelas al eje YY' son: x = _71
x = 1. Para estudiar la posicion de la curva respecto a x = _71 se sustituye x = _71 +60,con§ - 0, con

loque parad > 0,y = +oo, y para < 0,y = —oo. Con relacion a x = 1, se sustituye x = 1+ 6, con 6 - 0,
con loque para® > 0,y = 4o, y parad < 0,y = —o. Realizando la division definida en la ecuacion dada,

se tieney =x—-2+ o T luego la curva tiene la asintota general y = x — 2. Como y¢ — Ya = % se

tiene para X = 4o, Y > Ya, Yy para x = —o, Y. < Ya. La curva corta a esta asintota en (% %5> La curva
tiene un maximo en (-1.47,-4.6), y un minimo en (1.88,0.99). El dibujo de la curva es el siguiente:

E 41- Dibujar lacurvay = in(x —2)3(x+2)*.

Solucién:  Se estudia primero la curva radicando y; = x(x —2)%(x + 2)*. Corta al eje XX’ en (0,0),
(2,0), (-2,0). Tiene un méaximo en (-0.59,40.52), y dos minimos, uno en (-2,0) y el segundo en
(0.84,-85.3). Tiene una rama parabdlica en el primer cuadrante segun el eje OY, y otra en el segundo
cuadrante, seguin el mismo eje. La curva y; es negativa para 0 < x < 2. Estudiando la curva dada, se tiene
que es imaginaria para 0 < x < 2. Es simétrica respecto a XX'. Tiene un maximo en (-0.59,6.36), y un
minimo en (—0.59,-6.36). Las pendientes de las tangentes en (-2,0), (0,0) y (2,0), son respectivamente,
0, o y 0. No tiene asintotas. Tiene cuatro ramas parabdlicas, una en cada cuadrante, segun el eje OY en el
primero y segundo cuadrantes, y segun el eje OY' en el tercero y cuarto. La curva dada pasa por los puntos
en que la curva radicando es cortada por la rectay = 1, asi como por sus simétricos respecto a XX'. En el
siguiente dibujo se presenta en linea gruesa la curva del enunciado, y en linea fina la curva del radicando,
asi como larectay = 1.
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-100+
Seguidamente se presenta un detalle de las curvas para —10 < y < 10.

104

E 42- Dibujar lacurvay = + gx(x — 2)*.

Solucién:  Se estudia primero la curva radicando y; = x(x — 2)2. Corta al eje XX' en (0,0) y (2,0),
donde tiene un minimo. No tiene asintotas. Tiene una rama parabdlica en el primer cuadrante, segun el eje
OY, y otra en el tercer cuadrante, segun el eje OY'. Estudiando la curva dada, se tiene que es imaginaria
para X < 0, siendo simétrica respecto a OX. Las pendientes de las tangentes en (0,0) y en (2,0), son en
ambos casos, o. Tiene una rama parabdlica en el primer cuadrante, segun el eje OY, y otra en el cuarto
cuadrante, simétrica de la anterior respecto al eje OX. Tiene un méximo en (0.67,1.09) y un minimo en
(0.67,-1.09). Pasa por los puntos en que la curva radicando es cortada por la rectay = 1, asi como por
sus simétricos respecto a OX. En el dibujo se incluye en linea continua la curva pedida, y en trazos la
curva del radicando, y larectay = 1.

E 43- Dibujarlacurvay = £/x3+2x2 —x-2.

Solucién:  Se estudia primero la curva radicando y; = x3 +2x?> = x -2 = (x = 1)(Xx + 1)(x + 2), que no
tiene asintotas. Tiene dos ramas parabdlicas, una en el primer cuadrante, segin el eje OY, y otra en el
tercer cuadrante, segun el eje OY'. Tiene un maximo en (-1.55,0.63) y un minimo en (0.22,-1.9).
Estudiando la curva dada, se tiene que es imaginaria para X < -2, y para -1 < X < 1. Es simétrica
respecto a XX'. Las pendientes de las tangentes en (-2,0), (-1.0) y (1,0) son . Tiene un maximo en
(-1.55,0.79) y un minimo en su simétrico respecto a XX'. Tiene dos ramas parabdlicas, una en el primer
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cuadrante, segun el eje OY, y otra en el cuarto cuadrante, segun el eje OY'. En el dibujo se incluye en linea
continua la curva dada, y en linea de trazos el radicando y larectay = 1.

-10 —

E 44- Dibujarlacurvay = x+1+ {x?-4.
Solucion: La curva dada es imaginaria para —2 < x < 2. Efectuando las operaciones indicadas, se tiene

y =X+ 1ix<1 — %) 2 ox+1 J_rx(l - % +) Por tanto, la curva tiene dos asintotas: y = 2x + 1,

y = 1. Para estudiar la posicion relativa de la curva respecto a la primera, se tiene y. —ya = _TZ luego
para X > 0, Ye < Ya, ¥ para x < 0, yc > Ya. En relacion con y = 1, se tiene y. —ya = % es decir: para

x> 0,Yc > VYa yparax < 0, Y. < Ya. La curva no corta a las asintotas. Las ordenadas para x = +2, son 3
y —1. El dibujo de la curva es el siguiente (se trata de una hipérbola):

E 45- Dibujar lacurvay = % +x2=3x+2.

Solucién: a) Se estudia la curvay; = X ; 1 Tiene dos asintotas: x = 0,y = 1. Para estudiar la posicion

de la curva y; respecto a x = 0, se sustituye x = +6, con 6 — 0, teniéndose y; = +oo, y para x = —6, con
0 = 0, se tiene y; = —oo. En relacién a la asintota y = 1, se sustituye y; = 1+ 6, con 6 - 0, teniéndose
X =400, yparay; = 1-6,conf - 0, x = —o. Esta curva corta a XX' en (-1,0). En el dibujo se incluye
en linea de trazos la curva y;. b) Se estudia la curva y, = x2 —=3x+2 = (x — 1)(x — 2). Corta a los ejes en
(1,0), (2,0) y (0,2). Tiene una rama parabolica en el primer cuadrante, segun el eje OY, y otra en el

segundo segun el eje OY. La curva es simétrica respecto a x = 3 Enel dibujo se incluye en linea de

2
trazos la curva y,. c) Se estudia la curva ys = + /y> . Esta curva es imaginaria para 1 < x < 2. Operando,
se tiene: y3 = X — % - % +..., luego tiene la asintota y = x — % Como y¢ —VYa = g—)l( para X = +oo,

Yc < Ya, Y COMO Y3 no admite valores negativos, la citada recta no es asintota para x = —oo. La curva es
simétrica respecto a x = 3 Cortaalos ejes en (0, ,/?) (1,0) y (2,0). En el dibujo se incluye en linea

2
de trazos, la curva ys. d) Se estudia la curva y = y1 +ys. Esta curva es imaginaria para 1 < x < 2.
Operando, se obtiene la asintota y = x — 1 siendo Ye —Ya = -—. LUEQO para X = 4+, Y. > Ya, Y para

2 8x
X = —o0, ¢ < Ya. La curva corta a esta asintota en (2, %) y al eje XX’ en (-0.36,0). Cortaa x = 1, en

(1,2), cuya tangente es paralela a OY, y corta a X = 2, en (2, %) cuya tangente también es paralela a
OY. En el dibujo se representa en linea continua esta curva.
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E 46- Dibujarlacurvay = x+ 1+ 3x(x—2).
2,5 y

1 2 = .
Solucion: Operando, y=Xx+1+(X>-2X)3 =X+1+Xx3 —gX3 A Como lim & =1,y

X—00

2 . . . -
lim (y —x) =lim (1 +X3 ) = oo, la curva no tiene asintotas, teniendo dos ramas parabdlicas, una en el

X—00 X—00

primer cuadrante, segun el eje OY, y otra en el tercer cuadrante, segun el eje OY'. La curva corta a los ejes
en (-3.8,0) y (0,1). En este ultimo punto, la pendiente de la tangente es oo, siendo punto de inflexion.
Otro punto de inflexion es (2,3), siendo o la pendiente de su tangente. La curva se puede dibujar

también, obteniendo primero, y: = X(x —2), seguidamente y, = yy1, y por fin, y =x+1+y,. En el
siguiente dibujo se incluye en linea continua la curva pedida, y en trazos, la curva radicando y la curva
raiz cubica de este.

E 47- Dibujar lacurvay = (x —1) ¥x2.
Solucion:  No tiene simetrias. No tiene asintotas paralelas a los ejes. Tiene una rama parabolica en el
primer cuadrante, segun el eje QY, y otra en el tercer cuadrante, segun el eje OY'. Corta a los ejes en (0,0)
y (1,0), siendo las pendientes de sus respectivas tangentes, —co y 1. El punto (0,0) es de retroceso. La
curva tiene un minimo en (0.4,-0.3). El dibujo de esta curva es el siguiente:
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E 48- Dibujar lacurvay = e*.

Solucién: No hay valores negativos de y. Para x = +o, y = +o0. Para x = —oo, y = 0. La curva corta al
eje OY en (0,1), siendo e la pendiente de su tangente. El dibujo de esta curva es el siguiente:

E 49- Dibujarlacurvay = e%.
Solucion: No hay valores negativos de y. Para x = 0, y = oo, luego la curva tiene la asintota x = 0. Para
X=0+6,con 0 —-0,y=+0w. Parax=0-6, con 6 - 0, y =0, siendo por tanto, el punto (0,0) de
discontinuidad, siendo su tangente el eje OX'. Desarrollando la ecuacion dada, se tiene:

y=1+ % + # +..., luego la curva tiene la asintota y = 1. La posicion relativa de la curva respecto a

y = 1, viene dada por y. — ya = % luego para X = +o, Y > Ya, Y para x = —o, Y. < Ya. El dibujo de esta
curva es el siguiente:

10T

e*+e™

5
Solucion:  La curva es simétrica respecto al eje OY. No tiene valores negativos de y. Para X = +oo,
y = +o0. Tiene un minimo en (0, 1). El dibujo de esta curva es el siguiente:

E50- Dibujarlacurvay = coshx =
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E51- Dibujarlacurvay = Inx.

Solucién:  Solo hay curva para x > 0. Para x = 0, y = —0. Para X = +o0, y = +c0. Corta al eje OX en
(1,0), siendo 1 la pendiente de su tangente. El dibujo de esta curva es el siguiente:

. . 1
E52- Dibujarlacurvay = xex.

Solucién: La lel’va tiene una discontinuidad len el punto de abscisa x=0, en el que
limy(0+¢) =limeges = oo, y limy(0—-¢) =lim —ee= = 0. La pendiente de la tangente en (0,0) es

. i % . . . 4
lim (e x —£X ) = 0. Para hallar la asintota general y = ax+b, se tiene: a =lim % =limex =1,

X
x-0 X—00 X—00

-0 f—» e-0 e-0

b =lim (y —x) =lim xe% —x) =lim [x<1+ % + # +) —x] = 1. Luego la asintotaes y = x + 1.
X—00
1

Para estudiar la posicion de la curva respecto a la asintota, se tiene que: yc—VYa =X+ 1+ ot

X—00 X—00

+...Xx-1= 2_1x por lo que para X = +o0, ¢ > Ya, Yy para X = —o, Y < Ya. Derivando la ecuacion de la
curva, e igualando a cero, se tiene: y' = e% (1 - %) = 0, obteniéndose el minimo (1,e). El dibujo de
esta curva es el siguiente:

4T Z
7
) /
/
21 7
/
7
/
— :
27 2
Y,
VY,
/ 2__

Nota: Ver el problema E 55.
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E53- Dibujar lacurvay = ex/@&x,
Solucion: La curva existe para tanx > 0. Por tanto, los limites de variacion de x son: kz < x < % + kz.
Es decir, los intervalos de x para los que existe la curva, son: ..., =37/ _g” , —2n/ _gﬂ , —n/%, 0/%,
7r/377[, 271/577[,... En los intervalos en los que x > 0, se tiene que para el limite inferior del intervalo,

(2k+1)7z\/an(2T1)n
y = elm/tankr — @0 = 1y para el limite superior del intervalo, y =e 2 2 =e” = oo, por lo

que 1<y <oo. Por tanto, las rectas x = (ZkJFTl)” son asintotas de la curva en los puntos
<(2k+Tl)ﬂ:,+OO>, siendo X, > Xc. Tomando logaritmos y derivando, se tiene que: Iny = x,/tanx,
y' 1 C Janx 1 )
£ = Jtanx + ——=—. Luego: = eX tanx + ———=——— |. Para X = kr, = 0,
y 2 cos?x/tanx 90y 2 cos?xJ/tanx ) y

luego la tangente en los puntos (kz,0), es la paralela al eje OY. En los intervalos en los que x < 0, se tiene
que para el limite inferior del intervalo, y = e */@(kn) — ¢0 = 1y para el limite superior del intervalo,

—@kel)r @D
y=e 2 "7 2  _g=_ e% — 0, porloque 1 >y > 0. En los puntos (—kr,1),y' = o, luego la

tangente en estos puntos es la paralela al eje OY. En los puntos (‘(Zk% O), y' = oo, luego la tangente en

estos puntos es también la paralela al eje OY. El dibujo de la curva es el siguiente, en el que las asintotas
como también la rectay = 1, se han dibujado en trazos discontinuos.

2+

Lo

0 10

El siguiente dibujo se refiere al entorno 0.9 <y < 1.5, donde se aprecia la tangente vertical en el punto
(0,1).

1.4
1.2 7

A R S )

0 10

El siguiente dibujo se refiere al entorno 0 <y < 4.1075, donde se aprecian las tangentes verticales en los

puntos ( ~d)r ,O)

4.0¢-5 T

2.0¢-5 T
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E 54- Dibujar lacurvay = In(x® +2x? — x - 2).

Solucién: Lacurvay; = x> +2x2 —x—-2 = (x+2)(x+ 1)(x— 1), es una parabola cubica que corta al
eje de abscisas en los puntos (-2,0), (-1,0), (1,0). Por tanto, se tiene: a) para x < -2, y; < 0, por lo que
y no es real; b) para x = -2, y; =0, por lo que y = —0; C) para -2 < x < -1, 0 <y; < 1, por lo que
y <0;d) parax =-1,y; =0, por lo quey = —o0; €) para -1 < x < 1, y; <0, por lo que y no es real;
fyparax = 1,y; = 0, porloquey = —o; g) parax > 1,y; > 0, por lo que y es real, siendo su recorrido de
—o0 @ +oo, cortando al eje de abscisas en el punto en que x3 + 2x2 —x — 2 = 1, es decir para x ~ 1.15. El
punto (-1.55,0.63) es un maximo de yi, por lo que (—1.55,-0.46) es un maximo de y. El dibujo de la
curva es el siguiente:

—_— - - = = = — .
N
—_— — —

2+
o 1 1
E 55- Dibujar la curvay = xex, como producto de las curvasy; = X, Yy, = €%

Solucion:  En el dibujo se han incluido, en trazos, las curvas y; e Y, cuyo producto es la curva y (en
linea continua).

Nota: Ver el problema E 52.

- . 1 . 1
E 56- Dibujar la curvay = sinx - e X, como producto de las curvas y; = sinx,y, = ex.

Solucion: En el dibujo se han incluido en trazos, las curvas y; e y,, cuyo producto es la curvay (en linea
continua).
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E57- Dibujarlacurvay =

(Inx) -1

(Inx)? -4~

Solucidén: 1°) La curva tiene por asintotas los valores de x que anulan el denominador, es decir Inx = £2,
luego x =62 =7.389, y x =e2 = e_12 = 0.135. Tiene también la asintota y = 0, para X - +o0. 2°) La

curva corta al eje de abscisas en (0,0) y en Inx = 1, es decir (e,0). Como x no puede tomar valores
negativos, el punto (0,0) es de discontinuidad, siendo su tangente el eje de abscisas. La pendiente de la

tangente en el punto (e,0), es 3—3. 3% En el dibujo siguiente se presenta la curva dada, con un detalle a

continuacion para0 < x < 0.14.

0.00 0.1t
04 .

10T

-20 T

E 58- Dibujar la curvay = xInx.

Solucion:  19) La curva es real para x > 0. 2°) Parax =0,y =0, y'(0) = Inx+ 1 = —o0. 3°) Tiene una
rama parabolica segun el eje OY. 4°) Corta al eje OX, ademas del origen, ya estudiado, en el punto (1,0),

siendo la pendiente de su tangente 1. 5°) Tiene un minimo en (% _Tl> 6°) Su dibujo es el siguiente.
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E59- Dibujar lacurvay = -0X.

Solucion: La curva es real para x > 0. Tiene las asintotas: x = 0, para laque y = —oo; y = 0, para la que
X = +o0. Corta al eje OX en (1,0), siendo la pendiente de su tangente y'(1) = 1‘)(—!”" = 1. Tiene un

maximo para Inx = 1, es decir en el punto (e, l). El dibujo de la curva es el siguiente:

2%
E 60- Dibujarlacurvay = xe X -1 .

Solucion: 1°) La curva es siempre real. 2°) Las asintotas paralelas al eje OY, son: x = 1, x = —1. Para
1 -1

x = 1, la posicién de la curva viene dada por: y = lim el = +o, y= lim e 6 =0.Luego, (1,0)
x-1+0, 6-0 x-1-0, 6-0
es un punto de disgontinuidad, en el que la pendiente de su tangente viene dada por el siguiente limite:
X 2
y = lim xex*-1 % — 2(X—+13 = 0. Para x = -1, la posicion de la curva viene dada por
X1-6, -0 x2-1)
1 =1
y= lim e0 =-o0o,y= lim -e 0 =0.Luego (-1,0) es un punto de discontinuidad, siendo la
X-—1+6, -0 x-—1-0, 0-0
pendiente de su tangente y'(-1,0) = 0. 3°) Para estudiar Ia2 asintota general y = ax + b, se tiene lo
X

siguiente: la pendiente viene dada por: a =lim % —lim e X* =1 =1; la ordenada en el origen, por:

X—00 X—00,

2
2% 2x ex?-1 —2x2 -2
: 7 e -1 1 (x?-1)° )
b=lim| xex*-1 —x | =lim & =lim = 2. Por tanto la asintota

X—00 l X—00 __1
X X2
general es: y =x+ 2. Para estudiar la posicion de la curva respecto a esta asintota, se tiene:

X—00

. 2X1 i x2—1 , (-1)° 2
Ye—VYa=limxeX* =1 —x-2=limx| 1+ o T v +... | =X=2= %, luego para X = +o,

Ye > Ya, Para X - —o, Y < Ya. La curva no corta a esta asintota. 4°) La pendiente de la tangente en el
origenes: y’' = 1, luego es la primera bisectriz. 5°) Para hallar maximos y minimos, se tiene al anular y’, la
raiz x=-1, vya estudiada, y las vraices de x*-2x3-2x?-2x+1=0, que son:

X = %(1+ S5+ /2(1+15) ) es decir: x; =2.89, x, =0.35. Luego hay un minimo para
(2.89,6.36) y un maximo para (0.35,0.15). 6°) El dibujo de la curva es el siguiente:

| 10 T

(]

I -
|

|

|

X—00 X—00

5

-~
-

1 n I//J

L 1 —
= [
_
[

5+
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xex
1+x)?°

Solucion: 1°) La curva tiene las asintotas x = —1, y = 0. Para hallar la posicién de la curva respecto a la

asintota x = -1, se hace x = -1+ 6, con 6 - 0, teniéndose y = e_Tl?’ luego para 8 - +0, y = —oo. Para
hallar la posicién respecto a la asintotay = 0, X = —oo, siendo y. < Ya. La curva tiene una rama parabdlica
segun el eje OY, para x — +o0. 2°) La curva pasa por el origen, siendo su tangente la primera bisectriz.

3°) El dibujo de la curva es el siguiente:

E 61- Dibujarlacurvay =

E 62- Dibujar lacurvay = e*-32,

Solucion:  1°) y > 0. 2°) La curva tiene la asintota y = 0, para x - —oo, siendo y. —ya, > 0. Tiene una
rama parabdlica para x = +oo, segln el eje OY. 3°) Corta al eje OY en (0,e?), siendo la pendiente de su
tangente —3e2. 4°) Paray’ = 0, x = 1. La curva tiene el minimo (1,1) y el maximo (-1,e*). 5°) El dibujo
de la curva es el siguiente:

E 63- Dibujar lacurvay = %

Solucion: 1°) No tiene asintotas, pues parax = 0,y =lim % =lim cosx = 1. Parax = o0,y - %0, la

x=0 x=0
curva oscila entrey = 0 £ 6, con 8 - 0. 2°) Corta al eje XX’ en los puntos de abscisa x = kz. La tangente
en (0,1) es horizontal. 3°) Siendo y’ = w, las abscisas de los maximos y minimos estan dadas

por las raices de la ecuacion: x = tanx. Los maximos son: (0,1), (7.725,0.128),... Los minimos son:
(4.493,-0.217),... 4° El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 64- Dibujar la curvay = xsinx.

Solucion:  1°) la curva es simétrica respecto al eje YY'. 2°) No tiene asintotas ni ramas parabdlicas.
3°) Corta a los ejes en (kr,0), siendo la pendiente de sus tangentes kz. 3°) Siendo y' = sin + xcosXx, las
abscisas de sus maximos y minimos estan dadas por las raices de la ecuacion: x = —tanx. Los maximos
son: (2.029,0),... y los minimos: (0,0), (4.913,-4.913),... 4°) El dibujo de la curva es el siguiente:

20T

_X_
tanx’

Solucién: 1°) La curva es simétrica respecto al eje YY'. 2°) Las asintotas son: x = kr. 3°) Corta al eje XX’
en los puntos de abscisa x = (2k+—1)”, siendo las pendientes de sus tangentes: —% — k. Corta al eje

YY" en (0,1), siendo su tangente y = 1. 4°) Las abscisas de méaximos y minimos estan dadas por la
ecuacion: X = M, siendo (0,1) el maximo. 5° Los puntos de inflexion estdn dados por

E 65- Dibujar lacurvay =

y' = 2(xco§i>r<]?;smx) = 0, es decir: x = tanx. Por tanto, los puntos de inflexion estan alineados sobre la
rectay = 1. 6°) El dibujo de la curva es el siguiente:

E 66- Dibujar lacurvay = sixnzx .

Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto al origen. 2°) Tiene la asintota: x = 0; la posicion de la
curva esta dada pory = % con § - 0, es deciry = O—-]i:Q Luego, para 8 - +0, y = +o0; para
0 > —o0, y = —c0. 29 Para X =+, y > +0. La curva oscila entre y=0+6, con 6 > 0. 3° Las
intersecciones con el eje XX', estan dadas por sinx = 0, es decir: x = kr, siendo las pendientes de sus
tangentes: flz . 4°) Las abscisas de maximos y minimos estdn dadas por las raices de la ecuacion:

x = 2tanx. 5°) El dibujo de la curva es el siguiente:

01T
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E 67- Dibujar la curvay = xarctan % + Xx,/COSX.

Solucién:  1°) La curva existe para cosx > 0, es decir, para: 4kT_17r <X < 4k2+ 1 ;. Es simétrica

respecto al eje YY'. 2°) No tiene asintotas ni ramas parabdlicas. 3°) Las abscisas de las intersecciones con

. . ; ) 1 : :
el eje XX', estan dadas por las raices de: arctan 4 = *,/cosx. En el origen, las tangentes son:

y = (%il)x. 4% La curva se puede poner en la forma: y =y;+y,, siendo y; = xarctan %

y2 = X, Jcosx . En los dos dibujos siguientes se presentan las curvas yi, Y.

y1 = xarctan +

y2 = +X,/COSX

. - . _ 1
Sumando ambas curvas, se tiene el dibujo correspondiente ay = xarctan - + x,/CosX.
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_ 2
E 68- Dibujar lacurvay = MTX)
Solucion: 1°) Asintotax = 1. Parax = 1+6,con 6 - 0,y = —o. Parax = 1 — 6, con 02—> 0,y = —o. La
curva no corta a esta asintota. 2°) Asintota y = 0. Se tiene que Y. —Ya = MT_X) Para X = +oo,

Yec > Ya. Para x = —o0, y¢ < ya. 3° La curva corta al eje XX' en (2,0), siendo la pendiente de la tangente

-2x— (1 -x)In(1 -x)?

en este punto: y' = = 1. La curva corta al eje YY' en el punto cuya ordenada es:

, x?(1-x)
y =lim In(lx— X) =lim —2{1 _XX) = -2, es decir en (0,-2), siendo la pendiente de la tangente en este
x-0 x-0 -
e =2X=(1-x)In(1-x)* . In(1-x)* . 1 P ,
punto: lezng (1 —x) _IXI:T 37 _IXI:T T-00-3x) 1. 49 Anulando y/', se

tiene: In(x-1) = ﬁ de donde se obtiene el méximo (4.59,0.557). 5°) El dibujo de la curva es el
siguiente:

-4 -2 2 —7—
n n n n 1 "

1
E 69- Dibujar la curvay = (sinx + cosx) X .

Solucion:  1°) Dejando para el punto 4° el estudio de los puntos aislados de la curva, ha de cumplirse
que: sinx+cosx > 0. Luego la curva existe en los siguientes intervalos: . =Lim 3

<x<%;
-9 Sr. -—n 3n. In 11z . 15z 197 . 23x¢ 271 .
) <X<—4, 7] <X < 4 4 <X<—4, 1 <x<—4, e <X<—i

2°) Estudio de la curva para x > 0: a) Corta a YY' en el punto cuya ordenada es lim (sinx + cosx) X = e,
x=0

M—Iny), la pendiente de la tangente en (0,e), es:

sinX 4+ cos X
lim %()1(;)1( —1) = —2e. b) Corta al eje XX' en los puntos en los que: sinx + cosx = 0, es decir:
x=0

tanx = -1, x = 3 kz, en los que las tangentes son paralelas al eje YY'. c) Las abscisas de los puntos

4

medios de los intervalos de existencia calculados mas arriba, son: % %Tﬂ qTﬂ que corresponden a

2 2 . .
los puntos de la curva: (%,2?), (%T”Z or ),...Las pendientes de sus respectivas tangentes, son:

es decir en (0,e). Como y' = %(

—0.8735, —0.0073, ... d) La curva pasa por los puntos (2kz,1), en los que las pendieqtes de sus tangentes,

son: y' = 1 3°) Estudio de la curva para x < 0, es decir: y = (cosx' —sinx’) X' , con x' = —x, para

2k
x" > 0: a)Tiene las asintotas paralelas al eje YY', correspondientes a cosx’ = sinx’, es decir: x' = % + kr,

0 bien: x = % — kz. b) Los puntos cuyas abscisas corresponden a los puntos medios de los intervalos de

-2 -2
existencia calculados mas arriba, son: (‘Z—”,ZW) (_14@25) tendiendo sus ordenadas a 1.

49) Estudio de los puntos aislados: a) Para sinx + cosx > 0, siendo x = 2n, se tienen los puntos aislados
de ordenada negativa cuyas coordenadas son: <2n,— z/sin2n + cos2n ) por ejemplo: (2,-0,702),

(6,-0.938),... , y también los puntos (—2n, - =1 , por ejemplo: (—4,-1.018),
Z/sin2n + cos2n

(-6,-1.0196),... , que corresponden al signo negativo de las raices de indice par y radicando positivo.
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b) Para sinx + cosx < 0, siendo x = 2n+ 1, se tienen los puntos aislados de ordenada negativa cuyas

coordenadas son: | 2n+ 1, - 1 , por ejemplo: (-3,-0.691), (-1,-3.32),
afsin(2n + 1) + cos(2n + 1)

(3,-0.947), (5,-0.924),..., que corresponden a las raices de indice impar de radicandos negativos. 5°) El
dibujo de la curva es el siguiente, en el que no se incluyen los puntos aislados:

197

10T

‘ '\.) \ o \
-10 0 10

sin3x , sindx
5
Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto al origen y respectoa x = % por tanto basta estudiar la

curvaen el intervalo 0 < x < % 2°) No tiene asintotas ni ramas parabdlicas. 3°) Las intersecciones con el

E 70- Dibujar lacurvay = sinx +

eje XX' corresponden a y = sinx + sir})3x + sirg_)5x = silr%x (48sin“x — 40sin®x + 45) = 0, es decir:

sinx = 0, x = kz. De acuerdo con las simetrias estudiadas: x = 0, siendo la pendiente de su tangente:
y'(x = 0) = cosx + cos3x + cos5x = 3. La pendiente de la tangente en (r,0) es —3. 4°) Anulando y', se
tiene: cosx + cos 3x + cos5x = cos2x(1 + 2cos2x) = 0. Las raices en el intervalo 0 < x < %, son: 0, %
T i (x 14\ (z 13 . Nz 243

3 o Los maximos son: 515 ) (2 ' 15 ) y el minimo es: <3 .~ ) El punto (0,0) es de
inflexion. 5°) El dibujo de la curva es el siguiente:
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CURVAS EN IMPLICITAS

E 71- Dada la curva f(x,y) = x3 +y3 —5x% — xy + 7y? + 5x + 17y + 11 = 0, hallar: 1°) Los puntos dobles de
la curva. 2°) Las ecuaciones de las tangentes en estos puntos. 3°) La derivada segunda de y en estos
puntos. 4°) La situacion de la curva respecto a dichas tangentes.

Solucioén: 1°) Derivando sucesivamente, se tiene: fy = 3x?—-10x—-y+5, f, = 3y? —x+ 14y + 17,
fe = 6x—10, fyy = -1, f}, = 6y + 14, f; = 6, f5 =0, . =0, f; = 6. Resolviendo el sistema formado
por f(x,y) = 0, fy = 0, f;, = 0, se tienen las soluciones (1,-2), (2,-3), que son los puntos dobles pedidos.
2°) Como las primera derivadas se anulan en dichos puntos, se pasa a las siguientes derivadas:
o+ 2y + y’zf’y’2 +Yy"fy = 0. Particularizando para el punto (1,-2), se tiene: y? —-y'—2 = 0, cuyas
raices son: 2 y —1, siendo las tangentes: 2x —y—4 = 0, Xx+y+ 1 = 0. Particularizando para el punto
(2,-3), se tiene: 2y2 +y' —1 =0, cuyas raices son: % y —1, siendo las tangentes: x —2y —8 = 0,
X+y+1=0. 3 Volviendo a derivar, se tiene: 3 + 3f’x’§yy’ + 3f’x’y’2y’2 + ;’éy’3 + 2y’y”f’y’2 +2fy" +
+(f’y’2y’ + f;/y)y” +fyy" = 0. Particularizando para (1,-2): 6+6y°+4y'y’ —2y" +(-1+2y")y" =0,
obteniéndose para y' =2, y' =-6, y para y' = -1, y" = 0. Particularizando para (2,-3), se tiene
6 +6y°—8y'y’ —2y" +(-4y' —1)y" = 0, obteniéndose para y' = % y' = % y paray' = -1, y'" = 0.
4°) Trasladando el origen de coordenadas al punto (1,-2), se tiene: x3 +y3 —2x2 +y%2 —xy = 0. Las
tangentes en el origen son —2x2 +y2 —xy = 0, es decir 2x—y =0, x+y = 0. Cortando la curva por
y = (2 + 0)x, y operando, se tiene 3x + 6 = 0, es decir, X = _TH por lo que la curva esta por debajo de la

tangente. Cortando la curva por y = x + 0, se tiene 6(-3x? + 3x) = 0, por lo que la situacion de la curva
respecto a esta tangente, no varia al variar 6. Trasladando el origen al punto (2,-3), las tangentes en el
origen son x — 2y = 0, x+y = 0. Estudiando la tangente x — 2y = 0, la curva queda por encima de la
tangente. En relacion con la tangente x + y = 0, sucede lo mismo que en el caso anterior, no variando la
situacion de la curva al variar 0. Trasladando el origen de coordenadas al origen inicial, la ecuacion de
esta tangente es: X +y + 1 = 0. Su comportamiento, estudiado mas arriba, induce a comprobar el hecho de
si esta tangente forma parte de la curva dada, obteniéndose que, efectivamente, es asi, pues:
X3 +y3 —5x2 — Xy +7y? +5X+ 17y + 11 = (X2 —xy +y? — 6x + 6y + 11)(x + y + 1), es decir que se trata
de una elipse y una recta, como se ve en el siguiente dibujo, siendo los puntos dobles obtenidos, los de
interseccion de elipse y recta.

o

y
E 72- Hallar la suma de las tangentes y subtangentes en el punto (x,y) de la curvae@ —x? + a? = 0.

Solucion:  La férmula que da la subtangente es: St = % y la que da la tangente, es: T = /S +y2.

2
Luego, T+ St = ;/— +y? + Y _ %(1 +J1+y? ) De la ecuacioén dada, se tiene: y = aln(x? — a?),

§ y/ 2 2
. 2ax —— _ Y —a)( x2+a2>_ﬁ
y' = 2 Luego, operando se tiene: T+ St = =~ 1+ 228 ) ==

E 73- Dadalacurva x® —3x2%y +y® +x2 +2y? — 3xy + 8x — 11y + 15 = 0, hallar: 1°) Los puntos dobles de la
curva. 2°) Las derivadas primeras en estos puntos. 3°) Las ecuaciones de las tangentes en dichos puntos.
4°) Las derivadas segundas en dichos puntos y la posicion de la curva respecto a estas tangentes.

Solucién:  Se forma el sistema f(x,y) = 0, fy = 0, f, = 0, es decir: x3 —3x?y +y3 +x? + 2y? — 3xy +
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+8x — 11y + 15 = 0, 3x? —6xy + 2x—3y + 8 = 0, —3x? + 3y? + 4y —3x — 11 = 0. Este sistema no tiene
solucion, por lo que no hay puntos dobles. El dibujo de la curva es el siguiente, comprobandose lo
anteriormente expuesto.

E 74- Lascurvas x?+2y? -3 =0, 2x? + 3y?2 — 2xy — 3 = 0, son tangentes en dos puntos distintos. Hallar la
ecuacion de la recta que los une.

Solucion:  Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, se tienen los puntos de tangencia
(1,1), (-1,-1). La ecuacion pedidaes x = y.

E75- Sedalacurva (x2+y2)?—2x2y = 0. Hallar: 1°) Maximos y minimos. 2°) Las tangentes en el origen
de coordenadas. 3°) La posicion de la curva respecto a estas tangentes.

Soluciéon:  1°) Derivando: f, = 4x(x? +y?) — 4xy = 0, de donde x = 0, x? + y? = 2y. Sustituyendo estos
valores en la ecuacion dada, se tienen los puntos (0.0), % %) (‘71 %) Como

f, = 4y(x? +y?) — 2x?, particularizando para (0,0), f, = 0, luego es un punto singular. Volviendo a
—6x2 — 2y? + 2y +1 1
2y + 2x%y — x? ' 22
puntos son maximos. 2°) Los términos de menor grado son —2x2y = 0, luego las tangentes en el origen

(punto singular), son x = 0, y = 0. 3°) Para estudiar la posicion de la curva respecto a la tangente x = 0

(figura A), se hace x = 68y, con 6 -~ 0, luego, operando: y = ZTQZ es decir para +6, y > 0. Para estudiar la
posicion respecto a la tangente y = 0 (figura B), se hace y = 6x, con 6 - 0, luego x = &, con lo que

1
paraf > 0,x > 0,y parad < 0,x < 0.

derivar: y" = particularizando para ( ) se tiene y" = -4 < 0, luego ambos

A

¢/ @<0

Fig A Fig B

Se incluye seguidamente, el dibujo de la curva:
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E 76- Dada la curva x® —y3 +x2 +y2 —5x+y+2 = 0, hallar: 1°) Los puntos dobles. 2°) Las tangentes en
estos puntos. 3°) La posicidn de la curva respecto a estas tangentes.

Solucién: 1°) Resolviendo el sistema f(x,y) = 0, fy = 3x2+2x-5 =0, f; = -3y + 2y + 1 = 0, se tiene
el punto (1,1). Solo hay un punto doble, pues el nUmero maximo de puntos dobles viene dado por
<n£1>, siendo n el grado de la ecuacion, luego <3£1> = 1. 2° Trasladando el origen de

coordenadas a (1,1), se tiene: x3 —y® + 4x? — 2y? = 0. Luego las tangentes en el origen vienen dadas por:
4x2 — 2y? = 0, es decir: y = +/2 x. En las coordenadas iniciales, las tangentes son: y —1 = + /2 (x — 1).
3°) Para estudiar la posicion de la curva respecto a la tangente y = J/2x (figura A), se hace

y = (,/7 + 9>x, con 6 — 0, obteniéndose x = % ~ —1.50, luego para® > 0, x < 0, y para 0 < 0,
x > 0. Procediendo similarmente para la tangente y = — /2 x (figura B), se tiene para 6 > 0, x < 0, y para
0 <0,x>0.

Y=y2 x
A0>0
i/ <0

v

v

Fig A Fig B

El dibujo de la curva es el siguiente:

E77- Se da la curva x®—5x%+xy+y?+5x—5y+3=0. Hallar: 1°) Sus puntos singulares. 2°) Las
derivadas primera y segunda en dichos puntos. 3°) Posicidn de la curva respecto a las tangentes en dichos
puntos.

Solucion:  1°) La curva no puede tener mas de un punto doble, pues siendo su grado 3, el nUmero maximo

de puntos dobles es (3 5 1) = 1. Resolviendo el sistema: f(x,y) =0, f, =3x>-10x+y+5=0,

f, = x+2y -5 =0, se obtiene el punto singular (1,2). 2°) Derivando sucesivamente la ecuacion de la
curva e igualando a cero, se tienen las siguientes ecuaciones: 3x? — 10X +y + Xy’ + 2yy' +5 -5y’ = 0,
6X—10+Yy +y +xy" +2y? +2yy" —5y" =0,6+2y" +y" +xy" +4y'y" +2y'y" +2yy" - 5y" = 0.

Particularizando la segunda derivada: 6 — 10 + 2y’ +y" + 2y”? + 4y" —5y” = 0, de donde y? +y' -2 = 0,
obteniéndose las primeras derivadas 1 y —2. Particularizando la tercera derivada, para y’ = 1, 9y" = 6,

y' = _TZ y particularizando paray' = -2, 9y" = 6,y" = % 3% Trasladando el origen de coordenadas al

punto (1,2), se tiene la ecuacion: x3 —2x? +y? +xy = 0. Por tanto, las tangentes en el origen son:
-2x% +y? +xy = 0, es decir: (2x +Yy)(y —x) = 0, que en las coordenadas originales, son: 2x +y —4 = 0,
X—Yy+ 1 = 0. Para estudiar la posicion de la curva respecto a la tangente 2x +y = 0, en los nuevos ejes,
(figura A), se hace y = —(2 +60)x, con 8 — 0, teniéndose x = —36, es decir, para # > 0, X < 0, y para
0 < 0,x > 0. En relacion a la tangente y — x = 0 (figura B), se hace y = (1 + 0)x, teniéndose x = —36, es
decir, para® > 0,x < 0,y para® < 0,x > 0.
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¢/ ©<0

Fig A Fig B

El dibujo de la curva se incluye a continuacion.

\

5L

E 78- Dada la curva 3x3y? — x2y3 + x2y2 —y* —x2 +y = 0, hallar: 1°) Asintotas y ramas parabdlicas. 2°) La
posicion de la curva respecto a ellas. 3°) Las tangentes en el origen. 4°) La posicion de la curva respecto a
estas tangentes.

Solucion:  1°) En el diagrama de Newton-Cramer (figura A), se han situado los seis monomios de la

ecuacion, numerados en el orden del enunciado. La determinatriz (1) se refiere a una rama parabdlica

segun el eje OY, definida por los monomios 4 y 2, es decir: —y* — x2y3 = 0, simplificando: y = —x2. La

determinatriz (I1) se refiere a una asintota general, definida por: —x2y® + 3x3y2 = 0, es decir por: y = 3x.

Afadiendo los términos de la primera paralela a (11), monomios 3y 4, se tiene:

X2 —y® _ x2—9ox?
2 2

3x3y? — x?y3 + x2y2 —y4 = 0, de donde: y—3x = = -8, por tanto la asintota es:

y — 3x + 8 = 0. Para estudiar la posicion de la curva respecto a ella, se afiade la siguiente paralela, es decir
el monomio 5, teniéndose: 3x3y? —x2y® +x%y2 —y4*—x2 =0, de donde, operando, se obtiene:

X2+ X?y% -yt _x2 4 Ox4 — 81x* 1 -1 :
y—3X = X2y = 0’ =-8- 02’ luego yc —VYa = A es decir que para
X S 0, Y < Ya. La determinatriz (111) se refiere a la asintota y = 0, teniéndose: 3x3y? — x? = 0, es decir:
y = +‘/13_ , por lo que para x > 0, y = to0. 2°) Segun lo anterior se ha representado en la figura B la
+J3x

posicion de la curva en el caso de la rama parabdlica, en la figura C en el caso de la asintotay = 3x — 8, y
en la figura D en el caso de la asintota y = 0. 3°) La determinatriz (V) se refiere a la tangente en el origen
y = 0. 4°) La posicion de la curva respecto a dicha tangente (figura E), viene dada por los monomios 5 y
6, es deciry = x?, luego y. > Yy, parax 2 0.

4 A A A A
(1) /
2
T
(V) Y=3x-8 _
3 1 > > o, N4
Y=0
6
(V) () / \
3 A
Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E
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El dibujo de la curva es el siguiente:

7
7
7
f f {
20 10 10
s
, 20T
s
Vd
s
, -40 +
7
e

LN -60

Seguidamente se presenta un detalle del entorno del origen de coordenadas:

L/

2L

E79- Se dalacurva 2xy® —y® + x? — x* = 0. Hallar: 1°) Las tangentes en el origen y la posicion de la curva

respecto a ellas. 2°) Los maximos y minimos. 3°) Las asintotas y la posicion de la curva respecto a ellas.
49) Los puntos singulares. 5°) Dibujar la curva.

Solucion: 1°) La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la tangente en
el origen x = 0. La posicion de la curva respecto a ella (figura B), esta definida por: —y® +x? =0, es
decir: x = in_3, porloquey > 0,x 2 0.2° f; = 2y3 + 2x — 4x3 = 0, luego: y® = 2x3 — X, que sustituido
en la ecuacion dada, se tiene: x(3x® —2x? —x + 1) = 0, cuyas raices son 0 y —0.646, obteniéndose los
puntos (0,0) y (-0.646,0.474). El punto (0,0) anula también la derivada f}, luego es un punto singular.
Para el punto (-0.646,0.474), y" < 0, luego es un maximo. 3°) La determinatriz (I1) se refiere a una
asintota paralela al eje YY’, definida por: 2xy® —y® = 0, es decir x = 1 Afadiendo los términos 3 y 4 de

2
la primera paralela, se tiene: y3 = %; siendo x = % +0,y% = % Luego para @ > 0,y = —o0, y
para 6 < 0, y =+ (figura C). La determinatriz (l1l) se refiere a una asintota general, definida por:

2xy® — x4 = 0; afadiendo los términos de la primera paralela, se tiene:
1

Xt —x2\3 X 1 1 . . X 1 -
= = + - +..., luego la asintota es: y= 22— + —— (es decir:
v-(%5%) 2 642 492x J V=797 "oyz
y = 0.794x + 0.132, aproximadamente), y la posicién de la curva esta definida por y. —y. = —ﬁ, por
X

lo que, para X = 4o, Y¢ < Ya, Y para X = —o, Y > Y, (figura D). 4°) El punto singular ya determinado, es
(0,0), cuyas tangentes se han calculado mas arriba (figura B).

2 Dy

A A A
X=0

X=0,5 ”
0 (1) /=o,79x+o,13

v
v

. (V) . . .
Fig A Fig B Fig C Fig D
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 80- Dada la curva 3x3y3 + x%y — x3y — 2x2y3 + 2xy* + xy? + x?2 + y —x = 0, hallar las asintotas, las ramas

parabdlicas, las tangentes en el origen y la posicién de la curva respecto a todas ellas.

Solucion: La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la tangente en el
origen determinada por: y—x = 0. Para hallar la posicion de la curva, se afiaden los términos de la
primera paralela, luego: y — x + x? = 0, de donde y. —y: = —x2 (figura B). La determinatriz (I1) se refiere
a la asintota x = 0. La posiciéon de la curva viene dada por: 2xy* +y = y(2xy® +1) = 0, es decir:
X = 2—_y13 luego X¢ — Xa = 2—_y13 (figura C). La determinatriz (111) se refiere a la rama parabdlica segun el
eje YY', definida por: 3x®y® + 2xy* = 0, es decir, simplificando: 3x? + 2y = 0 (figura D). La determinatriz
(IV) se refiere a la rama parabdlica seglin el eje XX', definida por: 3x3y® + x*y = 0, simplificando:
3y?2 + x = 0 (figura E). La determinatriz (V) se refiere a la asintota y = 0. La posicion de la curva viene
dada por: x*y + x? = 0, simplificando: X2y + 1 = 0,y = ;—g luego y. — ya = ;—g (figura F).

5

(1) _ \

(n) Y=X

~_|1 T fx=0 T '\

(IV

/ 6 > » [

8 3 2 A | ‘ / ‘
(1 (V)

Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E Fig F

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 81- Demostrar que si f(x,y) = 0 es una funcién de grado m, y se descompone en una funcion ¢(x,y) =0

de grado (m — 1) y en una funcién lineal y — mx — n = 0, esta funcion lineal se puede obtener hallando la
asintota de f(x,y) = 0, como si fuera una curva cualquiera.

Solucién:  Sea: o(X,y) = @1(X,y) + @2(X,Y) +...0i(X,y) +..., donde @1, @2,...¢i,... son polinomios
homogeneos de grado (m — 1), (m — 2),...(m —i),... etc. Luego se tiene: f(x,y) = o(X,y)(y —mx —n) =
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= (y—mx)p1 +[(y—mX)p2 —ne1] +...[(y — mX)pi — ngi] +...= 0, en donde cada sumando corresponde
a funciones homogéneas de grado m, m—1,..., es decir: fn, = (y — mx)@1, fn1 = (y — mxX)p2 — ne1, etc.
La direccion d de la asintota estd dada por fn(1,d) = (d—m)e; = 0, luego d = m. La ordenada en el
—fm,l(l,m) L]

fin P

origen b esta dada por la expresion b = = n. Por tanto, se cumple lo expuesto en el

enunciado.

E 82- Dada la curva x%y? — x?y® + 2x?y? — x3 — 3xy + y2 —y + x = 0, hallar las asintotas, las tangentes en el
origen y la posicion de la curva respecto a todas ellas.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:

x = 0, cuya posicion respecto a la curva viene dada por: y2 —x2y3 = 0, es decir y = x? (figura B). La

determinatriz (I1) corresponde a la asintota general definida por: x3y? — x2y® = 0; afiadiendo la primera

paralela, se tiene: x%y? — x?y® + 2x?y? = 0, de donde: x2y?(x —y +2) = 0, siendo la asintota: y = X+ 2.
X

Afiadiendo la siguiente paralela, se tiene: x3y? —x2y3 +2x?y? —x3 =0, luego: y =x+2— X2y =

=x+2-—*%— de donde y.—y. = —=%— (figura C). La determinatriz (1) corresponde a la
(x+2) (x+2)

asintota paralela al eje XX', que viene definida por: x3y? — x® = 0, simplificando: y = +1. Afadiendo la
primera paralela, se tiene: x3(y? — 1) — x2y3 + 2x?y? = 0, operando y. — Ya = % para la asintota y = -1

(figura D), yc — Ya = 5—)1( para la asintotay = 1 (figura E). La determinatriz (V) corresponde a la tangente

en el origen: —-y+x = 0. Afiadiendo la primera paralela, se tiene: -y +x—-3xy+y? =0, luego
Yo — Yt = —3xy +y? = —2x2 En la figura F, se ha cortado la curva pory = (1 + 0)x.

2
I
| (
() . 4 . A A

6 1 X=0 Y=X+2 _ Y=1
(V1) > > > >

7 ] () y S— =

(V) Y=-1
8 (v) 4
Fig A Fig B Fig C FigD Fig E Fig F

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 83- Dada la curva x3y® + 3x2y3 + 3xy3 + y® + 3xy2 + 2y? + x? + 2x + 1 = 0, hallar los puntos singulares y
las tangentes en ellos.

Solucion:  Resolviendo el sistema: f(x,y) = 0, f; = 0, f, = 0, se tiene como solucion el punto (-1,0).
Trasladando el origen de coordenadas a este punto, se tiene la ecuacion: x3y® + 3xy? + x2 —y? = 0, luego

las tangentes en el origen son: x2 —y2 = 0, es decir: y = +x. Deshecha la traslacion, las tangentes en
(-=1,0), son:y = £(x + 1). El dibujo de la curva es el siguiente:
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E84- Dada la curva 2x%y? +x3y3 —4xy3 +2xy? — 2x2y> +y—-1-x+x3 =0, hallar las asintotas y la
posicion de la curva respecto a ellas.
Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota
x = 0; la posicion de la curva viene dada por: —4xy® +y = 0, es decir: x = 4_y2 de donde X; — Xa = 4—)1/2
(figura B). La determinatriz (Il) corresponde a asintotas paralelas al eje YY', definidas por:
—4xy® + x3y® = 0, es decir: x = +2. Afiadiendo la primera paralela y operando, se tiene para x = -2,
Xe—Xa = 5—3 (figura C), y para X = 2, X¢ — Xa = E_y (figura D). La determinatriz (I11) corresponde a la

asintota general definida por: 2x*y? + x3y® = 0, es decir, operando: y + 2x = 0. Afladiendo la primera
paralela, se tiene tras simplificar, y. — ya = _T6 (figura E). La determinatriz (1) corresponde a la asintota

y = 0, cuya posicién viene dada por y? = E—)l( (figura F).
TY=0 >

6 TN
(VI)I ('V)I [ | [ \

3 (1) 2

1) X+2=0 X-2=0 Y+2X=0

7 8

Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E Fig F

|
|
|
|
!
2
RN
|
|
|

E 85- Dibujar la curva x* —y* + 5x® — 10xy? + 4x? — 4y? = 0

Solucion: La curva es simétrica respecto al eje XX'. La determinatriz (1) del diagrama de
Newton-Cramer (figura A), se refiere a las tangentes en el origen dadas por: 4x? — 4y? = 0, es decir:
x £y = 0. Afladiendo la primera paralela se tiene: 5x3 — 10xy? + 4x? — 4y? = 0. Operando, se tiene para la
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tangente X +y = 0, yc — Yt = STXZ (figura B), y para latangente x —y = 0, Y¢ — Yt = _8X2 (figura C). La

determinatriz (1) da el punto de corte con el eje YY’, es decir (0,0). La determinatriz (l11) corresponde a la
asintota general dada por: x* —y* = (x2 + y?)(x? —y?) = 0. El factor (x? +y?) indica que hay una parte
cerrada de la curva. Afiadiendo la primera paralela, se tiene: x* — y* + 5x3 — 10xy? = 0, obteniéndose la

2 _ 3
asintota: X +y = 100" —5x* 12))((32 _5;3 2 Para hallar la posicién

O +y?)(x-y) 4
de la curva respecto a las asintotas, se afiade la segunda paralela, y operando, se tiene parax +y = % que

- % y la asintota: x —y =

Ve —VYa = 74—2)(5 (figura D), y para x -y = % Ye—VYa = i—i (figura E). La determinatriz (IV) da los
puntos de interseccion con el eje XX', que son (0,0), (-1,0), (-4,0).

2

(n)

(i)

N\
\I X+Y=5/4

Tx

-Y=5/4,

(1)

/

[
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5 3
v
Fig A (V) Fig B Fig C Fig D Fig E
El dibujo de la curva es el siguiente:
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E86- Dibujar la curva xy?(x? +y?) —x3 +x2 —y? = 0.

Solucion: La curva es simétrica respecto al eje XX'. La determinatriz (1) del diagrama de
Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota x = 0, estando su posicion definida por:

xy* —y? = 0, de donde X; — X5 = y% (figura B). La determinatriz (11) corresponde a: xy?(x? +y?) = 0. La
curva no tiene asintota general ni rama paraboélica general. La determinatriz (I11) se refiere a asintotas
paralelas al eje XX', correspondientes a: y> —1 = 0. Afiadiendo la primera paralela, se tiene para
y+1=0,¥c—VYa = 2_1x (figura C),yparay—-1=0, Y. —VYa = 5—)1( (figura D). La determinatriz (V) da
las intersecciones con el eje YY’, que son los puntos (0,0) y (1,0). La determinatriz (V) corresponde a las

tangentes en el origen: y = £x. Afadiendo la primera paralela, se tiene para x+y =0, yc—Vy; = %
(figuraE),yparax—-y =0,y -yt = —sz (figura F).
2
(1) A A
() |
szo = |¥1=0 \T
5 I\v A\ 1 ; | - LX+Y=O I I
A - g ¥ XY=0 >
(1) | y+1=0
4.3
Figa (V) Fig B Fig C Fig D Fig E Fig F
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 87- Hallar los ejes y centros de simetria de la curvay(x> —1) —x = 0.
Solucion: Al cambiar x por —x, y por —y, la curva no varia, luego es simétrica respecto a (0,0).

E 88- Hallar los ejes y centros de simetria de la curva 3x?y —x3 + 3x —y = 0.
Solucion: Al cambiar x por —x, y por —y, la curva no varia, luego es simétrica respecto a (0,0).

E 89- Hallar los ejes y centros de simetria de la curva x? +y? —4y +1 = 0.
Solucion:  Se trata de una circunferencia de centro (0,2), luego este punto es centro de simetria, siendo
eje de simetria cualquier recta que pase por él.

E 90- Hallar los ejes y centros de simetria de la curva y* — x* + ay? + bx? = 0.

Solucidn: La curva tiene por ejes de simetria, los ejes coordenados, y por centro de simetria, el origen de
coordenadas.

. 1
E 91- Obtener la tangente en el origen, de la curva y(l + e7> -x=0.

Solucion: lim % =lim % Parax » 0, lim =0.Parax - 0, lim = 1. Lastangentes son:y = 0,

x-0 x>0 1+ex
y=X

E 92- Obtener las tangentes en los puntos (1,3) y (5,3) delacurvay -3 = %|x2 - 6x+5|.

Solucién: Son puntos angulosos, en los que las derivadas son: y' = i%(Zx —6). Luego: y'(1,3) = +1,
y'(5,3) = £1. Las tangentes son, respectivamente:y —3 = +(x— 1),y — 3 = +(x - 5).

E 93- Obtener las tangentes en los puntos de abscisas 0, r, 27, ..., de la curva 5y — x — 5|sinx| = 0.

Solucion: Son puntos angulosos. Las tangentes son: y — an = (% + 1>(x —kn).

E 94- Obtener la tangente en el punto (3, ,/§> de la curva x* — 4x3 + 9y? = 0.

Solucién: Derivando: 4x3 — 12x2 + 18yy' = 0,y' = %8—}/4)(3 y'(3,4/3) = 0. Latangente es:y = /3.

E 95- Dibujar la curva (x2 —y?)(X + 2y) + x(x+y—1) = 0.

Solucién:  Desarrollada la ecuacion, se tiene: x® — 2y3 + 2x2y — xy? + x? + xy — x = 0. La determinatriz
(I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a asintotas generales, que vienen dadas por:
x3 —2y3 + 2x2y —xy? = (X +y)(x —y)(x + 2y) = 0. Afadiendo la primera paralela, y operando, se tiene:
X+y= E—)l( luego la asintota es: x +y = 0, siendo y. —ya = 5—)1( (figura B). Procediendo analogamente
con (X —y), se tiene la asintota: X —y + % =0,Yc—VYa = 8—1 (figura C). Procediendo analogamente con

(X +2y), se tiene la asintota: % +y+ % =0, Ye—Va = A (figura D). La determinatriz (11) da los

puntos de interseccion con el eje XX': (0,0), (0.62,0), (—1.62,0). La determinatriz (I11) corresponde a la
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tangente en el origen x = 0. Afiadiendo la primera paralela para obtener la posicion de la curva respecto a
ella, se tiene x = —2y?2 (figura E).

X-Y+1/3=0
4 N\ 7
\ (n - _ S . =0

(1)

2

X/2+Y+1/3=0

7 5 1
(n)
Fig A FigB Fig C Fig D Fig E

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 96- Dibujar la curva 3x2y + 4xy? + 5x% — 4y? = 0.
Solucion:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a la asintota
paralela al eje YY’, definida por: 4xy? —4y? = 0, es decir, simplificando: x = 1. Afadiendo la primera
paralela para estudiar la posicion de la curva respecto a ella, se tiene X; — Xa = 2—3 (figura B). La
determinatriz (l1) corresponde a una asintota general, obteniéndose: y = _T:’)X Afadiendo la primera

paralela y operando, se tiene la ecuacién de la asintota: y = =3 4 11 Afadiendo la segunda paralela y

4 12°
operando, se tiene la posicion de la curva y; — ya = % (figura C). La determinatriz (I11) corresponde a
la asintota paralela al eje XX', definida por: 3x%y + 5x2 = 0, es decir: y + % = 0. Afadiendo la primera
paralela, se tiene la posicion de la curvay. —ya = _2170)(0 (figura D). La determinatriz (1V) se refiere a las
tangentes en el origen, que es punto doble, teniéndose: y = igx. Afiadiendo la primera paralela, se
tiene la posicion de la curva respecto a: y-— gx =0, haciendo y = (g + 0>x, se obtiene:
X = 8—‘/59 (figura E). Analogamente, para la tangente y + £x = 0, se obtiene: x = _8—‘/50
10+3.5 2 10-3,5

(figura F).

|

s . A
(1) .
1 X | YWBXI2=0
v " > / \
) (i) Y+3x/4-1|1/12=0 e LA/ \..0>0

3
Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E Fig F
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El dibujo de la curva es el siguiente:

N .
AN |
N2T |
N/
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[N 5 10
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L 41X N
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E 97- Dibujar la curva xy? = ax? + by?, y discutirla segln los valores de a y b.

Solucion: La curva es simétrica respecto al eje XX'. La determinatriz (1) del diagrama de
Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota paralela al eje YY’, definida por x = b. Sumando el

. . .., , 2
tercer monomio, se determina la posicion de la curva respecto a ella, segin X¢—Xa = aylz. La

determinatriz (I1) corresponde a la rama parabdlica segln el eje XX', y? = ax. La determinatriz (lI1)
corresponde a las tangentes en el origen: y = + /‘Ta X. Cortando por y = (J_r /‘Ta +9>x, se tiene la
posicidn de la curva respecto a dichas tangentes.

3“)1

(1)

()

Fig A

Discutiendo los elementos hallados, segun los valores de a y b, se tienen los siguientes casos:

a)a =0,b # 0: Lacurva se reduce a las rectas: y = 0, x = b.

b)a + 0,b = 0: La curva se reduce a larecta: x = 0, y a la parabola: y> = ax, en laque sia > 0, x > 0,
sia<0,x<0.

¢)a = b = 0: La curva se reduce a los dos ejes coordenados.

d) a = +oo, b # oo: La curva se reduce al eje YY'.

e) a + o, b = +o0: La curva se reduce al eje XX'.

f) a = b = o0: La curva se reduce al punto (0,0).

g) a = oo, b = Foo: La curva se reduce al conjunto de las dos bisectrices: (x +y)(x—y) = 0.

h)a > 0, b < 0: Asintota: x = —|b|; rama parabdlica: y? = ax, siendo x > 0; tangentes en el origen:
y=1 «/Ib X.

2+

i)a < 0,b > 0: Asintota: x = b; rama parabdlica: y> = ax, siendo x < 0; tangentes en el origen:
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y==% |7 xxy? + X2 —y? =0

24

j)a > 0,b > 0: Asintota: x = b; rama parabdlica: y?> = ax, siendo x > 0; no hay tangentes reales en el
origen, que es un punto aislado.

5

2 3

k) a < 0, b < 0: Asintota: x = —|b|; rama parabdlica: y> = ax, siendo x < 0; no hay tangentes en el origen,

gue es un punto aislado.

|
|
|
|
!
1
|
|
|

5+

-2 -1

E 98- Dibujar la curva y* — xy® + x3 — 2x%y = 0.

Solucién:  La determinatriz () del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota

2y _ y3
general definida por ella, (y — x)y3, y por la primera paralela, es decir: y — x = 2xy—3x Haciendo la
L . . . 23 — x3 . y .
sustitucion y = x, se tiene la ecuacion de la asintota: y — x = X—;X =1, es decir: y = x + 1. Haciendo
2
la sustitucion y = x + 1, se tiene: y = x + % =Xx+1- % +..., luego y. — ya = _Tl (figura B).
X +

La determinatriz (1) se refiere a la rama parabélica segin el eje XX': y®+x% =0 (figura C). La

determinatriz (111) se refiere a la tangente en el origen: x — 2y = 0. Afadiendo la primera paralela y
haciendo y = (% + 9>x, con 8 - 0, se tiene x = —320 (figura D). La determinatriz (IV) se refiere a la

tangente en el origen: x = 0. Haciendo x = 0, con 0 - 0, se tieney = §20? (figura E).
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El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 99- Dibujar la curva 3x* — 6x?y? + 3y* — 12ax?y + 4ay* = 0.

Solucién: La curva es simétrica respecto al eje YY'. Para a = 0, la curva se reduce al conjunto de las dos
bisectrices: x> —y? = 0. Para a = o, la curva se reduce a las tres rectas: y(y? —3x?) = 0. Para un
determinado valor de |a], las curvas con +a y —a, son simétricas respecto al eje XX'. Por tanto, en lo
siguiente, solo se estudia la curva con a > 0. La directriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A),
corresponde a las asintotas generales: (X +y)(x—y) = 0. Afadiendo la primera paralela (los restantes

monomios), se tiene: X +Yy = /% (figura B), x—y = /% (figura C). La determinatriz (I1) se

refiere a la tangente en el origen: y = 0, teniéndose, para la posicion de la curva, y = % (figura D). La

determinatriz (I111) corresponde a las tangentes en el origen: y = +./3 x. Para obtener la posicion de la
curva respecto a la tangente y = /3%, se hace y = (ﬁ +9>x, obteniéndose x = —4af (figura E).
Anélogamente, para la tangente y = — /3 x, se obtiene la posicion simétrica respecto a YY' (figura F).

3

(V)
° Q \ 7
2 X+Y=Q  X-Y=0

(n) ‘ |
4

(1)
Fig A 1 FigB Fig C

v

El dibujo de la curva es el siguiente:

146



E 100- Se considera la curva x® = 3ay?. Desde un punto P(a, 8) se le pueden trazar tres tangentes. Hallar el
lugar geométrico de P para que el centro del circulo que pasa por los tres puntos de contacto, se encuentre
sobre la citada cubica.

Solucion: Las ecuaciones paramétricas de la clbica, son: x = 3at?, y = 3at3. La ecuaciéon que

proporciona los valores de t en los puntos de contacto de las tangentes trazadas desde P(a, ), es:
2 . . . .y

B—3at® = E23""—6;[,[(oc—3at2), es decir, simplificando: 3at®—3at+28 =0 (l). Sea la ecuacién de la

circunferencia: x?>+y?—-2Ax—-2By+C = 0. Su interseccion con la cubica viene dada por:

9a’t* + 9a?t® — 6aAt? — 6aBt® + C = 0 (II). Tres de las raices de esta ecuacion han de ser las de (1). Por

tanto, obligando a que (I1) sea divisible por (I), se tienen las condiciones: A = W,

_ 2
B = M, C= w. Como el centro del circulo es (A,B), obligando a que esté en la

J s 2 5 3
cobicar (3@ 40D )" _ g L@L2DY' e gonger 2 - H@L”
2a 8a*(a + 2x)

E 101- Dibujar lacurva (x> - 1)(x® - y3) = (y - 1)(x?> +y? - 3).
Solucion:  Para dibujarla se utiliza el método de las regiones, definidas por: x+1 =0, x—-1 =0,
x-y=0, X2+xy+y2=0, y—1=0, x>+y? =3. La curva tiene las asintotas: x =y, x =0 (con
Xc —Xa = ——). Las intersecciones con XX, vienen dadas por: x> —x3+x?-3 =0, y con YY', por:

WY

y2 + 3y — 3 = 0. El dibujo de la curva es el siguiente:

E 102- Dibujar la curva (y — 2x)(y + X) + (y — 2X)(y + X)* + x® —y® = 0.
Solucion: La curva es simétrica respecto a la segunda bisectriz, a la que corta en (0,0) y
(—g/% %/%) La recta y + x = 0 forma parte de la curva, teniéndose que la ecuacion dada es igual a:

(Y +X)[(y —2¥)(2y —x) + (X2 —=y3)(x?2 —xy + y?)] = (y + X)f(x,y) = 0. Por tanto, se trata de estudiar la
curva f(x,y) = (y—2x)(2y —x) — (y = X)(X?> + xy + y?)(x? —xy +y?) = 0. De donde se obtiene que:
(y - 2)(2y —x) . Esta curva tiene como asintota a: y = x, estando dada la posicion de
O +xy +Y2)(X* =Xy +y?)
Y =2)(2y - Xx) : _ R
O+ xy +y2) 0 —xy +y?) ' P&y =X Ye=Ya = 5
corta a esta asintota en (0,0). Los términos (x?+Xxy +Y?), (x2 —xy+Yy?) correspondientes a rectas
imaginarias, indican que la curva tiene un bucle cerrado. Las tangentes en el origen, son: y —2x = 0,
_ (=02 +xy +y?) (X2 — Xy +Y?)
B 2y — X
Ye — Yt = 7x*, por tanto y. > y.. Procediendo analogamernte con la tangente 2y —x = 0, se tiene que:
o =008 XY+ YA (X = xy +Y?)
T 20/~ 29)

y =X+

la curva por yc —ya =

luego ya > Y. La curva

2y —x = 0. Para la tangente y — 2x = 0, y. — Vi , que para y = 2,

» que para y = % Ye—Yi = 73—)(24 por tanto y. > y:. El
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dibujo de la curva es el siguiente:

E 103- Dibujar la curva y?(x? —y?) — 2y® + 2x = 0.
Solucién: La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a las asintotas
generales definidas por: y2(x?>—y?), afiadiendo la primera paralela (monomio 3) se tiene:

X2_yy = _2—2XX = -1, siendo la asintota: y + x + 1 = 0. Para hallar la posicion de la curva respecto

a ella, se afade la siguiente paralela (monomio 4), y operando, se tiene y. —ya = ;—% (figura B). Esta

asintota corta a la curva en los puntos (-3.73,2.73) y (-0.27,-0.73). Con relacion a la asintota
y—Xx+1=0, se tiene y. —Ya = ;—% (figura C). La determinatriz (I1) se refiere a la asintota: y = 0,

X+y =

estando dada la posicion de la curva, por y? = _TZ (figura D). La determinatriz (I11) se refiere a la
tangente en el origen: x = 0, viniendo dada la posicion de la curva, por x = y? (figura E). La determinatriz
(1V) se refiere a las intersecciones con el eje YY', que vienen dadas por: y3(y + 2) = 0.

2 A A A A
(V) | Y+X+1=0
3 () S % X=0
n
(1) ~ o Y=o _ .
\ » » —_— » >
Y-X+1=0
(n )| 7
4 _ . . .
Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E
El dibujo de la curva es el siguiente:
/ '
s
\Y 2T 7
N Ve
N 1 Ve
N s
: — —— |
-2 P 2 4
O
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N
/s AN
7 N
7 N
Z >
V 41 N

E 104- Dibujar la curva x® + y*(y + 2x) + (3y — x)(y + 2x)(2y — 6x)(y — 6x) = 0.

Solucién: Los términos de mayor grado indican una rama parabélica, definida por: x® +y® = 0, es decir,
segun el eje OY'. Las tangentes en el origen corresponden a los términos de menor grado, es decir:
3y—-x=0,y+2x=0,y-3x =0, y—6x = 0. La curva, ademas de pasar por el origen, corta al eje XX’
en (+642,0),yal eje YY' en (0,-6). El dibujo de la curva es el siguiente:

148



En el siguiente dibujo se representa un detalle del entorno del origen de coordenadas, en el que aparece un
lazo en el primer cuadrante, que en el dibujo anterior practicamente no se aprecia:

10T

-0.1

-05-

E 105- Estudiar la asintota general de la curva y3 — x3 + (x + y)? = 0.

_ 2
Solucién: De los términos de mayor grado, se deduce: y —X = — (x+y) > = _4)(22 - =4 Luego la
X2+ Xy +Y 3x 3
ecuacion de la asintota general es: y — X + % = 0. Sustituyendoy = x — % en la ecuacion dada, se tiene:
_ax2 4 16x _ 16
y—X= 3 9 _ 4, 1—62 +..., de donde la posicion de la curva respecto a la asintota,
3x% —4x + 19—6 3 8lx
viene dada por y. —ya = 81?(2 , s decir, siempre y¢ > VYa.
A v-x+413=0
El dibujo de la curva es el siguiente:
1-
V%
7
. A
1 i 2
7
e
7
r e
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E 106- Dibujar la curva 16(y* — 2ay® — 2a%y?) + (x2 — 4a)® = 0.

Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto al eje YY'. 2°) Para a = 0, la curva se reduce al origen de
coordenadas. 3°) Para a = o, la curva se reduce a dos rectas: y = i%. 4°) Los términos de mayor grado

son: 16y* + x*, lo que indica que la curva es cerrada. 5°) Para determinar las regiones del plano en las que
existe curva, como X = J_r‘/4ai4y,/2a2 +2ay —y? , han de cumplirse las siguientes dos condiciones:

o1 =2a%+2ay-y> >0, ¢,=4ax4yj2a?+2ay—-y? >0. En el esquema siguiente se han
representado ¢; y @2, situdndose la variable a en el eje de abscisas. Las dos rectas que configuran ¢1, se
cortan en el origen, definiendo cuatro sectores: A, B, C, D. En los sectores A y C existe curva, no
habiéndola en los sectores B y D. En el sector A hay dos ramas de ¢, que delimitan en su interior los
subsectores A1 y A. En el sector C hay otras dos ramas de ¢, que delimitan en su interior los subsectores
C1y C,. Para a > 0, para cada valor de a hay cuatro valores de x dentro del sector A, salvo en los
subsectores A; y A,, donde solo hay dos valores de x. Para a < 0, en el sector C, para cada valor de a solo
hay dos valores de x dentro de los subsectores C; y C», no existiendo curva en el resto del sector C. Las

) —4 -1 4 ; e
rectas; X = —— , X = ——, X = X = , definen los puntos extremos de las ramas de ¢». Segin
Bz T2 T P $2: >89

lo expuesto, no hay curva para <a<0. Paraa= % la curva se reduce al punto doble

¢=#)

Sector B

a=-4//3 =122, _ a=1/2y2 a=4/,3

: AT A
C1 I @ I Sector A
() | PP

Sector C

w
mmm—————— _N_____

KN

=

N

(¢
N
/>\
N
S
N

Sector D

6°) La curva corta al eje XX’ en (£2/a,0), luego si a > 0 lo corta en dos puntos, si a < 0 no lo corta.
Corta al eje YY', en los puntos cuyas ordenadas son las raices de: y* — 2ay® — 2a2y? + a? = 0, es decir de
¢, = 0. Por tanto, para a < J_—g la curva corta al eje YY' en cuatro puntos. Para =4 cac< _—1, lo

J3 242

corta en dos puntos. Para —L- < a < L, no lo corta. Para —— < a < i, lo corta en dos
P 22 22 22 73
puntos. Y para a > % lo corta en cuatro puntos. 7°) Para hallar los maximos y minimos de la curva, se
—4x(x? — 4Q)

obtiene la derivada y' =

- Igualandol ienen los val _
32y(2y% —3ay —2a7) @ andola a cero, se tienen los valores de x = 0, y

X = 2 /a. Estos dos Ultimos valores coinciden con las abscisas de los puntos de corte con el eje XX'.

2
Como para y' =0, se tiene que y" = —3x° +4 , ninguno de los tres valores anteriores,
para 'y e Y = By2y?—3ay—2a2)’ "M
obtenidos para x, anula a y", por lo que representan abscisas de maximos o minimos. 8°) A continuacién

4 1 42 1

se dibuja la curva para los siguientes valores de a: 4, —, =, —, =, -1, -3.
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06T

04T

10

a=-3
4
E 107- Dibujar la curva Yo, 2a(x —a)y? + Bdaxt _
16 27
Solucién: La curva es simétrica respecto al eje XX'. Paraa = 0,y paraa = o, la c4urva queda reducida al
eje XX'. La curva tiene una rama parabdlica segun el eje XX', de acuerdo con: )1/_6 + &lé_a?x3 =0. Enel

origen tiene un punto de retroceso cuya tangente es y = 0. Corta al eje XX' en (0,0), y al eje YY', ademas,

en <O,J_r4,/7a>. Para a > 0, la curva es real para x < 3_a, siendo la recta x = %, tangente en

%,ﬂa). Para a <0, la curva es real para x > _T?’a, siendo la recta x = %, tangente en
%,ﬂa). A continuacion se dibuja la curva para a = +1.
OI.5 0.5 '
a=1



E 108- Estudiar el haz (x2 — 4)® + (y2 — 1)? = a*, cuando a varfa de 0 a .

Solucién: Haciendo x2 = X, y? =Y, se tiene la circunferencia: (X — 4)? + (Y — 1)? = a*. Todo punto de
esta circunferencia, situado en el primer cuadrante, da lugar a cuatro puntos de la curva dada,
correspondientes a las raices cuadradas de su abscisa y su ordenada: si el punto de la circunferencia es
(A2, u?), los de la curva son (+4,+u), (=4,+u), (=4,—u), (A,—u). La curva es simétrica respecto a los dos

ejes y al origen. Las intersecciones con los ejes corresponden a los puntos (J_r,/44_r Jatr-1 ,O) y

<o,i,/1i ,/ﬂ)

Para a? = 0, la curva se reduce a cuatro puntos, uno en cada cuadrante: (2,1), (-2,1), (-2,-1), (2,-1).
Para 0 < a? < 1, la curva esta formada por cuatro 6valos, uno en cada cuadrante, que no cortan a los ejes.

La curva se ha dibujado para a? = 0.5.

0

Para a? = 1, los 6valos del 1° y 4° cuadrante, y los del 2° y 3°, tienen, cada pareja, un punto comdn sobre

el eje XX', cuyas coordenadas son (+2,0).

Para 1 < a? < 4, la curva consta de dos 6valos, uno
cuadrantes. La curva se ha dibujado para a? = 2.

en los cuadrantes 1° y 4° y otro en los otros dos

R

Para a? = 4, los dos 6valos del caso anterior, tienen dos puntos comunes situados sobre el eje YY,
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simétricos respecto al origen, cuyas coordenadas son (0,+1); las coordenadas de los puntos en que los dos

dvalos cortan al eje XX, son (i J4+J15 ,0).

Para 4 < a? < /17, los dos 6valos anteriores, se funden formando un rectangulo ondulado; ademas la
curva consta de un ovalo central originado por el arco de la circunferencia, indicada al principio, situado
en el primer cuadrante entre el origen y el centro de la circunferencia. La curva se ha dibujado para

az=4.1.

Para a®> = /17, la curva consta del rectangulo ondulado mas el origen, punto aislado, al que ha quedado

reducido el 6valo central.
Paraa? > /17, la curva esta formada por el rectangulo ondulado. Se ha dibujado la curva para a? = 5.

E 109- Hallar la curva que, designando por A y B los puntos de interseccién de la tangente en un punto M,
con los ejes coordenados, la recta MC que une el punto M con el cuarto vértice del paralelogramo
construido sobre OA y OB, pasa por un punto fijo P(2a,2p).

Solucion:  Sea la tangente: Y —y = m(X —x). Luego A(x - %O) B(0,y — mx), C(x - %,y - mx),

MC = X_—yx = tr;»%/ Por pasar por P, se tiene: m(Zgy— X) _ me_xy- Como m = % se tiene que:
m
dx = dy Integrando: arcsin(¥Z-2) —arcsin(%) = C. De donde se deduce

VXQ2a - Xx) JYCB-Y)

2
qUGIXTTa‘/l—@l;ﬁ) - y;ﬂ 1- (XZ2)* =sinC = K. Haciendo X = XZ 4y = y;ﬁ,se

tiene: XJ1-Y2 —YJ/1-X2 =K. Operando, se tiene la ecuacion de la curva pedida:
X?2(1-Y%)-Y?(1- X2)]2 —2K2X?(1-Y?) - 2K?Y?(1 - X?) + K* = 0.

154



E 110- Obtener la curva que describen los puntos (a,p), sabiendo que las raices de la ecuacion
2 +az® + Bz2 + (@ + 1)z + B+ 2 = 0, cumplen la condicion (z1z,z324) = —1.

Solucion: Aplicando Cardano, se tienen las siguientes ecuaciones: zi+2;+ 23+ 24 = —a,
2122 + 2123 + 2124 + 2223 + 224 + 2324 = B, 212223 + 212924 + 212324 + 222324 = — — 1, 21232324 = P+ 2.
Desarrollando la condicion dada, se tiene que: 2(z1z2 + Z3z4) = (21 +22)(Z3 + 24). Sustituyendo y

operando, se obtiene: (aff — 6a —6)? = (2 — 36 — 72)(052 - %) Por tanto, la ecuacion de la curva

pedida, es: 2% + 18a2B + 81la? — 7282 — 9af + 54a — 1443 + 27 = 0.

E 111- Dibujar la curva (a? + x?)y? — 4ady + x* = 8a*.

Solucion: La curva es simétrica respecto al eje YY'. Carece de asintotas, es cerrada. Corta a los ejes en
(+2424a,0), [0,2(1+ /3 )a], siendo los puntos de corte con YY', maximo y minimo de la curva. Para
a = 0, la curva degenera en el eje YY' y el origen. Para a = oo, la curva degenera en la recta impropia. El
dibujo de la curva para a = +1, es el siguiente:

E 112- Dada la curva 2xy3 —y® +x? —x* = 0, hallar: 1°) Tangente en el origen y posicion de la curva
respecto a ella. 2°) Asintotas y posicion de la curva. 3°) Puntos dobles. 4°) Dibujo de la curva.

Solucion:  1°) La determinatriz (IV) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a la
tangente en el origen: x = 0. La posicion de la curva viene dada por: x? = y3® (figura D). 2°) La
determinatriz (I) corresponde a la asintota paralela al eje YY': x = % Afadiendo la paralela y operando,
3531/3 (figura B). La determinatriz (I1) corresponde a la asintota general. Afiadiendo la

x4 —x2 _ x% | x2  3x

primera paralela (monomio 2), se tiene, operando: y® = =1 = oty g te Obteniendo la

raiz cubica: :L[1+(L—i>}?: X 1 ___ 5 . dedonde la asintota es:
] 2x " a2 7 6d7  1842x

se tiene X — Xz =

= L+L, la posicion de la curva viene dada por y. — ya = -5 figura C). 3°) EI sistema
y%&ﬁyp por yc —Ya 18‘3/7)((91 )- 39

fx,y) = 2xy3 —y* +x2 —x* = 0, f; = 2y + 2x - 4x® = 0, fj, = 6xy? —3y? = 0, no tiene solucién, luego
no hay puntos dobles. 4°) La determinatriz (111) da los puntos de corte con el eje XX': x?(x> = 1) = 0. El
punto (0,0) ya ha sido estudiado. La pendiente de las tangentes en (1,0) y (-1,0), es en ambos casos, .

2 (1) 4

A A A
\ | Y=x/ $2+1692 | x=0
X-1/2=0 /

(V)

v

v

3oy 4 . , :
Fig A FigB FigC Fig D
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 113- Estudiar las asintotas de la curva x® +y® + 2y? + 3xy — x2 = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota
general, Unica que tiene la curva. Afadiendo la primera paralela, se tiene: x® +y3 = —2y? — 3xy + x?, de
—2y? — 2 . L . _ov2 _ Ay2 4 y2
donde: y +x = 2); Sxy X" haciendo la sustitucin y = —x, se tiene: y + x = =X =3X"+£X* _ 2
X2 —Xy +Yy X2 — X2 + X 3
luego la asintota es: y + x — % = 0; haciendoy = —x + 5 S8 tieney. —Ya = % (figura B).
2
A
° G
4 <\
Y+X-2/3=0
5

Fig A Fig B

El dibujo de la curva es el siguiente:
O
N
N
~ 2T
N
N
|

E 114- Estudiar el punto singular de la curva (y — x)? + %(y —X)(X2+y?)+ By —-x)x3 = 0.

Solucioén:

Resolviendo el sistema: f(x,y) = 0, f, = 0, f, = 0, se tiene la solucion (0,0). Derivando dos

veces y particularizando para (0,0), se tiene: (y' — 1)? = 0, luego la tangente es doble y su pendiente es 1,

siendo su ecuacion: y — x = 0. Cortando la curva pory = (1 +6)x, con § - 0, se tiene x = ﬁ, es decir,

para® > 0,x < 0,yparaf < 0,x > 0.

2

Y-X=0
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El dibujo de la curva es el siguiente:

7 2+

E 115- Dibujar la curva (3 — x)y(x? — 4) + (1 — y)x(y? — 4) = 0, por el método de las regiones.

Solucion: Las regiones estan definidas por: x =3,y =0, x =42,y =1,x =0, y = +2. La curva pasa
por los puntos: (0,0), (2,1), (2,2), (2,-2), (3,2), (3,1), (3,-2), (-2,2), (-2,1), (-2,-2). Los términos
de mayor grado son: —x3y — xy® = —xy(x? + y?), luego la curva tiene las asintotas: x = 0, y = 0, y tiene
una parte cerrada. El dibujo de la curva es el siguiente:

E 116- Dibujar la curva x2y? — x3y + x? — 4y? = 0.

Solucién: La curva es simétrica respecto al origen. La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer
(figura A), se refiere a asintotas paralelas al eje YY': x2y? — 4y2 = 0, de donde x = +2. Parax+2 = 0, se

tiene, afiadiendo la primera paralela (monomio 2) y operando: X+ 2 = y(xX—jZ) haciendo x = -2,

Xc —Xa = % (figura B), y para x—2 =0, se tiene, andlogamente, X.—Xa = % (figura C). La
determinatriz (11) corresponde a la asintota general; afiadiendo la primera paralela (monomios 3 y 4), se

2 2
tiene:y—x = 4yX2yX = 3;(X; = % luego la asintota es: y — x = 0, y la posicion de la curva viene dada
poryc —VYa = % (figura D). La determinatriz (111) se refiere a la asintota: y = 0, viniendo dada la posicién
de la curva por y = % (figura E). La determinatriz (IV) corresponde a las tangentes en el origen:

x2 —4y? = 0. Para la tangente x + 2y = 0, la posicién viene dada por y. —y; = %()3(3 (figura F), y para la

7 X-2Y=0
Y-X=0 " X+2Y=0
fii

3
Fig A FigB FigC Fig D Fig E Fig F Fig G

tangente x —2y = 0, Y. — Yt = _TXS (figura G).

(V)
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El dibujo de la curva es el siguiente:

54

|

|

|

|

|

,|
-5 |//
7
~

P

|
|

E 117- Dibujar lacurva (x —2)(xy — 1)y = x2(x + y)(y + 1), por el método de las regiones.

-5+

Solucion:  Las regiones estan definidas por: x =2, xy =1,y =0, x> =0, x+y =0,y = -1. La curva
tiene las asintotas: y = —1, x = 0, y la rama parabdlica: 2y + x? = 0. La curva pasa por los puntos: (2,-2),
(0,0), (-2,-1), (-1,-1). Latangente en el origen es: y = 0. El dibujo de la curva es el siguiente:

E 118- Dibujar la curva x2(x2 +y2 —4)(y —3)(x = 1) = (y — 3x)(X? = y?)(x2 + y2 — 9), por el método de las
regiones.
Solucién:  Las regiones estan definidas por: x> =0, X2 +y? =4, y=3, x=1, y=3X, X+Yy =0,
x—y =0, x> +y? = 9. La curva tiene una rama parabdlica: x* +y? = 0, la asintota: y = 0, y tiene una
parte cerrada, pues los términos de mayor grado son: x3y(x? +y?). La curva pasa por los puntos: (0,3),
(0,-3), (1,3), 3,3), (-3,3), (1,1), (1,-1), (1,42V2), (+V2,+42), (+V2,¥42 ). Latangente en el

origen es: x = 0. El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 119- Dibujar la curva Jcosx + In(cosy) = 0.

Solucion: Dada una pareja de valores (x,y) que satisfacen la ecuacion dada, también la satisfacen los
puntos (X = 2kz,y + 2kr). La curva estd formada por infinitos rosetones, todos iguales. La pendiente de

las tangentes es: y' = % —tany. Para x = J_r% + 2kr, y' = oo; para x = 0+ 2k, y' = 0. El dibujo

de la curva es el siguiente:

OO0 0O0

LYYy MY Y Y

GNGRONON®

E 120- Dibujar la curva xy* + 2x?y? — 3xy? + x —y = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:
x = 0, estando dada la posicion de la curva por x = y_13 (figura B). La determinatriz (I1) se refiere a la

rama parabdlica: y2 + 2x = 0 (figura C). La determinatriz (I11) corresponde a la asintota: y = 0, viniendo
dada la posicion de la curva por y? = 5—)1( (figura D). La determinatriz (1) corresponde a la tangente en

el origen: x —y = 0; afiadiendo la primera paralela (monomio 3) y operando, se tiene y. —y; = —3x?
(figura E).

v
Il
\

v

@D X=0
/ 3 >2 ] Y=0_  X-Y=0
(IV () | /

4
Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E

5

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 121- Dibujar la curva 2xy3 — y® + x2 — x* = 0.
Solucion:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la asintota
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paralela al eje YY': x = %; afladiendo la primera paralela (el resto de la ecuacion, en este caso) y

operando, se tiene X¢ —Xa = ?33 (figura B). La determinatriz (1) corresponde a la asintota general
definida por: 2xy® — x* = 0; afiadiendo la primera paralela (monomio 2), se tiene: y = 2xx—il> -

x 1 __ 1 X1 siendo ye —ya =

72 6yz 1892 7 692 Yoo = Tayax
(figura C). La determinatriz (111) da los puntos de corte con el eje XX': (0,0), (+1,0). La determinatriz
(V) corresponde a la tangente en el origen: x = 0, estando dada la posicién de la curva por x = in_3

+..., de donde la asintota es: y =

(figura D).
2 1
4 Av=x/{2+1/6%2 4 X=0
(I
X=1/2 //
(V) ‘ > > >
| \
5
Fig A Fig B Fig C Fig D
El dibujo de la curva es el siguiente:
e
7
1T 7
7
Vd
7

E 122- Dibujar la curva x*y? + 3x3y3 — 3x2y? + 4x2y* + xy® + y* —xy + x? = 0.
Solucién:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a la asintota

paralela al eje YY': 4x? +1 =0, luego es imaginaria. La determinatriz (1) corresponde a la asintota
general: x2y?(4y? + 3xy + x2), que es imaginaria, siendo la curva cerrada. La determinatriz (lll)

corresponde a la asintota: y = 0, viniendo dada por y? = _—% luego es imaginaria. La determinatriz (1V)
X
se refiere a la tangente en el origen: y = x, estando dada la posicion de la curva, tras afiadir la primera

paralela, por y. —y: = —x3 (figura B). La determinatriz (V) se refiere a la tangente en el origen: x = 0,
estando dada la posiciéon de la curva por x = y* (figura C).

5 (1) X=0

[V, 7

3 ()

Fig A Fig B Fig C
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El dibujo de la curva es el siguiente:

05T

-0.5 0.5

-05—

E 123- Dibujar la curva x* + 3x?y —y® + x2 —2y2 +y— 2x = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la rama
parabélica: x* —y® = 0 (figura B). La determinatriz (1) da los puntos de corte con el eje XX': (0,0),
(1,0). La determinatriz (I11) se refiere a la tangente en el origen: y = 2x; afiadiendo la primera paralela, se
obtiene y. —y: = 7x? (figura C). La determinatriz (IV) da la interseccion con el eje YY': (0,0),

(0,-1+Y2).

3 \ A / A
5 (1) o Y=2X o
(Iv) > >
6 2
()
7 4 1
Fig A FigB FigC
El dibujo de la curva es el siguiente:
5+
2 2

5L

E 124- Dibujar la curva (y — 2x)°x2y — x2y2 — 2x2 +y = 0.
Solucion: La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la asintota: x = 0;
la posicion de la curva viene dada por x? = ;—:2[ luego la asintota es imaginaria. La determinatriz (11) se

refiere a la rama parabdlica: y — 2x + /y = 0 (figura B). La determinatriz (I11) corresponde a la asintota:
y = 0; la posicion de la curva estd dada por y. —ya = 2—)1(2 (figura C). La determinatriz (IV) corresponde
a la tangente en el origen: y = 0; la posicién de la curva viene dada por y. — y' = 2x2 (figura D).
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A A A
{0] 4 PR (1) \ /

2
6 > = —» >
Y=0 Y=0
3
(V) @
5
Fig A Fig B Fig C Fig D
El dibujo de la curva es el siguiente:
-
14
2 0 2

E 125- Dibujar la curva x3y* — xy* + x4y® — 2x5y + x* — 4x2 + 2x%y + x2y% —x3y? +y2 —x+y = 0.

Solucion:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:

x = 0; la posicion de la curva viene dada por x = y_12 (figura B). La determinatriz (1) se refiere a las

asintotas paralelas al eje YY': x> —1 = 0; afladiendo la primera paralela, se tiene para la asintota:

X+1=0, Xe—Xa = _Tl (figura C), y para la asintota: x—1=0, Xc—Xa = _Tl (figura D). La

determinatriz (111) se refiere a la asigtozta general que se obtiene afiadiendo la primera paralela (monomio
X

4); x3y3(x +y) — 2x°y = 0, y + x = 52— = 2; afladiendo la segunda paralela (monomios 2, 8, 9), se tiene

+ —_ZXG):FG?’XS = X+2- %
dada por y. —ya = _T3 (figura E). La determinatriz (1) corresponde a la rama parabélica: y? —2x = 0
(figura F). La determinatriz (V) se refiere a la asintota: y = 0; la posicion de la curva estd dada por
Ve —VYa = % (figura G). La determinatriz (V1) se refiere a la interseccion con el eje XX':
X(x2 —4x—1) = 0, cuyas raices son las abscisas: —1.861, —0,254, 0, 2.115. La determinatriz (VII)
corresponde a la tangente en el origen: y — x = 0; afiadiendo la primera paralela, se obtiene la posicion de
la curva y. —y: = 3x? (figura H). La determinatriz (V111) se refiere a la interseccién con el eje YY': (0,0),
(0,-1).

que: y = —X luego la asintota es: y = —x + 2, y la posicion de la curva esta

2 () 4

( 1l A X+1=0 A AX1=0 A A A A
8 3 ' I h
v X=0 /V
10 3 > Ly — — Y0 =5
(VIII) 7 N N ?
12 4 Y+X-2=0 Y-X=0
(i ] | | |
11 6( Vi) 5

Fig A FigB FigC Fig D Fig E Fig F Fig G FigH
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 126- Dibujar la curva x*y® —x?y +y —x = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:
x = 0; como y? = ;—} la asintota es imaginaria. La determinatriz (I1) se refiere a la asintota: y = 0,

teniéndose y. —Ya = _Tl (figura B). La determinatriz (I11) se refiere a la tangente en el origen: y = x;
afiadiendo la primera paralela (monomio 2), se tiene y. — y: = x® (figura C).

1

A A
4D)

Y=0__ Y-XiO

3 27(11)

(1l

Fig A Fig B Fig C

E 127- Dibujar la curva (y — x)* + x3y? —x* —y* = 0.

El dibujo de la curva es el siguiente:

Solucién:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a la rama
parabdlica segun el eje YY': y? = x3 (figura B). La determinatriz (I1) se refiere a la rama parabdlica segin
el eje OX: x = y? (figura C). La determinatriz (111) corresponde a la interseccion con XX': (0,0), (£1,0).
La determinatriz (1V) se refiere a la tangente en el origen: y — x = 0; afiadiendo la primera paralela, se
tiene y. —y: = £4/2x2 (figura D). La determinatriz (V) corresponde a la interseccion con YY': (0,0),

0,+1).
A A
|
W) () /

/
o

Y-X=0

v

(
I(lV)2 \\

Fi3 (my 5 Fig B . .
gA ig Fig C Fig D
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El dibujo de la curva es el siguiente:

» L

E 128- Dibujar la curva y3x? — y® + 3x2y + 3xy + 12x3 — 12x? = 0.

Solucién: La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a las asintotas
paralelas al eje YY': x = +1; afiadiendo la primera paralela, la posicion de la curva respecto a x+ 1 = 0,

viene dada por X; —Xa = _y_132 (figura B), y respecto a x—1 =0, por X —Xa = ;—g’ (figura C). La
determinatriz (I1) corresponde a la rama parabélica segin el eje XX': y®—12x = 0 (figura D). La

determinatriz (I11) se refiere a la interseccion con XX': (0,0), (1,0). La determinatriz (V) corresponde a

la tangente en el origen: y = 4x; afiadiendo la primera paralela, se tiene y. —y: = %Xz (figura E). La

determinatrizz (V) corresponde a la tangente en el origen: x = 0, estando dada la posicién de la curva, por
Xe — Xt = y? (figura F).

(1

| A | A A
() T vmo =
(V) \ > > ™ >
3

4

X+1=0 X-1=0
| |

Fig B Fig C Fig D Fig E Fig F

(v

N
4
N
v
v

FigA6 (1) >

El dibujo de la curva es el siguiente:

_J

A continuacion se presenta un detalle del entorno del origen de coordenadas, en el que se ve un lazo de la
curva que en el anterior dibujo no se aprecia, confirmandose las posiciones de las figuras E y F.
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E 129- Dibujar la curva (y — x2)? + x3y2 — x4y® —x6 = 0.
Solucion:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer, corresponde a la asintota: x = 0,
estando definida la posicion de la curva, por X¢ — Xa = 1 (figura B). La determinatriz (1) se refiere a

4y
la asintota general definida por ella mas la primera paralela: —y + x = 1, siendo la posicién de la curva la
indicada en la figura C. La determinatriz (111) se refiere a la rama parabdlica segun XX': y2 —x = 0 (figura
D). La determinatriz (IVV) corresponde a las intersecciones con XX': (0,0), (+1,0). La determinatriz (V)
corresponde a la doble tangente en el origen: y = 0, siendo la posicion de la curva la indicada en la figura
E.

5
) A A A A
( | ) | _—1 (
X=0
(1 > > ——> AL;
2 Y=0
Y-X+1=0

(V) , \\>

¥ vy °® . . .

Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 130- Dibujar la curva x — x? + 2xy? + 3x%y3 — x%y* +y°> —y* + x3%* = 0.

Solucion:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la rama
parabélica segin YY': y—x? = 0 (figura B). La determinatriz (Il) corresponde a la asintota general:
y = X+ 4 que se determina afiadiendo la primera paralela, siendo la posicion de la curva la indicada en la
figura C. La determinatriz (111) se refiere a la asintota: y = 0; la posicion de la curva estd dada por

Ye—VYa = % (figura D). La determinatriz (1) corresponde a la interseccion con XX': (0,0), (1,0). La
determinatriz (V) corresponde a la tangente en el origen: x = 0; la posicion de la curva estad dada por
Xc — Xt = Y2 (figura E). La determinatriz (\1) corresponde a la interseccion con YY': (0,0), (0,+1).
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 131- Dibujar la curva (y — x)? — 4x2(y — X) + 3x5 + 2x6 = 0.
Solucién:

10

La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la rama
parabdlica segun el eje YY': y2 + 2x® = 0, que es imaginaria. La curva es cerrada. La determinatriz (I1)
corresponde a la interseccion con el eje XX': x?(2x* + 3x3 +4x + 1) = 0, que ademas de (0,0), tiene las
raices: —0.24, —1.95. La determinatriz (l11) se refiere a la tangente doble en el origen: y—x = 0;
afadiendo la primera y segunda parallela (monomios 4, 5, 6), se tiene: (y —X)% — 4x2(y — x) + 3x5 = 0, de

donde: y — x = 2x2 + 2x? (1 - % 7, por tanto y. — y; = 2x% + 2x2(1 - %) (figura B).

1

2\ (1)

)

5
Figa) (")

El dibujo de la curva es el siguiente:

7

Fig B
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E 132- Dibujar la curvay” — xy® + x3y? + xy® + x2y? — x3y —x* = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota
general: y —x = 0; afiadiendo la primera paralela, se obtiene y. —y. = = (figura B). La determinatriz

(1) se refiere a la rama parabdlica segun el eje XX' (figura C). La determinatriz (I11) corresponde a las
tangentes en el origen: y + x = 0; afiadiendo la primera paralela (monomio 3), se tiene, paray —x = 0,

Ye— Vi = —sz (figuraD),yparay+x =0,y -yt = * [XTS (figura E). La determinatriz (1V) se refiere a
la tangente en el origen: x = 0; la posicion de la curva esta definida por: y* — x = 0 (figura F).

1

o

\ (1) Z ‘\ Y+X=0 X=0
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Fig A Fig B FigC Fig D Fig E Fig F

El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 133- Dibujar la curva (y — x)x®y — (y — x)x?y —xy? = x2 +y = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a la asintota:
x = 0; la posicion de la curva viene definida por x = 1 (figura B). La determinatriz (I1) se refiere a las

Yy
+ /5

asintotas paralelas al eje YY': x2 —x—1 =0, es decir: x = 1 5
L +2‘/§ estd dada por X; — Xa = OT4 (figura C), y para

, por X¢ — Xa ~ iydf (figura D). La determinatriz (I11) corresponde a la asintota general:

; afladiendo la primera paralela, se

tiene la posicion de la curva, que para x =

1-/5
2
y — x = 0; afadiendo las dos primeras paralelas, se tiene la posicién de la curva y; —ya = ﬁ (figura

E). La determinatriz (IV) corresponde a la asintota: y = 0; la posicion de la curva estd dada por

X =

X == /_Tl (figura F). La determinatriz (V) corresponde a la tangente en el origen: y = 0, estando la
posicion de la curva definida por y = x? (figura G).

()
5 3 1 X=(1+V5)/2 X=(1-+/5)/2
(1 1) | |

(V) (V)

Fig G
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El dibujo de la curva es el siguiente:

=

E 134- Dibujar lacurvax® +y3 +2y2 + 3xy —x? +y = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a la asintota
general definida por: x3 +y® = (x +y)(x? — xy + y2) = 0; el segundo factor, al corresponder a una curva
imaginaria, indica que una parte de la curva es cerrada; afiadiendo la primera paralela, se obtiene la
asintota: y = —Xx + %; afiadiendo la siguiente paralela (monomio 6), se obtiene la posicion de la curva con
relacion a la asintota, y. — ya = % (figura B). La determinatriz (11) se refiere a la interseccion con el eje
XX'": (0,0), (1,0). La determinatriz (I1) corresponde a la tangente en el origen: y = 0; la posicion de la
curva viene dada por y = x? (figura C). La determinatriz (1V) se refiere a la interseccion con el eje YY':

(0,0) y el punto doble (0,-1) en el que la curva es tangente al eje YY’,

2 Q
(v ;3 B) Y=-X+2/3 Y=0

6

()

S ()1 , )
Fig A Fig B Fig C

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 135- Dibujar la curva x3y? — xy* + x> =2y + 1 = 0.
Solucion: La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la asintota: x = 0,
estando dada la posicion de la curva pory = 3/? (figura B). La determinatriz (I1) corresponde a las
asintotas generales: x2 — y2 = 0; afiadiendo la primera paralela, se tiene la posicion de la curva respecto a:
y + X = 0, que viene dada por y. —ya = 2‘—)(12 (figura C), y para: y —x = 0, por yc — Ya = # (figura D).

=1

La determinatriz (111) se refiere a la asintota: y = 0, estando dada la posicién de la curva pory = + 2

(figura E). La curva no corta al eje XX'. Corta al eje YY' en (0, %) El punto (-1,1) es doble, donde la
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1+ /11

asintota x +y = 0 corta a la curva, siendo las pendientes de sus tangentes _T La curva es
tangente a la asintotax —y = 0 en el punto (1,1).

2
/\ IA A A A
() () X=0 N p
/ 1 g . Y-X=0 L Y=0
Y+X=0

4 N y
(V) cy

5 (IV) 3

Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E

El dibujo de la curva es el siguiente:

N

E 136- Dibujar la curva (x2 + y2)? + x(x2 —y2) + 2x2 + 3x + 1 = 0.

Solucion: La curva es simétrica respecto al eje XX'. La determinatriz (Q del diagrama de
Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota general; como es (x?> +y?)“ = 0 indica que es
imaginaria, siendo la curva cerrada. La determinatriz (I1) se refiere a la interseccion con el eje XX': (-1,0)
y (-0.45,0). La determinatriz (I11), y*+1 = 0, corresponde a la interseccién con el eje YY', al que no
corta. Ordenando la ecuacién dada, se tiene: y* + (2x% — x)y? + x* + x3 + 2x2 + 3x + 1 = 0. Dando valores
a X, se obtienen los dos valores correspondientes paray. Por ejemplo, parax = —0.7,y = 0. 35.

N

3

()

El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 137- Dibujar la curva x” + 3x2y? + 2y® = 0.

Solucion:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la rama
parabélica segun el eje YY': x” +2y® = 0 (figura B). La determinatriz (I1) se refiere a la tangente en el

origen: y = 0, estando definida la posicion de la curva pory. —y; = + /‘TXS (figura C). La determinatriz

(nn corresponzde a la tangente en el origen: y = 0, estando la posicion de la curva determinada por
Yo —Ya = =2X (figura D).
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\ A A A
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2 (" _ =0 =0

R > > >
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Fig A 1 Fig B Fig C Fig D

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 138- Dibujar la curva (y — x)x3y — (y + X)Xy — xy2 —x%2 +y = 0.
Solucion: La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), se refiere a la asintota: x = 0,
estando dada la posicién de la curva por x = % (figura B). La determinatriz (11) se refiere a las asintotas

paralelas al eje YY': x2 —x — 1 = 0; la posicion de la curva respecto a: x = L +2‘/§ se obtiene afiadiendo
la primera paralela, lo que da X¢ —Xa =~ % (figura C), y respecto a: X = 1-/5 , Xe —Xa = #

(figura D). La determinatriz (I11) corresponde a la asintota general; afiadiendo la primera paralela, se tiene
la asintota: y = x + 2, estando dada la posicion de la curva, por y; —Ya = % (figura E). La determinatriz

(V) corresponde a la asintota: y = 0; la posicion de la curva esta dada por y. —ya = ;—% (figura F). La

determinatriz (V) corresponde a la tangente en el origen: y = 0; la posicion de la curva estad dada por
Yc — Ya = X? (figura G). La curva solo corta a los ejes en el origen.

X=(1+/5)/2 X=(1-/5)/2

(1)
5 3 1
(1) 1)

Y=0
(V) (Iv)

|
Fig A Fig B FigC  FigD Fig E Fig F Fig G
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 139- Dibujar la curva x3y(y — x) —y® + 2xy? — x2 = 0.
Solucién:  La determinatriz () del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la rama
parabélica segun el eje YY': y = x3 (figura B). La determinatriz (I1) se refiere a la asintota general:
y —x = 0, estando dada la posicion de la curva, por yc —ya = = (figura C). Los puntos de interseccion
de esta asintota con la curva son (1,1) y el origen. La determinatriz (111) corresponde a la asintota: y = 0,
estando determinada la posicion de la curva, por y. —ya = ;—g La determinatriz (IV) se refiere a la

tangente en el origen: y = 0, estando dada la posicion de la curva, pory. —y; = — Ix2 (figura E).
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El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 140- Dibujar la curva (y — x)2x4y? — 2(y + x)3x2y + 2x* — 5x3y + 3x2y? — xy3 + 4y = 0.

Solucion: La curva es simétrica respecto al origen de coordenadas. La determinatriz (1) del diagrama de
Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota paralela al eje YY', siendo la posicion de la curva
(x2 = 2)? = 0, luego es imaginaria. La determinatriz (1) corresponde a la asintota general de direccion:
(y —x)* = 0; afiadiendo la primera paralela, se tiene: (y —x)* = 16; afladiendo la segunda paralela, se

tiene la posicion de la curva respecto a: y = X + 4, que viene dada por y; —Ya = % (figura B), y para:
y=X—4, por yc—VYa = % (figura C). La curva corta a la asintota y = x + 4, en tres puntos cuyas
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coordenadas son: (-5.04,-1.04), (-4.29,-0.29), (1.16,5.16), y a la asintota: y = x — 4, en tres puntos
simétricos de los anteriores con relacion al origen. La determinatriz (I11) corresponde a la asintota: y = 0,
estando dada la posicién de la curva por y = x+ 4/—x?, luego es imaginaria. La determinatriz (1V)
corresponde a las tangentes en el origen, cuyas pendientes m vienen dadas por la ecuacion:
4m* —m?® +3m?2 - 5m + 2 = 0, cuyas raices son imaginarias, por lo que el origen es un punto aislado. La
+J3 +43
4 4 )

rectay = x, paralela a las asintotas, pasa por dicho punto aislado y corta a la curva en

(n

12 4 1
A A
11 5 (1) /
2 Y=X+4 Y=X-4

10 6 . .

(V) 3 i i
9 7 7
(n) /
] 8 ) .
Fig A Fig B Fig C

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 141- Dibujar la curva (y — 3x)*x?y2 = x3y + (y — 3x)xy — 2x2 +y = 0.

Solucion:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:
x = 0, estando dada la posicién de la curva, por x? = ;—} luego es imaginaria. La determinatriz (I1) se

refiere a la asintota general de direccién: y — 3x = 0; afiadiendo la primera paralela (monomio 5), se tiene:
y—-3x = 3/% ; afladiendo la segunda paralela (monomios 6, 7), se obtiene la posicion de la curva, que

viene dada por y.—Va = ﬁ (figura B). La determinatriz (I11) corresponde a la asintota: y = 0,
X
estando dada la posicion de la curva por y; — Yy, = + 2;§3 (figura C). La determinatriz (IV) se refiere a

la tangente en el origen: y = 0, estando dada la posicién de la curva por y = 2x? (figura D).
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 142- Dibujar la curva (y — x)x%y —y3 —y2x —yx? + x3 = 0.

Solucién:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer, (figura A), corresponde a la rama
parabélica segln el eje YY': y = x? (figura A). La determinatriz (I1) corresponde a la asintota general de
direccion: y = x; afiadiendo la primera paralela, se tiene la asintota: y = x + 2, y la posicion de la curva,
dada por y. —Yya = % (figura C). La determinatriz (111) se refiere a la asintota: y = 1, siendo la posicion
de la curva la indicada en la figura D. Ambas asintotas se cortan entre si en (—1,1), punto de la curva,
cuya tangente es la asintota: y = x + 2. La determinatriz (1V) se refiere a la tangente en el origen, cuya
pendiente m viene dada por la ecuaciéon: m® + m? + m—1 = 0, siendo su raiz real m = 0.54.

A
() /
4 1 \ / Y=X+2 Y=1
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El dibujo de la curva es el siguiente:

I\

-5 - 5 10

E 143- Dibujar la curva (y — x)*x2y2 — x3y + (y + X)xy — 2x2 —y = 0.
La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:

Solucion:
x = 0, estando dada la posicion de la curva, por X — Xa = + /% (figura B). La determinatriz (I1) se
y
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refiere a la asintota general de direccion: y —x = 0; afiadiendo la primera paralela, se tiene la asintota:
y = x + 1, afiadiendo la segunda paralela, se tiene la posicion de la curva, dada por y. —ya = g—)% (figura

C). La determinatriz (l1l) se refiere a la asintota: y = 0, estando dada la posicién de la curva, por
Ye—VYa =% };—g (figura D). La determinatriz (IV) corresponde a la tangente en el origen: y = 0; la

posicioén de la curva esta dada por y. — y: = —2x? (figura E).
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Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 144- Dibujar la curva (y — x)xy2 — (y — x)xy — 2x2 —y = 0.

Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:
x = 0, estando dada la posicion de la curva, pory = i;&/? (figura B). La determinatriz (I1) corresponde a
la asintota general: y — x = 0; afiadiendo las dos paralelas siguientes, se tiene la posicion de la curva, dada
por Y. —Va = ‘3/? (figura C). Esta asintota corta a la curva en el origen y en <_Tl _—1> La
determinatriz (111) se refiere a la asintota: y = 0, estando dada la posicién de la curva, por y? = ;—? luego

la asintota es imaginaria. La determinatriz (1) corresponde a la tangente en el origen: y = 0, estando
dada la posicion de la curva, pory = —2x? (figura D).
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El dibujo de la curva es el siguiente:

1 + + 1
T - T
1 = 1
— - =~ -+
2

E 145- Dibujar la curva (y — x)3y2x — (y — X)xy — 2x —y = 0.
Solucion:  La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer (figura A), corresponde a la asintota:
x = 0, estando dada la posicion de la curva, por x = y_l“ (figura B). La determinatriz (I1) se refiere a la
asintota general: y = x; afiadiendo las dos paralelas siguientes, se tiene la posicién de la curva,
Ye—VYa = %/%72 (figura C). La determinatriz (I11) se refiere a la asintota: y = 0, estando dada la posicion

de la curva, pory = + /;—g (figura D). La determinatriz (IV) corresponde a la tangente en el origen:

y = —2x; afladiendo la primera paralela, se tiene la posicién de la curva, dada por y. —y: = —6x3 (figura

E).

4 \ A A
y y
(I)/ 1) | A
3
X=0 \(
/ S 4 p V=X y — | Y=0_ Y=-2X\
8/ » | — »
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Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E
El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 146- Dibujar la curva (y — x)*x*y2 — (y + x)°x2y — 4x* + 8x2y2 — 4y* = 0.

Solucién:

La curva es simétrica respecto al origen de coordenadas. La determinatriz (1) del diagrama de

Newton-Cramer (figura A), corresponde a las asintotas: x = + !/1+T 1T +1.6; afladiendo la primera
paralela (monomio 5), se tiene la posicion de la curva respecto a la asintota x ~ —1.6, que viene dada por
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Xc — Xa = % (figura B), y respecto a x ~ 1.6, por X — Xa = % (figura C). La determinatriz (1) se
refiere a las asintotas de direccion: y = x; afiadiendo la primera paralela (monomios 4, 5, 6, 7), se tienen
las asintotas: y — x + 24/2 = 0; afladiendo la segunda paralela, se tiene la posicion de la curva respecto a

y—x =242, que estd dada por y. —ya = % (figura D), y respecto a y —x = =242, por y. —ya = %

(figura E). La determinatriz (I11) corresponde a la asintota: y = 0, estando dada la posicion de la curva por
+ . L .
Ye—VYa = % (figura F). La determinatriz (IV) corresponde a las tangentes en el origen: x = +y;
. +./-2x2 . L . 3
paray —x = 0, se tiene y. — y; = % luego es imaginaria; paray + X = 0, se tiene y. —y; = %
(figura G).
(N
10 4 1 X+1,6=0  X-16=0  Y-X-22=0 Y-X+2,2
| A A | A A A
5 () 7
o ] 2 % Y=0 Y=-X
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v — | —
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El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 147- Dibujar la curva x3 + 34/3y3 + 3J/3 x2y + xy? — 2x2 — 6y2 — 4/3xy + x + 43y = 0.

Solucién:  La determinatriz (I) del diagrama de Newton-Cramer (figura A) corresponde a la asintota
general cuya direccion esta definida por: x3 +3y3y® +3/3x%y +xy? = (x+3J/3y)(x2 +y?) = 0, es

decir:y = 37% , teniendo la curva una parte cerrada; afiadiendo la primera paralela se obtiene la asintota:
—X 2 Ao . Y -3
= —2_ + —4: afiadiendo la segunda paralela, se tiene la posicion de la curva, y. —Vya =
(figura B). La determinatriz (1) se refiere a la interseccion con el eje XX': (0,0), (1,0). La determinatriz
(1) corresponde a la tangente en el origen: y = _T)S(; afiadiendo el resto de la ecuacion, se tiene la
posicién de la curva y. — y; = % (figura C). La determinatriz (1) se refiere a la interseccién con el
; I 1
eje YY': (0,0), [ 0, —
‘ (o)
2
A A
6 4 T~ y=x33+2173
(vl (r >
9 7 N\3 h Y=X3
(i
8 5 1
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El dibujo de la curva es el siguiente:

-0.5—

E 148- Dibujar lacurva (y —x — 1)%(x — 1) — x3 = 0.

Solucion: Desarrollando la ecuacion: xy? —2x%?y+x?-y?—-x+2y—-1=0, cuyo diagrama de
Newton-Cramer se recoge en la figura A, La determinatriz (1) corresponde a la asintota: x = 1; afiadiendo

la primera paralela, se tiene la posicion de la curva, yc —Ya = y—lz (figura B). La determinatriz (1) se

refiere a la asintota de direccion: y = 2x; afiadiendo la primera paralela, se obtiene la asintota:
y = 2X+ i, siendo la posicion de la curva la indicada en la figura C. La curva corta a esta asintota en el

punto de abscisa _Tl La determinatriz (I11) corresponde a la asintota: y = %; afiadiendo la primera
paralela, se tiene la posicion de la curva, yc — ya = _T?’X (figura D). La determinatriz (IV) se refiere a la
interseccion con XX': 1 ‘2‘5 ,0 |. La determinatriz (V) se refiere a la interseccién con el eje YY': (0,1)
doble, cuya tangente doble tiene por pendiente 1 (el punto es de retroceso). La curva puede construirse
como explicita, segun la ecuacion:y = x+1 + xX—31 .
(1) 1
4 | /) A
()
X=1 y=2x+3/2 __ | Y=1/2
(V)6 2 > =
() / ‘
| /
7 5 3
(V)
(Fig A) Fig B Fig C Fig D

El dibujo de la curva es el siguiente:

N\

E 149- Dibujar la curva y* — x* — 24y? + 25x? = 0.

Solucién: Resolviendo la ecuacion en y?, se tiene: y? = 12 + J(xz —9)(x? - 16) . No hay curva en los
intervalos: 3 < x < 4, -4 < x < —3. Las asintotas son: y = #x. La curva tiene una parte cerrada. Las
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tangentes en el origen, son: y = i51_,/§x_ Corta al eje XX’ en: (0,0), (£5,0). Corta al eje YY' en: (0,0),
(0,+2,6). El punto (0,26 ) es un maximo, y el punto (0,—2./6 ) es un minimo. La curva es tangente
a: X = +4, en los puntos (+4,%2,/3 ), y es tangente a: x = 5, en los puntos (+5,+2,/6 ). El dibujo de la
curva es el siguiente (se han dibujado en linea de trazos las asintotas):

E 150- Dibujar la curva x* —y* + x3 +y® —3xy = 0.

Solucion: La curva tiene una asintota paralela a la primera bisectriz, teniéndose que:
lim (y —x) =lim x> +y° — 3xy -1 3 luego la asintota es: y = x + 1 siendo Ye—VYa = =3 La
y=X y=x (X2 + yz)(X + y) 2 4%’ ) 2’ ¢ a 4x

-5+,/31 7+,31

24 ' 24
o . . . X3 +y3 —3xy -3
aralela a la segunda bisectriz, teniéndose que: lim (y +x) =lim = =
asintota es la segunda bisectriz, siendo y. —ya = Z—i La curva corta a esta asintota en (0,0), siendo las
tangentes en este punto, los ejes: x = 0, y = 0. El dibujo de la curva es el siguiente (se han dibujado en
linea de trazos las asintotas):

. Tiene una asintota

curva corta a esta asintota en los puntos de coordenadas: (

luego la

E 151- Dibujar la curva x4 — x?y? — 2x? + 4y2 —4y + 1 = 0.

Solucion: La curva es simétrica respecto al eje YY'. La determinatriz (1) del diagrama de Newton-Cramer
(figura A) corresponde a las asintotas: x = +2. Afadiendo la primera paralela se tiene: x? —4 = 4

v
Luego para la asintota: X +2 =0, X —Xa = % (figura B). Para la asintota: Xx—2 =0, X¢ —Xa = _Tl
(figura C). Los puntos de interseccion con estas asintotas, son: (iz, %) La determinatriz (I1) define las

2 _ 2
asintotas: y + x = 0. Afiadiendo la primera paralela se tiene: x? — y? = 2XX—24y Luego para la asintota:
y+x =0, setieney.—Yya = _Tl (figura D). Para la asintota: y —x = 0, se tiene y. — Y. = % (figura D).
2+ /2

La curva corta a estas asintotas en los puntos de ordenada y = . La curva corta a los ejes en los

2
puntos (£1,0), que son minimos, y en (0, %) gue es un punto doble en el que las pendientes de las
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tangentes son +-3-. También son puntos dobles (£43.2).

| | N\ /,
Y+X=0 Y-X=0

» L »
|H ‘\/‘

4 () 2

5 (In

(v)

any 3

Fig A Fig B Fig C Fig D Fig E

El dibujo de la curva es el siguiente (en lineas de trazos se han incluido las asintotas):

5

x | | <

AN /|
T

/]

b !

(N
[ [

[ [

[ [

[ [

[ [

E 152- Dibujar la curva x* — 4y3 — 12y2 — 8x% + 16 = 0.

Solucién: La curva es simétrica respecto al eje YY'. Siendo: x> = 4 +2y./y + 3, hay curva paray > -3.
No tiene asintotas. Tiene una rama parabdlica segun el eje OY. Corta a los ejes en: (+2,0), (0,1) y (0,-2).
Las pendientes de las tangentes en (+2,0), que son puntos dobles, son: += Las de las tangentes en

(0,-2), que es punto doble, son: J_r‘/%. El punto (0,1) es un maximo. Los puntos (+2,—3) son minimos.
El dibujo de la curva es el siguiente:
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CURVAS EN PARAMETRICAS

E 153- Dadalacurvax =t2 -1,y = t3— 2, hallar la ecuacion del conjunto de las tangentes trazadas desde el
punto (0, 3).

Solucion:  Sea la tangente: y —3 = mx, que corta a la curva en los puntos cuyo parametro t verifica la
ecuacion: t® —5 = m(t? — 1), cuya derivada es: 3t — 2mt = 0. De donde se tiene que: t = 2M  por tanto:

3
8”;3 -5=m 4Tm? —1).Comom= y; 3 , sustituyendo este valor en la ecuacion anterior, se tiene:
y=3Y)° y=3)?
(L) s (%% | S
— 7~ 5= 9 —1 |. Operando y simplificando, se tiene la ecuacion pedida:

135x3 — 27x2%y + 4y® + 81x2 — 36y? + 108y — 108 = 0.

E 154- Dada la curva x = t® — 1, y = t, hallar el lugar geométrico de los puntos desde los que se le pueden
trazar dos tangentes perpendiculares entre si.

Solucion: Sea la tangente trazada desde (a, 8):y — B = m(X — a), que corta a la curva en los puntos cuyo

parametro t verifica la ecuacion: t— p =m(t®-1-a), es decir: mt® —t-m(a+1)+ B =0, o bien:

t(mt? — 1) - m(a + 1) + B = 0 (A). Derivando, se tiene que: 3mt> -1 =0, t? = SLm Sustituyendo en
2

(A): t = S[ﬁ—(0£+1)m] . Como m = # SLm = [ Sl (o§+1)m] } , s decir:

4 = 27Tm[B - (o + 1)m]?, o bien: 27(a + 1)?’m3 — 54p(a + 1)m2 + 27°m — 4 = 0. Como, por Cardano,

mim,ms = m; - (-1), se tiene que: m; = Sustituyendo este valor en la

se tiene que: t? =

27(a+1)? 27(a+1)%
ecuacion anterior, se tiene la ecuacion pedida: 272(a + 1)* + 27282(a + 1)* + 2168(a + 1) + 16 = 0.

3 2 . .
L - -2t , hallar sus puntos singulares y sus correspondientes

E 155- Dada Iacurvax:m, =11

tangentes.

t3 B t3 t2-2t;  t2-2t,
(tl—l)(t1+2) B (tz—l)(t2+2)’ ti—1 B t,-1"
t; = /2, t, = — /2. Luego sustituyendo estos valores en las ecuaciones dadas, se obtiene el punto doble
(2,-2). Calculando las derivadas x;, y;, y particularizandolas para el punto encontrado, se tiene: para
t=4y2, m=-3-2/2, y para t=-J2, m=-3+2/2. Por tanto, las tangentes pedidas son:
y+2=(-3+2J2)(x-2),y+2 = (-3-2J2)(x-2).

Solucion: Resolviendo el sistema: se obtiene:

E 156- Hallar las ecuaciones paramétricas de la lemniscata (x2 + y2)? — a?xy = 0.

al y = ai’
1+24° 1+24°

Solucién: Cortando pory = A2X, se tiene: x =

E 157- Dada la curva x = t?, y = % determinar el nimero de tangentes que se le pueden trazar desde un

punto P exterior, y hallar el lugar geométrico de P para que dos de las tres tangentes sean perpendiculares
entre si.

Solucion: Derivando: x' = 2t,y' = I—zl La pendiente de la tangente es: 1—21 +2t= E_tl3 La tangente es:
2——t13(x —X). Luego: 2t3y —2t> = —(x —t?), es decir: 2yt® —3t> +x = 0. Por tanto, hay tres

tangentes correspondientes a cada una de las tres raices t. Al ser dos de ellas perpendiculares entre si, se
tiene: =L . =L — 1 tt, = =L Ahora bien, S; = -, S, =0, S; = =X. Luego, t; = @
2t 2t & 2y 2y 2y

3 #4x 2y : I S
= — = . De donde se tiene el lugar pedido: x? +y? — =2~ =0
2y T2 292x garp Ry

Y-y=

1+t =

t

E 158- Dadalacurvax = m

y= —tZthr T hallar sus maximos y minimos, y dibujarla.
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Solucién:  1°) Maximos y minimos: Derivando, x' = _t22+2 = Y = % Para x' =0,
t-1)(t-2) (t?+1)

t = 42, siendo y' # 0. Sustituyendo, se tienen los puntos (—3 F2./2, %) maximo y minimo de x,
respectivamente. Para y’ = 0, t = 0, siendo x’ # 0. Sustituyendo, se tiene el punto (0,0), minimo de y.
Parax' =y’ =0, t = oo. Sustituyendo, se tiene el punto (0,1) maximo de y. 2°) Asintotas: Parat = 1, se
tiene la asintota: y = %; para hallar la posicion de la curva respecto a ella, se hacet =1+6, con 6 - 0,

conloquex = _—19 Ye—VYa = 0, luego para > 0, X = —o0, Yo > Ya, Y para 6 < 0, X = +oo, Y. < Y, (figura
A). Para t = 2, se tiene la asintota: y = i; para hallar la posicion de la curva respecto a ella, se hace
t=2+86, conlo que x = % Ve —VYa = ?9 luego para 0 > 0, X = +o0, Y > Ya, Y para 6 < 0, X = —oo,

Yc < Ya (figura B). No hay asintotas paralelas al eje YY', ni asintota general. 3°) Intersecciones con los
ejes: Son los puntos ya estudiados: (0,0) y (0,1).

A A

Y=1/2 — —

v
v

Fig A Fig B

El dibujo de la curva es el siguiente:

2 2 . . . g
E159- Dadalacurvax = L _11 VY = '+ 1 hallar sus asintotas y la posicidn de la curva respecto a ellas.

t+ t—-1"
Solucion:  Simplificando, se tienen las ecuaciones: x =t—1,y = ttz_;ll Parat =1, y = oo, siendo la
asintota: x = 0; para hallar la posicién de la curva, se hacet = 1+6,con6 - 0,x =0,y = % luego para
0>0x>0y=+0,yparadd <0,x <0,y =—oo (figura A). Parat = o, X = o0, y = o0, @ =lim % =1,
b =lim (y —x) = 2, siendo la asintota general: y = x + 2; para hallar la posicion de la curva, stgwtiene que
Ye —t;; = ﬁ luego parat = +oo, X > 40, Y¢ > Ya, Y parat = —oo, X - —oo, Y. < Y, (figura B).
Al A
X=0 Y=X+2 /,
— >
| %
Fig A Fig B
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El dibujo de la curva es el siguiente:

3 2
E 160- Dada la curva x = L LY = t , hallar sus puntos singulares y las correspondientes
(-3)2(-1) y o1 p g y p
tangentes.
L, . i t3 t3 t2 t2 .
Solucién:  Resolviendo el sistema: 2 = 2 , 1 — 2 _ se tiene:
(t-3)%(ti-1) (-3)%(t,-1) t-1 -1

%* 2 = w que corresponden al

2
t-2)t-3)° _3(1+45)

ty = t, = 0, que corresponden al punto (0,0), y t; =

Y y o :
punto (3,9). Para (0,0), la tangente es: x = 0. Para (3,9), v 7L+ 9) 5 , siendo
3(1+/5) L .
las tangentes: y — 9 = f(x — 3). El dibujo de la curva es el siguiente:
5
E 161- Dadalacurvax = t2t3 7 y = (i2—+21)t , hallar las asintotas y la posicion de la curva respecta a ellas.
Solucion: Para t = -2, x = oo, siendo la asintota: y = %; haciendo t = -2+ 6, con 0 — 0, se tiene:

X = % Ye—VYa = _79 luego para @ > 0, X = 40, Yo > Y, Y para < 0, X = —o, Y > Y, (figura A). Para
t=0, y = oo, siendo la asintota: x = 0; haciendo t = 6, con 0 - 0, se tiene y = E—é Xc— Xa = _T93
luego para® > 0,y = —o, Xc < Xa, y paraf < 0,y = 40, X¢ > X, (figura B). Parat = oo, X = oo, siendo la

asintota: y = 1; como ye — ya = -2t 1 parat = +oo, X = 400, Yo > Y, y parat = —oo, X = —0, Y¢ < Ya

(t—2)t
(figura C). Para t=2, se tiene la asintota general de ecuacion: y=ax+b, en la que
Ly e (B D(+2) 5 - t2+1 5t° ~19 . .
a =It|:r2n X :ILT —w  — 4 b :ILT - 2) - 4(t§ D = 83 , luego esta asintota es:
_ 5x _19. ; _ R vy — t2+1 5t 19 _ =310
y=- 8 haciendo t=2+6, con 8 - 0, Yc—Va 2w —d) + -3 3 para

0>0,y=4mY: <VYa yparaf <0,y = —o0, Y. > Ya (figura D).
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Y=5X/4-19/8
/

A I v=1 &
- Y=5/8 -
= X=0

v

A
v
v
N
L_>

Fig A Fig B Fig C Fig D

El dibujo de la curva es el siguiente:

3.
2.
___________________________ 1— E_—_- e o o
e —
0 5 5 D
.1.
2 ¥

E 162- Dibujar la curva x = — t(ltttlz) Y = — %[ttlz .

1

Solucién: 1°) Asintotas: Para t = 0, X = oo, asintota: y = 1; haciendo t =6, con 6 - 0, x = 7
Ye—VYa =0, luego para 6 > 0, X =+, Yc > Ya, Y para 6 < 0, Xx = —oo, Y. < Ya (figura A). Para t = o,
y = oo, asintota: x = 1; como X — Xa = % parat = 400, y = —0, X < Xa, y parat = —oo, y = +oo,
Xc > Xa (figura B). Para t =1, y =Xx = o, a =lim % =limt=1, b=lim (y-x) =lim # = -2,
t=1 t=1 t=1 t=1

siendo la asintota general: y = x — 2; haciendot = 1+ 6, con 9 —» 0, y. — Ya = —02, luego siempre y. < Ya
(figura C). 2°) Méaximos y minimos: paray’ = 0, t = 1 + /2, teniéndose el punto (—2,—2 ¥ 2ﬁ>; para
x' =0,t=-1+ 2, siendo el punto (2 +2)2, 2). 3° No hay intersecciones con los ejes.

A 1A A

X=-1 Y=X-2
Y=1
7

v
A

[

/

Fig A Fig B Fig C

El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 163- Dibujar la curva x = t22+1 y = %

Solucién: 1°) Intervalos de existencia: Como t> —2xt+1 = 0, t = x + /x> — 1, luego no hay curva en

1+ /1-
-1<x<1.Comoyt?-2t+1=0,t= #y luego no hay curva paray > 1. 2°) Asintotas: Para

t = o0, X = oo, asintota: y = 0; para determinar la posicién de la curva respecto a la asintota, se tiene que
para t = 40, X =40, y >0, y para t = —o, X = —0, y < 0 (figura A). Para t =0, X = o0, y = —0;
alim ¥ =tim 2@=1

X > = —oo, Se trata, por tanto, de una rama parabolica segun el eje YY' (figura B).
t-0 wo t(t°+1)

3°) Interseccidn con los ejes y con las rectas x = £1, y las pendientes m de sus tangentes: para t = % el
punto de interseccion con el eje XX' es (%O) siendo m = _Tlﬁ; parat = 1, la interseccién con x = 1,
es el punto de retroceso (1,1), m = —2; parat = —1, la interseccién con x = -1, es (-1,-3), m = oo,
Fig A Fig B
El dibujo de la curva es el siguiente:
AR
2+
4T
3
E 164- Dibujar la curva x = —L Y = _t=2
) -7 " 1ty
2y+1+ /1-4

Solucion: 19 Intervalos de existencia: Como yt2 — (2y + 1)t +y+2=10,t = y y , luego

2

no hay curva paray > % 2°) Asintotas: Parat = o, X = oo, asintota: y = 0; para determsgnar la posicion
de la curva, se tiene que para X = +o, Ya > Y, Y para X = —o, Y. > Y, (figura A). Parat =1, x = oo,
y = o, & = oo, luego se trata de una rama parabolica segun el eje OY (figura B). Para t = -1, X = oo,
asintota: y = _73; para determinar la posicion de la curva, se tiene que para X = +o, Y. > Y, Y para

X = -0, ¢ < Ya (figura C). 3°) Interseccion con los ejes, y pendientes m de sus tangentes: Parat = 0, el
punto de corte es (0,—2), que es punto de inflexién, siendo m = . Para t = 2, se tiene el gunto de corte

3
_—8,0 , siendo m = =9 4% Punto de cruce: Para hallarlo se forma el sistema: b __ b ,
3 4 1-1t3 1-13
t;—2 ty — 2

> = >, Cuya solucion es t; = 1,651, t, = —0,866, siendo el punto de cruce (-2.6,-0.8).
1-t) 1-1t)

59 Maximos y minimos: Para x' = 0, se tiene t = 0 (punto de inflexion ya estudiado), y t = +3,
obteniéndose el maximo de x para (-2.6,-0.5), y el minimo de x para (2.6,-0.5). Paray’ = 0, se tiene
t = 3, obteniéndose el maximo de y para (—3.37,0.25).

A A A

Y=0

v
v

v

/ \ - Y=-3/4

Fig A Fig B Fig C
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El dibujo de la curva es el siguiente:

2(1 _ t2
E 165 Dibujar lacurvax = —2L 'y — -t 2) _
1+t (1+12)
Solucion: 1°) Intervalo de existencia y simetriaz Como (y+ 1)t*+ (2y-1)t?+y =0,
1-2y+ /1-8y
= ) 4 , luego no hay curva paray > L i paray < —1. La curva es simétrica respecto al

2(y+1) 8’
eje YY'. 2°) La curva es cerrada, no tiene asintotas. 3°) Interseccion con los ejes, y pendientes m de sus
tangentes: Para t =0, (0,0), m=0. Para t =1, (%0) m=1. Para t=-1, (%O) m = -1.
4°) Maximos y minimos: Para x' =0, t = i%, t=ow.Paray =0,t=0,t= J_rL, t = . Los tres

J3
33 1

puntos (J_r 8 ,§> y (0,-1), correspondientes a los tres valores de t que anulan a las dos derivadas,

son puntos de retroceso, siendo las pendientes de sus tangentes, respectivamente, i% y . El punto

(0,0), correspondiente at = 0, es un minimo de y. El dibujo de la curva es el siguiente:

3 2
E 166- Dibujar la curvax = L _ -2t
J t-De-2)") " t-1
_ 2
Solucién: 1°)  Asintotas: Para t=1, X=o0, Y=o, a-=lim % = (tt# =1,
=1

b =lim (y-x) = % = 4, la asintota es: y = x + 4; para determinar la posicion de la curva, se tiene
t-1 -

para t=1+6, con 6 - 0, yz_T}, Ye—VYa = 860, luego para 0 >0, y = —o0, Yc > VYa, Yy para 0 <0,

y = 4o, Y < Ya (figura A). Para t = 2, X = oo, la asintota es: y = 0; para determinar la posicion de la

curva, se tiene parat=2+6,con 6 - 0, x = % Ye—VYa = 260, luego para § > 0, X = +o0, Y¢ > Ya, Y para

0 <0, Xx=-om, Yy < Ya (figura B). Parat = o0, X = o0, y = o0, @ =lim % =1, b =lim (y —x) = -4, por
[ too0

tanto la asintota es: y = x—4; parat =+, X > 0, Y <VYa, Y para t=-ow, X <0, y. > ya (figura C).

2°) Interseccidn con los ejes: Parat = 0, (0,0), punto de inflexion, siendo <« la pendiente de la tangente.

3% Mé&ximos y minimos: Para x’ = 0, la Unica raiz real es t = 0, ya estudiado. Para y' = 0, no hay raices

reales.
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Y=x+4T/f

Fig A FigB Fig C

El dibujo de la curva es el siguiente:

20

E 167- Dibujar la curvax = —2t LY = 4t? )
J e "1 ¢
. . . . . +J1-x2
Solucion: 1°) Intervalo de existencia y simetria; Como xt> =2t +x = 0, t = # luego la curva

es real para —1 < x < 1. La curva es simétrica con relacion a los ejes XX', YY', y por tanto con relacion al
origen. 2°) Asintotas: Parat = 1, y = oo, la asintota es: x = 1; X < X, (figura A). Parat = -1,y = o, la
asintota es: x = —1; X¢ > X, (figura B). 3°) Interseccion con los ejes: t = 0, (0,0), siendo 0 la pendiente de
la tangente. 4°) Maximos y minimos: Paray’ = 0,t = 0y t = oo, ya estudiados.

El dibujo de la curva es el siguiente:

-1 110
| |
2+
| |
| |
E 168- Dibujar la curva x = —-t Y = _t=2
J t2-1 y t2+t-2
Solucion: 1°) Asintotas: Parat = 1, X = oo, y = o, a =lim % = _TZ b =lim (y+ % = % luego la
t-1 -1
, Cy o =2x , 11. _ R _ 1, _y _ =250
asintota es: y = 3 + 18" parat=1+6, con 8 - 0, X 20" Ve —Va 108 luego para 6 > 0,

X>0,Yc<Va yparaO <0, x <0,y >VYa (figura A). Parat = -1, X = oo, la asintota es: y = %; para
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t=—1+9,con0—>0,x:%,yc—ya:%e, luego para @ > 0, x > 0, yc <VYa, yparafd <0, x <0,

yc > Ya (figura B). Parat = -2, y = oo, la asintota es: x = _Tz; parat=-2+6,con 6 ~0,y= 34—9
Xe—Xa = _TSQ luego para® > 0,y > 0, Xc < Xa, yparaf < 0,y < 0, Xc > Xa (figura C). 2°) Interseccién

con los ejes y pendiente m de la tangente: Parat =0, (0,1), m = 0. Parat = 2, (%O) m = 5—8 Para

t = o, (0,0), m = 1. 3°) Méaximos y minimos: Para y’' = 0, se tienen los valorest = 0, t = 4. Ya se ha
estudiado t = 0, que da el minimo (0,1). Parat = 4, se tiene el maximo 4 1), 4°) Punto de cruce: Se

159
. t t t, —2 t,—2 . -1+ /17
lantea el sistema: 1 = z_ L = 2 , cuya solucion es t = ———Y—— que
P -1 8-1 G+u-2 B+p-2' 7 gz
corresponde al punto doble (-2,2).
A |
Y=-2Xl3+11/_18 Y=3/2 X=-2/3
|
Fig A Fig B FigC
El dibujo de la curva es el siguiente:
t2 t3 .. .
E 169- Dada la curva x = 1 y = 1 hallar las condiciones para que seis de sus puntos sean
conciclicos.
4 6 2
Solucion: Sea el circulo: x> +y2+Ax+By+C =0. Luego: L +—Lt + ALy
y y 9 T T aier Ti-e

+1B—t3t2 +C =0, es decir: t5 — Bt> + (1 - A+ C)t* + Bt® + (A — 2C)t? + C = 0. De donde las condiciones
para que seis de sus puntos sean conciclicos, son: S; = B = -S3 (es decir, S; +S3 =0), Ss =0,
S2+S4+Se =1, siendo Sy la suma de las seis raices de la ecuacion en t, S, la suma de sus productos

binarios, S, la suma de sus productos cuaternarios, y Se el producto de sus seis raices.

E170- Dada la curva x =t3—t, y = t> 12, hallar la condiciéon para que tres puntos de la curva estén
alineados.

Solucién:  Sea la recta: ax + by +1 = 0. Luego se tiene que: a(t® —t) + b(t® —t?) + 1 = 0, es decir:

3_pt2 _ _ _ __-a _ -1 . .
(a+b)t* —bt> —at+1 = 0. Por tanto, S; 1D S, — Ss3 T Luego la condicion pedida
es: S;1—-S; = g%g =1, siendo S; la suma de las tres raices de la ecuacion en t, y S, la suma de sus

productos binarios.

2 . .y . ’
E 171- Dada la curva x = 1it3 Y = 1it3 , hallar la condicion para que seis puntos de la curva estén
sobre una conica.
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. s _ . At Bt?
Solucion: Sea la coénica Ax?+By?+Cxy+Dx+Ey+1=0. Luego: 110 + T+ 02 +

+ a Et;)z 1[3}13 t 7 Ett3 +1 =0, de donde se tiene: t® + Dt5 + (A+ E)t* + (C+2)t* + (B+ D)t +

+Et+ 1 = 0. Luego la condicion pedida es: S¢ = titotstststs = 1.

. . o 2 . 2
E 172- Dibujar la curvax = o0 R A
Solucion:  1°) Intervalo de existencia y simetria: Hay curva en el intervalo 0 < x < 2. La curva es
simétrica respecto al eje XX'. 2°) Asintotas: Parat = 0, y = oo, siendo la asintota: x = 2; para x = 2 — 0,
con @ - 0, y = +oo. 3° Interseccion con los ejes: t = oo, (0,0), siendo 0 la pendiente de la tangente, es
punto de retroceso. 4°) Maximos y minimos: No hay. 5° Puntos de cruce: No hay. 6°) El dibujo de la
curva es el siguiente:

10T

10+

C Pihui _ t3 _ t2-2t

E 173- Dibujar la curva x D+ Y =1
Solucion: 1°) Asintotas: Para t=1, x=o, y=o, a-=lim Yoim 8 -3,

) oo Y S S T
b =lim (y+3x) = ,5:2 ) g , siendo la asintota: y = -3x + —, para hallar la posicién de la curva,
t-1

sehacet=1+6,con 6 - 0, conloquey = _7 Ye—VYa = % luego para @ > 0,y = —©, Y¢ > Va, Y
para 6 <0, y=+4m, Y. <VYa (figura A). Para t =0, X =00, Yy =00, a=lim % =lim r-4 _ =1,

2
t-o00 t-o0 t

b =lim (y —x) =lim —At = 0, luego la asintota es: y = x; para hallar la posicion de la curva se

oo o (t=1)(t-2)
tiene que yc —Ya = W

(figura B). Para t = -2, X = oo, siendo la asintota: y =

luego para t = +o, y:+oo Ye <Ya, Yy parat = —o,y = -0, Yyc > Y,

189

0 <0, x =-om, Y. < Ya (figura C). 2° Interseccion con Ias asintotas: La curva cortaay = —3Xx + 8 en

3
32 40 —8
(21,21) ay=xen(0,0),ay= en(15 =3 . 3°) Maximos y minimos: Para x' =0, t = 0,

t = -1+ /7, obteniéndose el punto (0, 0) que es un punto de inflexidn, y los dos puntos de coordenadas

(2(i7ﬁ—10> 27 - 4)
9 ’ 3

; para hallar la posicion de la curva se hace

t=-2+6, con 6 - 0, conloquex= 3Q,yc Va = , luego para @ > 0, X = +o0, Y > Ya, Y para

, es decir, aproximadamente, (1.9,-0.9) y (-6.3,-4.4), que son,

respectivamente, minimo y maximo de x. No hay méaximos de y. 4°) Punto de cruce: resolviendo el
t3 3 t3 -2ty t3-2t,

t-Dt+2) (t-D2+2)" -1  t,-1"

de cruce (2,—2). Las pendientes de las tangentes en este punto, son -3 +2.,/2.

A
Y=-3X+8/3 Y:X

S

sistema: se tiene la raiz + /2, que da el punto

Y=-8/3

V.

Fig A Fig B Fig C
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El dibujo de la curva es el siguiente:

t+1 2t

E 174- Dibujar lacurvax = t_1,y =Eo1
i6n° 19) Asi . - _ _ —tim L = 1 p _X) o =1
Solucion:  1°) Asintotas: Parat =1, X = o0, y = o0, @ =lim ¢ = =, b =lim (y = , luego la
t=1 3 t=1 3 3
asintota es: y = % - %; para hallar la posicion de la curva, se hace t = 1+6, con 6 - 0, con lo que
—2(t-1) _ 20

x=%, Ye—Ya = A C+irl) 9 luego para 6 > 0, X = +o©, Y <VYa, Y para 6 <0, x = —o,

Ye > Ya. 2°) Interseccidn con ejes y asintota, y pendientes m de sus tangentes: Parat = -1, (0,1), m = —1;
parat =0, (-1,0), m = 1; parat = oo, (1,0), m = 0, siendo un minimo de y. Ademas, este punto es el de
interseccion con la asintota. 3°) Maximos y minimos: Como x' = —— no los hay para x. Para

(t-1)*
o -2 _ g - -1 i “1+¥2 4 . ~
y = ©_1)7 0, t= 7 al que corresponde el maximo de vy, (_1_% 397 ) para t = oo,

!

x' =y' = 0, obteniendo el punto minimo de y, (1,0), ya estudiado. El dibujo de la curva es el siguiente:

a a2
(1+12)? (1 +12)?

Solucion: 19) Intervalo de existencia y simetria: y > 0; como yt*+2(y-2)t?+y =0,

2-y+2J1-
t2 = y y y , luegoy < 1; por tanto 0 <y < 1. La curva es simétrica respecto al eje YY'. 2°) La

curva es cerrada, no tiene asintotas. 3°) Puntos de interseccion con los ejes, y pendientes m de sus
tangentes en estos puntos: Para t = 0, (0,0), m=0. Parat = o, (0,0), m = oo, siendo este punto de

+J/3 +3,/§§
3 '\" 4 4

E 175- Dibujar la curva x =

retroceso. 4°) Maximos y minimos: Parax’' =0, t =

, maximo (signo +) y minimo

(signo —) de x. Paray' = 0,t = 0, (0,0), minimo de y, ya estudiado, y t = £1, (+1,1), que corresponden a
dos maximos de y. Ademas, parat = oo, X' =y’ =0, (0,0), punto de retroceso ya estudiado. 5°) Punto de
cruce: Parat = 0,t = oo, (0,0), ya estudiado. EI dibujo de la curva es el siguiente:
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2
E176- Dibujar | -1y sl
ibujar la curva x Y 1)
Solucion: 1°) Asintotas: Parat = 0, x = o0, y = o0, a =lim % =lim % =1,b=lim(y-x) = -2,
t=0 0 (t—1) t=0

la asintota es: y = x — 2; para hallar la posicion de la curva, se hacet = 6, con 8 - 0, con lo que x = _71

Ye—VYa = % = -30, luego para 6 > 0, X = —0, Y¢ < Ya, Y para 0 < 0, X = +owo, Yo > Y, (figura A).
Parat =1, y = oo, siendo la asintota: x = 0; para hallar la posicion de la curva, se hace t = 1+ 6, con
0 - 0,conloquey = %,xc—xa = 20, luego para @ > 0,y = +o, Xc > Xa, Yy paraf < 0,y = —o0, X¢ < Xa
(figura B). Para t = oo, x = 6, la asintota es: y = 0; para hallar la posicion de la curva, se tiene para
t =400, X = 400,y > 0,y parat = —oo, X = —o0, y < 0 (figura C). 2°) Puntos de interseccion con los ejes y
las asintotas, y pendientes m de las tangentes en esos puntos: Parat = -1, (0,0), m = %; interseccion con
y=x-2, t=3, (% %) m = E—g 3% Méaximos y minimos: No los hay para x. Para vy:
y' = t-2t+1 0,t=-1+,2, (—2,—3J_r2,/7>, que es minimo con el signo +, maximo con el

t2(t—1)2 ) )
. . -1 t5-1 i +1 th+1
_ 0 . .4 — 1 — 2
signo —. 4°) Punto de cruce: Se plantea el sistema: 6 L LoD -1

J2
-

cuya

soluciénest = 1 + /2, siendo el punto de cruce (2,1), m = +

o
A

Fig A Fig B FigC

—>>”< —
o

n

=]

y

v

El dibujo de la curva es el siguiente:
107

7 Lo

E177- A la curva x = 3t?, y = 3t3, se le pueden trazar tres tangentes desde un punto P(a, 3) exterior a la
curva. Hallar la ecuacion del circulo que pasa por los tres puntos de contacto, y el lugar geométrico de P
para que dicho circulo sea de radio R.

Solucion:  La recta: x+Ay+B =0, corta a la curva en los puntos cuyos parametros t verifican la
ecuacion: 3t2 + 3At® + B = 0. Para que sea tangente a la curva ha de tener un contacto de 2° orden con
ella, por lo que dos de las tres raices de esta ecuacién han de ser iguales, es decir: t; =t; =t, t3 = 6.

. _—_1 2 - 2 :i . — :—_t :—_2 — _t2
Luego.2t+0—A,t+2t9 0, t¢0 3A.Dedonde.t(t+20) 0,6 2,A 3t’B t. La

ecuacion de la tangente es: x — % —12 = 0. Operando: 3tx — 2y — 3t® = 0, es decir: 3ta — 28 —3t® = 0.

Sea la ecuacion de la circunferencia: (x —a)? + (y—b)?>—R2 = 0, luego: (3t2 —a)? + (33 —b)? - R2 =
= 0t + ot* — 6bt® — 6at? + a2 + b? — R? = 0. Esta circunferencia corta a la curva en seis puntos, entre
ellos, los tres de tangencia, luego su ecuacion se puede dividir exactamente por la de la tangente, siendo el
resto nulo. Este resto es: [9a(a +1)—6ajt? +[(a +1)B+a(b+p)]t+ +a?2+b2—-R2+4B(b+p) = 0.
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E 178- Dibujar lacurvax =

Luego ha de verificarse que las coordenadas del centro son: a = M, b = —ﬂ(Z + %) y que:

R2=a?+b?2+4B(b+p) = %aZ(a +1)%+ ﬁ2<2 + %)2 + 4ﬁ<—ﬁ - g . La ecuacion del circulo es:

[x— %a(a+1)}2 + [y+2ﬂ+ g]z = %0[2(0;+1)2 +ﬁ2<2+ %)2 +4ﬂ<—ﬂ— g) La ecuacion del

lugar pedido es: %xz(x +1)% +y2 (2 + %)2 - 4y2<1 + %) -R2=0.

t2+t+1 y = t2—1
t+1 2-t°
Solucién: 1°) Asintotas: Parat = —1, x = oo, la asintota es: y = 0. Para hallar la posicién de la curva, se

sustituye t = -1 + 6, con lo que: y. — Ya = _TZQ (figura A). Parat = 2,y = o, la asintota es: x = % Para

t=2+0, setiene: yc—Yya = _T? (figura B). Para t = oo, se tiene la asintota general: y = ax + b, siendo

a=lim ¥ = -1, b =lim (y +x) = -2, luego la asintota es: y +x+2 = 0. La posicion de la curva esta

X
t-o0 t-o0
dada por: yc—VYa = _TZ (figura C). 2°) La curva corta a: y =0, en (%O) Corta a: x = % en
7 -5 . _ ~19 7Y 30 _1+/13 i
3 72 .Ycortaa.y+x+2—0,en< 56 .3 Parat = 6 , la curva tiene el punto doble
4 -1
3' 3 /)

|
\
| ’\\

Fig A Fig B Fig C

N 5T 5
N |
> |
\ 1
,f
| v L, |
= }
5 > | 5
N |
T ~ |
~N |
5T N
5 ~
! ~
+ ~
| [\
-10-+ |

En el dibujo siguiente se presenta el entorno del punto doble.

10T

0571

0.0

=
N+

05T
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1+t.

E 179- Dibujar lacurvax = 1 tt3 Y = 3

Solucion:  1°) Asintotas: Parat = 1, x — oo, siendo la asintota: y = 2; la posicion de la curva esta dada
port=1+86, conf — 0, obteniéndose que: y. —Ya = =50, X = g—é (figura A). Parat = 0,y — oo, siendo
la asintota: x = 0; la posicion de la curva esta dada por t = 6, con 6 — 0, obteniéndose que X; — Xa = 0,
y = 0—13 (figura B). 2°) Interseccion con los ejes: Para t = oo, se tiene el punto de retroceso (0,0), siendo

-1 la pendiente de la tangente. Para t = —1, se tiene el punto (%0) siendo 4 la pendiente de su

tangente. 3°) Maximos y minimos: Parat = _73 y; = 0, obteniéndose el maximo <_3—152 % :

A
Y=2 _ |
= X=0

Fig A FigB

El dibujo de la curva es el siguiente.

|

2 3
E 180- Dibujar la curvax = —t VY = r
J v-1Y T ¥o1

Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto al eje XX'. 2°) Asintotas: Para t = £1, X > o0, y - o,
tratandose de asintotas generales: y = ax+b. Parat = 1, a =lim % =1 b=lim(y-x)= % luego la
t=1 t=1
1

asintota es: y = X + e Para t = —1, la asintota es la simétrica: y = —x — % La curva corta a estas

asintotas en los puntos en que t = 1+ /2. 3°) La curva corta a los ejes en (0,0), parat =0y t = oo,
siendo los ejes las tangentes. 4°) En el origen hay un punto de retroceso de tangente el eje OX'. 5°) El
dibujo de la curva es el siguiente:
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E 181- Dibujar la curva x = cost, y = tan %
Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto a los dos ejes, por lo que es suficiente estudiarla en el
intervalo 0 <t < 3 2°) Para L = Z Ja curva tiene por asintota el eje YY'. 3°) La curva corta a los

2 3 2
ejesen los puntosenquet = % t = 0, es decir, en los puntos: (O,i@), (£1,0), siendo las pendientes
de sus tangentes, respectivamente, _T4 o0. 4°) El dibujo de la curva es el siguiente:

Seguidamente se presenta un dibujo de detalle para el intervalo -2 < y < 2.

24

[N

E 182- Dibujar la curva x = tcost, y = sint.

Solucion: 1°) La curva es simetrica respecto al origen. 2°) No tiene asintotas. Para t = «, la curva oscila
entre —oo < x < 40, =1 <y < 1. 3° La curva corta a los ejes en (0,0), (0,+1), (xkr,0), siendo la
pendiente de sus tangentes m, es decir, respectivamente: 1, 0 y 1. 4°) Los maximos y minimos de
x corresponden a las raices de la ecuacion: ttant = 1, es decir, t = 0.86, 3.43, 6.44, 9.53,..., siendo los

correspondientes puntos: (0.56,0.76), (-3.29,-0.28), (6.36,0.15), (-9.48,-0.10),... 5°) El dibujo de la
curva es el siguiente:
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E 183- Dibujar la curva x = 3sint,y = 2cos %
Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto a los dos ejes y por tanto respecto al origen. 2°) Existe
curva dentro del rectdngulo -3 < x < 3, -2 <y < 2. 3°) No tiene asintotas. 4°) Parat = =, la curva pasa
por el origen, siendo sus tangentes y = +x. 5°) Corta al eje XX’ en los puntos correspondientes at = % es

-2

decir (+ 3/3 ,O), siendo +2 las pendientes de sus tangentes. Corta al eje YY' en (0,£2), que son
maximo y minimo de y. 6°) Otros maximos y minimos de y, son: | + 5 ,£2 ]. Son maximos y minimos

de x, los puntos (+3,+ 42 ). 7°) El dibujo de la curva es el siguiente:

E 184- Dibujar la curva x = (1 + cos?t)sint, y = sint - cost.

Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto a los ejes coordenados y al origen. 2°) No tiene asintotas.
3% Corta al eje XX’ en (0,0) y (+1,0). Corta al eje YY' en (0,0). La pendiente de las tangentes es

m = y_/ = tant. Luego, las pendientes de las tangentes en el origen es 0, siendo punto doble. Las

46 2/3
9

pendientes de las tangentes en (+1,0) son <. 4° Los puntos <_ 9 t

), que corresponden a

cost = ig’ son puntos de retroceso, siendo las pendientes de sus tangentes, + /2. 5°) El dibujo de la
curva es el siguiente:

1 1

E 185- Dibujar la curvax = e cost |y = e sint
Solucion:  1°) La curva es simetrica respecto a la primera bisectriz. No hay curva para % <x<eni
para % <y <e. 2% La curva tiene las asintotas siguientes: y = %, y==6X= %, x = e. 3% Corta a los
ejes en los puntos (%,O , (e,0), (0, %) (0,e). 4° EIl punto (O, %) es maximo de y; el punto (0,e) es
minimo de y. El punto %,O) es maximo de x; el punto (e,0) es minimo de x. 5°) La curva corta a la
primera bisexctriz en los puntos en los que t = i%, es decir: (efﬁ,eiﬁ) siendo —1 la pendiente de sus

195



tangentes. 6°) El dibujo de la curva es el siguiente:

E 186- Dibujar la curva x = e,y = Int.

Solucién: 1°) La curva existe para t > 0, siendo siempre x > 0. 2°) Asintota paralela a YY': Parat = 0,
y = —o, siendo la asintota: x = 1. La curva la corta en infinitos puntos, para los que t = kz. Estos puntos
son: (1,Inx), (1,In2x),...,(1,Inkr), es decir: (1,1.145), (1,1.838),... Las pendientes de las tangentes en

estos puntos, son: % % 3°) Asintotas paralelas a XX': Para t = % + krr, X = oo, siendo las asintotas:

y = In(% + kn). Luego hay infinitas asintotas paralelas al eje XX'. 4°) La curva corta al eje XX' en el
punto en que t=1, es decir (e®"* 0), o bien (4.75,0), siendo la pendiente de su tangente

Ce()ta% = 0.0615. La curva corta al eje YY' en los puntos en los que t = % + kr, es decir: (O, In %)
(O, In 37” ... Las tangentes en estos puntos es el eje OY. 5°) El dibujo de la curva es el siguiente:
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CURVAS EN POLARES

_t

t2-1"

Solucién:  1°) La curva existe para t > 0. 2°) Estudio de p = 0: a) Para t = 0, p =lim (sintInt) = 0;
t-0

luego parat =0, p = 0, = 0, que es la tangente en el origen. b) Parat = 1, @ = o, punto asintdtico en

E 187- Dibujar lacurva p = sint - Int, o =

el origen. c) Para t = krz, o = % que son tangentes en el origen; los lazos van decreciendo en
7T —
anchura y creciendo en longitud, tendiendo a @ = 0 como asintota. 3°) Estudio de p = : t = 0, ® = 0, el
perpendiculo es: 6 = lim psin(w —a) =lim po =lim (sint)Int - im0t Ljim n_ 0;
a=0, t>o t>oo t-o0 t2 - 1 to0 t tooo 1

luego la asintota es: @ = 0 (se ha visto mas arriba que también es tangente en el origen). 4°) Los valores
maximos de p satisfacen la ecuacion: p' = costint + S'T”t = 0, cuyas raices aproximadas son: 0.35, 2.2,
4.8,7.9, 11.0, 14.2, 17.4, 20.5, 23.6, 26.7, 29.9,... , para los que (p,®) toman los siguientes valores:
(-0.36,-0.4), (0.64,1.8), ...(3.3,0.04), (-3.4,0.03)... 5° Tabla de valores:

t 10]0.01 0.02 0.05 0.1 0.3 0.5 0.8 0.9 111 w2 |2 2.5
p|0|-0.046 | -0.078 | -0.150 | -0.23 | -0.356 | —0.33 | -0.16 | —0.082 | 0 | 0.085 | 0.45 | 0.63 | 0.55
o|0/-0.010 |-0.02 |-0.05 |-0.10|-0.33 |-0.66|-2.22|-4.74 | |5.24 |1.070.67|0.48

t |« 3nl2 |2x |5n/2 | 3¢ Trl2 |4rx | 257/2 | 27712 | 1257/2 | 1277/2 | 10257/2 | 1027 7/2
p |0 -1.55|0 2.06 |0 -2.401|0 3.67 |-3.75|5.28 |-5.30 |7.38 -7,39
®|0.35/0.22 |/0.16/0.13|0.107|0.09 [0.08|0.025|0.024 | 0.005 |0.005 |0.0006 |0.0006

5°) El diagrama cartesiano en el que p se lleva en el eje de abscisas, y o en el de ordenadas, es el
siguiente:

NW

El dibujo de la curva es el siguiente:
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1
cosdw

Solucion: 1°) Simetrias: La curva es simétrica respecto al eje polar y a su perpendicular por el polo. Cada
cuadrante es simétrico respecto a su bisectriz. Los ejes de simetria son: @ = 0, &, £ 3% T St 37

E 188- Dibujar la curva p =

' 4 ' 2’ C 4
%. 2°) Asintotas en el primer cuadrante: pSiﬂ(co— ) 48, pSIn8<co— :%.
39) Méaximos y minimos en el primer cuadrante: o = 0, % % 40) Tabla de valores:
o 05 F ¥ %
cosdw |10 -1, 0 |1
p 1o |-1| 0o |1

59 El dibujo de la curva es el siguiente:

E 189- Dibujar la curva p = a2 £084®@
sinw

Solucién' 1°) Simetria: Respecto a la perpendicular al eje polar trazada por el polo. 2°) Para p = 0,
o = 8 + k—, que son las tangentes en el origen. 3°) Para p = o, @ = kz. 4°) Para determinar el
perpendlculo de la asintota, se tiene: & =lim psinw =lim a?cos4w = a2, por lo que la asintota es:

-0 -0

psinw = a%. 5°) Maximos y minimos de p: p' = sz (-4sinwsindeo — coswcosdm) = 0, de donde

4tanwtandwm + 1 = 0, luego se tienen los siguientes valores de tan?w: 0.544151 y 0.122514, siendo los
respectivos valores de o: 36°24'53"8 y 19°17'28"1. 6°) Tabla de valores:

T | | n | 3r | &

o 0 g% |7 3 8 | 2

sinm | 010.38| 0.5 g @ 0.92 1

cosdmw | 1 0 |-0.5| -1 -0.5 0 1
P 1l —J3

Lole 012 =0l

7°) El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 190- Se da la curva p = 2acos@sin26, siendo a > 0. 1°) Dibujar la curva. 2°) Hallar el area del bucle para
elque0 <6 < % 3°) Hallar en funcion de 0 la ecuacion en cartesianas de la recta A perpendicular a OM

en M (punto de la curva), que corta a OX en A, y a OY en B. Hallar el lugar geométrico del punto medio |
de AB. 4°) Hallar el volumen que engendra dicho lugar al girar alrededor de OX. 5°) Hallar el lugar de los
puntos del plano por los que pasan dos rectas A perpendiculares entre si. 6°) Hallar la envolvente de A.

Solucion: 1°) Curva cerrada, sin asintotas, simétrica respecto a la perpendicular al eje polar por el polo.
En el polo, las tangentes son: 6 = 0, 6 = % (punto de retroceso). Tabla de valores:

n | m | n |xm| 2t | 3n | 5m
0 0% T3 73 4 6 |~

312 1 | =42 -3
cosf 1| —= 5| 5 | 0| 5 | 1
: J3 J3 -J3 -J3
S|n2HOTlTOT—1 TO
P ool 3 |¥2 B 4,1 B V2 3 |,
2a 4 "2 |4 2 2 4

El dibujo de la curva es el siguiente:

1 E - Ed _ - gl _ - g -
2)s =5 joz p2de = 2a2j02 c0s20sin?20d0 = 8a2f02 cos*0sin20de = 8a2j02 (cos* — c0st9)do =

= 4ra? % - %) = nTa?_ 3°) Se tiene que: OM =y —xtanf, A = xcos6 + ysinf —

—2acosfsin20 = 0, A(2asin20,0), B(4acos?0), l(asin20,2acos?9). Luego el lugar pedido es:
X = asin20, y = 2acos?0, o bien, x> +y?—-2ay =0. 4° V = ra?2ra = 2x%a3. 5°) A; = XcoSa +
+ysina —2acosasin2a = 0, A, = Xcosp+ysinf —2acospsin2p =0, siendo tanatanf = -1. De
donde, haciendo A = tana, se tiene: x = —4ai A7 -1 =Y = 8a’ >, luego x? +y? — 2ay = 0. 6°) El
(A +1) (A% +1)

sistema formado por la ecuacion de A y su derivada respecto a 6, —xsinf +ycosé + 2asinfsin20 —
—~4acosfcos20 = 0, tiene por solucion: x = 4acos?0cos26, y = asin4d — 2asin20 = —4asin20sin?0.
Eliminando 6, se tiene: (x2 + y2 + 10ay — 2a2)? — 4a(a + 2y)* = 0.

E 191- Dibujar la curva p?sinw + 2p + cosw = 0.

i . . — +J_'—
Solucién: 1°) Despejando p, se tiene: p = 1+J1-sinwcosw

. Se dibujan las dos curvas:

sinw
-1+ J1-sinocosm _ -1-J1-sinocoswm 0 . . -2 0
p1 = SN , P2 = Sho . 2% Asintota: p = S 3% Tabla de
valores:
4 . 4 . 2r | 3n | 5S¢

o) 0 6 4 3 2 3 4 6 |~

p1|-0.5]-0.49 | -0.41|-0.29 0 0.23 | 0.32 | 0.39 | 0.5

p2| —o | -3.51|-2.41|-2.02|-2.00|-2.54|-3.15|-4.39 | —o

Ir | 5z | Ar | 3z | Im | Sn | Iz | 1lrx
@176 |74 |73 6 | 3 | 4 |8 |

2
p110.49/0.4110.29, 0 |0.49|-0.23|-0.32|-0.39|-0.5
p213.51/2.4112.02|2.00|3.51| 2.54 | 3.15 | 439 | «

4°) El dibujo de la curva es el siguiente:
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E 192- Dibujar lacurva (0% - 1)p® —wp? + (0 + 1)p — @? = 0.

Solucion:  1°) Diagrama en cartesianas: Se lleva p en el eje de ordenadas, y » en el de abscisas. La
ecuacion dada es igual a: (p — 1)[(w? — 1)p? + (w?> —® - 1)p + ?] = 0. Por tanto, la curva dada esta
integrada por la recta p = 1y por la curva (0? —1)p? + (0? — o — 1)p + @? = 0, cuyas asintotas son:
o = £1, y su tangente en el origen: p = 0.

5L

2°) Diagrama en polares: a) Forma parte de la curva la circunferencia p = 1. De (w?-1)p?+

A —m? + [_3m4 _ 3 2 . )
+(w?—w-1)p+w? =0, se tiene p = o' to+ly 23(62)2 _210; *30 20 +1 . El radicando tiene

dos raices reales: —1,22 y 1,084, por lo que la curva es real en el intervalo —1,22 < w < 1,084. b) Para
hallar las asintotas, he de tenerse p = o, es decir: w?> -1 =0, por lo que los valores del angulo a,
formado por las asintotas y el eje polar, son 1y —1. Los perpendiculos vienen dados por § =lim p(w — a).

3 i 0+ 0+ 1+ {-30" - 20° +30? + 20 + 1 1
Paraa)—l,(S—Ia!irl] 207 -1) (m—l)—?.
—? _ [3.4_9.3 2
Para® = -1, § —lim o’+o+1-4 3(02_20) +3w° + 20+ 1 (a)+1):%

—1 2(0* —1)

. €) La tangente en el origen es w = 0. d) La

Luego las asintotas son: p = Zsin(clo 1) p= 25in(i) ey

tabla de valores para la curva (w? — 1)p? + (0% — o — 1)p + w? = 0, es la siguiente:

\w ~1.22]-1.2 11 \—1 0,9 0,7 0,5 0,25
p|-1,75|-2,31;-1,42 | -5,11;-1,13 1;c0 | -0,92;4,65 -0,81;1,18  -0,77;0,43  -0,82;0,08

0|0 0,25 0,5 0,7 0,9 1 1,05 1,08 1,084
p|-1,0/-1,32;0,05|-1,85;0,18 | -2,73;0,35 | -6,40;0,67 | 1;0 | 1,37;7,88 | 2,02; 3,47 | 2,59
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3°) El dibujo de la curva dada es el siguiente:

E 193- Dibujar lacurva p = Lwe.
1+tan =
2
Solucion:  1°) Asintota: a = 37” 0 = limpsin(w —a) = —1. Luego la asintota es: p = -1

sin(a)— 37”> '

0 | 0° 30° | 45° 60° 90° | 120° | 135° | 150° | 180°| 21Q° 225° 240°

2°) Tangentes en el origen: @ = 45°, 135°, 180°, 225°, 315°. 3°) Tabla de valores:

cos20| 1| 0.5 0 -0.5 | -1 | -0.5 0 0.5 1 0.5 0 -0.5
tan% 00.2680.414 | 0.577 | 1 | 1.732 |2.4143.732| «© |-3.732|-2.414 -1.732

p 1/03%4 0 |-0.317 -0.5/-0.183| 0 |0.106| O |-0.183 0 0.683

0 | 270° 300° | 31%5° 330° | 360°
cos20| -1 | -0.5 0 0.5 1

tan% ~1 |-0.577 | -0.414 —-0.268| 0

p —oo | —1.182 0 0.683 | 1

4°) El dibujo de la curva es el siguiente:

|
|
|
|
[
|
|
!
KL
[
|
|
[
|
|
|

0
C0S 2
E 194- Dibujar lacurva p = — 92 , estudiando previamente las simetrias.
Sin ?
Solucion:  1°) Simetrias: Se considera bkz — 0 , con k = 2n + 1, obtaniéndose que la curva es simétrica
6kr — 0

respecto al eje polar; considerando , con k = 2n, se obtiene que la curva es simétrica respecto a la
perpendicular por el polo al eje polar. Por tanto, la curva es simétrica respecto al polo. 2°) Asintotas: Para
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0

cos?sine 0
0 =0, p = . El perpendiculo es: § =lim psind = =lim . =9 = 3. La ecuacion de la
6=0 6=0 sm§ 3
asintotaes: p = 3 3% Tabla de valores:
sinf
0 0° 45° | 90° | 135° | 180°  225° 270° | 315° | 360° | 405° | 450° | 495° | 540Q°
plo 3.570|1.414/0.541 0 |-0.396|-0.707 | -0.956 | —1,155|-1.307 | -1.414 | -1.479 | «
0| 585° | 630° | 675° 720° | 765° | 810° | 855° |900°| 945° | 990° | 1035° | 1080Q°
p|—1.479 -1.414|-1.307 | -1.155 | —0.956 | -0.707 | -0.396 | 0 1 0.541|1.414 |3.570

4°) El dibujo de la curva es el siguiente:

E 195- Dibujar la curva p = sinw - cos?

OX
o

-, - - - ’ - - 2
Solucion:  1°) Intervalos de existencia y simetrias: Como psinw = ( sinw - cos% > 0, no hay curva

por debajo del eje polar. La curva es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar por el polo. 2°) No
tiene asintotas. Curva cerrada. 3°) Tabla de valores:

o | 0°] 30° | 60° |90°

120° | 15

0° | 180°

210°

240°

270°

300°

330°

360°

p| 0]0.4670.650 0.5

0.216

0.033| 0

—0.033

—0.216

-0.5

—0.650

—0.467

0

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 196- Dibujar la curva p? = a?sin 30.

Solucion:  1°) Intervalo de existencia y simetria: Siendo p = +a,/sin360, la curva no tiene limitacion de
existencia; la curva es simétrica respecto a las siguientes rectas: 8 = 0°,+30°,+60°90° La curva es
simétrica respecto al polo. La curva esta formada por seis I6bulos iguales, inscritos en la circunferencia de

radio a. 2°) No hay asintotas. La curva es cerrada. 3°) Tangentes en el origen: 6 = kTﬂ 4% Méximos y
minimos: Maximo de |%| = 1; minimo de |%| = 0. 5°) Tabla de valores:

0

00

10°

20°

30°

40°

50°

60°

=

0

0.707

0.931

1

0.931

0.707

0
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Los valores se repiten en intervalos de 60°. 6°) El dibujo de la curva es el siguiente:

A

E 197- Dibujar la curva p? = a2 SiN30
coso

Solucion:  1°) Intervalo de existencia y simetria: No hay curva para sin360 - cosf < 0, es decir para
60° < 6 < 90°, 120° < O < 180°, 240° < A < 270°, 300° < A < 360° la curva es simétrica respecto al

polo; |%| = /% . 2°) Asintota: 0 = % 3% Tangentes en el origen: 6 = 0°, 60°, 120°. 4°) Tabla de
valores:

6 |00 15° | 300 | 450|600 90°| 100° | 110° | 120°
| 5| 0]0856 1.075| 1 0| o 22331.209] 0

El dibujo de la curva es el siguiente:

E198- Dibujarlacurva? = —+
J p?—-5p+6

Solucion: 1°) Diagrama cartesiano: p en el eje de abscisas, 0 en el de ordenadas; simetria respecto al eje
de abscisas; asintotas: 6 = 0, p = 2, p = 3.

4T

N
_ . — Rt — — = =

2°) Diagrama en polares: asintota: & = 0° circulo asintotico: p = 2; circulo asintético: p = 3; resolviendo
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la ecuacion en p, se tiene: p =

. 3% Tabla de valores:

0 (radianes)

0.1

0.2 0.5

1

2

3

10

20 50

1+4

02

o [20.025 |1

0.050 | 4.123

2.236

1.414

1.202

1.118

1.077

1.020

1.005 | 1.008

P1

o | 12.512

7.525

4.562

3.618

3.207

3,101

3.059

3.039

3.010

3.002 | 3.001

P2

—o0 | —7.512

—2.525

0.438

1.382

1.793

1.899

1.941

1.961

1.990

1.998 | 1.999

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 199- Dibujar la curva p = asin30, siendo a > 0.

Solucion:  1°) Simetria: Respecto a la perpendicular al eje polar por el polo. 2°) Curva cerrada, sin
asintotas. 3°) Tangentes en el origen: 6 = 0°, 60°, 120°. 4°) Tabla de valores:

6 0°10° 20° |30°| 40° |50°|60° 70° | 80° |90°| 100° | 110°  120°
% 0/05/0.866| 1 |0.8660.5| 0 |-0.5|-0.866 | -1 | -0.866 |-0.5| O
El dibujo de la curva es el siguiente:
05+
05 05
5T
-1.0
- i6n p = L=2sin6
E 200- Representar la funcion p 120050

Solucioén:

1°) No hay simetria; el ciclo de variabilidad es 2z. 2°) Asintotas: Para 1 —2cos6 = 0,

0 = 2km £ 60°, es decir, dentro del ciclo de variabilidad, se tiene que: 6 = 60°, 6 = 300°. Perpendiculo:

0 = limpsin(6 — a); para a = 60°, 6 = ‘/§3_ 3 ; para o = 300°, 6 = ‘/§_—;3 3°) Tangentes en el polo:
0 = 30° + 2km, 8 = —30° + 2krx. 4°) Tabla de valores:
0° | 30°|60°|90°| 120° |150°| 180° | 210° | 240° | 270°|300°| 330° |360°
p|l-1, 0 o | -1,-0.366| 0 |0.333|0.732/1.366| 3 o | -2.732| -1
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E201- Dibujar lacurvap = £

Solucion:  1°) No hay simetria. El ciclo de variabilidad es —oo a +o0. 2°) Asintota: @ = 0, perpendiculo
) :Ii[g (%) = 1. 3% No hay tangentes en el polo. 4°) Punto asintotico para p = 0. 5°) Tabla de

valores:

o (radianes) | —wo | -5 -2 -1 -0.5|-01/0) 0.1 |05] 1 2 5 |oo

p 0 |-0.001 | -0068 | —-0.367 | -1.21 | -9.05 | 0 | 11.05|3.30 1 2.723.70 | 29.68 | 0

6°) El dibujo de la curva es el siguiente:

-10, 10

.30+

7°) Seguidamente se presentan cinco dibujos correspondientes al entorno del polo (punto asintético),
utilizando diferentes escalas:

0.0001 0.001_L 0.01_L 0.1 1L
-o.oo‘t{_ -0.001 - -0.01 -0.1 1L

1 o = 1
t-1)(t+1)’ t-1)t+2)°
Solucién: 1°) Diagrama cartesiano: o en el eje de abscisas, p en el de ordenadas. Asintotas: parat = -2,

W = o0, p:%; para t=-1, p = oo, w:_Tl; para t=1, p=® = o, por tanto, se tiene que:

E 202- Dibujar la curva p =
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_im P - t+2 _ 3 _ 3w\ _ =1
a-lim & =41 2’b't':T(” 2 2

origen: p = .

la asintota es: p = 30 1 Tangente en el

2°) Asintotas en polares: Para t= -2, circulo asinttico: p 1 para t= -1, w==L

3 2
o =lim p(w — a) =lim 1 [ 1 + l} = _—1, asintota; p = _—1; ara
lim plo =a) =M F=F D | T=Dar2) * 2 8 p 85in<w+ %> P
t=1, p = ® = o, rama en espiral. 3°) Tabla de valores:
t|—o| =10 | -5 -3 |21, 2 -1.9 | -1.1 -1 -0.9 0 0.5

© 0.011/0.056 |0.250 | 3.226 | o« |—-3.448|-0.529|-0.500 | —0.478 | —0.500 | —0.800
p| 0 ]0.0100.063|0.125|0.293|0.333 | 0.383 | 4.762 0 -5,263| -1 |-1.333

t)] 09 1] 1.1 2 3 5 10 |+
| —-3.449 | 0| 3.226 | 0.250 | 0.100 | 0.036 | 0.009 | O
p|—5.263 |0 | 4.762 0.3330.125|0.042|0.010| O

El dibujo de la curva en coordenadas polares, es el siguiente:

E 203- Representar la curva p?sinm — p + cos2w = 0.

Solucion: 1°) Ciclo de variabilidad: 2z. 2°) Simetria respecto a la perpendicular al eje polar por el polo.
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1+ J1-4sinwcos2o , para p = oo, sinw = 0. Luego: o =0, o = 7. El

3% Asintotas: Como p = 5Sine
. e 1 .o 3 5 7 .
perpendiculo es: § = w555 = 1. 4°) Tangentes en el polo: w = % T” T” T” 59 Tabla de valores:
0] 00| 30°| 60° 90° 120° |150°|180°| 210° |240°|270°| 300°  360°

J1-4sinwcos2w | 1| 0 | 1.653 | 2.236 | 1.653 0 1 1.414 - - - 1

p1 ol 1 ] 1,532 | 1.618 | 1.532 1 o |-2.414| - - — 0

P2 1|1 |-0.377|-0.618|-0.377| 1 0 0.414 - - — 1

El dibujo de la curva es el siguiente:

1

E 204- Dibujar lacurva p = — )
J p sinw

1°) Simetria respecto al eje polar y a su perpendicular por el polo, por tanto, simetria respecto

Solucion:
= oo, luego se trata de una rama

al polo. 2°) Asintotas: p = o para w = 0; 6 =lim psine =lim sine

=0 =0
parabolica segun el eje polar. 3°) Tangente en p = 1, » = 90°, % = sinw. El dibujo de la curva es el

siguiente:

E 205- Dibujar la curva p = sin %

Solucion: 1°) La curva es simétrica respecto al eje polar, a su perpendicular por el polo, y respecto a las

dos bisectrices. 2°) Es suficiente estudiar la curva en el intervalo 0 < 0 < 7” 3°) La curva es cerrada, no

tiene asintotas ni ramas parabdlicas. 4°) Pasa por el polo, que es punto cuadruple, con dobles tangentes:
JS3

6 =0,0=2Z. Corta al eje polar en p = J_rT. Corta a su perpendicular por el polo, en p = J_rT.

2
Corta a las bisectricesen p = J_r%, p = £1. 5°) Tabla de valores:
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0 |0°/30° |45°|60° |90° |120° |135°
p|0 0.342|0.5|0.643 | 0/866 | 0.985 | 1

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 206- Dibujar lacurva p = §/cos36.

Solucién: 1°) La curva es simétrica respecto al eje polar. Variacion de 0: 0 < 0 < ZTH No tiene asintotas

ni ramas parabdlicas, es cerrada. 2°) Las tangentes en el polo, son: 8 = 30°, 90°, 150°. 3°) Corta al eje
polar, ademas del polo, en p = 1, con tangente perpendicular al eje polar. 4°) Tabla de valores:

6|0°)10° |20° |30°)40° 50° 60° |
p|1]0.953/0.794|0 |-0.794|-0.953| -1

El dibujo de la curva es el siguiente:

05y

-0.5 0.5 .0

E 207- Dibujar la curva p = 6tan6.

Solucion: 1°) La curva es simétrica respecto al eje polar. Variacion de 6: 0 < 0 < +o0. 2°) Tiene infinitas
i(% + km

sin(@— km — %)

0|0 a6 a4 |3 |w2|2n/3 |3u4 |52l6 |z
p|0]0.577]0.785 | 1.814 | | -3.628 | -2.356 | -1.511 0

asintotas de ecuacion p =

. 3% Pasa por el polo, donde la tangente es el eje polar.

4°) Tabla de valores:

0 |7x/6 |57/4 |4nl3 |3x/2|57/3 |Txl4 |11n/6| 2%
p|2.116|3.927 | 7.255 | 0 -9069 | -5498 | 3.325 | 0
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 208- Dibujar la curva p = tanf + tan 9

2

Solucion: 1°) La curva es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar por el polo. Variacion de 6:
0 < 0 < r. 2°) Asintotas: La curva tiene las siguientes asintotas: psin(@ — ) = -2, psin(6 — %) =-1ly

su simétrica. 3°) Las tangentes en el polo son: 6 = 0, 6 = J_rZT”. 4°) Tabla de valores:

6 |0°)30° |45° |60° |90°|120°|135° |150° |180°
p|0 10.845|1.41412.309 |0 |0 1.414 |1 3.155 |

El dibujo de la curva es el siguiente:

J1+5siné

COsS 9

2

Solucién: 1°) La curva es simétrica respecto al polo. Variacion de 6: 0 < 0 < 2x. 2°) Las asintotas son:
psin(0 — ) = -2,y su simétrica. 3°) La tangente (doble) en el polo es: 6 = % 4°) La interseccion con el

eje polar es: p = +1. La interseccion con la perpendicular al eje polar por el polo, es: p = £2. 5°) La curva
tiene el punto doble (ademaés del polo): 0 = % p = /2,y su simétrico. 6°) Tabla de valores:

E 209- Dibujar la curva p =

0°30° [45° |60° |90°|120° |135° |150° |18Q°
1 ]1.2681.414 1.577|0 |2.732|3.414|4.732 |

210° 225° 240 270° | 300° 315° 330° 360°
-2.732 | -1.4141-0.732 | 0 —0.423 | -0.586 | -0.732 | 1

AoRNISR I D SR RS
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El dibujo de la curva es el siguiente:

E 210- Dibujar lacurva p = 49
1+tan 5
3
Solucion: 1°) La curva es simeétrica respecto al polo. Variacion de 6: 0 < 0 < 3. 2°) La curva tiene las
asintotas: psin(e— %T”> = % y su simétrica. 3°) La tangente (doble) en el polo (punto doble) es:
0 = L. 4° La curva corta al eje polaren: p = 1, p = 1 , Y sus simétricos. Corta a la perpendicular
2 1+./3
al eje polar por el polo, en: p = L y su simétrico. 5°) Tabla de valores:
J3+1

0 ]0°30° |45° |60° |90° |120°|135°|150°  180°|210 |240°|270°|300° |330° |360°
p|110.85/0.79/0.73]/0.63/0.540.5 |0.46|0.37/0.27{0.15|0 -0.21 | -0.57 | -1.37

0 |390° | 420° | 450° | 480° | 510° | 540°
p|-5.22/6.22/2.37|1.57 1.21 1

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 211- Dibujar lacurva p = 929_ 1T

Solucion: 1°) La curva es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar por el polo. 2°) La curva tiene
dos asintotas: psin(@+1) = % 3% Para p = 0, hay dos valores de 6: 8 = 0y 0 = o (punto asintético).

4°) Interseccién con el eje polar (ademas del polo): p = # = 0.354, 0.163, 0.107,... Interseccion
L i kn
con la perpendicular al eje polar por el polo (ademas del polo): p = 2 5 =1.07,0.222, ...
(% + kn) -1
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5°) Tabla de valores:

00| xl6 \nls 1|22 |n 37[/2\2” 3r |5r | 107
p|0]0.015]10.84 | 0 |1.070.35]0.22|0.16 | 0.11 | 0.064

0.032

El dibujo de la curva es el siguiente:

E 212- Dibujar lacurvap = —L1 .
J P~ eiie?
Solucion:  1°) La curva es simeétrica respecto al eje polar. 2°) La curva no tiene asintotas ni ramas

parabdlicas. 3°) Para p = 0, 8 = oo, luego el polo es un punto asintotico. 4°) Interseccion con el eje polar:
1

P= ook = 0.5, 0.043, 0.00187,... Interseccion con la perpendicular al eje polar por el polo:

p=——t— =0.2,0.009,.5%)Parag = 0, tanV = 0. Para 6 = L
e2""+e2 "

> tanV = —1.09. 6°) Tabla de
valores:

010 |nl2|x 2r
p|0.5/0.2/0.043|0.00187

El dibujo de la curva es el siguiente:

0.2

-0.2
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En el dibujo siguiente se incluye un detalle del entorno del polo.

0.02 T

-0.02 T

1

E 213- Dibujar la curva p = e Sin@

Solucion:  1°) La curva es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar por el polo. Variacion de 6:

% <6< % 2°) Para 6 = 0, & =lim psind = o, la curva tiene una rama parabélica. 3°) Como para
6=0
p=0, ﬁ = -, sinfB = 0—¢,0 = 0— ¢, es decir la tangente en el polo es: 8 = 0. 4°) La curva corta a

la perpendicular al eje polar por el polo, en: p = e,yen: p = %. 5°) Tabla de valores:

‘9 —90° | -60° |-45° | -30° |0°|30° |45° |60° |90°
‘p 0.368 | 0.315|0.243 | 0.135 | | 7.389 | 4.113 | 3.173| 2.718

El dibujo de la curva es el siguiente:

\ i /

E 214- Dibujar la curva p = In(6% — 30 + 2).

Solucion: 1°) Existe curva para 6 > 2y 6 < 1. No tiene simetrias. 2°) La curva tiene dos asintotas: 6 = 1,
0 = 2. 3% Paraf —» +x, p - oo, luego la curva tiene dos ramas parabdlicas que giran en sentido contrario
alrededor del polo, alejandose indefinidamente de este. 4°) Interseccion con el eje polar: 0 = kr,
p = In(k?z? — 3kz + 2), obteniéndose los siguientes valores:

-100x |-10x |37 |-=x 0 T 3 107 1007
p|11.509 | 6.988 | 4.780 | 3.058 | 0.693 | 0.894 | 4.136 | 6.797 | 11.490

5°) Interseccidon con la perpendicular al eje polar por el polo: 6 = %Tl)ﬂ obteniéndose los siguientes
valores:
9 =197 | =97 | —x | 3¢ 117 | 101x
2 2 2 2 2 2
p|11.519 | 6.890 | 2.217 | 2.309 | 5.306 | 11.500
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(02 -30+2) - In(6? - 30 + 2)
20 -3

6°) El valor de tanV = ﬁ, = , se incluye en la siguiente tabla:
p

_ 3 =3
0 0 T T 5 5

tanV | -0.462 | 0.666 | —-7.016 |3.620 | -11.253
\ —24°,8 | 33°,65 | —81°,89 | 74°,56 | —84°,92

El dibujo de la curva es el siguiente:
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TIPOS PARTICULARES DE CURVAS

E 215- Estudiar y dibujar la funciony = |x|*, siendo x real.

Solucion:  1°) Para x > 0, la ecuacion de la curva es: y = x*. Para x < 0, la ecuacién de la curva es:
y=(x)*. Parax=0+¢,y—- 1 Parax=0-¢, y - 1. Siempre y > 0. 2°) Maximos y minimos: Para

x>0,y =x*(Inx+1). Luego la curva tiene un minimo para x = % =0.368, y = 11 = 0.692, es

ee

decir (0.368,0.692). Para x < 0, y' = —x*(1 + Inx). Luego la curva tiene un maximo para x = _Tl =
1

=-0.368,y = e € = 1.447, es decir (-0.368,1.447). 3°) Para X — +00, y - +o0, Iim% = +oo, Luego la

curva tiene una rama parabdlica segun el eje QY. 4°) Para x - —o0, y - 0, lim Y _o. Luego la curva

X
X—>—00

tiene la asintota: y = 0. 5°) La pendiente de la tangente en (0,1), es para X = 0+¢, y' = —oo, y para

x =0-g¢,Yy = +oo, siendo dicho punto de inflexion. El dibujo de la curva es el siguiente:

E 216- Dibujar lacurvay = e* — In|x|.

Solucion: 1°) Para x > 0, la ecuacion de la curva es: y = e* — Inx. Para x < 0, la ecuacion de la curva es:
y = e¥ —In(=x). 2°) Maximos y minimos: Para x > 0, y' = e* — % = 0. La solucion de esta ecuacion es
x = 0.567. Luego la curva tiene un minimo en (0.567,2.33). La curva no tiene maximo. 3°) Para x = 0,
Iim% = oo, La curva tiene la asintota: x = 0. 4°) Para X - 400, y > +00, IimY = 400, La curva tiene una
rama parabdlica segun el eje OY. 5° Para X -» —0, y - —0, Iim% = 0. La curva tiene una rama

parabdlica segun el eje OX'. 6°) La curva corta al eje XX', en el punto (-1.31,0), siendo la pendiente de la
tangente en este punto, y' = 1.03. El dibujo de la curva es el siguiente:

E 217- Dibujar la curva ||x| — |y|| = x3 —y3.

Solucién: Como x® —y3 > 0, solo existe curva en la primera bisectriz y por debajo de ella. Estudiando la
curva por cuadrantes, se tiene: Cuadrante 1% [x—y|—[x3—y3| =0, p1 =x-y =0, 2 =x3-y3 =0,
@1 > 0, ¢, > 0; de donde: (x —y)(x? +xy +y? —1) = 0. La curva esta formada por la primera bisectriz y
por el arco AD. Cuadrante 2°: no hay curva. Cuadrante 3% ¢; = x+y =0, o2 =x3-y3 =0, ¢; <0,
@2 > 0, de donde: (x —y)(x? +xy +y? —1) = 0. La curva esta formada por la primera bisectriz y por el
arco BF. Cuadrante 4% ¢1 =x+Y, ¢, =x®-y3 pudiendo ser: a) ¢1 >0, ¢ >0, de donde:
y3—x3+x+y =0, 0 bien, b) p1 <0, ¢, > 0, de donde: x> —y3 +x+y = 0. La curva esta formada por
los arcos OCD y OEF. Resumiendo, la curva esta formada por la primera bisectriz en toda su longitud, y
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por los arcos AD, OCD, BF y OEF, como se indica en el dibujo siguiente:

Por tanto, el dibujo de la curva es el siguiente:

E 218- Dibujar la curva (y + [2x| — 2)% + (y — [y|)? = 0.

Solucion:  Siendo una suma de dos cuadrados igual a cero, cada uno de los dos sumandos ha de ser nulo,
luego: y + |2x| -2 = 0, y — |y| = 0. De la primera igualdad se tiene que: |2x| = 2 —y, de donde: 2 -y > 0,
y < 2. De la segunda igualdad se tiene que: |y| =y, luego: y > 0. Por tanto, 0 <y < 2. Para x > 0, se
obtiene de la primera igualdad, la recta: 2x+y—-2 =0, y para x <0, la recta: 2x—-y+2 = 0. De la
primera recta es solucion el segmento AB, siendo A(0,2) y B(1,0). De la segunda recta es solucién el
segmento AC, siendo C(-1,0). La curva esta formada por los segmentos AB y AC.

A(0,2)

C(-1,0) B(1,0)

E 219- Dibujar la curva de valores absolutos [x? +y? — 4| + [x —y| - [x+y—-1| = 0.

Solucién:  1°) Se dibujan las curvas ¢1 = x> +y2-4=0, p, =x-y=0, p3=x+y—-1=0. 2° Se
halla el signo de cada una de las ocho regiones que delimitan en el plano. Estos signos, recuadrados, se
han incluido en el dibujo, en cada region. 3°) En la region definida por: ¢1 > 0, @2 > 0, @3 < 0, se dibuja:
fi=+(X2+y?-4)+(x-y) - [-(x+y—1)] = x> +y2 + 2x - 5 = 0, obteniéndose el arco AD. 4°) En la
region definida por: @1 > 0, 2 <0, @3 <0, se dibuja: f, = +(x2 +y2-4) - (x-y) - [-(x+y-1)] =
=x%2+y%2+2y-5 =0, obteniéndose el arco AB. 5° En la region: ¢; > 0, ¢, > 0, @3 > 0, se dibuja:
fa=+(X2+y?—-4)+(x-y) - [+(x+y—-1)] = x> +y? — 2y — 3 = 0, obteniéndose el arco GH. 6°) En la
region: @1 >0, @2 <0, @3 >0, se dibuja: fs =+(X2+y2-4)—(x-y) —[+(X+y—1)] = X2 +y? -
—2x—3 = 0, obteniéndose el arco FG. 7°) En la region: ¢; <0, ¢2 <0, @3 >0, se dibuja fy,
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obteniéndose el arco FE. 8°) En la region definida por: ¢1 < 0, 2 > 0, 3 > 0, se dibuja f,, obteniéndose
el arco EH. 9°) En la region definida por: ;1 < 0, 2 < 0, @3 < 0, se dibuja f3, obteniéndose el arco BC.
10°) En la region definida por: ¢1 < 0, 2 > 0, @3 < 0, se dibuja f4, obteniéndose el arco CD. 11°) La
curva pedida esta formada por los dos cuadrilateros curvilineos ABCD y EFGH, como se indica en el
dibujo siguiente.

E 220- Dibujar la curva de valores absolutos [x +y — 3| + |2x — 3y + 6| + 2y — x = 5.

Solucion:  1°) Se dibujan las rectas 1 = x+y—-3 =0, ¢2 = 2x—3y+6 = 0. 2°) Se halla el signo de
cada una de las cuatro regiones que estas rectas delimitan en el plano. 3°) En la region ¢; > 0, ¢, > 0, se
dibuja: f; =+(X+y-3)+(2x-3y+6)+2y—x-5=2x-2=0, luego: f; =x-1=0. 4° En la
region ¢; <0, @2 > 0, se dibuja: f = —-(X+y—-3)+(2x—-3y+6)+2y—x—-5=-2y+4 =0, luego:
fo=y—-2=0. 59 En la region ¢1 <0, ¢, <0, se dibuja: f3=-(X+y-3)—-(2x-3y+6)+
42y —X—-5=-4x+4y—-8 =0, luego: f3 =x—-y+2 = 0. 6° En la regién ¢, > 0, ¢, < 0, se dibuja:
fa=+(X+y—-3)—(2x—-3y+6)+2y—x—-5=-2x+6y—14 =0, luego: f, =x—-3y+7=0. 7° Las
intersecciones de las rectas: fi, f2, f3, f4, dan los cuatro puntos: A(1,2), B(0,2), C(% %) D(l, %) El

cuadrilatero ABCD es la curva pedida.
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E 221- Estudiar la funcion y = [E(x)]%, en el intervalo 1 < x < 4. Dibujarla e indicar la naturaleza de sus
discontinuidades.

Solucion: Cuando x toma valores en el intervalo 1 < x < 2, la funcion permanece constante, igual a 1. En
el intervalo 2 < x < 3, la funcién es la exponencial y = 2*. En el intervalo 3 < x < 4, la funcién es la
exponencial y = 3*. Por tanto, la curva solo es discontinua en los valores enteros de x, siendo la
discontinuidad de primera especie. El dibujo de la curva, en el que las ordenadas no conservan la escala,
es el siguiente:

256

81

27

v

E 222- Representar la funcion de valores enteros E(X) + E(y) = E(x +y).

Solucion:  Se divide el plano en escaques de lado la unidad, a partir del origen. Siendo (a,f) las
coordenadas de un punto respecto al vértice inferior izquierdo del escaque en que esta situado (es decir:
0<ac<1 0<p<1), las coordenadas de dicho punto respecto al origen de coordenadas, se exponen
seguidamente para cada cuadrante: 1°) Primer cuadrante: x = EX)+a, Yy =E(y)+ B, ExX+y) =
= E[E(X) + a + E(Y) + B] = E(X) + E(y) + E(a + ). Para un escaque determinado, la curva corresponde
a la parte rayada, en la que: E(a+ f) = 0. 2° Segundo cuadrante: x = —E(x) +a, y = E(y) + j,
E(x+y) = E[-E(X) + a + E(y) + B] = —E(X) + E(y) + E(+a + B). Para un escaque determinado, la curva
corresponde a la parte rayada, en la que: E(a + ) = 0, como en el primer cuadrante. 3°) Tercer cuadrante:
la solucion es la misma que en los dos casos anteriores, puesto que siendo: x = —-E(X) + a, y = —-E(y) + S5,
se tiene que: E(x+Yy) = E[-E(X) + a — E(y) + B] = —-E(X) — E(y) + E(a + ). 4°) Cuarto cuadrante: la
solucion es la misma que en los casos anteriores, pues: X = E(X) + a, y = —E(y) + B, por tanto se tiene
que: E(x+y) = E[EX)+a—E(y) + ] = EX) —E(y) + E(e + B). 5°) El dibujo de la curva es el
siguiente:

AY

N

N

.
X<
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E 223- Dibujar la curva de valores enteros £ _ §
E(y)
Solucién: Se divide el plano en escaques cuadrados de lado la unidad. 1°) Primer cuadrante: Como en el
problema anterior E 222, se tiene que: x = E(X) + a, Yy = E(y) + ; luego, situando el origen en el vertice
e a E(x) -
inferior izquierda de un escaque, B ) que es la ecuacion de una recta que, para valores dados de
E(x) y de E(y), parte del origen. En el primer escaque, todo él es solucion (esta rayado en la figura). En el
resto de escaques adyacentes al eje OX, la solucion es el propio eje OX. En los escaques adyacentes al eje
OY, la solucion es el propio eje QY. En los escaques atravesados por la primera bisectriz, la solucion es la
propia bisectriz. En cualquier otro escaque, la solucion corresponde al segmento (comprendido dentro del
escaque) de la recta que une el origen O con el vértice inferior izquierdo de dicho escaque. 2°) Cuarto
cuadrante: x = E(x) + a, y = —E(y) + B; luego: E(y) = E[-E(y) + B8] = —-E(y), Eg/; = %. Para los
escaques adyacentes a la parte negativa OY', del eje vertical, la solucién es OY'. En cualquier otro
escaque, la solucion corresponde al vértice inferior izquierdo. 3°) Segundo cuadrante: x = —E(x) + a,
—E(x) a
=Ey) +p, = =
DD Ry~ p _ e negarvadelele L
propio eje OX'. Para los restantes escaques, la solucién es el vértice inferior izquierdo de dicho escaque.
-EX) _ o
o . oo Ry B _
primera bisectriz, la solucion es la propia bisectriz. En cualquier otro escaque, la solucion corresponde al
segmento (comprendido dentro del escaque) de la recta que une el origen O con el vértice inferior
izquierdo de dicho escaque. 5°) El dibujo de la curva es el siguiente:

. Para los escaques adyacentes a la parte negativa del eje XX’, la solucién es el

4°) Tercer cuadrante: X = —-E(x) + a, y = -E(y) + 5,

. Para los escaques atravesados por la

AY
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Geometria Analitica del Espacio

Seccion F- ELEMENTOS. LUGARES GEOMETRICOS

F1- Las coordenadas de un punto referidas a unos ejes rectangulares OXYZ, son (-1, 2, 3). Hallar las nuevas

coordenadas cuando se toman unos ejes OX'Y'Z' con las siguientes condiciones: el origen es el mismo, el
T T
angulo X'X = 60°, el angulo X'Y = 45°, sabiendo que el eje Y' esta situado en el plano XOY.

Solucion:  Sean: a’,a”,a”, los cosenos de los angulos que forma el eje OX con los nuevos ejes

OX',0Y',0Z'. Sean: b',b",b", los analogos correspondientes al eje OY. Sean: ¢',c”,c”, los del eje OZ. Se
2 . ,

conocen: @' = &, b’ = L ¢" = 0. Se tiene: a2 + b2 + ¢ = 1, de donde: ¢’ = ++ (para los célculos

2’ 2
J3

siguientes, se toma el signo +); ¢'> + ¢2 + ¢ = 1, de donde: ¢’ = =5

toma el signo +); b'c’ +b"c” +b"c” =0, de donde: b" = - /6. a"?+b" +¢" =1, de donde:

6
" _ \/§

" = =5 (el signo + no es valido, pues en este caso: a'a” +b'b"” +c'c" # 0);a? +a"?+a"? =1, de

donde: 8" = 1@; a'b’+a"’b” +a"b"” =0, de donde: b’ = ig.

cuadro siguiente, en el que se han escrito con tipos mayores las letras a’,b’,c”, correspondientes a los
datos iniciales conocidos:

(para los calculos siguientes, se

Con estos resultados se completa el

X y z
¢ a=L =2 ol
y’ a”:ig b”=i§ c’=0
Los datos pedidos, son: x’ =—1-%+2-%+3-% =1+J2;y =-1- Tr‘?{g +2- i‘?{g +3.0=
= im; 7'=-1. # +2. _‘ég +3. ‘/2§ = 5‘/§3_ /8 . Luego las nuevas coordenadas
del punto, son: <1+ J2 .+ /8 +32‘/§ , 5‘/_3_ /6 )

F2- Se consideran unos ejes oblicuos OXYZ, tales que los angulos que forman entre si, son todos iguales a

60°. Se considera una recta que forma con OXy OY angulos de 45°. Hallar el &ngulo que forma con OZ.

., . PN PO =S . , R .,
Solucion:  Siendo A = XY, u = YZ, v = ZX, y siendo a, 5,y los angulos que la direccion dada forma con

1 1 1 42
2 2 2
1 cosA cosv cosa
cosA 1 cosu cos 1 1 42
los ejes, se tiene: H P = 0, es decir: 2 1 2 "2 | =0, siendo
cosv cospp 1 cosy 1 1 1
= = X
cosa cosf cosy 1 2 2
J2 2
2 2 * !
X = cosy. Operando, se obtiene: _T?’xz + gx = 0, cuyas raices son x; = 0, X, = ¥ Luego, para
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cosy =0,y = %; y paracosy = ¥ y = 19°28'16".

F 3- Se considera un triangulo ABC, cuyos Vértices tienen las siguientes coordenadas: A(1,2,-3), B(2,0,-5),
C(-4,3,1). 1°) Hallar las coordenadas de estos vértices cuando se toman unos nuevos ejes que cumplen
las siguientes condiciones: el nuevo origen es el punto O'(—4,3,2), y los ejes son paralelos a los antiguos,
pero sus sentidos positivos son los opuestos a los antiguos. 2°) Hallar las coordenadas del baricentro G.

Solucién: 19 A:[-(1+4),(3-2),—(-3-2)] = (-5,1,5); B :[-(2+4),(0+3),~(-5-2)] =
= (=6,3,7); C : [(=4 +4),(3-3),~(1—2)] = (0,0,1). 2°) En los ejes iniciales, G(‘Tl % —?7) en los

ejes nuevos, G(‘Tll % 13—3)

F4- Dada la curva x?+y?—z% =4, 2x-3y+z = 1, hallar: 1°) Las ecuaciones de sus proyecciones sobre
los planos coordenados. 2°) Las trazas de la curva con dichos planos.

Solucion: 19 La proyeccion sobre el plano z =0, es: (1-2x+3y)? =x2+y2—4, es decir:
3x2 +8y? — 12xy —4x + 6y + 5 = 0, z = 0. Las restantes proyecciones sobre los planosy = 0, x = 0, son:
13x? — 822 +4xz —4x—2z-35 =0,y = 0; 13y?2 — 322 —6yz+ 6y — 2z — 15 = 0, x = 0. 2°) Para el plano

z = 0, se resuelve el sistema: 2x — 3y = 1, x? + y? = 4, siendo las trazas (2 ifé/S_l , -3 ilé\/ﬂ ,O).

Las restantes trazas son: (2 : “3_11 .0, -1+ 23“ —11 ) (O, _3i8“ 381 , 1 i:;“ 31 )

Gltimas trazas no son reales.

. Estas dos

F5- Dada la curva de ecuaciones xyz—x?—-y2+z2 =0, xX>+x+Yy+z =0, hallar: 1°) La ecuacién del

cilindro proyectante sobre el plano XY. 2°) Las ecuaciones de la proyeccion sobre XZ. 3°) Las trazas con el
plano YZ.

Solucién: 1°) La ecuacion del cilindro proyectante, es: xy(—x2 —x —y) —x2 —y2 + (-x2 = x —y)* = 0, es

decir: x3—x?y+2x2+xy—-y?+2y=0. 2°) y=0, x>+ x22+2x> +3xz+22+2x+22=0. 3° x =0,
—

y+z=0;x=0,y-1z = 0 (ecuaciones de las dos bisectrices de YOZ, situadas en el plano x = 0).

F 6- Demostrar que si una recta forma angulos iguales con tres semirrectas de un plano, es perpendicular a
dicho plano.

Solucion:  Sea el plano z = 0. Sean los cosenos directores de las tres rectas de dicho plano (ai,b1,0),
(az,b2,0), (as,bs,0). Y sean (a,B,7y) los de la recta cuya perpendicularidad se estudia. Se tiene el
sistema: aja +b1f+0-y =aa+bf+0-y =aza+bsf+0-y =c0s90° = 0, de donde: a = g = 0.
Como a? + B? +y? = 1,y = 1. Como los cosenos directores de z = 0, son (0,0, 1), se tiene que, siendo V
el &ngulo de larectaconel planoz = 0,sinV=0-0+0-0+1-1 =1, por lo que V = 90°.

F7- Dada la curva x? +y? +z2 = 4, x —y + 2z = 3, hallar: 1°) La ecuacion del cilindro proyectante sobre el
plano XY. 2°) Las ecuaciones de la proyeccién sobre XZ. 3°) Las trazas con YZ.

Solucién: 1°) Ecuacion del cilindro proyectante sobre el plano XY: 5x? + 5y2 — 2xy — 6x + 6y — 7 = 0.
2°) Ecuaciones de la proyeccion sobre XZ: y = 0, 2x? + 522 + 4xz — 6x — 12z + 5 = 0. 3°) Trazas con YZ:

(o, —3i2,/ﬁ,6ié/ﬁ>.

5

F 8- Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (1,3,2) y es perpendicular a la recta 2x + 3y —z = 1,
X—y+3z=2

., , . . -1 2 -1
Solucion:  Los parametros directores de la recta vienen dados por: 13 =8, - L3 = -7,
2 3 ., . .
11 = — 5. Laecuacion del plano pedido, es: 8(x — 1) —7(y —3) = 5(z - 2) = 0, es decir:

8x—-7y—-52+23 =0.

F9- Dados los puntos M1(2,1,-1), M2(-3,0,2), hallar la ecuacion del plano que pasa por dichos puntos y es
perpendicular al plano proyectante de MM, sobre XOY.
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Solucion: MM, = X__52 = y_—ll =L ; 1 cuyo plano proyectante es: 3x — 15y + 4 = 0. Los planos
qgue pasan por MiMy, son: 3x+52—-1+ABy+z-2) =0, es decir: 3x+3Ay+(5+1)z—1-24 =0.

Por ser perpendiculares ambos planos, se tiene: 33 —-15 - 31 = 0, de donde: A = % El plano pedido es:
15x+ 3y +26z—-7 = 0.
F10- Dado el punto (1,2,-1), la recta 2x+3y—-z =1, x—-2y =0, y el plano x+y+4z = 0, hallar la

ecuacién de la recta que pasa por dicho punto, es paralela al plano dado, y se apoya en la recta dada.
Poner la ecuacién de la recta en forma continua.

Solucién: Coordenadas de un punto genérico de la recta dada: (24,4, 74 — 1). Ecuaciones de la recta que

pasa por el punto dado y por el punto genérico: 2X,l_—11 = X:g = 2731 . La condicion de paralelismo
con el plano dado, es: 24 —1+A—-2+4 .71 =311 -3 =0, de donde: 1 = 3—31 Luego la ecuacion de la
x=1 _Y=-2 _ 741

recta en forma continua, es: 25~ B9 ~ 21 °

F 11- Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1,-1,3) y es perpendicular al plano
2x+5y +z -1 = 0, determinando las coordenadas del punto de corte con el plano.

., .Xx—-1 _y+1 7_3 . (16 -5 91
Solucién: Ecuacion de la recta: 5= TE =7 . Punto de interseccion: 156 ' 30 )"

F12- Un tridngulo de lados a,b,c, tiene los puntos medios de los lados, situados sobre los ejes X,Y,Z
respectivamente. Calcular las coordenadas de los vértices.

Solucion:  Las coordenadas de los puntos medios son: («,0,0), (0,,0), (0,0,7), y las de los vértices
son: (a,B,—y), (—a,B.,7), (a,—B,y). Como (a+a)*+ (B—P)°+ (-y—7y)* = 4a?+4y? = b%, y sus

analogas, 4a? + 4% = c?, 4% + 4y? = a?, se tiene: a = * [W ,B=1 /W ,
y == ,W . Hay ocho soluciones segun los siguientes conjuntos de signos: (++ +), (———),
(), (=), (+4), (=), (=), (+-).

F 13- Hallar las ecuaciones de una recta que se apoya en larectax = 3y = -5z, yen larectax + 2y —4z = 1,

2x—y—3z =0,yesparalelaalarecta3x —5y+7z =0,x+y—-2z =0.

Solucion: La ecuacion del haz de planos que pasan por la segunda recta dada, es:
X+2y—4z-14+A2x-y—-32) = (L +2A)x+ (2—-A)y— (4 +31)z—1 = 0. Los parametros directores de
la tercera recta dada, son: (3,13,8). La condicion de paralelismo entre el plano y dicha tercera recta, es:
3(1+24)+13(2- 1) —8(4 +31) = 0, de donde se obtiene: A = =3 Luego la ecuacion del plano es:

31
25x + 65y — 115z — 31 = 0, cuya interseccién con la primera recta dada, es: 93 , 31 , —93 ) La
209 ' 209 ' 1045
-9 ,_ 3L . 93
ecuacioén continua de la recta pedida es: 3209 = 1509 = é045 .

F 14- Se conocen las coordenadas (Xq,Yq,2g) del centro G de un triangulo equilatero, y las de uno de sus
vértices A(a, B,y). Hallar las de los otros dos vértices.

Solucion: Las coordenadas del punto medio A’ del lado opuesto al vértice A son conocidas,

<3X92_a, 3y92—ﬂ, 3292_7/ ) asi como la distancia R de los vértices B'y C a A’ que es igual a

% = @,/(xg —a)®+(yg—B)* + (zy—7)” . Por tanto, B'y C son puntos diametralmente opuestos en
la circunferencia interseccion de la esfera de centro A’ y radio R, con el plano que pasando por A’ es
perpendicular a AA’, por lo que hay infinitas soluciones. Tomando A’ como origen de coordenadas, y AA'

como eje de las X, las coordenadas de A son (a,0,0), R = %, la esfera es: y? +z% = %2, y el plano

perpendicular a AA’ es x = 0. Las coordenadas del punto B son: (0, asing LOSQ) y las del punto C

J3 3
) —asind —acosd
son- (0’ J3 3 )
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F15- Se da la recta 2x+3y—4z =1, x—2y—3z=0, y la recta x+y—7z = 0, 4x+ 3y = 3. Hallar las
ecuaciones de la perpendicular coman y el valor de la minima distancia.

. . . -1
Solucién: Las ecuaciones en forma continua, de las dos rectas dadas, son: X1 — ¥ _ Z+3

17 -2 7
x_+2%8 _ Y ;825 =z — 1. Las ecuaciones de la recta pedida corresponden al conjunto de las ecuaciones
de los dos planos siguientes:
X+ 7 y-1 z+3
17 2 7 X+7 y—-1 z+3
= 7 -2 7 =0,
-2 7 7 17 17 -2
-198 -164 434
28 1 1 -21 -21 28
-18+7 25-1 1+3
17 -2 7
X+18 y-25 z-1 1 28 1
=21 28 1 = 0. La minima distancia es: = 0,0436.
/1982 + 1642 + 4342

-198 -164 434

F 16- Hallar la ecuacion del plano simétrico del plano x + 2y — 3z = 1, respecto de larectax =y = z.

Solucién: Siendo el plano dado paralelo a la recta dada, la ecuacion del plano simétrico es de la forma
X+ 2y — 3z —m = 0. Este plano pasara por el punto simétrico de un punto cualquiera del plano dado. Sea
este punto (1,0,0), y su simétrico respecto al punto (0,0,0) de la recta dada, es (-1,0,0). Luego:
-1-m =0, m = -1. El plano simétricoes: x + 2y - 3z+ 1 = 0.

F 17- Hallar las ecuaciones de la recta simétrica de la recta x + 3y —z = 3, 2x —y + z = 2, respecto a la recta
X=Yy=_1

Solucidn: Las dos rectas dadas se cortan en (1,1,1). Un punto de la primera recta es (3,-2,—6). El plano
perpendicular a la segunda recta, pasando por este punto, es: x—3+y+2+z+6 =0, 0 bien:

X+y+z+5 =0, que corta a la segunda recta en (%5 ?%) El punto simétrico de (3,-2,-6)
respecto a este punto, es: (‘Tlg _TA' %) La recta pedida es: )1(9_ 1 y4— ! _ é_ 1 o bien:
=9 _ =4 _1 S _1
3 3 3

x=1 _y=-1_z-1

—22 7 5

F 18- Una recta forma con las cuatro diagonales de un cubo los angulos «a,f3,y,0. Hallar el valor de la
expresion E = cos?a + c0s?f + cos?y + €0S%5.

Solucion:  Sean los vértices del cubo: (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (1,1,1),
(0,1,1). Los parametros directores de las cuatro diagonales, son: (1,-1,1), (1,1,1), (1,1,-1), (-1,1,1),y
los de la recta dada, (a,b,c). Luego el valor de la expresion del enunciado viene dado por:
E_ (@-b+c)’+@+b+c)’+@+b-c)+(-a+b+c)® 4@ +b*+c?) 4

a 3(a? + b? + c?) © 3(@%+b?+c?) 37

F19- Se da la recta 2x—3y+1 =0, x—-y+z =0, y la recta x =y = z. Se pide: 1°) Ecuaciones de la
perpendicular comun y valor de la minima distancia. 2°) Ecuacion del plano paralelo a las dos rectas y que
dista del origen la minima distancia entre las dos rectas. 3°) Angulos de este plano con los planos
coordenados.

Solucion: 1°) Las rectas dadas en forma continua, son: % = % =L x=y=1
x—1 y-1 z
3 2 -1
La perpendicular comun viene dada por las ecuaciones: =0,
2 -1 -1 3 3 2
11 11 11
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y z
2 -1
=0, es decir: x+3y+92—-4 =0, 5x+2y -7z = 0. La minima
2 -1 -1 3 3 2
11 1 1 11
-1 -1 0
3 2 -1
_ _ 1 1 1 1 ) _
distancia es: > > = = . 2°) La ecuacion del plano pedido es:
2 -1 -1 3 32
11 11 11
2 -1 -1 3
X+ z+D=3x-4y+z+D =0. Como -1 , Se
11 11 11 32+42 412 J26
tiene que D = +1. Luego son dos planos cuyas ecuaciones son: 3x—4y+z+1 = 0. 3° Siendo a el
angulo con x = 0, se tiene: cosa = ﬁ luego a = 53°57'36"4. Siendo f3 el angulo cony = 0, se tiene:
—4 . ! " H A H . 1 .
cosff = ——, luego: B = 141°40'16"3. Siendo y el angulo con z = 0, se tiene: cosy = ——, luego:
p 726 go: Y g 4 725 g
y = 78%°%1'24"2,

F 20- Dados los planos variables x(1 —t?) +y(1 +t?) + 2tz = a + Bt + yt?, demostrar: 1°) Que los planos
pasan por un punto fijo, hallando sus coordenadas. 2°) Que forman un angulo fijo con una recta fija,
hallando recta y angulo.

Solucién:  1°) Ordenando la ecuacion en t, se tiene: (—x +y — y)t> + (22 — )t +x+y —a = 0. Luego se
tiene el sistema: x+y—-y =0, 22— B =0, X+y—a = 0, cuyas soluciones dan las coordenadas del
punto fijo: (a ; Y , ¢ er 14 , g) 2°) Siendo 6 el angulo que forma el plano dado con una recta cuyos
_ 2 2
pardmetros directores son (a,b,c), se tiene que: sinf = A-tha+{d+)b+ 2t =
J[(l—tZ)Z +(L+17)° +4t2](@% +b? + ¢?)

(—a+b)t?+2ct+a+b

. Para que sea independiente de t, ha de cumplirse que a = ¢ = 0, con lo que

-~ JaZibiic? J2 (1+12)
sinf = g es decir: @ = 45°, siendo la recta fija: % = % = % esdecir: x =0,z = 0.

F21- Dado el punto A(2,1,-3) y el plano 2x + 3y — 4z = 3, se pide: 1°) Ecuacion de la perpendicular trazada
por el punto al plano. 2°) Siendo M el punto de interseccién de la perpendicular con el plano, hallar las
coordenadas de un punto B de la perpendicular, tal que la distancia MB = 4, estando situado B a distinto
lado de A respecto al plano.

Solucion: 10 X > 2 _ y; L_ Z_+43 . 29) M(% _2—199 _2—293> Siendo un punto genérico de la
perpendicular (24 + 2,31 + 1,—44 — 3), se tiene que el cuadrado de la distancia entre este punto genérico
y el punto M, es: (2/1 +2- %)2 + (3/1 +1+ %)2 + (—4/1 -3+ % g 42, De donde operando, se
tiene: A = %(—4 + @) Como al sustituir las coordenadas de A en la ecuacion del plano, el valor
obtenido es positivo, para que B esté situado a distinto lado que A, al sustituir sus coordenadas en la
ecuacion del plano, ha de obtenerse un valor negativo, por lo que el valor valido de A es: E—g (4 + ,/E)

26 -8,/29 -19-12,/29 -23+16,29
29 ’ 29 ’ 29 '

Por tanto las coordenadas de B son: (

F22- 1°) Hallar la ecuacion del plano que pasa por la interseccion de los planosx+z-1=0,y-z+2 =0,
y es perpendicular al plano z = 0. 2°) Hallar la ecuacién del plano que pasa por dicha interseccién y por el
origen. 3°) Hallar el angulo de los dos planos calculados en los puntos anteriores. 4°) Hallar su plano
bisector.
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Solucion:  1°) La ecuacion de los planos que pasan por la interseccion de los planos dados, es:
X+z2-14+Ay-2+2)=X+Ay+(1-A)z—1+24=0. La condicion de perpendicularidad da:
1-1=0. Luego el plano pedido es: x+y+1 = 0. 2°) Como debe cumplirse que: -1+24 =0, la
ecuacion del plano es: 2x+y +z = 0. 3°) Siendo 6 el angulo formado por los dos planos calculados, se

tiene que: cosf = 2+1 = 3 luego 6 = 30°. 49) X+y+1 :i2x+y+z. Por

JT1HEeI+12+12) 2 J2 /6
tanto, la ecuacion de los planos bisectores es: (2+ y3 )x+ (1+ 3 )y+z+ /3 =0.

F23- Se da la recta % - % = % y la recta % = % - % Hallar la paralela media y sus

proyecciones sobre XZ y XY.

1 1
X— = y— =
Solucion: La paralela media es: 5 2 _ 3 2 _ —Ll La proyeccion sobre XZ es: y =0,
X— l X — l y — l
2 _ —z,0bien:y = 0, 2x+ 4z — 1 = 0. La proyeccion sobre XY es: z = 0, 5 2 _ 3 2 ,

o bien:z=0,6x-4y-1 = 0.

F 24- Hallar la condicion para que las tres ecuaciones x = ¢y + bz, y = az + cx, z = bx + ay, representen una
recta, y hallar la ecuacién continua de esta recta.

1 ¢ -b
Solucién: Lacondiciones | ¢ -1 a = 0, es decir: a2 + b2 + c2 + 2abc — 1 = 0. La ecuacion de la
b a -1

recta en forma continua es:
X y _ yA

X -y __z >, 0 bien, cualquiera de sus ecuaciones analogas:
a+ b)g: b+ af 1- cZ

1-a2 ab+c ac+b’ab+c  1-b2  a+bc’
F 25- Se considera un cuadrado ABCD, tal que A(0,2,0), B(3,0,0). El plano ABCD forma un angulo de 60°

con el plano XY, estando inclinado hacia delante. Hallar las coordenadas de los vértices del cuadrado y las
ecuaciones de sus lados.

Solucion: Las ecuaciones de AB son: z = 0, 2x+ 3y — 6 = 0. La ecuacion de los planos que pasan por

AB, es: 2x+3y+4Az—-6 =0. Como cosf = 1_ A -z 1—3, Al estar inclinado hacia

2 @i 3
delante, la ecuacion es: 2x + 3y — /13—3 z-6 = 0. Distancia AB = /9 +4 = /13 . Proyectando el plano

sobre z = 0, el lado perpendicular a AB, mide: AB - cosf = AB - % = @ En este plano, la ecuacion
de AB es: % + % =1,y la de su perpendicular porBes:y = %(x —3). Siendo C' la proyeccion de C, se

2
tiene que: C'B? = (@) — 173 = (A-3)%+ %(/1—3)2, de donde: A; = 4, A, = 2. Este segundo

valor no es valido, pues da una ordenada negativa. Por tanto: C’<4, %) Introduciendo estos valores en la

4,3 @) Procediendo analogamente con

ecuacion del plano ABCD, se tienen las coordenadas de C( X,

3

D', proyeccion de D, las coordenadas de D son ( 1 L —) Los lados del cuadrado, son: AB =z = 0,

"2 2

X+3y-6-0. AD=x-20=2 _ 22 . g¢

_3:ﬂ: ZZ.CD:X—:l.:Zy_7
3 \/@1 3 m’ 3 -4

I
>

F26- El triangulo cuyos vértices son A(0,0,0), B(3,5,0), C(6,0,0), es la base de un triedro trirrectangulo.
Hallar las coordenadas de su vértice y las ecuaciones de sus caras.

Solucién: Sea el vértice D(a,b,c), las ecuaciones de las aristas son: AD = x _ Y _ L.

a~p ¢
BD= X=3 _ Y=°5 _ Z,CD= ;:g = % = -L. Como son perpendiculares dos a dos, se tiene el

a-3 b-5
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-6)+b2+c>=0, (@a-3)(@-6)+((b-5b+c2=0. Sus

sistema: a(a—-3)+b(b-5)+c?=0, a(a
+12 ) Tomando el valor positivo para z, la ecuacion de la cara DAB

raices dan las coordenadas D(3 9

5
x 'y z 1
3 2 12
es: 5 5 = 5x — 3y — 4z = 0. Analogamente, las ecuaciones de las caras DAC y DBC son,
0 0 0 1
35 0 1

respectivamente: -4y + 3z = 0,5x+3y+4z-30 =0

F27- Hallar las distancias desde el origen a los planos bisectores de los planos ax+by+cz=d y
a'x+b'y+c'z=d,siendoa®?+b?+c2=1ya?+b?+c?=1.

Solucion:  De acuerdo con las condiciones dadas, las ecuaciones de los dos planos bisectores son:
(@axa)x+((bxb)y+(ctcHhz-(d=d ) = 0. Por tanto, las distancias desde el origen a los dos planos

bisectores, son: § = —d¥d _ —d+d

+/@ta)’ +(btb)? +(ctc)’ = 2(l:aad +bb tcc)

F28- La superficie x? +y? —3z2 = 0, representa un cono de vértice el origen de coordenadas. El plano
x+Yy—z =0, lo corta segun dos rectas, cuyas ecuaciones se piden.

Solucion:  La ecuacion de una de las rectas es: % =Y _ Z, es decir: x = az, y = bz. Introduciendo

b
1+./5
2 )

estos valores en las ecuaciones del cono y del plano, y resolviendo el sistema, se tiene: a =

bzlw_ﬂ/g X __ Y _z
2 1+/5 1F7J5 2

F29- Se dan los puntos A(0,0,2), B(7,10,8), C(9,0,2), D(8,6,7), M(%,—G,—S). Hallar la ecuacion de la
recta que se apoya en las rectas AB 'y CD, y es paralela a OM.

Solucion:  Ecuacion de AB = % = 1y_0 =L E 2 , 0 bien: 10x — 7y = 0, 6x — 7z + 14 = 0. Planos que

pasan por AB: 6x—7z+ 14 + A(10x — 7y) = (104 + 6)x — My 7z + 14 = 0. Condicion de paralelismo
con OM: L (10/1 +6)+421+21 =0, de donde: A= =7 Por tanto la ecuacion del plano es:
6Xx + 42y — 77z + 154 = 0. Procediendo andlogamente con el plano que pasa por CD y es paralelo a OM,

se tiene: 24x + 29y — 30z — 156 = 0. Las ecuaciones de la recta son el conjunto de las ecuaciones de los
dos planos: 6x + 42y — 77z + 154 = 0, 24x + 29y — 30z — 156 = 0.

. Las ecuaciones de las dos rectas son:

F 30- Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (6,6,0), es paralela al plano XZ, forma un
angulo de 60° con el plano XY, y corta al plano YZ en su parte positiva.

Solucién: La recta corta al plano x = 0 en (0,6,1), siendo tan60° = /3 = % Las ecuaciones de la

. x _Yy-6 _7-6J3 S T
rectason: & = #—¢ = o3 ,0bien:y = 6,3x+/3z-18 = 0.

F31- Hallar el angulo que forman entre si las rectas interseccion del plano 11x — 13y +2z = 0 con la
superficie 4x? + 8y? + z? — 6yz + 5xz — 12xy = 0.

Solucion:  La superficie esta formada por los planos: x—2y +z = 0, 4x—4y +z = 0. Los parametros
directores de la recta: 11x—-13y+2z=0, x-2y+z=0, son (1,1, 1) Y los de la recta:

11x-13y+2z2 =0, 4x—-4y+z = 0, son (5,3,-8). Por tanto, cosf = = 0. Luego el
y y ( ) J3 25+9+6 g

angulo pedido es 6 = 90°.

F32- Dadalarecta2x—3y+5 =0, x+3y—z = 3, hallar las ecuaciones de su simétrica respecto al eje ZZ',
asi como las ecuaciones de la perpendicular comin a la recta dada y a su simétrica.

Solucion: Dos puntos de la recta dada son, por ejemplo, (-1,1,-1) y (2,3,8). Sus simétricos respecto al

eje ZZ', son (1.-1,-1) y (-2,-3,8). La recta que pasa por estos dos puntos es: X__31 = y_+21 = Z 5 1 ,
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que es la recta simétrica pedida. Las ecuaciones de la recta dada, en forma continua, son:
-1 . . ,
x+1 _ Y = Z+1 ) a5 ecuaciones de la perpendicular comun son:

3 2 9
X+1 y—-1 z+1
3 2 9 x-1y+1 z+1
=0,| -3 =2 9 = 0. Es decir:
2 9 9 3 3 2
36 45 0
-2 9 9 -3 -3 -2

27X+ 18y + 132+ 4 = 0, 27x + 18y — 13z — 4 = 0. Simplificando, se tiene: z = -4

§,3x+2y:0.

F33- Encontrar la posicion relativa de la recta %+%+% =0, L+bi CL =0, y el plano

y + Z -
! c/ a' b’ 2 b’ ¢ 2
(% ___> %T+T‘F (&8 -&
Solucién: La recta y el plano dados pasan por (0,0,0). Las coordenadas de un punto de la recta son

%} 1 1 -1 _% 1

b a © b ) P
1 1 'l &4 -1 || 1 1 | | Haclendo: a =G, f=""y =, las coordenadas
C/ b/ a./ C/ a/ b/

S B-v v—-a a-p . ., L
son; (bcﬂy’ a7 abaf ) Introduciendo estas coordenadas en la ecuacion del plano, se tiene:

p-v N y-a N -B ~ 0
/ / I\ 2 ! / I\ 2 '
abcﬂ?’(%Jr%—%) bacay(— %_% cabaﬂ(%Jr%_%)
Operando, se tiene: % [ by -+ r—d -+ a—p . :| -0
acc| gy(B+y-a) ay(y+a-B)° apfla+pB-y)

Reduciendo las tres fracciones a un denominador comun, la suma de los tres numeradores resultantes, es
la siguiente expresion: S = a(B—7)(y +a—B)2(a+ B—y)* + By —a)(B+y —a)’(a+B-7y)* +
+y(a—B)(B+y—a)’(y +a— B)> Operando, se obtiene que el valor de esta expresion es nulo. Por
tanto, la recta est4 contenida en el plano.

F34- Py Q son funciones lineales de x,y,z. La funcion f(P,Q) = 0 es un polinomio homogéneo en Py Q de
grado m. Demostrar que la funcién f(P,Q) = 0, representa un haz de m planos que pasan por una misma
recta.

m-1 m
Solucion:  f=P™+AP™!Q +...+MPQ™! + NQ™ = Pm|:1+A% +...+M<%> + N(%) :| =0.

Haciendo % =a, se tiene que: 1+Aa+...+Ma™?! +Na™ = 0. Esta ecuaciéon tiene m soluciones:

a,...,,...,an. Luego, Q —aiP = 0, que es la ecuacion de un plano que pasa por la recta: P = 0,
Q = 0. Por tanto, hay m planos, uno por cada valor de i, que pasan todos por larecta: P = 0, Q = 0.

F 35- Dada la ecuacion (m? + 1)x + m(m2 — 1)y + m?(m2 —2m+ 1)z + m* —m? + 1 = 0, se reemplaza m por
cada una de las raices de la ecuacion m* —2m2 + 4m? + pm — 1 = 0. Hallar el valor de p para que los
cuatro planos correspondientes a las cuatro raices de m, sean concurrentes, y hallar las coordenadas del
punto de interseccion.

Solucion: Sea el punto P(a,b,c). Se tiene: (m? + 1)a+m(m? —1)b + m?(m? —2m + 1)c + m* —
-m?2+1=0. Es decirr (c+1)m*+(Mm-2c)m*+(@+c-1)m>-bm+a+1=0. Se plantean las

igualdades: 011 = b:22c = a+2—1 — _b = 811 — A. Resuelto el sistema de ecuaciones, las
soluciones son: a = _Tl b=-2 ¢c== 4 : p— _—, A= T3 Luego: p = 78 y el punto es

F29)
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F 36- Deducir la formula que da el volumen del tetraedro en funcion de las coordenadas de sus vértices.

Solucién: El volumen del tetraedro es: V = £ . h, siendo S el area de una de las caras, y h la distancia

3
x y z 1
. . ., . X1 Y1 71 1
del cuarto vértice al plano de dicha cara. La ecuacion del plano de la cara, es: =0.
X2 Y2 22 1
X3 Y3 Z3 1
X4 Y4 14 1 X4 Y4 14 1
X1 y1 21 1 X1 Y1 21 1
X2 Y2 22 1 X2 Y2 2o 1
L h X3 YS Z3 1 X3 y3 Z3 1
uego: h = - = — = 5
X1 y1 1 X1 21 1 z1 y1 1
X2 Y2 1 +| x2 2o 1 +| 2 y2 1
X3 y3 1 X3 23 1 73 y3 1
X4 Ya 14 1
X1 Y1 71 1
X2 ¥2 22 1 Xa Ya 24 1
: Xs Y3 z3 1 X 7 1
De donde se obtiene que: V = Lls _l| Xyt
3 28 6l x2 v2 221
X3 Y3 Z3 1

F37- Dadalacurvax?+y?—4x = 0,x+Yy -z = 0, hallar su simétrica respecto al punto (2,4,5).

Solucién: Siendo (x,y,z) un punto de la curva dada, y (a, 8, 7) un punto de su curva simétrica respecto al
punto dado, se tiene que: x =2+2-q,y=2-4- 3,z =2 +5—y. Por tanto, sustituyendo estos valores
de x,y,z, en las ecuaciones de la curva dada, se tiene: (4—a)’+(8-pB)°-4(4—a)=0,
4—-0+8—-p—-10+y =0. Operando y sustituyendo (a,pB,y) por (x,y,z), se tienen las ecuaciones
pedidas: x? +y? —4x— 16y + 64 = 0,x+y—-z-2 = 0.

F38- Dada lacurvax?+3y?—z2-2x = 0,x+Yy — 3z = 1, hallar su simétrica respecto al punto (2,3,5).

Solucion: Siendo (x,Y,z) un punto de la curva dada, y (a, 8, 7) un punto de su curva simétrica respecto al
punto dado, se tiene que:x =2+2-a,y=2.3-,z=2-5—7y. Por tanto, sustituyendo estos valores
de x,y,z en las ecuaciones de la curva dada, se tiene: (4 —a)?+3(6—)>—(10—-y)*—2(4—a) = 0,
4—0+6-pB—-30+3y—1=0. Operando y sustituyendo (a, B,y) por (X,y,z), se tienen las ecuaciones
pedidas: x? + 3y? —z2 —6x — 36y + 20z + 16 = 0, x +y —3z+21 = 0.

F 39- Hallar la ecuacion de la superficie simétrica de x? + 3y? — z? = 1, respecto al planoy = X + z.
Solucion:  Desde un punto (a,f,y) de la superficie se traza la perpendicular al plano dado, cuyas

ecuaciones son; X=& — y_— = 227 Las coordenadas del punto de interseccion de la perpendicular
con este plano, son: ( 20 +3ﬂ1_ Y : at 23[3 7 : ot g *2y ) Las coordenadas del punto simétrico de
(a,B,y) respecto al citado punto de interseccion, son: o' = w, B = w,
y' = M. De estas tres igualdades se obtienen los valores de a, B,y (es decir, X,Y,z) en funcion
de o',B',7y', que son: X = W, y = W, z= 20 +§ﬂ/ ty . Estos valores se

introducen en la ecuacién de la superficie dada, y se sustituye (a',',7') por (x,y,z), obteniéndose la
ecuacion pedida: 3x? +y? + 5z2 + 8xy + 8xz - 3 = 0.

F 40- Hallar la ecuacion de la recta que se apoyaen larectax =y =-2z,yenlarectax =1,y+2z=1,yes
paralela al planox +y -z = 3.
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Solucion:  Plano general paralelo al dado: x+y—z+m = 0. Su interseccion con la primera recta es:
( —2m —2m m ) Y con la segunda recta: (1 = 32m 2 + m ) La ecuacion de la recta que une

ambos puntos es: Dx+2m _ 1y+6m _ 157 3m Hay |nf|n|tas soluciones.

5+2m -5—4m 10 +2m

F 41- Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos de longitud 5, uno de cuyos
extremos describe larectay = 0,z = 0y el otro extremo, larectaz = 3,y = 2x.
Solucién:  Punto genérico de la primera recta: (a,0,0). Punto genérico de la segunda recta: (b, 2b,3).
Cuadrado de la distancia entre los dos puntos: (a —b)? + 4b? + 9 = 25. Punto medio: ( anr b b, %) es
decir: b =y, a=2x-y. Introduciendo los valores de b y a, en la expresion anterior, se tiene:

(2x — 2y)® + 4y2 — 16 = 0. El lugar pedido es: x2 + 2y2 —2xy —4 = 0,z = %

F 42- El origen de coordenadas es el centro de un octaedro regular, del que se conocen las coordenadas de
cuatro vértices: (4,0,0), (-4,0,0), (0,4,0), (0.—4,0). 1°) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices.
2°) Se halla el simétrico del origen respecto a cada cara, y se une cada punto simétrico asi hallado, con los
vértices de la cara correspondiente. Hallar el volumen del cuerpo formado.

Solucion:  1°) Las coordenadas de los otros dos vértices son (0,0,4) y (0,0,—4). 2°) Se forman ocho
piramides exteriores al octaedro, cuyas bases son cada una de las caras del octaedro, y su altura la
distancia del centro a la cara. Luego la suma de los volumenes de las ocho piramides es igual al volumen
del octaedro. Por tanto, el volumen del cuerpo formado es el doble del volumen del octaedro, es decir:

2.«/7&3 ZJ_<4J—> _ 512

3
F 43- Hallar el valor que hay que dar al pardmetro m, para que la curva: x = %J_F% y=t2+1,z= %J_F% , Se
corteconlacurva: x = 1+6u,y = 15-3m+u(90 — 17m), z = mu.
Solucion: Ha de verificarse que: %f—% =1+6u, t2+1=15-3m+u(90-17m), t—% = mu.

Resolviendo el sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas, la resultante es:
m(m? + 6m —72) = m(m - 6)(m + 12) = 0. Se obtienen tres valores de m: 0, 6, —12.

F 44- Hallar la ecuacién de la superficie, lugar geométrico de las perpendiculares comunes al eje de lasZy a
una recta variable que encuentra al eje de las X a una distancia del origen fija e igual a m, y que esta
siempre situada en el planoy = z.

; X _Y _z iahler X=M _ Y _ Z : -
Solucion:  Eje de las Z: 0= T Recta variable: 1 T Perpendicular comun:
y
0 1 X-m y z
=0, 1 A A | = 0.Operando, se obtienen las ecuaciones:
A A A1 1 2
A 10
01 10 00

X+ Ay =0, -z + A%y — 2?2+ A(x —m) = 0. Eliminando A, se tiene el lugar pedido: z(x? + y?) — mxy = 0.

F 45- Dentro del triedro trirrectangulo OXYZ, formado por el sentido positivo de los tres ejes coordenados, se
trazan por el origen cuatro rectas. Una de ellas, R, forma angulos iguales con los tres ejes coordenados.
Las otras tres, R, R" y R, forman entre si angulos iguales, e iguales a 60°. Ademas son iguales los tres
angulos que forman R’ con OX, R" con OY y R” con OZ. También son iguales los seis angulos que
forman R’ con OY y OZ, R" con OXy OZ, y R"” con OX y OY. Hallar las ecuaciones de R’, R" y R", y el
valor del angulo que forman R', R" y R" con R.

Solucién' Las ecuaciones de las distintas rectas son: OX = % = % = % QoY = 6 = % = %;

X _ Y _ e y_vy_o Rl _X __Y _ X _ _ oz .
0z = O 0 1’ R=x=y=7 R = %osa cosf cosﬁ R" = cosp  COsa cosp’
R"= X _ - Y __ _Z_ g tiene cos?a +2¢cos?B =1, de donde: cosa = J1-2cos?B;

cosp ~ cosp  cosa
J2

2Cc0Sacos 3+ cos2f3 = cos60° = % Resolviendo el sistema, se tienen cuatro valores de cosf: iT,
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22
3

J2
+
=5
las tres rectas. Primer conjunto: R' =

siendo los correspondientes valores de cosa: +0, +

_ X ¥
0 0
R' = % =y=2R'=x= Z =z,R"=x=y= % El coseno del angulo que forman R',R",R" conR,

es: cosV == /3 2_ 4 22 = _ {6 . Luego, V = 35°15'51"8.
3 \3/2 3 3

F 46- Con el enunciado del problema anterior F 45, hallar el radio y las coordenadas del centro de las esferas
tangentes a R’, R” y R", y al plano que corta a los ejes en puntos que distan del origen 2 unidades. Hallar
el area de la superficie de estas esferas, visible desde el origen.

. Hay dos conjuntos de ecuaciones para

=y=zR'=x=%<=2R"=x=y= Segundo conjunto:

Solucion: Siendo el centro de las esferas (1,4,41) y el plano x +y +z—2 = 0, se tiene: 33\/%2 = A, de
donde: A = 3 i3‘/§ . Por tanto, los centros de las esferas son: ( 3 i3‘/§ , 3 i3‘/§ , 3 is‘/g ) siendo sus

respectivos radios:

. Por tanto, el area visible (casquete esférico) de la esfera de menor radio, es:

3+./3
3

2
S = 2nrh = 27r?(1 —sina) = 27r( 3 _3‘/§ ) (1 --sin35°15'51"8) = 0,4744. Y el area de la de mayor

2
radio: S’ = 2zr'h’ = 27r2(1 —sina) = 27:( 3 +3‘/§ ) (1 - sin35°15'51"8) = 6,6072.

F 47- Se dan n ladrillos iguales, de aristas a, b y c. El primer ladrillo se apoya en el plano horizontal por su
cara ab. En el plano vertical, seccion recta ac de dicho ladrillo, que pasa por su centro de gravedad (cdg),
se toman unos ejes OX 'y OY (horizontal y vertical, respectivamente), de forma que las coordenadas del

cdg, sean (5 5 ) Se coloca el segundo ladrillo sobre el primero, el tercero sobre el segundo, y asi

sucesivamente, de forma que los planos verticales de las secciones rectas ac, que pasan por los respectivos
cdg, coinciden con el plano XQY, y que los lados de estas secciones de longitud a, sean horizontales. Si
(Xp,Yp) es el cdg del p-ésimo ladrillo, evidentemente: y, = % +(P-1)c, Xp < Xp1 + %. Se supone que

Xp > Xp-1, para p > 1. Hallar, manteniéndose el equilibrio del conjunto, el maximo de x,, abscisa del cdg
del n-simo ladrillo. Se resolvera en primer lugar, el problemaparan =2,n =3,n = 4.

Solucion:  Para n =1, la abscisa x; del centro de gravedad (cdg) del ladrillo es 2 Paran =2, la

posicidn extrema de la abscisa del cdg del Ia%rlllo superior (ladrillo 2) es x, = a, siendo la abscisa del cdg
a+ 2

del conjunto de los dos ladrillos, x;, = 5 2 _ %. Para n = 3, la posicion extrema del cdg de los dos

ladrillos superiores (ladrillos 2 y 3) es x,3 = a. La abscisa X123 del cdg del conjunto de los tres ladrillos

viene dada por 2a+ % = 3X123, de donde Xi,3 = %. Siendo 6,3 el desplazamiento del cdg del

conjunto de los ladrillos 2 y 3, al colocarlos sobre el ladrillo 1, se tiene: 2 34a + 523> 5 = =3. 563 , de

donde 6,3 = %. Luego x3 = a+ % = 54a Para n =4, con los mismos razonamientos se obtiene:
3a+ g = 1,2,3,4 de donde X1234 = % Luego: (i +5234> + ? =4. 78a, 52,3,4 = E,
X1 =4 % = % Por tanto, la abscisa xp, correspondlente al cdg del p-simo ladrillo, es:
a_,a_ ,a,a _a _a 1.1 _a
2+2+4+6+"'+2(p—1) 2(1+1+2+3+...+p 1) (1+Hp1) siendo Hyy la
suma de los (p — 1) primeros términos de la serie armonica. Como H, ~ Inn+ C + ¢, siendo ¢ < % y

C = 0,5772156649 (constante de Euler), x, = %(1 +Inp + C), con error menor que %

F 48- Sea una esfera de centro O y radio R. Sea P un punto exterior, y A el punto de la esfera méas cercano a
P, siendo PA = x. Se construye el cono de vértice P, circunscrito a la esfera (el circulo base del cono es el
que corresponde a la circunferencia de tangencia). 1°) Expresar en funcion de R y de x, el volumen V del

cono. 2° Hallar la superficie total S del cono. 3°) Determinar x de forma que sea % =R .y, donde vy es
una constante positiva dada. 4°) Definir la curva representativa de la variacion de y en funcion de x.
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2y2 2 2
Solucion: 19 V = RX (X+23R) .29 S = M 39 Voo _Rx _ Ry, de donde:
" 3(x+R) (x+R) S 3(x+R)
_ y 0 X Ty p 1 1
X=9= A0y = 3X+R)’ Se trata de una hipérbola de centro ( R, 3 ) una de cuyas asintotas es
paralela aI eje OY, siendo la pendiente de la otra asintota: 1

" 3(1+R)’

F49- Dado un cuadrilatero fijo ABCD como base de una piramide de veértice V, para cada posicion de V
existe un sistema de planos que cortan a la pirdmide segun paralelogramos. Determinar el lugar
geométrico de V, para que las secciones sean rectangulares.

Solucion: Sean My N las intersecciones de los pares de lados opuestos: AB con CD, y AC con BD. Todo
plano paralelo al plano VMN, corta a la piramide segun un paralelogramo cuyos lados son paralelos, dos a
VM y los otros dos a VN. Para que el paralelogramo sea rectangulo, VM y VN han de ser perpendiculares,
luego V ha de estar en la esfera de diametro MN. Siendo la ecuacion del plano ABCD, z = 0, y siendo
M(a,0,0), N(-a,0,0), el lugar geométrico de V es la esfera: x? + y? + z2 —a? = 0.

F50- Se dan dos rectas r y r' perpendiculares que se cruzan, y se considera el punto medio O de su recta de
minima distancia. Un punto A describe la recta r, y un punto B describe la recta r’, de forma tal que el

N - ’ -7 - -
angulo AOB se mantiene constante. Demostrar que el area del triangulo AOB permanece invariable.
Solucion:  Se toma como plano z = 0 el paralelo a ambas rectas trazado por el punto medio O de su
perpendicular comdn. Sea el eje OX el paralelo a r, y el eje OY el paralelo a r’, trazados ambos por O.

Siendo h la mitad de la minima distancia, la ecuacién de r es: % = % = % y la de r' es:

X - % - %. Siendo 0(0,0,0), A(%,0,h), B(0,,~h), OA = X — % L oB=% % - _Lh
se tiene que: cosAOB = Jizh - . J z_h - = Kk, constante. Como Saos = %OA -OB - smAOB se
+ e+

tiene que: Saos = %,//12 +h? [u2+h2 J1-k2 = g—;./l — k2, que es constante.

F51- En los puntos P, de una circunferencia de radio R y centro el origen, cuyas coordenadas son p = R,

= 371(% + % +.. +T> donde n = 1,2,3,...,n, se trazan planos tangentes a dicha circunferencia,

perpendlculares a su plano. En estos planos se dibujan circunferencias C, con centro P, y radio
rn = R [sin 5w - Se proyectan todos estos circulos C, sobre un plano que pasa por el origen. 1°) Hallar

este plano con la condicion de que la suma algebraica de todas estas areas sea maxima. 2°) Hallar el valor
del area maxima. 3°) Hallar su limite cuando n — oo. Se supone que las C, estan recorridas por puntos en
sentido contrario al de las agujas de un reloj, si se miran desde el origen. Las areas proyectadas se
consideran positivas o negativas segun el sentido del recorrido.

Solucioén:

1°) El area de la elipse resultante de la proyeccion de una de las n circunferencias dibujadas, es:

Sn = nR?sin -Z-sin(0 — w,). Ahora bien, como w, = 3« 1- 4L , el valor de esta éarea es:

3 )
S, = mR?sin X sm(@— —) = ”2 [cos(9+ on2 ) —cos<9+ o )} Dando valores y sumando:

S=ZL zR? [cos@ cos(0+

)} = nstm(0+ )sm —. Esta area alcanzara su valor maximo

2 201 2 2"
para sm(9+ =) =1, es decir cuando 0 = 7 - T' Luego el plano buscado es el que pasa por el
origen y forma con OX el angulo 6 = Z — - 29) Para este valor de 0, el area maxima viene dada por:

2 2"
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Smax = mR?sin -Z-. 3°) El limite pedido es lim 7R?sin-Z = 0, siendo § = Z

2n f1-sco 2n ' 2

F52- Larectay =0, x = b+ az, gira alrededor del eje OZ con movimiento de rotacion uniforme, y al mismo
tiempo sufre una traslacion paralela al eje Z de manera que cada uno de sus puntos describe una hélice. El
paso de estas hélices es 2z. 1°) Hallar la ecuacion de la superficie engendrada. 2°) Dibujar la interseccion
de dicha superficie conz = 0, paraa = 24, b = 12.

Solucion:  1°) x = Rcos#h, y = Rsine, Zz=A+6. Como: R =Db+asinA, eliminando 6 y A, se tiene:

,/x2+ 2 b

Z=arcsin—————— + arctan . 2°) La interseccion con z = 0, es la curva: p = b—asinf. En el
dibujo siguiente se representa esta curva parab = 12, a = 24.

-20 20

F53- Hallar el lugar geométrico del punto medio de una recta de longitud constante, cuyos extremos se
apoyan en dos rectas perpendiculares que no se cortan.

Solucion:  Sean las ecuaciones de las dos rectas: y = 0, z = a; X = 0, z = —a. Sus puntos genéricos son:
(1,0,a) y (0,u,-a), siendo: A2 + u? + 4a? = d?. Siendo (x,y,z) las coordenadas del ptzmto medio, se
tiene: 1 = 2x, u = 2y, z = 0. Sustituyendo, se tiene la ecuacion pedida: z = 0, x2 +y2 = dT - az.

F 54- Dado un cilindro recto de radio R, cuya base es un circulo de centro O, siendo P el punto en que el eje
OX corta a dicho circulo, hallar el lugar geométrico de los puntos M del cilindro tales que la distancia MA,
siendo A la proyeccion de M sobre el plano z = 0, es proporcional al arco PA del circulo de la base.

Solucién:Sea ¢ = P/O\A y sean (x,Y,z) las coordenadas de M. Estas coordenadas, en funcion de ¢ y de R,
son (ver la figura): x = Rcos¢, y = Rsing, z = k - arco AP = kgR.

M
P
M
A
Las ecuaciones del lugar pedido, son: y = xtan -, x? + y2 = R? (hélice circular).

kR’

F55- Se da un plano fijo ITy un punto A fuera del plano. Una recta variable OP que pasa por el origen O,
corta al plano IT en un punto P. Por P se traza un plano perpendicular a OP que encuentra en M a la recta
paralela a OP trazada por A. Hallar el lugar geométrico de M.

Solucion:  Sea IT=z=c, y sea A(a,B,y). Las ecuaciones de OP son: x = Az, y = uz, siendo
P(Ac, uc,c). El plano por P perpendicular a OP, es: A(x — Ac) + u(y — uc) +z—c¢ = 0. La recta AM es:

X_T“ - Y=FP _; . dedonde: A = X= 70,‘ = ¥:y . La ecuacién del lugar geométrico del punto

m 7=
O X— — y- B y-B
Mes.)z(_?(x— >Z(_7",‘c> (y—z v >+z—c=0
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F56- Hallar el lugar geométrico de los centros de las esferas que pasan por un punto y son tangentes a un
plano.
Solucion:  Siendo el centro de las esferas (a, 8,v), siendo z = 0 el plano dado, y siendo el eje OZ su
perpendicular por el punto dado (0,0,¢), la ecuacion de la esfera es: (x —a)?+ (y — B)? + (z—c¢)? = R,
Para que pase por el punto dado, ha de verificarse: a2 + 82 + (c — y)* = R2. Por ser tangente a z = 0,
y = R. Luego el lugar pedido es, sustituyendo (a, 8,7) por (x,y,2): Xx? + y2 —2cz + ¢ = 0.

F 57 Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de otro dado y de un plano dado.

Solucion:  Sea el punto dado el origen (0,0,0), y sea z = c el plano dado. Luego se tiene que:
X2 +y2 472 = (z—c)?, es decir x2 +y2 + 2cz — ¢2 = 0. Si se hubiera tomado como origen el punto medio

de la perpendicular trazada desde el punto dado al plano, la ecuacion del plano seria: z = _TC y las

coordenadas del punto: (0,0, %) siendo la ecuacion del lugar: x? + y? — 2cz = 0.

F58- Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por una circunferencia que se mueve paralelamente al
plano XY, describiendo su centro el eje OZ, y apoyandose en larectax = z,y = 0.

Solucion: El centro de la circunferencia es (0,0, 1), y sus ecuaciones: x> +y? + (z — )L)2 = R?,
condicion de corte con la recta dada (directriz) es: x = z, y = 0. Luego: z2 + (z— A)* = R?,
decir: R? = z2, La ecuacion pedida es: x? + y? — z? = 0.
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Seccion G - CUADRICAS

NATURALEZA. ELEMENTOS

G 1- Hallar la naturaleza de la cuadrica x? + 5y? + 3z2 — 2xy + 2xz — 6yz + 4y — 22 — 3 = 0.

Solucioén: %f’x =Xx-y+z=0, %f’y =-—X+5y-3z+2 =0, %f; =x-3y+3z-1=0. Luego:
1 -1 1 0
1 -1 1
-1 5 -3 2 . e
A= L 3 3 1 =4 Eladjunto Ass = | -1 5 -3 | =4 =0, porloque la cuadrica tiene
- - 1 -3 3
0 2 -1 -3
centro Unico propio. El cono asintético es: x2 + 5y? + 3z2 — 2xy + 2xz — 6yz = 0. Cortado por z = 1, se
obtiene la conica: x? + 5y2 + 3 — 2xy + 2x — 6y = 0, que es una elipse, pues - =4 > 0. Como
A < 0, la cuédrica es un elipsoide real.
G 2- Hallar la naturaleza de la cuadrica x? — 3y? — 2xy — 2xz + 6yz + 2x — 2y — 2z = 0.
1 -1 -1 1 -1 1
Solucion: Ay =| -1 -3 3 | =0,Ass=| -1 -3 -1 | =0, luego la cuadrica tiene una recta
-1 3 0 -1 3 -1

propia de centros. Cortando el cono asintético por x = 0, se tiene: —3y? + 6yz = 0, luego los puntos son
reales. Cortando la cuadrica por x = 0, se obtiene la cénica: —3y? + 6yz — 2y — 2z = 0, que como el

-3 3
0

adjunto Asz = = —9 < 0, es una hipérbola real. La cuadrica es un cilindro hiperbdlico.

G 3- Hallar la naturaleza de la cuadrica x? +y? —2xz+2yz—2x+3y—-1=0.

1 0 -1
Solucion:  Au=| 0 1 1 = -2 # 0, luego la cuéadrica tiene centro unico propio. Cortando el
-1 1 0
cono asintético por el plano z = 1, se obtiene la cénica: x? + y? — 2x + 2y = 0, que es una hipérbola real.
1 0 -1 -1
o1 1 3
Como el determinante A = 11 0 o > 0, la cuadrica es un hiperboloide de una hoja.
1 3 _
1 5 0 -1
G 4- Hallar la naturaleza de la cuadrica x? +4y? + 1622 —2x — 12y —8z+11 = 0.
1 0 0 -1
100
. 0 4 0 -6 e
Solucion: A = =0.ComoAx =04 0 = 64 + 0, la cuédrica tiene centro
0 0 16 -4
0 0 16
-1 -6 4 11

Unico propio. El cono asintético cortado por z = 1, da: x2 + 4y? = 0, que es una elipse imaginaria. Como
A = 0, la cuadrica es un cono imaginario.
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G 5- Hallar la naturaleza de la cuadrica x? + y? + 522 — 2xy — 2xz + 2yz —4x - 12z + 7 = 0.

1 -1 -1 -2
1 -1 -1
- -1 1 1 0 .
Solucion: A = 11 5 6 =-8. El adjunto Ass = | -1 1 1 = 0. Como el menor
- B -1 1 5
-2 0 -6 7
-2 -1 -1
An=| 0 1 1 |=-8=0, lacuadrica tiene centro unico impropio. Cortando el cono asintotico
-6 1 5

por z = 0, se tiene: x2 +y2 —2xy = (x—y)? = 0, una recta real doble. Cortandolo por z = 1, se tiene la
conica: x2+y2—2xy—2x+2y+5=0, es decir: (—x+y+1)®> = -4, dos rectas imaginarias. Como
A < 0, los puntos son elipticos. La cuadrica es un paraboloide eliptico.

G 6- Hallar la naturaleza de la cuadrica 3y? +z2 —6xy +2xz —4yz +4x+4y -4 = 0.

0 -3 1 -3 1 2
Solucion:  Am=| -3 3 -2 | =0. El menor Ayu=| 3 -2 2 | =0. Luego la cuddrica tiene
1 -2 1 -2 10
recta propia de centros. Cortada la cuédrica por z = 0, se obtiene la conica: 3y? — 6xy + 4x + 4y — 4 = 0,
3 0 -3 2
de laque Az = ‘ 3 3 =-9<0,yA=| -3 3 2 | =0,porloaque laconicaes una hipérbola
2 2 -4

degenerada en dos rectas reales. La cuédrica es el conjunto de dos planos reales.

G 7- Discutir la naturaleza de la cuadrica x?+ (2m? +1)(y? +z%) —2(xy +xz+Yyz) = 2m®-3m+1, en
funcion del pardametro m.

1 -1 -1 0
» -1 2m?+1 -1 0 .
Solucién: 1°) A = = —(2m3 - 3m + 1)4(m* — 1). El adjunto
-1 -1 2m? +1 0
0 0 0 -2m® +3m-1
1 -1 -1
Au=1| -1 2m?2+1 -1 = 4(m*-1). Para m # +1, A4 + 0, la cuadrica tiene centro Unico

-1 -1 2m?2 +1

propio. Para m = +1, Ay =0, y el menor A, = 0, por lo que la cuédrica tiene una recta propia de
centros. 2° Para m =+ +1, cortando el cono asintético por el plano z =1, se tiene la conica:
x2+(@2m? +1)(y?+1) —-2(xy+x+y) =0, de la que su determinante A =4(m*-1), el adjunto

Az = . -1 = 2m? > 0, y el coeficiente a, = 2m? + 1. Por tanto, se tiene el siguiente cuadro
-1 2m?+1
de la naturaleza de las cuédricas:
m <-1 -1<m<1l >1
A (conica) >0 <0 >0
—az2 « A (conica) <0 >0 <0
Naturaleza Elipsoide | Hiperboloide | Elipsoide

Considerando las raices #

del determinante A de la cuadrica, el cuadro se completa como sigue:
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m <_l_‘/§ _1_‘/§<m<—1 —1<m<_1+‘/§ _1+‘/§<m<1 m>1
2 2 2 2
A >0 >0 >0 <0 <0
Naturaleza | Elipsoide | Elipsoide R Hiperboloide 1H Hiperboloide 2H | Elipsoide R
3°) Casos particulares: Para m = # centro Unico propio, la conica interseccion es imaginaria y el

determinante A de la cuadrica es nulo, luego es un cono imaginario. Para m = —1, recta propia de centros,
L . - . _ -1+ 3
la conica interseccion es una elipse real, luego es un cilindro eliptico real. Para m = —‘/_ centro

Unico propio, la conica interseccion es real y el determinante A de la cuédrica es nulo, luego es un cono
real. Para m = 1, recta propia de centros, la conica interseccion esta formada por dos rectas imaginarias,

luego son dos planos imaginarios con recta real de interseccién. 4°) Afiadiendo estos casos particulares, el
cuadro definitivo es el siguiente:

m <_1_‘/§ -1-43 _1_2‘/§<m<—1 -1 —1<m<_lz‘/§ 1443

2 2 2
Naturaleza | Elipsoide | | Cono | Elipsoide R CER| Hiperboloide 1H Cono R
m % <m<1|1 > 1

Naturaleza | Hiperboloide 2H | 2PI | Elipsoide R

Leyenda: | : Imaginario; R : Real; CER : Cilindro eliptico real; 1H : Una hoja; 2H : Dos hojas;
2P1 : Dos planos imaginarios con recta real de interseccion.

G 8- Dada la cuéddrica xy+xz+yz—2x—-y+3z+1 =0, hallar: 1°) Su naturaleza. 2°) El plano diametral
conjugado con x = 5z, y = 2z. 3°) EI didmetro conjugado con el plano x —y = 0. 4°) El centro.

1 1 _
0 > 1
1l o 1 -1
Solucion: 1°) A = 2 2 2 =2;Aux =1 0 1 | =2. Luego la cuédrica tiene centro
1 1 4 3
2 2 2
1 =L 3
1 5 1

Unico propio. El cono asintético cortado por z = 1, da la cénica: xy + x +y = 0, que es una hipérbola real.

Como A > 0, la cuadrica es un hiperboloide de una hoja. 2°) Un punto de la recta dada es (5,2,1). Luego,

5fy + 2f, +f, = 3x+ 6y + 72 -9 = 0, que es la ecuacion del plano diametral conjugado con la recta dada.
! f| ! ) - . .

39 fo = _—yl = %Z es decir: x+y+3 =0, z= 3, que es la ecuacion del didmetro conjugado con el

plano dado. 4°) La solucion del sistema: f, = 0, f;, = 0, f, = 0, da el centro (-2,-1,3).

G 9- Hallar las secciones circulares de 3x? + 5y + 322 + 2xz — 4 = 0.

3-S5 0 1
Solucién: La ecuacién en S de la cudadrica, es: 0 5-S 0 = —S3 + 1152 — 38S + 40, cuyas
1 0 3-S5

raices son: 2,4,5. Considerando la raiz intermedia S = 4, se tiene que, siendo ¢(X,Y,z) el cono asintético,
O(X,Y,2) —A(X2 +y2 +72) = 3x2 + 5y2 + 372 + 2xz — 4x? — 4y? — 472 = y2 — (z—x)? = 0. Las secciones
circulares son las producidas por planos paralelos a los planos y = +(z — x), es decir, por los planos:
X+y—-2+A=0,x-y—-z+pu=0.

G 10- Hallar la naturaleza y la ecuacion cartesiana de: ux = A2+ A —1, uyy = 2A, uz = 1 + A2,

Solucién: Eliminando Ay p, se tiene: 4x2 + 5y2 — 472 — 4xy = 0, es decir: (2x —y)? + 4y? — 4z2 = 0, que
es un cono real.
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G 11- Discutir la naturaleza de las cuédricas (3m — 2)x? + 4z2 + 6xy — 8xz — 4yz + 2x + 2y = 0, en funcién

del parametro m.

am-2 3 -4
Solucion: 1°) Ag = 3 0 -2 =-12m+ 20 = 0. Param =+ % la cuadrica tiene centro Unico
-4 -2 4
3 3 41
3 31
. 5 3 0 21
propio. Param = 2, A = =16,el menorAszs=| 3 0 1 | =-12=+0.Luego
3 4 -2 4 0
-4 -2 0
1 1 00
la cuadrica tiene centro Unico impropio. 2°) En el caso de m + i, cortando el cono asintético por z = 1,
. - 3m-2 3
se tiene la conica: (3m — 2)x? + 6xy — 8x — 4y + 4 = 0, cuyo Az = 3 0 = -9 < 0, por lo que

es una hipérbola, y por tanto, las cuadricas son hiperboloides. EI determinante de los coeficientes es:

3am-2 3 41
3 0 21 . . .
A= A 2 4 0 = -12m+ 36. Param < 3, A > 0, luego los hiperboloides son de una hoja.
1 1 00

Param = 3, A =0, la cuédrica es un cono real. Param > 3, A < 0, los hiperboloides son de dos hojas.

3% En el caso de m = % la cuadrica es: 3x? + 4z2 + 6xy — 8xz — 4yz + 2x + 2y = 0, que cortada por el
plano z = 0, se obtiene la conica: x? + 6xy + 2x + 2y = 0, que es una hipérbola. Luego la cuadrica es un
paraboloide hiperbolico. 4°) En el cuadro siguiente se resume lo expuesto en los puntos anteriores:

5 ) )
m <3 3 3<m<3 3 >3

Naturaleza | Hiperboloide 1H | Paraboloide hiperbolico | Hiperboloide 1H | Cono real | Hiperboloide 2H

Leyenda: 1H : Una hoja; 2H : Dos hojas.

G 12- Demostrar que dos cuadricas de revolucion con un foco comdn, son bitangentes.

., A . , L 242 2
Solucién: Sean las dos cuadricas de revolucién con un foco coman, las siguientes: X ;22 + % =1,
2, 52 2 . . .
);zizl b2y+,1 = 1. Sus respectivas ecuaciones tangenciales son: a?(u?+w?)+b?v?-1=0,
a?(u? +w?) +b?v?2 -1+ A(u? +v2+w?) = 0. La ecuacién tangencial de las cuadricas bitangentes a la
primera, es: a?(u? + w?) + b?v2 — 1 + (mu? + nv2 + pw?) = 0. Luego para m = n = p = A, se obtiene la
ecuacién tangencial de la segunda cuédrica, con lo que queda demostrado.

G 13- Dadas las cuadricas de ecuacion x? +y? —z% + 2pxz + 2qyz — 2ax — 2by + 2cx = 0, hallar el lugar

geométrico de sus centros. 1°) Cuando p y q varian, separando el lugar de los centros correspondientes a
hiperboloides de una o de dos hojas. 2°) Cuando p y g varian y ademas la superficie es un cono.

Solucion: %f; =Xx+pz—a=0, %f/y =y+qz—-b =0, %f; =y+qz—b =0. De donde: p = %,

q= b - Y. Sustituyendo y operando, se tiene el lugar del punto 1% x2 +y2 + 22 — ax — by — cz = 0, que es
1 0 p -a

una esfera. El determinante de los coeficientes de las cuadricas dadas, es: A = ﬁ (11 ql _Cb =
-a -b ¢ O

= b?p? + a%q? — 2abpg — 2acp — 2bcq + a? + b2 — ¢2. Introduciendo los valores anteriores, igualando a
cero y operando, se tiene el lugar geométrico de los centros, que es un cono real cuya ecuacion es:
b2x? + a?y? + (a% + b% — ¢2)z? — 2abxy + 2acxz + 2bcyz — 2c(a? + b2)z = 0. Esta ecuacion junto con la de
la esfera, determinan la curva correspondiente al lugar pedido en el punto 2°. En la parte de la superficie
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esférica interior al cono, se tiene que A < 0, por lo que el hiperboloide es de dos hojas. En la parte de la
superficie esférica exterior al cono, A > 0, por lo que el hiperboloide es de una hoja.

G 14- Dada la cuadrica 4x? + 2y? + z? — 4xy — 2yz — 4x + 2y — 3 = 0, hallar: 1°) Planos principales y ejes.
2°) Ecuacion canodnica.

4-S -2 0
Solucion: 1°) El determinante | -2 2-S -1 = 5(S?-75+9) = 0, corresponde a la ecuacién
0 -1 1-S
en S de la cuadrica. Sus raices, distintas de 0, son: ﬂ Para S = ﬂ se tiene el sistema:
2 2
ﬂl -2m =0, -m + ﬂn = 0, obteniéndose la direccién ( 4 9 =2 ) Para
2 2 1-J13 "' 5+ /13
S = # se tiene el sistema: %I -2m=0, -m+ ﬂn = 0, obteniéndose la
direccion 4 .1, =2 . Como los planos principales vienen dados por: If, + mf, + nf, = 0,

y siendo f, = 8x—4y -4, f, = —4x+4y -2z + 2, f, = -2y + 2z, se obtienen los dos planos principales
siguientes: —4(4+ /I3 )x+3(3+ VI3 )y - (1+ /I3 )z+2(4+ /I3 ) = 0. El tercer plano principal
es indeterminado (la cuédrica es un cilindro eliptico real). La ecuacion del eje viene dada por el conjunto
de las ecuaciones de los dos planos principales, antes hallados, y que simplificadas proporcionan las

siguientes ecuaciones del eje: 2x—y—1 =0, y—z = 0. 2°) Siendo Si1x? + Spy? + §f{0 = 0, la ecuacion

canonica, y como f, = —4xt + 2yt — 3t?, lf{o = —2Xo + Yo — 3tp = -1 — 3 = —4, se obtiene la ecuacion
pedida: (%)yz + (#)zz -4 =0.

G15- Sedanlasrectas:y=0,z—h=0; x=0,z+h=0.1° Hallar la ecuacion general de las cuadricas
que pasan por las dos rectas. 2°) Discusion de esas cuadricas segun los valores de los parametros.

Solucion:  1°) La ecuacion de las cuédricas que pasan por las rectas P =0, Q =0y R =0,S=0, es
P(R+aS)+Q(BR +yS) = 0. Aplicando esta expresion a las rectas del enunciado, y ordenando, se tiene
que la ecuacion de las cuadricas es: yz? + Xy + BXz + ayz — phx + ahy — yh? = 0. 2°) Se obtiene el sistema
fe=y+pz-ph =01 =x+az+ah =0, f, = 2yz+ px+ay = 0, cuya solucion es (—ah, ph,0). Luego
las cuadricas tienen centro Unico propio. Cortando el cono asintético ¢(x,y,z) = 0 por z = 1, se tiene la

1
0 =
conica de ecuacion: xy + fx+ay +y = 0, cuyo As; = 1 2 = _Tl < 0. Por tanto, las cuadricas
> 0
o 41 B =ph
2 2 2
1 o a ah
. . . 2 2 2 h? 2 202
son hiperboloides de una hoja. Como A = 8 = E(4y —8aPy +5a°p°),
7 2 7 0
7 4o
af(2+i) I )
para que se anule, y = — Para a = y = 0, la cuédrica degenera en los planos: x(y +z—h) = 0.

Para p = y = 0, degenera en los planos: y(x + @z + ah) = 0. Paraa = § = y = 0, degenera en los planos:
xy = 0.

G 16- Se da un circulo C situado en el plano z = 0, tangente en O al eje OY, y un segundo circulo I" situado
en el plano x = 0, tangente en O al eje OY. Sea a la abscisa del centro de C, y b la cota del centro de T,
siendo a > b > 0. Se pide: 1°) Ecuacion general de las cuadricas Q que contienen a C y T'. 2°) Lugar
geométrico de los centros de estas cuadricas. 3°) Dado un punto V(a,,0), se considera la curva de
contacto del cono de vértice V circunscrito a Q. Demostrar que el lugar de esta curva es una cuadrica X.
4%) Hallar el lugar de V para que X sea un cono.

Solucién: 1°9C =x2+y?-2ax=0,z=0:T =y?+22-2bz = 0, x = 0. La ecuacion de la cuadrica que
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contiene a ambos circulos, es: Q = x% +y? +72% +2Axz —2ax—2bz = 0. 2°) Q) = 2x+2Az—2a =0,
Qy=2y=0,Q; =2z+2Ax—2b = 0. Eliminando 1 se tiene la ecuacion pedida: x*> — z*> —ax + bz = 0,
y = 0. 39 EIl plano polar de V(a, 3,0), es: (a —a)x + By + (Aa — b)z —aa = 0. Eliminando A entre esta
ecuacion y la de Q, se tiene: T = (2a — a)x? + ay? + az? — 2pxy + 2bxz — 2baz = 0, que es una cuadrica.

2a—a - b 0
- a 0 O

b 0 a -ba
0 0 -ba O

Ay = 2aa? — a® — 2ab?. Para a = 0, se tiene que A4 = 0, solucién no vélida. Por tanto, el lugar pedido
es: X2 +y? —2ax = 0.

4% El valor del determinante A, es: A = = b%a?(2aa — a® - p?) = 0.

G 17- Se dan los puntos A(2a,0,0), B(0,2b,0), y C(0,0,2c), siendo a, b y ¢ mayores que 0. Se pide:
1°) Ecuacién general de las cuadricas que pasan por A, B, C y por el origen O, siendo cortadas porz = 0
segun circulos, y pory = 0y por x = 0, segun hipérbolas equilateras. 2°) Lugar geométrico de los centros
de estas cuadricas.

Solucién: 1°) La ecuacion de las cuadricas que pasan por A, B, Cy O, es: X2 + ay? + Bz? + 2yxy + 26Xz +
+2¢yz — 2ax — 2bay — 2cBz = 0. La seccién por z = 0, es: X2 + ay? + 2yxy — 2ax — 2bay = 0; para que sea
una circunferencia, ha de cumplirse que a =1, y = 0. La seccién por x = 0, es: y? + fz2 + 2eyz —
—2bay — 2cfz = 0; para que sea una hipérbola equilatera, ha de cumplirse que g = —1. La seccion por
y = 0, es: x> —z2 + 26xz — 2ax + 2cz = 0, que es una hipérbola equilatera. La ecuacién general pedida es:
f(x,y,2) = x2 +y2 — 72 + 26xz + 2eyz — 2ax — 2by + 2cz = 0. 2°) Las derivadas parciales de f(x,y,z), son:
fo=2x-202-2a=0,f; =2y+2e2—-2b =0, f, = -2z + 26X + 2¢y + 2¢ = 0. Eliminando 3 y &, se tiene
la ecuacion pedida: X% +y? +z2 —ax— by —cz = 0.

G 18- Demostrar que las intersecciones por un mismo plano de las cuadricas de las que una esta circunscrita
a la otra, son cdnicas bitangentes.

Solucion: Sea el plano seccién z = 0. Siendo la cuadrica inscrita: f(x,y,z) = 0, la ecuacién de la cuéadrica
circunscrita a ella, es: f + AP? = 0. Cortando ambas por z = 0, se tienen las cénicas: f(x,y,0) = 0,z=0y
f(x,y,0) + A(mx+ny + p)?,z = 0. Luego en el plano z = 0, ambas conicas son bitangentes.

G 19- Dada la cuadrica 4x2 +9y? +22—12xy+2z -5 = 0, hallar: 1°) Planos asintéticos. 2°) Diametro
conjugado con x — 2y = 0.

Solucion:  1°) f, =8x—-12y = 0, f; = 18y —12x = 0, f; = 22+ 2 = 0. La solucion de este sistema, es:
2x—3y =0, z+1 = 0. Luego los planos que pasan por el eje son: 2x—3y + A(z+ 1) = 0. El cono
asintotico es: p(x,y,z) = 4x2 + 9y? + z2 — 12xy = (2x — 3y)® + z2 = 0. De donde: 2x — 3y + iz = 0, que da
las direcciones de los planos asintéticos. Por tanto, obligando a que los planos que pasan por el eje sean

paralelos a dichas direcciones, se tiene: % = :—g = %I de donde: A = #i. Luego los planos asintoticos
son: 2x—3y+iz+i=0. 2°) El diametro conjugado_ con la direccion (1,-2,0), viene dado por las
8x — 12y 18y — 12x 27 +2 -
= = ,esdecir:2x-3y =0,z+1 = 0.
1 -2 0
G 20- En un punto P de la interseccion de dos cuadricas homofocales se trazan normales a las dos
superficies. Estas normales encuentran a un mismo plano principal en dos puntos Q y Q'. Demostrar que
cuando P describe la interseccion de las dos cuadricas, los puntos Q y Q' describen conicas que son
polares reciprocas respecto de la focal situada en dicho plano.

Xx Yy Zz
+ +
az—/’Ll bz—ﬂ,l Cz—ﬂ,l v
cuédricas homofocales . La normal en el punto de tangencia es: X; X _ ;y S A Z_ Las

a’- 2 b2 - A4 -\
coordenadas del punto Q de interseccion de esta normal con el plano principal z =0, son:

gcuaciones:

Solucion:  Sea:

=1, la ecuacion del plano tangente de una de las

2 _ n2 2 _ n2
X = %,Y = (bbz—cl)y’z = 0. La curva interseccion de las dos cuadricas homofocales viene
— N1 — N1
2 2 2 2 2 2
dada por las dos ecuaciones: — X — 4 Y~ _ 2 D GRS S =1.
P az—ll bz—).l Cz—).l az—).z bz—lz Cz—lz
Eliminando z, entre estas dos ecuaciones, se tiene: 1 - 1 X2 +
|: (@2 —-211)(c2-12) (82— 2A2)(c? - A1)
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1 _ 1 2_ 1 1 : .
J{ e & Jy e P Sustituyendo en esta expresion

las coordenazdas (x,y) en funcién d% las coordenadas (X,Y) del punto Q, se obtiene, simplificando:

(A2 —A1)(@%* - 211) 2 (lz—lﬂ(b - A1) 2 _ Lo _ .

(@2~ 7,)(a% — 2 X2+ (07— 7,) (b7 — %) Y2 = A, — A;. Dividiendo por (A,-41), la coénica C;
. . (a2 - /ll)Xz (b2 - ).1)Y2

descrita por Q es: @ 7o) - %) + 07— 75) (b — 9
(a2 — lz)xz + (b2 - lz)Yz

(@ -21)@ -c?)  (b*-21)(b*-c?)
X2 y?

_l’_
a2 — c2 b2 — ¢2
primera es tangente a la segunda. En efecto, siendo: u = —(a?-c?)x, v =—(b?-c?)y, se tiene:

x = -4 y=—=Y— vy sustituyendo estos valores en Cy, se obtiene la ecuacion tangencial de C.:

(@2 -c?)(@? - A)u? N (b%2 —c?)(b% — A1)Vv?

aZ - Ao bz — Ao
G21- Se da la esfera f(x,y,z) = x>+y?+2z2-2bz—-a2=0, y el circulo C cuyas ecuaciones son
x2 +y?—a% =0,z = 0. Por un punto P se traza un plano cualquiera que corta a la esfera seguin un circulo

I'. Se considera un cono de 2° orden que pasa por C y I'. El lugar del vértice V del cono es una cuédrica.
Discutir su naturaleza cuando P se desplaza, permaneciendo fijos la esfera y el circulo C.

=1,z =0, y lacénica C, descrita por Q' es:

=1, z = 0. Para comprobar que ambas conicas son polares

reciprocas respecto de la focal:

=1, z = 0, basta ver que la polar de un punto de la

=1

Solucion: Sean las coordenadas de P(Xo,Yo,20), sea IT el plano: u(x —Xo) + V(y —Yo) +W(Zz—20) =0,y
sea ¢ la cuédrica formada por los planos IT = 0, z = 0, es decir, ¢(x,y,z) = zIT = 0. El vértice V tiene el

. f, fy f, fi .
mismo plano polar respecto a ¢(x,y,z) y a f(x,y,z). Luego, —=- = = = % = —-, es decir:

/ /1

Py Oy 0, O

2x _ &y _ 2z — 2bt _ ___—2bz—2a% . - -
07 = V7 = 2wz = Uxol — vyol —Waol — —UXoZ - VyoZ — WZoZ - Eliminando u,v,w, se tiene la cuadrica

lugar de V: zo(x? +y?) + (2b — 20)z? — 2XoXZ — 2YyoYyz + 2a%z — @’z = 0. Llamando A a la esfera dada, y B
a la esfera x? +y? +z2 — 2bz = 0, se tiene: 1°) Si P esta dentro de B, la cuadrica es un elipsoide real, pues
es de la forma M2 + N2 + P2 = 1. 2°) Si P est4 en B, la cuadrica es un paraboloide eliptico, pues es de la
forma M? + N2 = P. 3°) Si P estd entre A y B, la cuadrica es un hiperboloide, pues es de la forma
M2 + N2 — P2 = £1. 4°) Si P esta en A, la cuéadrica es un cono real, pues es de la forma M? + N2 — P2 = 0.
5°) Si P esta fuera de A, la cuadrica es un hiperboloide, pues es de la forma M? + N2 — P? = +1. 6°) Si P
estd en el plano z = 0, la cuadrica degenera en dos planos, siendo uno de ellos z = 0.

G 22- Dadas las rectas A, B 'y B', cuyas respectivas ecuaciones son: A=x=0,y=0,B=y=0,z-h =0,
B'=x=0,z+h =0, se consideran las cuadricas Q que pasan por A, By B', y cuyo centro C describe la
rectaz = 0, ux + vy + w = 0. 1°) Demostrar que las cuédricas Q pasan por una recta fija que se apoya en B
y B'. 2°) Cuando C describe en z = 0 una curva I" de clase m, Q tiene por envolvente una superficie
reglada X de grado 2m.

Solucién:  1°) Sea el centro C(a,3,0). La ecuacion de Q es: hxy + fxz —ayz —hpx —hay = 0. Si C
describe la recta: ux+vy+w =0, z=0, las cuadricas Q pasan por la recta D de ecuaciones:
hux +w(z+h) = 0, hvy + w(z — h) = 0, que se apoya en las dos rectas dadas. 2°) A cada punto C de la
curva I" corresponde una superficie Q. Por consiguiente, la caracteristica de esta superficie es la recta A
cuyas ecuaciones se deducen de las de D sustituyendo u, v, w por las coordenadas de la tangente a I" en el
punto C. Si la ecuacion tangencial de la curva ' es F(u,v,w) = 0, la ecuacion de la superficie X es:
F[-y(z + h),x(z—h),hxy] = 0, siendo los valores de u,v,w los deducidos de D. Por tanto, si I" es de clase
m (numero de tangentes desde un punto exterior a la curva), X es de grado 2m

G 23- Dadas dos cuéadricas homofocales C; y C,, demostrar que los semidiametros de C, paralelos a las
normales a C; a lo largo de la cuartica de interseccion, son de longitud constante.

2 2
Solucién:  Sean C; = ;—i - % - é—i =1,C; = azxi,l - b2y+/l - szil = 1. Siendo (e, B,7) un
punto de la cuartica interseccién, la normal a C; es: X a o - y; _ ;, Y El diametro de la cuédrica
a2 bz o2
C, paralelo a dicha normal es: i = }; = JZ, = u. Este didmetro corta a la propia cuéadrica C, en:
a2 bz c2
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) (), (&)

1

+ + =1, de donde: u? = . Por
a’?+ A b2+ 1 c?+ 1 K o2 B? y?
a*(@a®+ 1) b“(b2 + /’L) c*(c?+ 1)
2
tanto, el cuadrado L? del semididmetro es: L? = #2<— + % + —) Introduciendo en esta expresion
2
B 7
el valor de u?, se tiene: L? = > 7 2 . Operando y simplificando, se
o

a*(@a®+ 1) b“(b2 + /’L) c*(c?+ 1)
a2(@2+A1-L2%)  BAb%+A-L2) y2(c2+A-L?)
+ +
a‘*(@®+ 1) b4(b? + 1) c*(c?+ 1)

r ., P P
a?(@®2+A)  b?Mb2+1)  ci(c?+A)
coeficientes en ambas ecuaciones, ha de cumplirse que A — L? = 0, es decir que los semidiametros de C,
miden /A, constante.

obtiene:

= 0. Restando las ecuaciones de C; y

C,, se tiene:

=0. Para que a,B,y tengan los mismos

G 24- Dado un paralelepipedo, se consideran tres de sus aristas que no tengan extremo comun, y los dos
vertices no situados en estas tres aristas. 1°) Hallar la ecuacién del lugar de una cénica que pasa por estos
dos puntos y se apoya en las tres aristas. 2°) Hallar las generatrices rectilineas contenidas en la superficie.

Solucion:  1°) Sean las tres aristas AD, BF y GH, cuyas respectivas ecuaciones son: AD =y —-b = 0,
z+¢c=0, BF=x+a=0,z-¢c=0, HG=x-a=0, y+b=0, y sean los vértices C(a,b,c) y
E(-a,—b,—c). La ecuacion de la superficie que pasa por las tres aristas y por los dos Vvértices, es:

(%—1)(%+1>(%—%)<%—%)+(ﬁ—i—l) %—f =0, que es el lugar pedido. 2°) Las

rectas reales contenidas, son la diagonal CE, que es recta doble, las tres aristas dadas, y las aristas que
pasan por Cy E.

G 25- Formar la ecuaciéon general de las cuadricas Q que son equildteras y que contienen a las rectas
r=y=mx,z=hyr =y=-mx,z=-h Demostrar que las generatrices de las cuadricas Q de igual
sistema que ry r', y que pasan por (Xo, Yo, Zo), permanecen en un plano P.

Solucién:  La ecuacion de las cuédricas que contienen a las dos rectas dadas, viene dada por la
expresion: (y — mx)[y + mx + a(z+h)] + (z-h)[B(y + mx) + y(z + h)] = 0. Operando y simplificando, se
tiene que: —m2x% +y2 +yz2 + m(B — a)xz + (a + B)yz — mh(a + B)x + h(a — B)y — yh? = 0. Por ser la
cuadrica equilatera, su cono asintotico ha de ser capaz de infinitos triedros trirrectangulos, para lo que es
necesario y suficiente que la suma de los coeficientes de x?,y?,z2 sea nula, es decir: 1 —m? +y = 0.
Introduciendo en la ecuacién de Q, los siguientes valores: a + B = 21, a — B = 2u, y = m? — 1, se tiene:
Q = —-m?x? +y2 + (M? — 1)z2 — 2muxz + 2Ayz — 2hmAx + 2huy —h?(m? — 1) = 0. Las ecuaciones de las
rectas que pasan por (Xo,Yo,Z0) SON: X = ap +Xo, Y = bp +Yo, Z = p +2o. Como estan contenidas en la
cuadrica Q, se tiene el sistema: —m?2axo + (M? — 1)zg — Muaze — MuXo + bAzg + Ayo — hmia + hub = 0,
b? — a?m + (M2 — 1) — 2amy + 2bA = 0. De las ecuaciones de la generatriz se deduce que: a = >—22

Z—17p"
b= y y° . Introduciendo estos valores en el sistema anterior, y eliminando A, se obtiene una expresion

que es eI cuadrado de: myox — mxoy + h(m? — 1)z — h(m? — 1)z, = 0, que es la ecuacion de un plano, con
lo que queda demostrado que las generatrices permanecen en este plano.

G 26- Hallar el plano diametral de la cuadrica 12x? + 15y? + 20z2 + 120x — 60y — 120z + 7 = 0, conjugado
con la direccion (5,4, 3).

Solucién:  Se tiene: fy = 24x + 120, f, = 30y — 60, f; = 40z — 120. Luego el plano diametral pedido es:
5(24x +120) + 4(30y — 60) + 3(40z — 120) = 0, que simplificadoes: x+y+z =0

G 27- Dada la cuédrica x?+ 77y? + 7z? — 28xy + 14xz — 56yz — 56X + 84y + 28z + 14 = 0, hallar el plano
diametral conjugado con la direccion (7,3,5).

Solucién: ~ Se tiene: f, = 2x — 28y + 14z — 56, f; = —28x + a54y — 56z + 84, f, = 14x — 56y + 14z + 28.
El plano pedido es: 7(2x — 28y + 14z — 56) + 3(—28x + ab4y — 56z + 84) + 5(14x — 56y + 14z + 28), que
simplificado es:y = 0.

242



G 28- Hallar el didmetro de la cuadrica 2x? + y? + 2z2 — 1 = 0, conjugado con el plano 2x +y — 4z = 0.

Solucion:  Se tiene: f, = 4x, fj, = 2y, f; = 4z. Luego el diametro pedido es: % = % = f—i 0 bien:

2X =2y = -1

G 29- Hallar el diametro de la cuadrica x? +y? + 3z% + 2xy + 2xz + 4yz + 2x + 4y + 8z + 3 = 0, conjugado con
el plano 3x + 6y + 122+ 1 = 0.

Solucién: Setiene: fy = 2x+2y + 22+ 2, f; = 2x+ 2y + 4z + 4, f, = 2x + 4y + 62 + 8. Luego el didmetro
. CX+y+z+1 X+y+22+2 X+2y+32+4 )
pedido es: 3 = 5 = 1 . Operando: x+y =0,x+z=0.
G 30- Dado el paraboloide eliptico x? +y? + z? + 2xz + 6x + 4y + 2z + 13 = 0, hallar sus planos principales,

ejes y Vvértices.

Solucion:  Ecuacion en S: 0 1-S ©0 =S5(S-1)(S-2) = 0. Siendo (I,m,n) la direccion
1 0 1-5S

buscada, se tiene el sistema: (1-S)I+n =0, (1-S)m =0, I+ (1 -S)n = 0, cuyas soluciones son: para
§=0, (1,0,-1); para S=1, (0,1,0); para S=2, (1,0,1). Siendo f, =2x+2z+6, f, =2y+4,
f, = 2x+ 2z + 2, el plano principal para S =10, es: 2x+2z2+6 —2x—2z—-2 =0, es decir: t = 0. Para
S =1, el plano principal es: 2y+4 =0, es decir: y+2 =0. Para S=2, el plano principal es:
2X+22+6+2X+22+2 =0, esdecir: x+z+2=0. Losejesson:t=0,y+2=0;t=0,x+z2+2 = 0;
y+2=0,x+z+2 =0, luego solo tiene un eje propio. La cuadrica tiene dos vértices impropios y uno

propio: (—79,—2, % .

G 31- Hallar los planos principales, ejes y vértices de la cuadrica 12x? + 15y? + 20z2 + 24x + 40z — 28 = 0.

12-S 0 0
Solucion: La ecuacion en S es: 0 15-S 0 =(12-S)(15-S5)(20-S) = 0. Para
0 0 20-S

S = 12, la direccion es (1,0,0); para S = 15, es (0,1,0); para S = 20, es (0,0,1). Como f, = 24x + 24,
f, = 30y, f; = 40z + 40, el plano principal para S = 12, es: x+ 1 = 0; para S = 15, el plano principal es:
y=0; para S =20, el planoes: z+1 =0. Los ejesson: x+1=0,y=0;x+1=0,z+1=0;y=0,
z+1=0. Los vértices (interseccion de los ejes con la cuadrica) son: <—1,0,—1i ,/§> (-1,£2,-1),

(-1+£/5,0,-1).

G 32- Dada la cuédrica 2xy + 2xz + 2yz — 1 = 0, hallar sus planos principales.

=S 1 1
Solucion: LaecuacibnenSes:| 1 -S 1 = (S+1)%(S—-2) = 0. El sistema para determinar las
1 1 -S

direccioneses: -SI+m+n=0,-Sm+n=0,1+m—-Sn = 0. ParaS = 2, ladireccién es: (1,1,1). Para
la raiz doble S = -1, se tiene: %(x —y)+x—-2 =0, luego la cuadrica es de revolucién, de eje: x—y = 0,

x—z=0.
G 33- Dada la cuadrica 3x2+5y? + 322 + 2xy + 2Xz + 2yz + 2x + 12y + 10z + 20 = 0, hallar sus planos
principales.
3-S5 1 1
Solucién: La ecuacién en S es 1 5-5 1 =—(S5-2)(S-3)(S-6) = 0. El sistema para
1 1 3-S

determinar las direcciones es: (3—=S)l+m+n=0, I+(5-S)Mm+n=0, l+m+ (3-S)n =0. Para
S =2, la direccion es: (-1,0,1); para S=3, es: (1,-1,1); para S=6, es: (1,2,1). Siendo
fo=6X+2y+2z2+2, f, = 2x+ 10y + 2z + 12, f, = 2x+ 2y + 6z + 10, el plano principal para S = 2, es:
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X—2—-2=0;paraS = 3,elplanoes: x—y+z =0;paraS =6,es:x+2y+z+3 =0.

G34- Dada la cuéadrica x2+2y?+3z2 +4Xy + Xz + 2yz + 3tx + 2ty + 4tz + 7t> = 0, en coordenadas
homogeéneas, hallar el plano polar del punto (3,1,2,1). Hallado el plano polar, comprobar que su polo es
el punto dado.

Solucion: Derivando: f,(3,1,2,1) = 2x+4y+z+3t = 15; (3,1,2,1) = 4x+ 4y + 22+ 2t = 22;
f,(3,1,2,1) = x+ 2y + 6z + 4t = 21; 1(3,1,2,1) = 3x + 2y + 4z + 14t = 33. El plano polar de (3,1,2,1)

es: 15x+ 22y +21z+33 =0. Para realizar la comprobacion del polo de este plano, se tiene:
2X+4y+272+3 AX+4y +27+2 X+2y+6z+4 3X+2y+4z+14
= = = . De donde se deduce el

) 15 22 21 33 ]
sistema: 9x + 18y — 23z = -1, 6x + 8y — 2z = 22, 7x + 34y — 9z = 37, cuya solucion es (3,1,2).

G 35- Dada la cuadrica x?> +y? — 222 —xy +3xz—2yz—x+y+z+5=0,y larectax = 2-21,y = 3- 34,
z=-1+A4, t=1+ A4, hallar la ecuacién de la involucién que la cuédrica subordina en la recta, y sus
puntos dobles.

Solucion: Sean A1 y A, dos puntos de la recta, que para que sean conjugados deben verificar la ecuacion
Xafy, +yify, + 2:f,, + tafy, = 0. Como fi =2x-y+3z-1, fj = x+2y-2z+1, f, = 3x-2y -4z +1,
fi = Xx+y+2z+10, se tiene que: xafy, = (2-241)[2(2-212) = (3-342) +3(-1+ 12) - (1 + A2)] =
= (2-221)(-3+A2), y procediendo de la misma forma, se obtienen: y:ifj, = (3 -311)(7 —5A,),
21, = (-1 +21)(5-34,), tif;, = (1+21)(10+104,). Sumando estas ecuaciones y operando, se
obtiene: 20 + 20114, = 0, es decir: 114, +1 = 0, que es la ecuacion de la involucion. Los puntos dobles
corresponden a: A2 +1 =0, A = #i, es decir en coordenadas homogéneas: (2 —2i,3 -3i,-1+i,1+i)y
(2+2i,3+3i,-1-i,1—1i),0loqueeslomismo, parat = 1, (F2i,+3i,+i).

G 36- Dada la cuddrica x?+y?—xy+3xz—x+2z+1=0, y la recta 7x—-z-2=0, y=1, hallar la
ecuacion de la involucion que la cuadrica subordina en la recta, asi como los planos tangentes a la
cuédrica definidos por dicha involucion.

Solucion: Setiene: fy = 2x -y +3z -1, f, = —x+ 2y, f; = 3x + 2, f{ = —x + 2z + 2. El haz de planos que
pasan por la recta dada, es: 7x—z—2+ A(y—1) =7x+Ay—z—-2-1 = 0. Sean A; y A, los valores del
parametro que hacen que los dos planos que determinan, sean conjugados. Ha de cumplirse que el
determinante A de la cuédrica, orlado con los coeficientes de los dos planos, sea nulo. Es decir:

2 -1 3 -1 7
-1 2 0 0 A
3 0 O 2 -1 = 0. Operando y simplificando, se obtiene la ecuacion de la

-1 0 2 2 —2-M
7 A -1 -2-1, 0

involucion: 17414, +41(A1 + A2) + 137 = 0. Los valores dobles de A son: J'li—l&/?' Sustituyendo

estos valores en el haz de planos definido, se obtienen las ecuaciones de los planos tangentes pedidos:
41 +18,/2i 41 +18,/2i
G 37- Dada la ecuacion A(A+1)x— Ay + (A +1)z— (A% + 2)a = 0, hallar la de su envolvente referida a su
centro, asi como la relacion existente entre esta envolvente y su cono asintético.
—X+Yy—12
2(x—a)
valor en la ecuacién dada, operando y dividiendo por (x—a), se tiene la ecuacién de la cuédrica
envolvente: x? +y? + z2 — 2xy — 2xz — 2yz + 8ax + 4az — 8a? = 0. Siendo la ecuacion referida a su centro:

Solucion: Se tiene: f5 = (A+1)x+Ax—y+z—24a = 0, de donde: A = . Sustituyendo este

1 -1 -1 A4a
11 -1 0 11
o(X,y,2) + AAM =0, como A = L 11 o =0,Au=] -1 1 1 = —4, la ecuacion
-1 - a
-1 -1 1
4a 0 2a -8a?

es: X2 +y? +1z%2 — 2xy — 2xz — 2yz = 0. Luego la cuadrica es un cono, por lo que su cono asintético es ella
misma.
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G 38- Hallar los planos asintéticos del paraboloide eliptico x? + y? + z2 + 2xz + 6x + 4y + 2z + 13 = 0.
Solucion:  @(x,y,z) = X2 +y2 + 22+ 2xz = (x+2)* + y2. Las direcciones de los planos asintéticos son:
1-S 0 1
X+ 2z = #iy, es decir: (1,#i,1). La ecuacion en S es: 0 1-S 0 =-5(S-1)(S-2) =0. El
1 0 1-S

plano principal para S=0 es: t =0 (plano impropio); para S=1, es: y+2 =0; para S = 2, es:
X+z+2=0. El eje es: y+2=0,x+z+2=0. Los planos que pasan por el eje son:
X+2+2+Ay+2)=0. Como han de ser paralelos a (1,#i,1), se tiene: % = %I = % de donde:
A = #i. Los planos asintéticos son: x + iy + z + 2 + 2i = 0. N

G 39- Hallar el cono asintético del cilindro hiperbélico 4x? — 18y? — 6xy + 6xz + 9yz — 2x + 9y — 4z -4 = 0.

Solucion:  Se tiene que @(X,y,z) = 4x? —18y2 — 6xy + 6xz + 9yz = (4x — 3y + 32)? — (32— 9y)? = 0.
Luego los planos asintéticos son paralelos a los planos: 4x—3y+3z+(3z—-9y) =0, es decir,
simplificando, son paralelos a los planos: 2x — 6y + 3z = 0, 2x + 3y = 0. Siendo: f, = 8x — 6y + 6z — 2,

8 -6 6
fy=—6x-36y+92+9, f,=6x+9y-4, Au=| -6 -36 9 | =0, el eje es: 4x-3y+3z-1=0,
6 9 O
6x +9y —4 = 0. . Los planos que contienen al eje son: 4x — 3y + 3z — 1 + A(6x + 9y — 4) = 0. De estos, el
paralelo a: 2x — 6y + 3z = 0, verifica la relacion: 4+61 _ 3+94 _ 3 luego: A = =1 , siendo el

2 -6 3 3
plano: 6x—18y+9z+1 = 0. Procediendo analogamente con el segundo plano, se tiene que:
4+267L = _3J3r97l = % De donde: A = oo, siendo el plano: 6x + 9y —4 = 0. El cono asintético ha

degenerado en los planos asintoticos calculados.

G 40- Dada la cuédrica f(x,y,z) = 0, hallar el lugar geométrico de los vértices de los triedros trirrectangulos
tales que sus tres aristas sean tangentes a la cuédrica. Aplicarlo a los casos del elipsoide, hiperboloide y
paraboloide.

Solucién:  Sea (a,B,y) un punto del lugar. La ecuacion del cono cuyo vértice es (a,f,7) y estd
circunscrito a f(x,y,z) = 0, es: (xf, + yf5 + zf, + tf{)2 — 4f(x,y,2)f(a, B,y) = 0. Por ser capaz de un triedro
trirrectdngulo, ha de cumplirse que: ai; +ax+as =0, luego la ecuacién pedida es:
2 —danf(x,y,z) + 2 — daxf(x,y,z) + f? — 4asf(x,y,z) = 0. Aplicando este resultado al elipsoide

YN A 2. / 2x N a2z 1 1 1 —_—

a_§+F+c__1 como f, = f—b f—?, an:?, azzzﬁ, aggz?,setlene.

%(# + L ) + —(a— ) ( b12 ) = L + # + —, que es un elipsoide. Aplicado

el resultado aI hlperboI0|de J_r - 2—2 =1y procedlendo de forma anéaloga al caso anterior, se
x2 (1 1 1 1 1

tiene: ( 7~ ?) + 2 (? - C—22> ( 5 ) = ? - c_ que es un hiperboloide.

Apllcado el resultado al parabolmde yT ZT 2x = 0, se tiene: y pg 2x< D ) —-1=0,quees

un paraboloide.

G 41- Hallar eI lugar geométrico de los vértices de los triedros trirrectdngulos cuyas caras son tangentes al
2 2
eI|p50|de S % +L =1
Solucion: En el problema G 40, se ha hallado la ecuacién del cono circunscrito al elipsoide. La ecuacion
del cono suplementario a este, es: (ax + By +yz)? — (a®x2 + b2y? + ¢2z2) = 0. Como ha de ser capaz de
un triedro trirrectangulo inscrito, ha de verificarse que: a? —a? + 2 — b? + y2 — ¢? = 0. Por tanto el lugar
es la esfera de Monge: x2 + y2 + z? = a? + b? + c2.
. 2 2 L,
Nota: En el caso del paraboloide yT + ZT —2x =0, el lugar es el plano de Monge de ecuacion:
P+q _
s 0.

2
G 42- Dada la elipse de ecuaciones X + % =1, z = 0, hallar el lugar geométrico de los vértices de los
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triedros trirrectdngulos cuyas aristas encuentran a la elipse dada.
Solucion:  En el problema G 40, se ha hallado el lugar pedido referido a un elipsoide candnico, cuya

2
ecuacion es: X—i(i+%>+y—(%+l>+i(%+l> - l+i+l. Operando, se
a c a a

b? b? c? c? b2 b2
tiene: (b2 +c?)x? + (a®? +c?)y? + (a®? + b?)z2 = b2c2 +a’b? + azc2 Hamendo c= 0 se tiene el lugar
pedido: b2x2 + a2y? + (a2 + b?)z2 = a?b?, o bien: £ + z2 +( 'l )z2 —1 =0, que corresponde a
un elipsoide.

G 43- Hallar la ecuacion reducida de 5x? + 14y? — 72 — 28xy + 32xz + 4yz + 32x + 4y — 22 — 10 = 0.

5 -14 16 16
. -14 14 2 2 A
Solucion: A = = 39366, Ay = 4374, = -9. Por ser Ay A4 no nulos, la
6 2 -1 -1 A

16 2 -1 -10

5-S -14 16
cuadrica tiene centro Unico propio. La correspondiente ecuacion en Ses: | —-14 14-S 2 =0,
16 2 -1-5S
cuyas raices son: 9, —18, 27. Por tanto, la ecuacion reducida es: 9x? — 18y? + 2722 -9 = 0, es decir:
x2 —2y? +3z2 — 1 = 0, que es un hiperboloide de una hoja.

G 44- Hallar la ecuacion reducida de la cuadrica 5x? + 5y? + 822 + 8xy — 4xz + 4yz — 12x + 12y — 6z = 0.
5 4 -2 -6
- 4 5 2 6 A ) i
Solucion: I, =A = 25 8 .3 = —6561, I3 = Ay = 0. La cuédrica es un paraboloide eliptico.
-6 6 -3 0

La ecuacion reducida es: Spy? + S3z2 +2 _I—I“ x = 0. La correspondiente ecuacion en S es:
2

5 4
45

5 -2
-2 8

5 2

4 5-5 2 |=-5(5-97%=0 I,=
2 8

-2 2 8-S

Luego la ecuacion reducida es: 9y? +9z2+2 - 9x = 0, es decir: y? +z2 + 2x = 0. Por ser paraboloide
eliptico, el signo a tomar es el negativo, quedando la ecuacién: y? + z?2 — 2x = 0.

G 45- Hallar la ecuacion reducida de la cuadrica 4x2 + 4y? + 522 — 4xz — 8yz — 8x — 16y + 20z + 4 = 0.

4 0 -2 -4
4 0 -2
., . . 0 4 -4 -8
Solucion:  Los invariantes son: s = A = =0,ls3=Au=| 0 4 -4 =0,
-2 -4 5 10
-2 -4 5
-4 -8 10 4
4 -4 4 -2 4 0
I2:a11+a22+a33: + =4+16+16=36,
-4 5 -2 5 0 4
4 -4 -8 4 -2 4 4 0 -1 /
I5=| -4 5 10 |+| -2 5 10 | +| 0 4 -8 |=-576, :—z=—16. La correspondiente
-8 10 4 -4 10 4 -4 -8 4
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4-S 0 -2
ecuacién en S es: 0 4-S -4 = -S(S-4)(S-9) = 0. Dados los resultados anteriores, como
-2 -4 5-5S

!

la ecuacion reducida es: S1x? + Spy? + :—3 = 0, se tiene: 4x2 + 9y2 — 16 = 0, que es un cilindro eliptico.
2

G 46- Hallar la ecuacion reducida de la cuadrica 4x? +y2 + 4z2 + 4xy — 8xz — 4yz — 6x — 12y — 12z = 0.

4 2 -4 -3
2 1 -2 -6
Solucién: I, = A= =O, |3=A44=0, I1:a11+a22+a33:4+1+4:9,
-4 -2 4 -6
-3 6 6 0
1 -2 -6 4 -4 -3 4 2 -3 :
I5=An+Axn+As=|-2 4 -6 |+| -4 4 —6|+| 2 1 -6 |=-729, _|—|13 = 0.
-6 6 0 -3 6 0 -3 -6 -6
4-S 2 —4
La ecuacion en S es: 2 1-S5 =2 =-82(S-9)=0. La ecuacion reducida es:
-4 -2 4-5S

!

Sy2+2 _|—|3 x = 0, luego: 9y? + 18x = 0, es decir: y? £ 2x = 0, que es un cilindro parabdlico.
1

G 47- Hallar la ecuacion reducida de la cuddrica x? + 4y? +z2 — 4xy + 2xz —4yz — 2x + 4y -2z -3 = 0.

1 -2 1 -1
1 -2 1
. . . -2 4 -2 2

Solucion:  Los invariantes son: I, = A = =0, lz=Ay=| -2 4 =2 =0,

1 -2 1 -1

1 -2 1

-1 2 -1 -3
li =aun+ax+ap =6, l)=ay+ay+axs= 1 - 42 11 - 24
1 11 22 33 il 2 11 22 33 1 -3 2 _3 1 -3 )

4 -2 2 1 1 -1 1 -2 -1
I5=Apn+Ap+Axs=|-2 1 -1 |+ 1 1 -1 |+|-2 4 2 =0, La ecuacion en S
2 -1 -3 -1 -1 -3 -1 2 -3
1-§ -2 1 /
es: -2 4-S =2 = -S2(S-6) = 0. Siendo la ecuacion reducida: Sz? + :—2 =0, se tiene:
1
1 -2 1-5S
6z2 — 4 = 0, es decir: 322 — 2 = 0, que corresponde a dos planos paralelos.
G 48- Hallar los planos ciclicos de la cuadrica 3x? + 5y? + 3z? + 2xz — 4 = 0.
3-S5 0 1
Solucion: La ecuacion en S es: 0 5-S 0 =—(S-2)(S-4)(S-5) = 0. Se toma el valor
1 0 3-S

absoluto intermedio S = 4. Luego: o(X,y,z) —S(Xx2 +y2 +72) = —x2 +y2 - 72+ 2xz = y2 — (x —2)* = 0.
Las dos direcciones ciclicas vienen dadas por: x+y—z = A, Xx—-y—27 = L.

G 49- Hallar los puntos umbilicales (umbilicos) de la cuédrica —5xy + 5xz + 4yz + 8 = 0.

247



_g == 5
0-8 = 3
’ -2+3/6

0-S 5

Solucion: La ecuacién en S es: = 0. Sus raices son: 2y . Se escoge

2 0-S

la de valor absoluto intermedio S = 2. Laecuacion de los planos ciclicos viene dada por:
o(X,y,2) —S(X> +y2+22) =0. Como ¢ = —-2x% —2y? —2z% —5xy + 5xz + 4yz, estos planos son:
—(X+2y—-22)(2x+y—12) = 0. Los planos paralelos son: x + 2y — 2z = A, 2x +y — z = u. Las direcciones

=
2
>
2

f ! ! f/ !
ciclicas son: L& y W _ es decir: Oy +57 _ BSx+4z _ SX+4y
5y +5 2 g2,y 2 11 L 2 =)
YAz Ox+dz X_+1 Y Resolviendo los dos sistemas formados por la ecuacion de la cuédrica

2 1
con cada una de las dos direcciones ciclicas, se obtienen los puntos umbilicales:

R R SR

G 50- Hallar un sistema de generatrices de la cuadrica 4x? — 18y% — 6xy + 6xz + 9yz — 2x + 9y — 4z — 4 = 0.

Solucion:  Se trata de un cilindro hiperbolico. Su eje es: 4x -3y +3z—-1 =10, 6x+9y—-4 =0, cuya
direccion es (-3,2,6). La seccion por y = 0 es: 2x> +3xz—x—-2z—-2 =0, y = 0. Siendo (a,f,7) un
punto de esta coOnica seccion, hay que eliminar dos de estos tres pardmetros, entre las ecuaciones
2%+ 30y —a -2y ~2=0, f = 0, XL = Y- _ 2 Eliminando By 7, se tiene: 3¢+ 3y = 20,
y-z= 253—:%‘12, gue son las ecuaciones del sistema de generatrices pedido.

G 51- Comprobar si la cuadrica 16y? — 9z2 — 288x = 0, admite generatrices rectilineas. En caso afirmativo,
hallar las que pasan por el punto A(2,3,4).

Solucion:  Se trata de un paraboloide hiperbélico que si admite generatrices. Se tiene: 33/ L —2)x,
) —+— = 2uX, y_z_ 1 ( por pasar por A, u = o). Las

SN

Y,z _ % (por pasar por A, A =

3 4 3 4
generatrices del primer sistema son: %— % = x, % + % =2.Y Ias del segundo sistema son: x = 0,
Yy _z _

3 4 0.

G 52- Demostrar que la cuddrica 3x? + 6y2 + 3z2 + 4xy — 2xz — 4yz + 2x — 6y + 10z + 8 = 0, es de revolucion
y hallar su eje.

Solucion:  Como aj; -ajz -axs = 2& 1)(-2) =4 # 0, se _pueden emplear los nimeros de Jacobi:

N =ay — agaslz =2, N =ay a1323 =2, N'=ag ala?’—iﬂ = 2. Los tres nimeros son iguales,

luego la cuédrica es de revolucion. También se puede resolver el problema por medio de la ecuacién en S:
3-S5 2 -1

2 6-S -2 — —(S-2)%S—-8) = 0. Al tener una raiz doble, la cuédrica es de revolucion.
-1 -2 3-S5
X+ 8814 y+ % Z+ aS34
Las ecuaciones del eje vienen dadas por: anas ~ apds  ~ apas (siendo S la raiz doble), es
NS T Aty UL SOVOINE SIS VI Sy
decir: ey , 0 bien: S i E e St

G 53- Demostrar, utilizando la teoria de los invariantes, que en ejes rectangulares, la superficie representada
por la ecuacion F = (ax+by+cz)®+@x+by+cz)’+@"x+b"y+c"z)> =1, es igual a la
representada por la ecuacion G = (ax +a'y +a"z)? + (bx+ b’y +b"z)? + (cx + c'y + ¢"z)? = 1.

Solucion: Las dos expresiones corresponden a cuadricas. Los cuatro invariantes que se han de comparar
son: Iy =ai +ax + asaz, lo = 11 +anx + 33, ((111, etc. son los menores de A44), I; = A44, 1, = A.
Desarrollando las ecuaciones dadas, se tiene:
F=x?@%+a?+a"?)+y?(b?+b?+b")+z2(c>+c?+c"?)+2xy(ab+a'b’ +a"b") +

+2xz(ac +a'c’ +a"c") + 2yz(bc +b'c’ +b"c") =1
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G =x2(a2+b2+c?)+y*(@? +b?+c?)+22(a"? + b2 +¢"?) + 2xy(aa’ + bb' +cc') +
+2xz(aa" + bb" +cc") +2yz(a'a” +b'b" +c'c") = 1.
1(F) =a?+a%+a?+b?2+b?+b"? +c2+c?+c"?
1.(G) =a?+b?+c?2+a?+b?+c?+a"?+b"?+c"? luego 1. (F) = 11(G).
1(F) a2+a?%?+a"? ac+a'c'+a’'c . b2+b?2+b" bc+b'c' +b"c”
2 =
ac+a'c’'+a’c" c2+c2+c" bc+b'c’'+b"c” c2+c?+c"?
2 2 2 h/ N
a+a“%+a ab+a'b’ +s'b

ab+a'b' +a’bh” bZ+b?%2+Db"
+b2¢c"? + b"2¢c2 + b2¢"? + b"2c2 + b"2¢c? + b2a’? + b2a"? + b"?a? + b?a’"? + b"%a? + b"%2a’? —aa'cc’ —
_aa//CC// _ a/a//CC// _ bb!CC! _ bb//CC// _ b/b//C/CH _ aa/bb/ _ aa!/bb// _ a/a//bb!/) —

aZ+b%2+c?2 aa +bb +cc aZ+b2+c2 aa’"+bb"+cc”

= 2(a%c”? +a%c"? +a%c? +a%c"? +a"%c? +a"%c? + b%c? +

+
aa' +bb' +cc’ a?2+Db2+c" aa” +bb" +cc” a"?+Db"?+c"?

a%2+b?+c? a'a’+b'b”" +c'c” (G
a/aH + b/b// + C/C// a//2 + b//Z + CH2 - 2( ).

Al

a’+a?+a"” ab+ab'+a’h” ac+a'c’+a’c
I3(F) = | ab+a'b’' +a’b" b2 + b2 + b2 bc+b'c +b'c" _

ac+a'c’+a’c" bc+b'c' +b"c” c2 +¢'%c'"?

a a./ a//
_ ! 1 N I AT ! 1 1 1 ! ! _
=|b b b [[ab’c"-b"'c")+a'(b"c—cb”)+a"(bc’'—b'c)] =

C C/ C//

a% + b2 +c? aa' +bb' +cc’ aa” +bb" + cc”

=1| aa' +bb' +cc a2+ b?+c? a'a” +b'b" +c'c" | = 13(G).

aa” +bb" +cc” a'a"+b'b"+c'c” a%+b"?+c"?

Como también 14(F) = 14(G), las dos cuadricas son idénticas.

G 54- Hallar las ecuaciones de los conos que proyectan la curtica definida por la intersecciéon de las dos

cuadricas 3y? + 322 + 4x —4 = 0,2x? +y2 - 522 —4x + 4 = 0.

Solucion:  La ecuacion del haz de cuadricas que pasan por la interseccion de las cuédricas dadas, es:
2x2 +y2 — 572 —Ax+ 4+ A(3y?> + 3z +4x—4) = 0. Su correspondiente ecuacion caracteristica es:

2 0 0 -2+ 22
0 1+31 0 0
Ch) = = 0, cuyas raices son: 1, -1, _—1, 2 Introduciendo en
0 0 -5+31 0 3'3
-2+24 0 0 4 -4

la ecuacion del haz estos cuatro valores obtenidos para A, se tiene: para 4 = 1, el cono de Vértice el
origen: x2+2y?2—z2=0; para A = -1, el cono: (x—2)2—-y2—4z2 =0; para A = _?1 el cilindro:
3x?-9z2-8x+8 =0; para A = % el cilindro: 3x? +9y? + 4x —4 = 0. Las ecuaciones pedidas son:
X24+2y2—72 =0, (x-2)2 —y2 —4z% = 0.

G55- Hallar los conos proyectantes de la cuartica x?>+y?+22-2z=0, 2x?-y?+2:2-2z=0,

demostrando que la curva es crunodal (tiene un punto doble).
Solucién: Las cuadricas del haz: 2x? —y? + 222 — 2z + A(x? + y? + z2 — 2z) = 0, pasan por la cuértica
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A+2 0 0 0
0 -1+12 O 0
dada. Su ecuacidn caracteristica es: C(1) = = 0, cuyas raices son:
0 0 2+4 -1-2
0 0 -1-12 0

1, -1 (doble) y —2. Para A = 1, se tiene el cilindro: 3x? + 3z2 — 4z = 0. Para A = -1, se tiene el cono de
vértice el origen: x? — 2y? +z2 = 0. Para A = -2, se tiene el cilindro: 3y? — 2z = 0. Como el vértice esta
en el origen, no hay que trasladar los ejes, siendo z = 0, el plano tangente en el vértice. La interseccion de

este plano con el cono, es: x?2 —2y? = 0, z = 0. Su discriminante es = -2 < 0. La curva es

crunodal, siendo el punto doble el origen (0,0,0). Las tangentes a la curva en ese punto, son:
x2—2y?2 =0,esdecir:z=0,x =+,2y.

G 56- Demostrar que las cuadricas 2y? + 2xy + 4xz + 2yz + 2z = 0, y? + 2% — 2xy + 6xz — 4yz + 2z = 0, tienen

en comudn una recta y hallarla.

Solucién: El haz correspondiente es: 2y? + 2Xy + 4Xz + 2yz + 2z + A(y? + z? — 2xy + 6xz — 4yz + 2z) = 0.
0 1-4 2432 0
1-2 2+4 1-22 O
La ecuacion caracteristica es C(1) = = (A-1)2(A+1)2 = 0. Para
2+31 1-22 A 1+4
0 0 1+24 0

A = -1, se tiene el cono de vértice el origen: y2 — z? + 4xy — 2xz + 6yz = 0. Para A = 1, se tiene el cono de
vértice (%,0,0): 3y? + 22 + 10xz — 2yz + 4z = 0. Al haber raices dobles, las cuadricas tienen en comdn

larecta ViV, quees:y = 0,z = 0, que forma parte de la cuértica.

G 57- Demostrar que las cuadricas 2x? +y2 +z2 +4xz —2yz—4z = 0, X +2y? + 22> —4xz +2yz— 22 = 0,

definen en su interseccién una cuartica cuspidal (tiene un punto de retroceso).

Solucién:  El haz: 2x2 +y? + 2% + 4xz — 2yz — 4z + A(X? + 2y? + 22? — 4xz + 2yz — 2z) = 0, pasa por las
2+ A 0 2-2A 0
0 1+214 -1+2 0
cuadricas dadas. Su ecuacion caracteristica es: C(1) = = 0, siendo
2-21 -1+A 1+24 -2-2A
0 0 -2-2 0

sus raicas: —2 (triple) y —1. Para A = -2, se tiene el cono de vértice el origen: 3y? + 3z2 — 12xz + 6yz = 0,
es decir: y> +z2—-4xz+2yz = 0. Para A = _Tl se tiene el cono: 3x? + 12xz — 6yz — 6z = 0, es decir:
x% + 4xz — 2yz — 2z = 0, cuyo Vértice es (0,—1,0), El plano tangente a las cuadricas en el origen, es z = 0.
El primer cono (1 = —2) es tangente al plano z = 0 a lo largo de OY. Como la raiz triple corresponde a

este cono, su Vvértice (0,0,0) es de retroceso en la cuéartica, siendo su tangente doble el eje OX. La cuartica
es, por tanto, cuspidal.

G 58- Dadas las cuadricas x?+3y?+4z—-4 =0, x> +5y?>-222+4z-4 =0, hallar la naturaleza de la

cuartica interseccion de ambas.

Solucién:  El haz correspondiente es: x? + 3y? + 4z — 4 + A(x? + 5y? — 222 + 4z — 4) = 0. La ecuacion
1+ 0 0 0
. 0 3+54 0 0
caracteristica es C(1) = = 4(A+1)*(A-1)(3+51) = 0. Para
0 0 =21 2+2A
0 0 2+24 —4-44

A = -1 (raiz doble), se tiene (y+2z)(y—z) =0, dos planos, siendo la caracteristica del determinante
C(-1), k = 2. Para A = 1, se tiene el cono: x? +4y2 — (z—2)? = 0. Para A = %3 se tiene el cilindro:
x? + 322 +4z -4 = 0. Para estos dos Ultimos valores de A, la caracteristica del determinante C(1) es
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k = 3. Los dos planos, junto con el cono y el cilindro, definen las dos cénicas interseccion de las dos
cuadricas dadas.

G 59- Dadas las cuadricas y2 +z? + 2xy + 2xz +2x —4 = 0, 2x> —y?2 — 72 + 2xy + 2xz — 6x + 4 = 0, hallar la
naturaleza de la cuartica interseccion de ambas.

Solucién: El haz: y? + 22 + 2xy + 2Xz + 2X — 4 + A(2x? —y2 — 72 + 2xy + 2xz — 6Xx + 4) = 0, pasa por las
22 A+1 A+1 1-32
A+1 -A+1 0 0
cuédricas dadas. La ecuacion caracteristica C(1) = " " = 0, tiene dos
A+1 0 -A+1 0
1-34 0 0 42 -4

raices dobles: 1y —1. Para A = 1, se tiene el cono: (x — 2)? —y2 —z2 = 0. Para A = —1, se tienen los dos
planos: X(x + 2y + 2z — 2) = 0. Luego la cuartica se compone de una conica contenida en el planox = 0,y
dos rectas que pasan por el punto (2,0,0) y estan contenidas en el plano x + 2y + 2z — 2 = 0.

G 60- Dadas las cuadricas 5x? —y2 —z? +2xz — 8x +4 = 0, 3x?> + y? + 22 + 2xz — 4 = 0, hallar la naturaleza
de la cuartica interseccion de ambas.

Solucién:  El haz de cuadricas es: 5x2 —y2 —z2 +2xz—8x+4 + A(3x2 +y2 +z2+2xz—4) = 0. La
5+31 0 1+4 -4
0 -1+ 0 0
ecuacion caracteristica C(1) = = -8(1-1)%(1+1) =0, tiene una
1+4 0 -1+2 0
—4 0 0 4—-4)

raiz triple. Para A =1, se tienen los planos: x(2x+z—-2) =0. Para A = -1, se tiene el cono:
(x-2)*—y2—22 = 0. Luego la cuértica se compone de una circunferencia en el plano x = 0, y de una
elipse en el plano 2x + z — 2 = 0, siendo tangentes la circunferencia y la elipse.

G 61- Dadas las cuadricas 9x? + 8y? — 6yz — 18x = 0, 9x2 + 8y? + 6yz + 18x = 0, hallar la naturaleza de la
cuartica interseccion de ambas.

Solucién:  El haz de cuédricas es: 9x? + 8y? — 6yz — 18x + A(9x2 + 8y? + 6yz + 18x) = 0. La ecuacion
9+94 0 0 -9+91
0 8+84 -3+31 0
caracteristica C(1) = =729(A-1)* =0, tiene una raiz
0 -3+31 0 0
-9+94 0 0 0

cuadruple. Para este valor, 1 = 1, se tienen dos planos imaginarios: 9x? + 8y? = 0. Las dos cuadricas son
hiperboloides de revolucién, tangentes a lo largo del eje OZ, y ademas tienen comunes otras dos
generatrices imaginarias en los dos planos imaginarios 3x = 2/2 iy = 0.

G 62- Dadas las cuadricas 2x? + 2y —z2 — 2xy —4x+2 = 0, x> +y? —z?2 —4x+ 2 = 0, hallar la naturaleza
de la cuartica interseccién de ambas.

Solucion:  El haz de cuadricas es: 2x2 +2y? —z2 —2xy —4x+ 2+ A(X> +y? -2 -4x+2) = 0. La
2+ A -1 0 -2 -2A
-1 2+ A 0 0
ecuacion caracteristica C(1) = = 2(A+1)* = 0, tiene una raiz
0 0 -1-2 0
-2-22 0 0 2+ 21

cuédruple, para la que se tiene un plano doble: (x —y)? = 0. Las dos cuadricas son tangentes al plano
doble x =y, y no tienen otros puntos comunes que las dos generatrices dobles en las que este plano las
corta.
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ESFERA

G 63- Dada la esfera f(x,y,z) = x? +y? +z2 — 4x — 6y — 8z = 0, hallar: 1°) Planos tangentes paralelos al
plano 2x + 3y + 4z = 0. 2°) Cilindro circunscrito de generatrices paralelas a x = y = z. 3°) Centro y radio.

Solucién:  1°) Homogeneizando la ecuacion dada, se tiene: f(X,y,z,t) = x? +y? + 22 — 4xt — 6yt — 8zt,
obteniéndose: fy = 2x—4t, f, =2y—-6t, f, =2z-8t fi =-4x—6y—8z. Resolviendo el sistema:
2x—4t _ 2y—6t _ 278t

> = =3 =4 , junto con la ecuacion de la esfera, se tiene (0,0,0,1) y (4,6,8,1). Luego

los planos paralelos al dado y que pasan por estos puntos, son: 2x +3y +4z = 0, 2x+ 3y + 4z — 58 = 0.
2°) La direccion definida es (1,1,1,0), para la que: f(1,1,1,0) =3, f, = 2, f, =2, f, = 2, fi = -18. La
ecuacion del cilindro circunscrito es: (xf; + yf; + zf, +1f5)% — 4f(a, B,7,0)f(X,y,2,t) = 0, es decir:
(2x+2y+27-18)* -4 .3(x2+y2 +72—4x -6y —8z) = 0. Operando y simplificando, se obtiene:
2X2 + 2y? + 27% — 2Xy — 2Xz — 2yz + 6x — 62 — 81 = 0. 3°) Centro (2,3,4). Radio y29.

G 64- Dados los puntos A(1,0,0), B(0,1,0), C(0.0.1), hallar: 1°) Esfera que pasa por dichos tres puntos y el
origen. 2°) Esfera ortogonal a la anterior pasando por A, By C. 3°) Recta polar de X== S5 1_ % =z¢en
relacion a la segunda esfera.

Solucién:  1°) La ecuacién de la esfera que pasa por el origen es: x2 +y? +z2 — 2ax — 2by — 2cz = 0.
Particularizandola para los tres puntos dados, se tiene la ecuacién: x? +y? +z? —x—-y—-z = 0, cuyo

J3

centro es (% 1 1) y radio T' 2°) La ecuacion de la esfera de centro (a,b,c) y radio R, es:
(x—a)l+(y— b) +(z-c)?—R? = 0. Particularizandola para Izos puntos A,B,C, se tiene: a=b =c,
R? = 3a% — 2a+ 1. La condicion de ortogonalidad es: 3<a - %) =3a2-2a+1+ % de donde se tiene
que a = —1. Luego la ecuacién de la esfera ortogonal es: (x+1)?+ (y+ 1)+ (z+1)*-6 = 0, 0 bien:
X2 +y2+22+2x+2y+2z-3 = 0. 3° Dos puntos de la recta dada son (1,2,0,1),(4,1,1,1). Siendo:
fe=2x+2, fy=2y+2, f,=22+2, fi=2x+2y+2z-6, el plano polar de (1,2,0,1) es:
4x+6y+2z2=0, es decir; 2x+3y+z=0. Y el de (4,1,1,1) es: 10x+4y+4z+6 =0, o bien:
5x+2y + 2z + 3 = 0. Larecta polar pedidaes: 2x+3y+z =0,5x+ 2y + 22+ 3 = 0.

G 65- Dada la esfera x? +y? + z2 — 2ax — 2ay — 2az + 2a® = 0, se considera un plano tangente variable, que
corta a los ejes OX, QY, OZ, en los puntos A, B, C, respectivamente. Por A, B y C se trazan planos
paralelos a los planos YZ, XZ, XY. Hallar el lugar geométrico de los puntos de intersecciéon de estos
planos.

Solucion: Sea el plano variable mx + ny + pz— 1 = 0, que por ser tangente a la esfera, dista a del centro
. ma+na+pa-1 ; .
(a,a,a), por lo que: = a. Las coordenadas de los puntos de corte con los ejes, son:

,/m2+n2+p

A(%,0,0), B(O,%,O), C(0,0 ) La interseccién de los tres planos, es: (% % 1%) Siendo
(x,¥,2) un punto del lugar, se tiene: x = 1 Y= % %,es decir: m = 1 ,n = % p = <. Por tanto:
a + a + a _ 1
X Ty Tz

> - — =2 Operando: xyz —2a(xy + Xz +yz) + 2a?(x+y+2z) =0, que es la
1 1 1

/(7) +(3) +(2)

ecuacion del lugar.

G 66- Un plano pasa por el punto (p,q,r) y corta a los ejes en los puntos A, B, C. Hallar el lugar geométrico
de los centros de las esferas que pasan por el origen y por dichos tres puntos.

Solucion:  Sean A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c). La ecuacion de las esferas que pasan por el origen, es:
X2 +y2 +22+ Ax + uy + vz = 0. Por pasar por A,B,C, se tiene: x? +y2 +z2 —ax —by — ¢z = 0, siendo el

centro de la esfera ( 5 2 > ) El plano que pasa por A, B, C es: bex + acy + abz — abc = 0. Como pasa

por (p,q,r), se tiene: bcp + acq + abr — abc = 0. Sustituyendo en esta ecuacion: a = 2x, b = 2y, ¢ = 2z,
se tiene el lugar pedido: 2xyz — —rxy — qxz — pyz = 0.

G 67- Se dan dos esferas fijas x? + y? + z2 = 2ax + b, x? + y? + 22 = 2cx + d. Demostrar que las esferas que
cortan a ambas segun arcos de circulo méaximo pasan por dos puntos fijos. Hallarlos para a = b =1,
c=d=2
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Solucién: Las esferas dadas tienen de centro y radio, respectivamente: (a,0,0), r? = a? +b, y (c,0,0),
r3 = c2 +d. Las esferas variables son: (x—a)*+ (y— 8)? + (z— y)? —=R? = 0. Siendo d; la distancia de
(a, B,7) a(a,0,0), se tiene: d? = R2—r3 = (¢ —a)* + B2 + y2 = R2 —a? — b. Andlogamente, siendo d; la
distancia de (a,B,y) a (c,0,0), se tiene: d3 = R?—r3 = (e — )%+ B2+ y? = R? —c? —d. Restando

ambas ecuaciones, se tiene que: o — 28 E(ba—_ZCc)Z —d  Siendo: R2 = (@ —a)2+ B2 +y2+a’+b, la

ecuacion de las esferas variables queda como sigue: x2 + y? + 22 — 2ax — 2y — 2yz + 2aa — 2a®> - b = 0.
Esta ecuacion depende de By y, pues «a es fija segin la igualdad anterior. Para que no dependa de Sy v,
ha de ser: y = z = 0, quedando la ecuacion: x? — 2ax + 2aa — 2a? — b = 0 Esta ecuacion tiene dos raices:
X=a+Ja?+2a’?+b—2aa. Luego queda demostrado que las esferas pasan por dos puntos fijos

(a + Ja? +2a2 + b - 2aa ,0,0). Para el caso: a=b=1 c=d=2, a = 5 los puntos fijos son:

(22 00)

G 68- Dado el circulo de ecuaciones x2 +y2 +z? = 4, x + 2y — 3z = 1, hallar las coordenadas de su centro y
el radio.

Solucion: EI centro de la esfera es (0,0, O) La perpendicular desde el centro al plano, es:
% = % = 3 , que corta al plano en ( 114 7714 ) dueson las coordenadas del centro del circulo. Un

punto de la interseccion de la esfera con el plano, es El radio viene dado por

2
; ; ) 1+2y19 1 2-419 l
la distancia de este punto al centro: J(—5 1 ) + ( 5 - ( 7 )

<1+2,/_ 2 — J_ )

G 69- Hallar la ecuacion general de las esferas tangentes a los ejes OX y OY, y al plano x +y = 3. Hallar el
lugar geométrico de sus centros.

Solucién:  Sea la esfera: (x—a)?+(y—B)2+(—-y)*>—R? =0. Por ser tangente a OX, se tiene:
R2 = B2 + y2. Por serlo a OY, se tiene: R? = a2 + y2. Luego a? = 82, de donde a = +. 1°) Para a = B,
el centro es (B,B,y). Las ecuaciones de la perpendicular al plano trazada por el centro, son:
X 1 b_Y 1 b _z 6 14 , siendo la interseccion con el plano el punto: ,7/) Como la distancia del
centro a este punto es R, se tiene que: 2<ﬁ -5) = B? + y2. Por tanto, eI lugar del centro de las esferas
es: x =y, 2y?—-2z2-12y+9 =0, y la ecuacion general de las esferas es: x? +y? +z2 — 2Bx — 2Py +
+2 /ﬂz -68+ %z+ﬁ2 =0. 2°) Para a =—f, el centro es (—f,pB,y). Las ecuaciones de la recta
+tp_yY-B _ZI-vy
1 1 0

plano el punto: [( 3 ﬁ) (i + ﬂ) } Como la distancia del centro a este punto es R, se tiene que:

. X . . -
perpendicular al plano trazada por el centro, son: , siendo la interseccion con el

-p+ ﬁ) (— +p- ﬁ) = B2 + y2. Por tanto, la ecuacién del lugar geométrico del centro de las

esferas en este caso, es: X = -y, y? + 2% — % = 0, siendo la ecuacion general de las esferas la siguiente:

X2 +y? 422 - 2Bx — 2ﬂy+2/9 p?z+p?=0

G 70- Hallar el centro de una esfera de radio 7, que pasa por los puntos (2,4,-4) y (3,-1,-4), y es tangente
al plano 3x — 6y + 2z + 51 = 0.

Solucién:  Sea la ecuacion de la esfera: (x—a)?+ (y—b)?+ (z—c)? = 49. Por pasar por los puntos
dados: (2-a)’+(4—-b)>+(-4—-c)* =49, 3-a)’+(-1-b)?+ (-4 —c)? = 49. Restando las dos
ecuaciones, se tiene: a = 5b — 5. Ademas, 3a—_6b+2c+51 _ 7, es decir: 3a—6b+2c+51 = 49, de

J9+36+4
donde: ¢ = 13%% Aplicando estos valores en una de las ecuaciones particularizadas de la esfera, se
. 69+ /1024 - . ) 320 101 -214
tiene: b = a7 , obteniéndose dos soluciones: (0,1, 2), 37 37 ' 37

G 71- En una esfera de radio R se marcan los puntos A y B simétricos respecto al eje Z (los ejes coordenados
pasan por su centro), situados en la circunferencia interseccion con el plano XZ, siendo 2c el arco AMB de
esta circunferencia. Se desea obtener la curva lugar geométrico de los puntos P situados en la esfera que
cumplen con la condicién de que arco PA +arco PB = 2a, medidos estos arcos sobre circulos méaximos.
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Obtener la proyeccion del lugar sobre el plano XZ.
Solucion:

AZ
M
B /\P A
X\
ol T™c X
N

Y

Sean 1y ¢ las coordenadas geogréficas de P, es decir: A = C/O\D Q= DOP. Y sea M la interseccion de
OZ con la esfera. En el triangulo esférico AMP (sus lados son arcos de circulo maximo) se tiene: cos(arco

PA) = cCosAM . cos(% - go) + sSinAM - sin % - go) - cosA. Teniendo en cuenta que: arco AM = c, se
tiene: cos(arco PA) = cosc - sing + sinc - cos¢ - cos A. Analogamente en el triangulo BMP (en la figura
no se ha dibujado el arco PB): cos(arco PB) = cosc - sing —sinc - cos¢ - cosA. Sumando y restando las

dos igualdades, transformando los primeros miembros en productos, y teniendo en cuenta que: arco
PA +arco PB = 2a, se obtiene la siguiente igualdad: cos(arco PA) + cos(arco PB) = 2cosc - sing =

arco PA + arco PB arco PA —arco PB L arco PA — arco PB
= 2C0S > . COS . Luego se tiene: cosa - cos =

cosc -sing. Analogamente se obtiene la siguiente igualdad: cos(arco PA) - cosgarco PB)
. . arcoPA+arcoPB . arcoPA —arcoPB
2sinc - cos¢@ « CoSA = —2sin «sin
2 2
sina - sin 20 PA—arcoPB _ —sinc - cos¢ - cosA. Elevando al cuadrado y sumando, se obtiene que:

2
coSC - sing 2 sSinc - CoS¢ « COSA 2_1 I i6n del | denad feéri
053 + cosa = 1, que es la ecuacion ael lugar en cooraenadas estericas.

. De donde se obtiene que:

. . . 26 . 72 26 L y2
Pasando a cartesianas, como: sing = X = Rcosg - cosA, se tiene: cos C-2" , SINC-X" _ R?

Z

R . - 0s’a sin’a

x% +y2 +2%2 = R?, que son las ecuaciones de una elipse esférica. La proyeccién sobre el plano XZ es:
in2 2

s_mzc X2 4 coszc 72 — R2.

sin“a cos‘a

G 72- Se considera la cubica x = ﬁ, y = t—lb’ 7= t—lc' Un plano cualquiera la encuentra en tres

puntos. Se considera el circulo que pasa por ellos. Hallar el lugar geométrico engendrado por este circulo
cuando el plano se desplaza paralelamente a si mismo.

Solucion:  Sea el plano: ux + vy +wz +r = 0. Este plano encuentra a la curva en tres puntos, cuyos
valores de t son raices de la ecuacion f(t) = tEa + tl/b + t!vc +r = 0. Se considera una esfera que
pasa por estos tres puntos. Su ecuacion tendra la forma: x? +y? + z? + Ax + By + Cz + D = 0. Esta esfera
encuentra a la curva dada en seis puntos, cuyos V%Iores de t son raices de la ecuacién
F(t) = + + + + + + D = 0. Tres de estos seis valores, son
® (t-a)> (t—-b)? (t-c)? t-a t-b t-C

raices de f(t). Luego F(t (“ + Y +W+r> 1 1 1 .;)=o

(©). Luego F(O = (=3 *1—p * T-¢ Ut-a) " Vit-b) T wit—c)

Identificando esta ecuacion con la anterior, se obtiene: A = - + Au, B = - + Av, C = & + Aw, D = rA,
siendo r = —ux — vy —wz. Luego, introduciendo estos valores en la ecuacién de la esfera, se tiene que:

UX VY +WZ . SUX+VY+WZ,  UX+Vy+Wz

X2 +y2+2% - va/ X — 3’ y— v%// Z+ Aux+vy+wz+r) =0. Como

UX + VY +Wz + 1 = 0, se tiene la ecuacion del lugar: xy(—% — ) +xz(- W — ) + +yz(- ¥ - L) =0,
u? +v2 u? +w? vZ+w?, o c i

es decir: LY xy + YW= xz 4+ WS y7 = 0, que es una cuadrica.

G 73- Hallar el lugar geométrico de los centros de las esferas de radio nulo bitangentes a un elipsoide.

Solucion:  La ecuacién del haz de cuadricas que pasan por la cuartica interseccion de dos cuadricas
dadas: f =0, g =0, es: f+ Ag = 0. Para que estas cuadricas sean bitangentes a las cuadricas dadas, es
necesario y suficiente que exista un valor de A para el que f+ Ag = 0 represente dos planos, es decir, que
se verifiquen que los cuatro planos siguientes: f; + Afy = 0, f, + Af;, = 0, f, + Af; = 0, f{ + Af; = 0, pasen
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por una misma recta, o bien, que haya una ir;finidad de puntos dobles en linea recta. Siendo
f=x-a)?+@y-B)+@-y)=09= a—2+y—+——1 = 0, el haz de cuédricas que pasan por f

2
yg.es:o=X-a)+(y-pB)>2+@2-y)* +}L(—+%+—2—1) = 0. Como los tres planos: ¢} = 0,

¢y =0, ¢, = 0, han de pasar por una recta, uno de ellos he de ser idénticamente nulo. Para ¢} = 0, es

decir, para: 2(x—oz)+2/li2 =0, se ha de tener: L2+1 =0, a =0, obteniéndose la conica:
a a )

2 2 2
bzﬂ_ " + czy—az —-1=0, a = 0. Andlogamente, para ¢y = 0, se tiene: aza— 02 + czy—bz -1=0,

. 2 2 .
B =0.Y para ¢; = 0, se tiene: aza = + bzﬂ - 1 =20, y = 0. El lugar pedido se compone de tres
conicas (elipse imaginaria, hipérbola, elipse real). Estan situadas en los planos principales del elipsoide y
tienen los mismos focos que las conicas principales situadas en estos planos. Las conicas halladas,
Ilamadas focales de la cuadrica, constituyen también el lugar geométrico de los vértices de los conos de
revolucion circunscritos a la cuadrica.

G 74- Se dan tres ejes rectangulares y la recta x =a, y = b. Desde un punto M de ella se bajan las
perpendiculares sobre los planos coordenados y se considera el circulo que pasa por los pies de estas
perpendiculares. Hallar la superficie engendrada por este circulo, cuando M describe la recta dada.

Solucion:  Sea M(a,b, 1) y sus proyecciones A(a,b,0),B(a,0,4),C(0,b, ). La ecuacién del plano ABC

Xy 1
es: : 2 2 i = bAx + aiy + abz — 2abA = 0, de donde: A = Zab—a—ltD»Z(—ay' La ecuacion de la
0b A1
xX2+y2+22 xy z 1
a?+b> ab 01
esfera que pasa por A B,C,M, es: a?2+12 a0 A 1| =x2+y?+z2—-ax—-by—-1z=0, de
b2 + A2 0b a1
a?+b?+12 ab 21
donde: A = x2+y2+zzz—ax—by. Luego, —— —agi—ay = x2+y2+zzz—ax—by. La ecuacion de la

superficie engendrada por M, es: (X% + y? + 22 — ax — by)(2ab — bx — ay) — abz? = 0.

2 2 2 . .
G 75- Dado el cono XT + yF + % = 0, hallar el lugar geométrico de los centros de las esferas de radio

nulo bitangentes a dicho cono.
Solucién: Siendo: (x—a)®+ (y— B)?+ (z—y)? = 0, la ecuacion de las esferas de radio nulo, el haz de

2
cuddricas es: ¢ = (X—a)? + (Y= B)° + z—7)* + 1(% + yF + %) = 0. Para ¢} = 0 (ver més arriba
H . ﬁZ Y _ _ [ H . az yz _
el problema G 73), se tiene: B_'S‘ + C_ﬁ'g‘ =0, a = 0. Para ¢y = 0, se tiene: ) + c-B - 0,
_ - H . a _ _
B =0.Y para p; = 0, se tiene: A-ctB-C 0,y =0.

G 76- Hallar la ecuacion de la superficie polar reciproca de la esfera S = x2 + y? +z2 — 2x = 0, respecto a la
esfera =x2+y?+22-1=0.

Solucion:  Sea P(a,8,7) un punto de S. El plano tangente en P a S, es: (¢ — 1)x+ y+yz—a = 0. El
plano polar de un punto cualquiera M(A,u,v) respecto a la esfera X, es: Ax+uy+vz—1=0.

Identificando ambas ecuaciones, se tienen las igualdades: “—;_Ll = % = % = :—‘i‘, de donde:
_ 1 g_ - ® .V
o= P=ou 1—/12” A
1 - + —Y 2 - 0, es decir, operando y sustituyendo (A, u,v) por (X,y,2):

1-2)2  @1-1° @-»* 1-4
1+y2+2%2-2(1-x) = 0. Se trata del paraboloide eliptico: y? + z2 + 2x —1 = 0.
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ELIPSOIDE

G 77- Hallar la superficie podaria del elipsoide candnico respecto a su centro.

2 2

Solucion:  El punto P(a,S,y) del elipsoide, verifica la ecuacion: a_z + - b2 +-— —1=0. El plano
tangente en P, es: O‘—X + % + - —1 = 0. La perpendicular trazada desde el origen a este plano, es:
a’x _ by _ ¢? z L ueqo: a2 b2y  yx*  yy* | y?? c?z

= = . Luego: a = = , + + -1=0,y = —=%*>—. Por

a B 4 go- a P = c’z ' ¢z ¢z ¢ r X2 +y? +122

. a%y™x® bPyry? 2(a2y2 4 h2y2 4 272 452 i s

tanto: v + v + c_ 1 =0, y?(a®x* +b?y? + c?z?) = c¢*z%. La ecuacion de la superficia

podaria, es: a?x? + b2y? + ¢2z2 — (X +y? + 72)? = 0.

G 78- Hallar la envolvente de los planos que pasan por los extremos de tres semididmetros conjugados de un
elipsoide.
., 2 2
Solucion:  Sea el eI|p50|de Lo+ % + Z— =1, al que se le aplica la afinidad definida por: 5 = X,

% =Y, f =7, transformandose en la esfera: X2+Y24+72 = 1. En esta esfera, la envolvente de los

planos que pasan por los extremos de tres diametros conjugados es la esfera concéntrica:
X2 +Y2+72 = 1 Deshaciendo la transformacion, se tiene como solucién el elipsoide, concéntrico con

x2 ¥y i:;
el dado: +b2+ 3

G 79- 1° Demostrar que en un elipsoide la suma de los cuadrados de tres semidiametros conjugados es
constante. 2° Demostrar que el volumen del paralelepipedo construido sobre tres semididmetros
conjugados es constante. 3°) Hallar el lugar geométrico de los extremos de los semididmetros conjugados
iguales entre si.

- 2 2 2 - . . . .
Solucién: 1°) Sea: % + # + % = 1, la ecuacion del elipsoide referida a sus ejes. Se consideran tres

!

semidiametros conjugados: a',b’,c Toméndolos como nuevos ejes coordenados, la ecuacion del
!

L 12 2 2 2 2 2 2 72
elipsoide es: X7 + y_, +Z- =1.Y por tanto: £ + y_2 + Z— = X2 Y, 2’ Se considera la
a? b? o b a? b2 c?
cuédrica: X + % + L+ A(x2+y2+2%) = 0. Tomando como ejes coordenados los formados por los
tres dlametros conjugados y S|endo a,B,y, los angulos que forman entre si estos didmetros, la ecuacion
12
de esta cuadrica es: X + # + (Z:— + A(X2 +y2 +722 4+ 2y'7' cosa + 2X'7' cos f + 2X'y COS;/) = 0.
a?
Obligando a que la cuédrica degenere en cada uno de los dos sistemas de ejes coordenados, se obtendran
los mismos valores del parametro A. En el sistema formado por los ejes del elipsoide, los valores de 4

é +2 0 0
vienen dados por la ecuacion: 0 # + A 0 = 0, de donde operando, se obtiene:
0 0 C—12 + A
A%+ (% + # + %)/’LZ + ( a21b2 + a21c2 + b2102 )/’L + ﬁ = 0. Y en el sistema formado por los
%Jrl AcC0Sy Acosp
tres diametros conjugados, la ecuacion es: | Acosy ﬁ + A Acosa = 0, de donde operando:
ACOSf  AcCOSa 0—1,2+A
2c05ac05ﬁcosM3+<SZ‘;a + si;zﬂ + 5|: Y )/12 (a’zlb’z + a’zlc’z + b’zlc’z )/1+ a’zbl’zc’z =0.

Por tanto, identificando los coeficientes de estas dos ecuaciones, se obtienen las igualdades:
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1 1 1 1 1 1 1
== 4 + + — =
1 _ a’  b?  ¢? - _a%h? a’c¢?  b%? _ _a’h’c®  gperando
2C0SaCOSPBCOSY &2, . SiN2B  sin?y 1,1 . 1 1 - ’
a’2 + b’2 C/z a/zb/z a/zc/z b/zc/z a/ZbIZCIZ

se obtienen las férmulas de Apolonio: a%b?c? = 2a"?b'?c"2cosacos fcosy, a2 +b? +¢2 = a”? + b? + ¢,

con lo que queda demostrado el primer punto del enunciado. 2°) Como el volumen del paralelepipedo es:

V = abc = a'b'c’ [2cosacosfcosy = V', queda demostrado el segundo. 3°) Siendoa’ = b' = ¢’ = p, se

_ a’+b%+c?
3

tiene que p? , por lo que los extremos de estos semidiametros se encuentran en la esfera:
2 2
y en el elipsoide. Las ecuaciones del lugar pedido son: X— + % + Z— =1,

X2 4y2 472 = a’ +b? + ¢?
a’ +b? + ¢?
3 :
G 80- Hallar una ecugcién que tenga por raices las magnitudes de los semiejes de la seccion producida en el
eI|p50|de Lo+ % + i = 1, por el plano Ax + By + Cz = 0. Hallar el area de la seccion.
Solucion: Sea f = x2 +y? + 22, la ecuacion que determina eI cuadrado de la longitud de un semieje. Se

X2 +y2+72 =

constituye la funciéon: F = x? +y? +2% + )L( G + = ¥ + £ - 1) + u(Ax+ By + Cz) = 0. Se obtiene

b2
que: Fy = 2x+ le +uA =0, y sus analogas Fy y F.. Por tanto, se tiene que: xF; +YyF| +zF; =

=2(X>+y2+22) + 2/1(— + # + Z—) + u(Ax + By + Cz) = 2f + 24 = 0, de donde A = —f. Por tanto:
2
Fi = 2X + Z’IX + uA = 2x(1—ai> +uA =0, de donde: Ax = ”—Af
g

A2 . R2

pA” KB — 0. Es decir: 22A% | b?B? | c2C? _ g paciendo
1 f 1 f 1 f a?—f  b>-f c2-f

~a? b2 ~a?
la szusgituci()nzzf = X2 +y22+ 52 = p?, se tiene la ecuacién en p que da las magnitudes de los semiejes:

d A >+ E B -+ =S C > = 0. Desarrollando esta ecuacion, se obtiene: p*(a?A? + b?B? + ¢c2C?) —
a‘r—p b2 —p cc—p
—p?[a?A2(b? + c?) + b?B?(a? + ¢?) + c2C2(a? + b?)] + a?b2c?(A? + B> + C?) = 0. De esta ecuacion se
a2b2c?(A? + B2 + C?)
a?A? + b2B? + c2C?

, Y sus andlogas. Luego:

AX+By+Cz =

obtiene que el producto de los semiejes es: J , por lo que el area de la elipse es:

Sznabc‘/ A? + B2 + C?2

a?A? + b?B2 1 c?CZ '

G 81- Un elipsoide de revolucion E' de magnitud constante, se desplaza sin deformarse y sin dejar de cortar a
un elipsoide dado E, segln un circulo. Hallar el lugar geométrico del centro del elipsoide E'.

Solucion: Sea E=x?+y2—-r2+az?—2bxz =0, tal que los planos z—k =0 son ciclicos. Sea
E'=(x-a)’+y?+a'(z—y)?-r? =0, cuyos planos ciclicos son también de la forma z — k = 0, siendo
su centro (a,0,y). Para que ambos elipsoides se corten segln un circulo, es preciso que en el haz que
definen, haya un par de planos que determinen una cuadrica degenerada de la forma
(z—K)(AX+By+Cz+D) = 0. Es decir: (x—a)?+y2+a'(z—y)* —r2+A(x2 +y2—r2 + az? — 2bxz) =
= (z-k)(Ax+By+Cz+D). De donde: A =-1, a' =a+C, 2b=A, -2a'y =D-kC, —2a = —KA,
a?+a'y?—r?+r? = -kD, B =0. Eliminando entre estas igualdades los valores de k, A, C, D, y
sustituyendo a,y por x,z, se tienen las ecuaciones del lugar geométrico pedido, que corresponden a la
hipérbola: y = 0, x?(a’ + b? —a) — 2a’bxz + a'b?z2 + b?(r2 —r'?) = 0.

G 82- Desde un punto P se trazan las normales a un elipsoide dado. 1°) Demostrar que se puede hacer pasar
por los pies de estas normales, una infinidad de cuadricas concéntricas con el elipsoide. 2°) Hallar el lugar
geométrico de P para que dichas cuéadricas sean de revolucion.

2
Solucion:  1°) Sea el elipsoide dado E = 25 + % + £ —1 =0, y sea P(a,p,7). Los pies de las
normales trazadas desde P, son los puntos de encuentro de E con la cubica: & < x _ B }7 y _ 7 ; 2 Las
a? 3 c2

ecuaciones de los tres cilindros, A, B, C, que proyectan la ctbica sobre los planos coordenados, son:
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A: (b%2—c?)yz+c?yy-b?Bz =0, B: (c?—a?)zx+a%az—c?yx =0, C: (a®2 —b?)xy + b?px —a2ay = 0.
2
Las cuadricas que pasan por E, A, By C, son: F = g—i + % + (Z:—z -1+ A[(b? —c?)yz + c?yy — b?Bz] +

+uf(c? —a?)zx + a2az — c?yx] + v[(a? — b?)xy + b?Bx — a?ay] = 0. Para que su centro sea (0,0,0), ha de
verificarse que el sistema: Fy = 0, Fy, = 0, F; = 0, ha de admitir dicha rafiz. Luego: vb?f — uc?y =0,

2 2
Ac?y —vala = 0, ua’a — Ab?B = 0, de donde: u = 22—5/1, v = ;Z—Z. Introduciendo estos valores en F,
se obtiene la siguiente ecuacizén en funcion del parametro A, con lo que queda demostrado el primer punto
del enunciado: F = g—i + % + (Z:—i —1+22a%a(b? — c?)yz + 2Ab2B(c? — a?)zx + 2Ac?y(a? — b?)xy = 0.

2°) Para que la cuadrica F sea de revolucion, el lugar de P es un cono de cuarto grado, cuya ecuacion es:
252 2y/2
z 22 X
2 y2 N T e sz N T2 zy 7~ =0
a‘(b2—-c?) b(ct—a%) c*@*-h?)

G 83- Dados un elipsoide E y un plano P que pasa por su centro. Se pide: 1°) Hallar el lugar geométrico del
vertice V del cono circunscrito a E, y que corta a P segin un circulo C. 2°) Demostrar que este lugar se
compone de dos conicas que se cortan en dos puntos. 3°) Hallar la ecuacion del haz de cuadricas Q que
pasan por dichas dos conicas. 4°) Halla el lugar geométrico de los vértices de Q si P es un plano principal
de E.

Solucion:  1°) Sea la ecuacion del plano P: z = 0. Sobre él se toman como ejes XX', YY', los ejes de la
elipse s;acci()n y como eje ZZ' el diametro de E conjugado con P. La ecuacion de E, es:
2 2 . . , .

X +E;—+——1—0 La ecuacion del cono circunscrito a E, con vértice V(a,fB,7), es:

x By 7z ? B’ x2 | y* . 72 _ _
(a_+—+c—— ) _(?+F+c2_l ?+F+?_l = 0. Cortando por z =0, se

2 2 2 2
tiene: (Z—X+ﬂ—1> —(0‘—2+—+7/—— )<§—2+z—— >:O, que ha de ser un circulo.

az b2 c?

Desarrolland ic : p P 1 \e,( e 7
esarrollando esta ecuacion, se tiene: “biar " me v iz X 22 b b2 y2 +
2
:gb’é Xy — 2—"‘x — i—§y+ % + - = 0. Igualando los coeficientes de x? e y2, anulando el de xy,
2
y camblando a, B, y por X, Y, z, se tiene la ecuacion del lugar pedido: _bé/az - agf:z +# =
=—a)2(t2)2 - béiz +W’ xy =0. 2° Para x =0, operando, se tiene la ecuacién de la cénica:
2
Flzy—bz— (Z; +1=0,x=0.Paray = 0, se tiene la cénica: ', = X ot -1=0y=0
Ambas conlcas pasan por los puntos (0,0,+c). 3°) La ecuacién del haz de cuadrlcas que pasan por I'y, es:
y

- c_ +1+X(AX+puy+vz+p)=0. Cortando por y =0, se tiene la ecuacion de la coénica:

_ b2
_C—Z;+1+x(lx+vz+p) = 0. Identificando esta ecuacién con la de la conica I';, se tiene que:
A _ e v _ P 1 pe donde: v p=0, A= _—1. Introduciendo estos
1/(a? - b?) 1/c? 0o 0 -1 _p2?
2
valores en la ecuacion de Q, se tiene que Q = X2 _ y + £ +uxy 1 = 0. 4° Siendo el

a2 — b2 — b2
plano z = 0, plano principal, el eje es: x =0, y = 0, que corta aQen Ios vértices (0,0,%c). Los otros
vértices estdn situados en el plano z =0, que corta al haz de cuadricas Q segin la conica:
x? —y2 + pu(a? —b?)xy —a? +b? = 0, cuyo centro es el origen. La ecuacién de los coeficientes angulares

2 _h2 2 _h2

de sus ejes, es: apm?+(a;; —axz)m-ap =0. Luego, ”me)mz +2m - ”me) =0,

4m y 4xy ; hy:

= .Como,m= <, u= . Introduciendo este valor en la ecuacion
K= @-p)a-m?) X' H = @ b5 —y?)
- . 4xy a?—h?—x2+y? . -

de la conica, se tiene que: = . Operando, se obtiene la ecuacion de

| T @by —y?) ~ T @-bdyy o0

la lemniscata: (x2 +y2)% — (a2 — b?)(x2 —y2) = 0,z = 0.
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HIPERBOLOIDES

G 84- Obtener las generatrices rectilineas de la cuadrica xy — xz —z = 0.

Solucion:  Sea la recta de ecuaciones: x = az + b, y = ¢z + d. Sustituyendo estos valores en la ecuacion
dada: (az+b)(cz+d)-(az+b)z-z= (ac—a)z?2+ (ad+bc—b—-1)z+bd = 0. De donde se obtiene:

a(c-1)=0,ad+bc-b-1=0,bd=0. Parab=0, c=1, dz% Parad =0, a=0, c:%.

Luego las generatrices son: x = az,y = z + %; X=Dhy= b ;; 1,

G 85- Obtener la ecuacion del hiperboloide engendrado por una recta que se apoya en las directrices
Di=x=2zy=-21+1,Dy=x=-2+1,y=2-1,D3=x=2z-1,y = X+ 1.

Solucion:  Las ecuaciones de los planos que contienen las rectas D; y D, son, respectivamente:
X—2+Ay+22-1)=0,x+z-1+u(y—z+1) = 0. Eliminando A y u entre estas dos ecuaciones y las

- ey _ 2~ __ -1 __2u-1 :

ecuaciones de Ds, se tiene: x = 11202 y === 27" z= 7= =7 Sustituyendo estos

valores en la ecuacion del primer plano, por ejemplo, se tiene: 24y —21+1 = 0. Como A = y-?xzﬁ
_ x-z+1 i £ pi oL _X4+Z  X—Z+1 o5, __X+12 _

u= y—z+1 la ecuacion de la cuadrica es: 2 V121 y-z1+1 2 y+22—1+1 0.

Operando, la ecuacion pedida es: 2x? +y? — 2z2 + 2xy — 2xz—yz+3z -1 = 0.

G 86- Obtener la ecuacion de la cuédrica que contiene a las tres rectas: x =z, y =-2z+1; x = -2+ 1,
y=z-1;x=2z-1,y = —x+1

Solucion: La ecuacion general de las cuédricas que contienen a las dos primeras rectas, es:
X-2)[X+z-D)+AMy-z+1)]+y+2z-D[ux+z-1)+v(y-z+1)] =0.

La ecuacion general de las cuadricas que contienen a la primera recta y a la tercera, viene dada por:
X-2)[(x-22+1)+Ix+y-1D)]+(y+2z-1)[mx-2z+1)+nx+y-1)] = 0.

Desarrollando e identificando coeficientes, se tiene: 1%r| = % = l+2”__4zv_l = Ifntitn =

_ 2u—2 o opu=A+v  A-u-1  —pn _—§u+?v—/l+1_ KoV
~ 3-1+2m+2n  -I-2m+2n  1-l-m-n m-2n  -1+l+4m-2n —M+n =™
Resolviendo estas ecuaciones, se obtienen los siguientes valores: | = 2, m = 5 n= % A=1u=0,

v = % k = % La ecuacion de la cuadrica es: 6x? +y? — 2z2 + 6xy — 6xz —5yz + 3z -1 = 0.

G 87- Obtener la ecuacion de la superficie reglada engendrada por una recta que se apoya en las rectas
Ri(x=0,z=1),Re(y=0,x=1),Rs(z=0,y =1).

Solucion: El haz de planos que pasan por Ry es: z—t+ mx = 0. Y el definido por R, es: x—t+ny = 0.

Para que la recta definida por ambas ecuaciones, se apoye en Rs, ha de verificarse que: —t+mx = 0,

X—t+nt=0.Luego: x = % = t —nt. De donde se tiene: m(1 —n) = 0, es decir: t;z (1— t9x> = 0.

Operando: xz +yz —tx —ty —tz + t2 = 0.

G 88- Dado el hiperboloide 4x2 + 6y? — z? = 1, hallar la envolvente de las proyecciones de sus generatrices
en el plano XY.

Solucién:  Siendo la ecuacién del hiperboloide: 4x? —z? = 1 — 6y?, se obtiene que: (2x +2)(2x—2) =
= (1+/6y)(1- J/6Y), obteniéndose las generatrices: 2x+z = A(1+ J/6y), 2x -z = % (1-J6y);
2x+z=p(l-6y),2x-z = % (1+/6Y). De la primera generatriz se obtiene la siguiente ecuacion:

2x+z-A(1+/6y) + a[Zx— z- %(1 - ,/Ey)] = 0. Haciendo « = 1, se anula el coeficiente de z,
obteniéndose su proyeccion en el plano z = 0: 4x +y(—,/§l + @) - A- % = 0, de donde se tiene
que: 4xA —yJ6 A2 + /6y — A2 — 1 = 0. Derivando respecto a A, se tiene: 4x — 2yJ/6 1 — 24 = 0, de donde

pY—> S Sustituyendo este valor, se tiene la ecuacion pedida: 4x?+6y>-1=0, z=0.
Jey+1
Procediendo analogamente con la segunda generatriz, se obtiene la misma envolvente.

G 89- Lasecuaciones:y—Az+A1+1=0,(A+1)x+y+ A =0, representan las generatrices de un sistema de
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un hiperboloide. Hallar las ecuaciones generales del otro sistema en funcion de 7.

Solucion: A = é’ti = _Xx+_y1 . Luego, xy + xz+yz+1 = 0, que es un hiperboloide de una hoja. Un
sistema de generatrices es: y+1 = A(z—1), A(x—1) =x+Y, y el otro sistema es: y+1 = u(x+Y),

x-1=2L_
Xx—1 H(Z 1).

2
G90- Enel hlperboI0|de Lo+ % - (Z:—z = 1, se consideran dos generatrices del mismo sistema que pasan
por los vértices Ay A’ deI eje mayor de la elipse de garganta. Demostrar que una generatriz cualquiera
encuentra a estas dos dadas, en My M’, verificandose que AM « A'M’ = b? + 2.
2
Solucion: La elipse de garganta es: X— + % =1,z = 0, siendo sus vértices: A(a,0,0), A'(-a,0,0). Las
generatrices que pasan por A son: x =a, cy+bz =0, X/Ias que pasan por A’ son: x = —a, cy — bz = 0.
Una generatriz cualquiera es: % = c0SH — %sin@, e sinf + %cos@. Operando se obtienen las

- i : b _c_ _
coordenadas de los puntos de interseccion, que son: M[a, sine( 1+ cos6), Sin0(0059 l)] y

M/[— sm9 (1+cos(9) Snd (cos@+1)} Por tanto, el producto de las distancias AM - A'M’, viene

sm

(c059+ 1)?

dado por.‘/ SinZo (c059 1)2

_ (1 —cos®)(1 + cos0)(b? +c?)
sin%g

= b2 +c2.

G91- Sedanlasrectas: R=x=y=2z Ri=y=-1,z2=1 R, =x=1,z=-1. La recta R engendra, al
girar alrededor de R, un hiperboloide H;, y al girar alrededor de R, un hiperboloide H,. La interseccion
de H; y H, comprende la recta R y una cubica C. Hallar y dibujar la proyeccion de C sobre el plano XOY.

Solucion:  Con relacion a Hy, se tiene, siendo (A,—1,1) un punto genérico de Ry, que: X =y =z = A.
Luego: (x—A)2+(y+1)2+(z-1)* = (A+1)%+ (A -1)° De donde, teniendo en cuenta que 1 = X, se
obtiene: Hy = 2x2 —y? — 72 — 2y + 2z = 0. Anélogamente, H, = x? — 2y? + 72 — 2x + 2z = 0. Eliminando
z entre las dos ecuaciones, y dividiendo por (x —y), se tiene la proyeccion de C sobre XOY, que es:
9(X —y)(X+Yy)? —12(x +y)? —4(x —y) — 16 = 0. Esta curva tiene las asintotas: y = —x + % y=x-4

3
Su interseccidn con los ejes da los puntos (2,0), (0,-2), y con la segunda bisectriz, el punto (-2,2).

&\ 251
RN

-2.5

/

>\

G 92- Sobre cada generatriz de un hiperboloide, y a partir de la elipse de garganta, se lleva una longitud
constante. Hallar el Iugar geométrico de los puntos obtenidos.
2
Solucion: Sea H = X+ % - éz —1 =0, siendo la generatriz de un sistema: 4 = & cos6 —sino,
% =G Z sin@ + cos#. Un punto genérico de la generatriz es: (iz cosf — asind, b ¢ 2sinf + bcoso, z) Las

coordenadas del correspondiente pé.mto de la elipse de garganta, son: (— asm9 bcosh,0). Luego se
cumple: (2zcos0)’ + (Lzsing)” +22 = d2. De donde se tiene que: 22 = c?d? :

P C ) b<2C ) ] ) q a2c0s20 + b?sin%0 + ¢c?

o acyz — bc?x c ayz—bcx ¢ bxz +acy
Como: sinf = —=—- = —— 22— —— c0s6 = ———%, las ecuaciones del lugar pedido
abz? h abcz  ab 22 +c2 ' ab 72 4c2? gar p
— 2
son: 72 (bxz + acy)? (ayz bex)? N X_z y2 Zz 1=
b2(z2 + Cz) a2(22 + CZ) a b c

VERS
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G 93- Formar la ecuacion de un hiperboloide H engendrado al girar el eje Z alrededor de la recta x = 1z + p,
y = mz + ¢. Determinar 1, p,q en funcion de m, de forma que H sea tangente al paraboloide P de ecuacion
yz —ax = 0, en todos los puntos del eje OZ. Si en la ecuacion de H se reemplazan I,p,q, por los valores
obtenidos, se tiene un hiperboloide Hy, que depende de m. Determinar la interseccion de Py Hp,.

Solucién: La recta es: x;p = % = % teniéndose: (x —p)? + (y—q)2+22 = A2, Ix+my +z = p.

De donde, para x =y =0, A2—pu?2 =p2+02 Luego, H= (x—p)?+(y—q)? +22 - (Ix+my+2)? =
= p? + g2. Desarrollando, se tiene: H = (1 —12)x? + (1 — m?)y? — 2Ixz — 2myz — 2Imxy — 2px — 2qy = 0,
cuyas respectivas derivadas son: Hy = 2(x-p)—2l(Ix+my+z), Hy =2(y-q)—-2m(Ix+my+2),
H; = -2(Ix + my), Hy = —=2(px +qy). Las respectivas derivadas de P, son: Py = —at, P, =z, P; =Y,
P{ = —ax. Expresando que los planos tangentes a H y a P, en los puntos (0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),
son los mismos, lo serdn en todos los puntos. Luego: —2px —2qy = —ax = 0, —2Ix—2my =y = 0,
-(2p+2Dx—-(q+m)y = —ax+y = 0. Es decir: q=1=0,  =-m. Las condiciones pedidas son:
q=1=0, p=-am. En consecuencia, la ecuacion de los hiperboloides Hn, que depende de m, es:
x2 + (1 -m?)y? — 2myz + 2amx = 0. La interseccion de los hiperboloides Hy, y del paraboloide P viene
dada por: x% + (1 —m?)y? — 2myz + 2amx = 0, yz — ax = 0, o bien: x> + (1 -m?)y? = 0,yz—ax = 0, que
estd formada por las dos rectas: x = +4/m? —1y,z = +taym? — 1, y larecta doble: x = 0,y = 0.

G 94- Hallar las dos generatrices del hiperboloide yz — xz + Xy — 2y = 0, que pasan por el punto (2,2,1).

Solucion:  La ecuacion general de las rectas que pasan por (2,2,1), es: g % = % 3 = (Z:_ % , de

donde: x = & 2(2 1) +2, y = 2(z—1)+2 0 bien: x=Az+2-A, y = uz+2— u. Esta recta

esta contemda en la cuadrica, Iuego sustltuyendo los valores obtenidos para x e y, en la ecuacion del
hiperboloide, se tiene que: (uz+2—-pu)z— (Az+2-A)z2+(Az2+2-A)(uz+2—-u)—-2uz+2—-pu) =0,
es decir: (u—A+Au)z? + (BA—u—2Au)z+ Au—21 =0. Por tanto: p— A+ Au =0, 34— u—-2Au =0,
AMu—-2)=0. De donde: A =0, u=0; u=2, A =-2. Las dos generatrices son: x =2, y=2;
X=-27+4,y =2z

G 95- Hallar el lugar geométrico de los puntos de un hiperboloide de una hoja, en los que las generatrices que
pasan por ellos, se cortan perpendicularmente.

. 2 2 . .
Solucién: Sea el hiperboloide de una hoja: X gz - Z— —1 = 0. Las ecuaciones de las generatrices
de un sistema, son: % = cosf + % - siné, % = sinf — —cos@ Y las de las generatrices del segundo

sistema, son: % = COS¢ — sm 0, z =sing + fcosw. La condicion de perpendicularidad de ambas

generatrices, es: a25|n05|n(p+b20030005(p—02 = 0. Como de las ecuaciones de las generatrices, se
. . /X 2 72 n2p _ 22 2 X 2 _ 72 oo 72 2
obtiene que: (4 —cos6)” = L7 8in%0 = £ (1 - cos?0), (% -cosp)” = C—sm ¢ = o7 (1-cos?p),

, -, 2
se deduce que cosf y cose, son las raices de la ecuacion: (% —cosV) 2 £ (1-cos?V), o bien,

2 2
Xz
2 2 2 a2 2
desarrollando, de: (1 + 2—2) cos2V — % cosV+ &> — £- = 0. Por tanto: cosf -cosgp = &—S—
c a C 14+ z_2
c
Procediendo de forma similar con las otras dos ecuaciones de las generatrices, se tiene que:
2
y _zz
. . 2 2 . .y . . .
sinf - singp = b—. Introduciendo estos dos valores en la condicion de perpendicularidad, se tiene:
1+ 2—2
c
2
y _zz X _ 2
2 2 2 2 . . . -,
a?-b g +b2-2 g —¢2 = 0. Operando y simplificando, se obtiene la ecuacién de la esfera:
1+ Z_2 1+ 2—2
c

x2 +y?+7%2 —a%? - b2 +c? = 0. Luego la ecuacién del lugar geométrico de los puntos de un hiperboloide

de una hoja en los que las generatrices que pasan por ellos, se cortan perpendicularmente, es:
2 2 2

;2 +%—é——1 =0, x2+y?+72—-a2-b2+c2 = 0.
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PARABOLOIDES

2
G 96- Hallar la ecuacion de la superficie podaria del paraboloide hiperbdlico P = yv - % -2x =0,
respecto de su vértice.
Solucion: Las derivadas parciales primeras son: Py = -2, Py = % P, = _TZZ Por tanto, la ecuacién
del plano tangente genérico es: —2(X — X) + %(Y -y) - %(Z —2) = 0, de donde operando, se obtiene:

2
X+ X+ % - % - yT + Zq—z =0, o bien: -X—-x+ % - % = 0. La recta perpendicular desde el

veértice (0,0,0) a este plano, es: X-0 _Y-0_ Z_O, es decir: y = —pY Z= E. Por tanto,

-2 2y _ % X X
p
1(pY? 9z : iy . g
X= 3 Ty ) Introduciendo estos valores en la ecuacion del plano, se obtiene la ecuacion de la

superficie podaria: pY? — qZ? + 2X(X? + Y2 + Z?) = 0.

G 97- Se consideran las secciones planas ux + vy + z = 0 en el paraboloide x? + y? = 2z, tales que la suma de
los cuadrados de los semiejes es igual a 4(u? + v2). Hallar la envolvente de los planos.

Solucién:  Siendo la ecuacién de la conica en su plano C = x? +y2 — 2(ux +vy) = 0, su centro viene
dado por el sistema: Ci =2x—-2u=0, C; =2y—-2v =0, luego su centro es (u,v, —-u?-v?). Las
ecuaciones de la conica, trasladadas a su centro, son: ux+vy+z =0, x> +y2-u?-v? =0. Sea
p? =x%2+y?+2?% la ecuacion que da la suma de los cuadrados de los semiejes de C. Definiendo
F=x2+y?+22+AuUX+Vvy+2) +u(X>+y?>-u?-v?) =0, sus derivadas parciales primeras son:
Fy=2x+Au+2ux, Fy=2y+Av+2uy, F,=2z+A. Luego, xFy+ yFZ/y +zF, = 22(x2 +y2+7%) +

FAUX + VY +2) + 2u(x% +y2) = 2p2 + 2u(x2 +y2) = 0, de donde u = xz_fyz = uz_fvz . Por tanto,

r_ p? _ o p? _ _ _
F, = 2(1— m>x+lu =0, Fy = 2(1— m>y+/1v =0, F, =2z+ 1 =0. Para que estas
ecuaciones sean compatibles con la ecuacion del plano, se tiene que verificar que el determinante
p?
2(1- ———— 0 0 Au
( u? +v? )
p2
0 2(1 - m) 0 Av | = 0. Desarrollando el determinante, se tiene que:
0 0 2 A
u v 1 0
ﬁ(u2 +Vv2 - p2)[u? +v2 + (U2 +Vv?)2 — p2] = 0. Luego la suma de los cuadrados de los ejes es:
2(u? +v2) + (u? +v?)2. Como esta suma ha de ser igual a 4(u? + v?), se tiene que: u? + v = 2. Por tanto,
el plano es: ux+ y2—-u2y+z = 0. Derivando respecto a u y operando, se obtiene: u = —=%Z

X2 +y?’
Sustituyendo este valor en la ecuacion del plano, se tiene su envolvente: 2(x? +y?) —z2 = 0.

G 98- Se da una parabola P y un punto M, cuya proyeccion ortogonal sobre el plano de la parabola es el
vértice de esta. Se pide: 1°) Ecuacion de las cuédricas de revolucion que pasan por Py H. 2°) Determinar
el nimero de superficies cuyo eje pasa por un punto A dado, situado en el plano Q definido por el eje de la
parabola y el punto M.

Solucién: 1°) Sea la parédbola P = y? —2px = 0,z = 0, y sea M(0,0,h). La ecuacién de las cuadricas que
pasan por P y M, es: y?—2px+2z(ux+vy+wz—-wh) =0. Para que sea de revolucion: v =0,
2w = 1 —u?, quedando la ecuacién: P = y2 + (1 — u?)z? + 2uxz — 2px — h(1 — u?)z = 0. 2° El eje viene
dado por Py = 0, Py + P; = 0, es decir:y = 0, 2ux + 2(1 + u—u?)z — 2p — h(1 — u?) = 0. La ecuacion del
plano Q es: y = 0, por lo que: A(a.0.y). Obligando a que el eje pase por («,0,y), se tiene una ecuacion
de segundo grado en u, luego hay dos superficies cuyos ejes pasan por un punto A dado.

G 99- Se dalaesfera E = x2 +y2 +z? = R? y un paraboloide P de plano director XY y de directrices el eje Z
y la recta AB, siendo A(R,0,R), B(a,b,c). 1°) Obtener la ecuacion del paraboloide. 2°) Se toma un punto
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M sobre OZ, y los planos polares de M respecto a E y a P. Hallar el lugar geométrico de la interseccion de
los dos planos cuando el punto M describe OZ, y hallar la parte del lugar geométrico que esta sobre el
paraboloide. 3°) Suponiendo que AB forma un angulo de 45° con OZ y que es tangente a E en B, calcular
las coordenadas de B en funcién de R y determinar las generatrices de P que son tangentes a E.

a0 _x—a _Yy-b _ 7-¢ . AW hP _ W hR
Solucién: 1°) AB = R-a_- b —R-c’ 0 bien: bx+ (R—a)y—bR =0,bz+ (R-c)y—bR = 0.
0 0 1 k
, p -1 0 O . y .
Ademas, z =k, y = px, luego: = 0. Sustituyendo k =z, p = ¥, se tiene que:
y=»p g b Rea 0 bR y p=x q
0 R-c b bR

P=bxz+ (R-a)yz—bRx+R(a—-c)y = 0. 2°) Sea M(0,0,m). Las primeras derivadas parciales de E,
particularizadas para M, son: E((M) = 2x =0, E{(M) =2y = 0, E;(M) = 2z = 2m, E;(M) = -2R2.
Luego el plano polar de M respecto a E, es: mz—R? = 0. Las derivadas correspondientes a P,
particularizadas para M, son: Py(M) = bz —bR = bm-bR, P{(M) = (R-a)z+R(a-c) = (R-a)m+
+R(@-c), P;(M) =bx+(R—-a)y =0, Pi(M) = -bRx+R(a—c)y = 0. Luego el plano polar de M
respecto a P, es: x(bm—bR) +y[(R—a)m+ R(a—c)] = 0. Sustituyendo en esta ecuacién, m por R

(valor obtenido del plano polar respecto a E), se tiene: bxz + (c —a)yz — bRx+ R(a—R)y = 0, que es eI
lugar pedido. Restando a esta ecuacion la de P, se tiene: y(z+ R) = 0. Luego la parte del lugar que esta
sobre el paraboloide estd formada por las conicas interseccion de P con los planosy = 0, z = —-R, es decir,
y=0,%xz-R)=0;z=-R, 2bx+ (R+c—2a)y = 0. 3° Por estar M en E, se tiene: a2 + b?> + ¢ = R2
Por ser AB tangente en B a E, se tiene: a + ¢ = R. Por ser de 45° el angulo formado por AB y OZ, se tiene:

cos45° — \/? _ R-c M,
2 JR=a)?+b?+(R-c)’ 2

2 2-J2O)RY’
a:R—c:g,bZ:Rz—(¥> —(%) = R?(J2 - 1). Por tanto, el punto B es:

RVZ o5 R2-42) - e
|: ARJV2 -1, 5 . Las generatrices de P tangentes a E, son: z=R,y =0; z = -R,
(2a—-R-c)y—2bx = 0.

. De estas tres ecuaciones, se tiene: c =

G 100- Dadas las rectas: x =0, y =0; x =h, z =0, se consideran los paraboloides hiperbolicos que las
contienen. Hallar el lugar geométrico de los puntos de contacto de los planos tangentes paralelos al plano
ax+by+cz=0.

Solucion: La ecuacion general de las cuadricas que pasan por las dos rectas dadas, es:
(X=h)(X+ Ay) + z(ux + vy) = X2 + AXy + uxz + vyz—hx —hly = 0. Se tiene que su determinante
1 A & b
2 2 2 1 A K
A o Y =hi 2 2
2 2 2 1 2 A v 1
A= hev—-Au), v Au=| 45 0 = = =v(v—Au). De
B v 0 0 2 2 4
2 2 2 v
-h -hi 0 2 2
2 2

A = 0, se tiene, o bien: v = Ay, o bien: v = 0. Para v = Ay, el determinante A se anula, luego esa raiz

no es valida. Por tanto, la raiz vélida es v =0, con lo que la ecuacion del paraboloide es:

P = x? + Axy + uxz — hx — hdy = 0. Sus derivadas son: Py = 2x + Ay + uz — h, Py = A(x — h), P; = px, de

2X+Ay+uz—h  Ax-h)
a =

donde: = ”TX Eliminando A y u entre estas ecuaciones y la de P, se tiene
el lugar pedido: ax? + bxy + cxz — ahx — bhy = 0.
G 101- Hallar el lugar geométrico de los focos de las secciones hechas en un paraboloide por planos que
pasan por una recta fija paralela al eje.
2
Solucion: Sea el paraboloide P = yT + ZTZ —2x = 0. Larecta paralela al eje es:y = b, z = a. Los planos
que pasan por esta recta, son: y—b+A(z—-a)=y+Az-b-Aa=y+Az+A = 0. La ecuacion de la
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conica interseccion, en paramétricas, es: X = %[M + VTJ y=-A—Av, z=v, siendo los

pardmetros v, A, A = —-b— Aa, y siendo el plano de la cénica, y+ Az+ A = 0. Siendo (a, ) el foco,
obligando a que la recta y—pB=m(x—a), sea tangente a la coOnica, se tiene que:

2
mz(za—lz—A—2+2—“>—m<A+ b2 +£>+12:0. Como se ha de tener que: m? +1 =0, se

p Pq q q p q
2
debe cumplir que: Zaplz - 'S‘—é + ZT“ =A%, % + % + g = 0. De donde, sustituyendo a, B por X, Y,
se obtiene la ecuacion en paramétricas del lugar geométrico de los focos:
_ pgA?+A? _ (pq+a®)A*+2abi+b*>  —Ap _ apA+bp . -y—A _ agA®+bgl
2qA% +2p 2qA% +2p 4 qA? +p qrAZ +p ] A grAZ +p

G 102- Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por una recta C que se desliza sobre otras dos, Ay B,
de tal modo que en todas sus posiciones el angulo que forma con A sea igual al que forma con B.

Solucion:

Sea el plano XOY el que pasa por la recta A y es paralelo a la recta B, siendo OX = A. Sea OZ la
perpendicular comun a Ay B. Y sea 2¢ el angulo que forman A y B. Sea d la minima distancia entre Ay
B. Si se traza por O la paralela a la recta que se apoya en A 'y B, formara angulos iguales con Ay B’ (B' es
la recta paralela a B en el plano XQY), luego estara situada en el plano: y = xtan¢. Las ecuaciones de A
son:y = 0, z = 0, siendo un punto genérico (a,0,0). Las ecuaciones de B son: y = xtan2¢, z = d, siendo

un punto genérico (4,4Atan2¢,d). Las ecuaciones de C son: ﬁ:‘; = ,lta>r/1 %0 % Como la recta C
atang

esta situada en el plano y = xtan ¢, se tiene que A = , siendo, por tanto, las ecuaciones de

tan g —tan2¢
c. X=a(@ne—tan2e)  y(tane—-1an2¢) _ z piminando a, se tiene la ecuacion pedida:
atan2¢ atangtan2¢ d

xztangptan2¢ —yztan2¢ + d(tan2¢ —tang) = 0. Se trata de un paraboloide hiperbolico, si las rectas A 'y
B no son paralelas. Si lo son, el lugar es la hipérbola: x = 0, yz = >

G 103- Hallar el lugar geométrico de los vértices de los paraboloides equilateros que contienen a la hipérbola
equilateraxy = a?,z = 0.

Solucioén: La ecuacion general de las cuédricas que contienen a la hipérbola dada, es:
Xy —a%+z(ax + By +yz+35) = 0, es decir: yz2 + xy + axz + Byz + 6z — a? = 0. Para que sea paraboloide,

0 1/2 al2

ha de cumplirse que: Ay = | 1/2 0 pl2 | = % - % = 0. Luego: y = af. Para que el paraboloide
al2 B2 y

sea equilatero: y = 0. Luego, ap = 0. Para a = 0, la ecuacién del paraboloide es: xy + fyz + 6z —a? = 0,

siendo su eje: 3. — XX P2 _ By+o

. La interseccion del eje con el paraboloide, corresponde al vértice,

B 0 -1
cuyo lugar es: x2y +yz? —a?x = 0. Para 8 = 0, la ecuacién del paraboloide es: xy + axz + 6z —a? = 0,
siendo su eje: % = % = %{5. El lugar del vértice, es: xy? + xz2 — a%y = 0.

G 104- Hallar el lugar geométrico de los puntos de un paraboloide hiperbdlico, en los que las generatrices
rectilineas que pasan por ellos, se cortan perpendicularmente.
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Solucion:  Sea el paraboloide hiperbolico yT - ZT = 2X. Las ecuaciones de las generatrices de un

sistema, son: X = Z+ B,y = /% Z + a. Las ecuaciones de las generatrices del segundo sistema, son:

[0
JPa

x=—L 74 0,y = —‘/gz + v. De donde, la condicion de perpendicularidad de ambas generatrices, es:

JPa
p_y+% 1=0, es decir: ay+p?-pg=0. Como a=y- ‘/72 y = y+‘/gz, se tiene que:
y— % z)( ) +p?-pq=0. Es decir: yz - gzz +p?-pq =0, o bien, dividiendo por p:
YT - Zq—2 —q =0. De donde, teniendo en cuenta la ecuacién del paraboloide, se tiene que:
2x+p—q = 0. La ecuacion pedida es: 3{0—2— T -2x=0,2x+p—-q = 0.

G 105- Hallar el lugar geométrico de los vértices de los paraboloides de revolucion que contienen a la elipse

X2 +%—1—0 z =0, siendo a > b.

Solucmr;. La ecuacion general de las cuadricas que contienen a la elipse dada, viene dada por:
ﬁ + X 1y Z(2ax + 2Py + yz + 26) = 0. Para que sea paraboloide, ha de verificarse que:

b2
1/a> 0 «a ,
Auw=1| 0 1b%2 B | = azybz - g—z - % = 0. Luego: y = a%a? + b?p2. Por tanto, la ecuacion del
a B 7

2
paraboloide es: ;— + ﬁ + (@%a? + b?p?)z2 + 2axz + 2Byz + 262 — 1 = 0. Para que sea de revolucion,
como a;; = 0, ha de tenerse que, 0 bien a;3 = 0, 0 bien a3 = 0. Para a;3 = @ = 0, la condicion de
revolucion es: (az —ajr)(ass —as) = a3,. Luego: (# - é)(bzﬁz - %) — p? =0. De donde:
_ (a2
p? = (‘;—b), por lo que al ser a > b,  no es real, no siendo valida esta solucion. Para a; = 8 = 0,
la condicion de revolucion es: (a;; — az)(as —ax) = a%;. Luego: (;2 b12 )(az 2 #) -a?=0,

. 2
de donde, operando, se obtiene que: a? = a 4bl23 Introduciendo este valor, la ecuacion del paraboloide

2 (32 _ Rh2
es: ;—2 + # + aZbE’Z 224 2 aazb b® xz+262-1=0. La formula de la ecuacion del eje, siendo
o oy g2 g +ab b2s
Az =0, e85t — 2 = " = 2 Esdeciry = 0, X 2+ . De aqui
[22 _h2 a2 —Db? 1
a’-b a?h? b2
se obtiene: 6 = —=X _ _Z_ que introducido en la ecuacion del paraboloide, da el lugar pedido:
Yook P s
X2 _al+b? oy 2b xz—1 =0,y = 0 (se trata de dos hipérbolas situadas en el plano y = 0).

2 2h2 -
a a‘h a2./a? — p2
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CILINDROS Y CONOS

G 106- Dada la ecuacion x? +y? + 222 — 2xz — 2yz — x+z + 1 = 0, comprobar que se trata de una superficie
cilindrica.

Solucién: Homogeneizando la ecuacion, se tiene: X% +y?2 + 2z% — 2xz — 2yz — xt + zt + t> = 0, que cortada
por el planozimpropio t=0, da: x2+y2+222-2x2-2yz=0, t=0. Dividier12do por z?, se tiene:
(3 +(F) -2%)-2(4)+2=0, t=0, es decir: (3 -1)°+($-1) =0, t=0. Luego,
% = 5 =1,t =0, siendo (z,z,2,0), es decir (1,1,1,0), las coordenadas del punto impropio. Por tanto, la
superficie es cilindrica. Para obtener la naturaleza de la cuadrica, se tiene que el sistema formado por;
fi=2x-22-1=0, fy=2y-22=0, f,=42-2x-2y+1=0, tiene como solucion la recta:
2x—2z-1 =0,y =z, por lo que la cuadrica tiene una recta propia de centros. El valor del determinante

1 =1
1 0 -1 5
0 1 -1 0
de los coeficientes, es: A = 1 1 2 4 = 0. Operando en la ecuacion dada se obtiene que es
. 2
=1 1
2 0 2 !

2
igual a: (x -z- %) +(y-2)%+ % = 0. Se trata de un cilindro eliptico imaginario.

G 107- Obtener la ecuacion del cilindro parabdlico de eje paralelo a larecta: x—2y+1=0,2y-z-5=0,
siendo la directriz la curvay? = 4x,z = 1.

Solucion: La ecuacion de la generatriz es: x—2y+1 =4, 2y—z—-5 = u. En el plano z = 1, se tiene:

X—2y+1=2,2y—6 = pu,esdeciry = £ er 6 , X = A+ p+ 5. Sustituyendo estos valores en la ecuacion

2
de la directriz, se tiene: ( K er 6 ) = 4(A + p+5). Introduciendo en esta ecuacion los valores de 1y u:

_ 2
<2y—22+1> = 4(X-2y+1+2y—2-5+5), es decir: 2y —z+1)*> = 16(x —z + 1). Simplificando y

ordenando: 4y? +z2 — 4yz — 16x + 4y + 14z — 15 = 0.

G 108- Dada la esfera x> + y? + z2 = 4, hallar la ecuacion del cono circunscrito a la esfera, cuyo vértice es el

punto (1,2,3), asi como la ecuacion del cilindro circunscrito cuyas generatrices son paralelas a la
direccion (1,2,3).

Solucion: Ecuacion del cono circunscrito: (xf, + yfj + zf, + tfg)2 — 4f(a, B,7,0)f(x,y,2) = 0. Como
fo=2xf, =2y, f, =2z fi = -8t f, =2, f; =4,f, =6, f5 = -8, se tiene que la ecuacion del cono es:
(2x+4y+62-8)2—4(1+4+9-4)(x2+y2+22—-4) = 0. Operando y simplificando, se obtiene:
(X+2y +32—4)* —10(x*> +y? + 22 — 4) = 0. Procediendo de forma similar, la ecuacién del cilindro
circunscrito, paralelo a la direccion (a, B,7,0), es: (xf, + yfj + zf;)2 — 4f(a, B,7,0)f(x,y,2) = 0. Por tanto,
particularizando para la direccion (1,2,3), la ecuacion del cilindro es: (2x+4y+6z—8)°—
A1 +4+9)(x2+y2+22—4) = 0,0bien: (x+2y+32—-4)> —14(x2 +y2+72-4) =0

G 109- Obtener la ecuacion del cono de vértice (0,0,5) y directriz lacurva: z = x? +y?, x+y+z = 1.

Solucion:  La ecuacion de las rectas que pasan por (0,0,5) es: % = % = % Los valores de x,y

obtenidos de estas ecuaciones, se introducen en la ecuacion de la directriz, obteniéndose que:
z=2%z-5)+u*(z-5)% Az-5)+u(@z-5)+z=1. De esta Oltima ecuacion se obtiene:

_ 1+51+5u Y 1+54+5u _ —4) _ —4u .
Z_—1+/1+u .Portanto.x_)L(—lJrlJr‘u )——1+x+'u,y——1+/1+#.Sust|tuyendoestos
1+51+5u

2
‘2 - . Lo a0 2 -4 .
valores en la ecuacién de la directriz, se tiene: Tx i+ A4+ )<—1+l+u> . Es decir,
operando y simplificando: 16(A2 + u?) = (1 + 54 +5u)(A + u+1). Sustituyendo en esta ecuacion los
valores de 4 = . f B H= ST E obtenidos de la ecuacién de las rectas que pasan por (0,0,5), se tiene

la ecuacion pedida: 11(x2 + y2) — 10xy — 6(z = 5)(x +y) — (x—5)? = 0.
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G 110- Dada la ecuacion x2 + Ay? + Az2 + 2xz + 2Ayz + 2Ax + 24z + A? = 0, comprobar que se trata de una
superficie conica.

Solucién: El cono asintético es: x? + Ay? + Az% + 2xz + 2Ayz = 0. Al cortarlo por z = 1, se tiene la conica
X2 + Ay? + 2x + 21y + A = 0, que es una conica real. El determinante de los coeficientes de la cuadrica, es:

101 2
0220
1 2 1 2
A0 1 A?
A = 0, la cuadrica degenera en los planos: x(x +z) = 0.

= 0. Luego la cuadrica es degenerada, siendo un cono real de vértice (-4,0,0). Para

G 111- Obtener la ecuacion del cono de vértice (0,0, 0), circunscrito a la cuadrica x? +y? +z2 - 2x -1 = 0.

Solucién:  La ecuacion del cono de vértice (a,B,y,6), circunscrito a la cuéadrica f(x,y,z,t) = 0, es:
(xf, + yfj +zf), + tf;)° — 4f(a, B, 7,8)f(x,y,z,t) = 0. Como las derivadas parciales de f, son: f, = 2x — 2,
fy = 2y, f; = 2z, f = —2x — 2t, la ecuacion del cono de vértice (0,0,0,1), circunscrito a la cuadrica dada,
es: (—2x —2)* + 4(x2 +y2 + 22— 2x — 1) = 0. Operando: 2x2 + y2 + z2 = 0.

G 112- Hallar la ecuacién de la superficie conica de vértice (2,1,0) y directriz: X +y = z, X2 —xy —z2 = 0.

Solucién: Operando en la ecuacion de la directriz, se tiene: x2 —xy — (x +y)? = —y2 — 3xy = 0, es decir:
y=0,y+3x=0.Paray =0, z=Xx; paray = -3X, z = —2X. La superficie pedida estd formada por dos
planos que pasan por (2,1,0) y cada uno de ellos por una de las dos rectas anteriores, es decir:
2y —x+2)(2x—4y+7z) = 0.

G 113- Determinar la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada por la recta: z =0,y = x+ 1, al
girar alrededor de larecta:y = 0, x = z.

Solucién:  Se parte de la esfera x? +y2 +z2 = A2, cuyo centro estd en el eje de revolucion, y que es
cortada por el plano x+z = u, perpendicular a dicho eje. Como z = 0, y = x+ 1, sustituyendo estos
valores en las ecuaciones de la esfera y del plano, se tiene: x2+ (x+1)? = A2, x = u. Luego
p? + (u+1)% = 22. Introduciendo en esta ecuacion los valores encontrados de A y u, se tiene:
(X+2)%+(X+2+1)% = x2+y2+22. Operando, se tiene la ecuacién de la superficie de revolucion
pedida: x2 —y2 +z? +4xz+2x+2z+1 = 0.

G 114- Determinar la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada por la recta: x =z+ 1,y = 2z — 3,
al girar alrededor de larecta: x =y = z.

Solucién:  Se parte de la esfera x? +y2 +z2 = A2, cuyo centro esta en el eje de revolucién, y que es

cortada por el plano x +y +z = u, perpendicular a dicho eje. Como x =z +1, y = 2z — 3, se tiene que:

Z2+1+22-3+2=41-2=y, 2= ”Zz, X = ”+6, y = ”;4. Introduciendo estos valores en la

2 - 2 2
ecuacion de la esfera, se tiene: (“TM> +<”24> + (“ZZ> = A2. De donde operando, se

obtiene: 3u? —8u +52 — 812 = 0. Sustituyendo en esta ecuacién los valores encontrados de 1 y pu, se
tiene: 3(Xx+y+2)2—8(X+Yy+2)+52—-8(x%+Yy?+22) = 0. Operando, se tiene la ecuacion de la
superficie de revolucion: 5x? + 5y? + 522 — 6xy — 6xz — 6yz + 8x + 8y + 82 — 52 = 0.

G 115- Hallar la ecuacién del cilindro de revolucion cuyo eje es la recta: x = 2y = —z, y cuyo radio es 4.
Hallar el area de su seccion por el plano XY.

Solucion: Siendo (24,4,—-21) un punto genérico del eje, se parte de la esfera:
(Xx—24)%+(y—A)* + (z+21)? = 16, cortada por el plano perpendicular al eje y que pasa por el centro
de la esfera, de ecuacion 2(x —21) + (y— 1) —2(z+ 2A) = 0, es decir: 2x +y —2z— 91 = 0. De donde
P 2X+y -2z

==

revolucion: 5x2 + 8y? + 522 — 4xy + 8xz + 4yz — 144 = 0. Cortando por z = 0, se tiene una elipse de
ecuacion: 5x? + 8y2 — 4xy — 144 = 0, cuyo centro es (0,0), sus ejes son: y = % y = —2X, sus Vvértices son

. Introduciendo este valor en la ecuacion de la esfera, se tiene la ecuacion del cilindro de

212 6 44 18 luego sus semiejes son 6 y 4, siendo su area 24r.
(ﬁ’ﬁ)y(ﬁ’ﬁ) J ISonEY S
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G 116- Hallar el lugar geométrico de los veértices de los triedros trirrectangulos cuyas aristas cortan a la
conicax? +2xy +y?> —2x—4y =0,z = 0.

Solucién: Sea (a, 8, 7) el vértice del cono de generatriz: X 50‘ - Y B b _ 2 7/ . Cortando por z = 0,

se tiene: x = ﬂ +a,y= L + . Como ha de coincidir con la parabola, se tiene que verificar que:

<—+a> +2< ><T+ﬂ>+<T+ﬁ> —2<T+a>— <T+ﬂ>:0’ siendo:

a==X /la b= A _Z ;Ly . Operando, se tiene que los coeficientes de los términos en x?, y?, z2,
. y? yz a’+2af+ B?—2a - 4B

son: ay = w2 ay = Yo ass = 22 . La condicién para que un cono sea

capaz de un triedro trirrectingulo inscrito, es: a1 +azx +ass = 0. Luego, aplicandola, se tiene:
2y2+a?+2af+B?—2a—-4B =0, es decir: x2+y?+2z2+2xy—2x—4y =0, que es la ecuacion
pedida.

G 117- Hallar el lugar geométrico de los vértices de los conos de revolucion cicunscritos a un paraboloide.

2
Solucion:  Sea el paraboloide yT + Zq—2 —2xt =0, y sea (a,b,c,d) un punto del lugar. La ecuacion del

cono de veértice (a,b,c,d) circunscrito a la cuadrica f(x,y,z,t) =0, es: (xf;+yf{,+zf’c+tfg)2—
—4f(a,b,c,d)f(x,y,z,t) = 0. Como f, = -2t, f; = % f, = % fi = —2x, la ecuacion del cono es:

2b Zc b2 2 y? | 72 _ frmi
(—2x+ Y- Za) —4( R 2a> (— + T —2x> = 0. Los términos de segundo grado

de esta ecuacién son: x?+ (— — —)y + ( 2a _ —2 72 — %xy - %xz + Zpkac yz, 0 Dbien:
pax? + (2aq — c?)y? + (2ap — b?)z2 — 2gbxy — 2pcxz + 2bcyz Por ser de revolucion, los ndmeros de
Jacobi han de ser iguales, es decir: ap — ag—im =ay - ag—im = Az — agg” . Por tanto:

pq - qggc = 2aq-c? - % = 2ap - b? - %EC Operando y simplificando, se obtiene que:

2 _ 2 _ 2 _ 2
0= 2apq —pc* - qb® _ 2apq - gb” - pe . De donde: 2apq — qb? — pc? = 0. Sustituyendo (a,b,c) por

p q
(x,Y,2), se tiene el lugar pedido: qy? + pz? — 2pgx = 0

G 118- Hallar el lugar geométrico de los vértices de un cono de revolucion que pasa por la parébola
y2 = 2px, z = 0. Demostrar que siendo M un punto del lugar, el eje del cono de vértice M, es la tangente
en M a la curva del lugar.

Solucién: La ecuacion del cono de vértice (a,b,c) circunscrito a la pardbola, es:
c?y? + (b2 — 2pa)z? + 2pcxz — 2bcyz — 2pc?x + 2pacz = 0. Para que sea de revolucién, como a;; = 0,

0 bien, a;z=pc=0, c=0, lo que no es posible, o bien, a3 =-bc =0, es decir b=0, vy
(a11 —az)(ass —azx) = a%;. Luego: c?(2pa+c?) = p2c?, es decir: 2pa+c?—p? = 0, siendo el lugar

pedido: y = 0, 2px +z2 — p? = 0. La ecuacion del eje es: y = 0, XB = —gitzza’ es decir: y =0,

pX + cz + pa — p? = 0. La ecuacion de la tangente en M a la conica de ecuacion y = 0, 2px + z2 — p? = 0,
es: xfy + yfy + zf; = px+cz—p? +pa = 0,y = 0, que es la misma ecuacion que la del eje.

G 119- Se da un cono de vértice O, de ecuacion ¢(x,y,z) = 0, y un plano P que pasa por el origen,
P = ux+vy+wz = 0, que corta al cono segun dos generatrices g Y g». Encontrar la condicion para que
0: Y g2 sean perpendiculares.

Solucién:  Sea ¢(x,y,z) = Ax? + A'y?2 + A"z? + 2Byz + 2B'zx + 2B"xy = 0. Eliminando z entre esta
ecuacion y la de P, se tienen las ecuaciones de las proyecciones g3,g5, sobre z = 0, de las generatrices
01,02: (Aw? + A"u” — 2B'uw)x? + (2A"uv — 2Buw — 2B'vw + 2B"w?)xy + (A'w? + A"v? — 2Bvw)y? = 0.
De donde, haciendo x = 1, y = m, se obtienen los coeficientes angulares m; y m,, de g3,95, siendo
Aw2 A"u? — 2B'uw 2A"uv — 2Buw — 2B'vw + 2B"w?

mims, , M1 +m; = . Como las ecuaciones de
A'w? + A"vZ — 2Bvw y y'A W2 + A”v2Z 2Bvw . y ,
01 Yy de gz, son respectivamente: gi = = W = (0 vmy) 92=w = wm, = “(u+vmy)

para que sean perpendiculares ha de verificarse que w? + w?mym; + (U +vmy)(u +vm,) = 0, es decir:
(V2 +w?)mim; + uv(my + m,) + u? + w2 = 0. Sustituyendo en esta ecuaciéon los valores de mim, y de
m; + m, hallados mas arriba, se tiene la condicion: ¢(u,v,w) — (A+A" +A")(U?> +v2 +w?) =0
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G 120- Se considera el hiperboloide H = ;—i + # - é—i =1, y el cono C envolvente de los planos que
pasando por M(Xo,Yo,Z0) Son normales a las generatrices de H. 1°) Hallar los vértices del tetraedro
conjugado con relacién a todas las cuadricas que pasan por la interseccion de H y C. 2°) Hallar el lugar
geométrico I" de estos vértices cuando siendo fijo M, varia el hiperboloide H, quedando concéntrico y
homotético a un hiperboloide dado. 3°) Hallar la superficie engendrada por I', cuando M describe la recta

X=Xy _ Y=¥1 _ Z2-71 4% Hallar las posiciones de esta recta para que dicha superficie sea de

o ﬁ Y
revolucion.
Solucion:  1°) Las ecuaciones de las generatrices son: % = %sin@ + cosé, % = —% cos@ +sing. Los

planos normales a las generatrices, pasando por M, son: asinf(Xx — Xo) —bcosf(y —Yo) + ¢(z—20) = 0.
La ecuacion del cono envolvente de estos planos, es: C = a2(x — Xo)? + b2(y —yo)? —¢c2(z—20)* = 0. La
ecuacion de las cuédricas que pasan por la interseccion de H y C, es: a%(X —Xo)? + b2(y —yo)* —

2
—c2(z—120)% + #( + z— — (Z:—i — = 0. Los vértices del tetraedro conjugado con dichas cuédricas,
— 2 _ 2(7 _ 2 _ 2 _ _r2(7 _
verifican el sistema: 2 (XX Xo) _ b (yy o) _ ¢ (Zz Z0) _ a*(X—Xo)+b (yl Yo) =C*(2-20)
a2 bz c2
4 _ 4 _ 45 _
Es decir: 2 (XX Xo) _ b (yy Yo) _ C (ZZ Z0) _ az(x—xo)+b2(y—y0)—cz(z—zo) Por tanto, se
tiene el sistema: a*(x — Xo)y = b*(y — yo)X, a*(X — X0)z = ¢*(y — Yo)X, =5 + % - c_ = 1, cuyas raices
son los vértices del tetraedro. 2°) La ecuacion del hiperboloide sera: a_ + g— - (Z:—i = A. Introduciendo
este valor de A en las ecuaciones anteriores, se tienen las ecuamones del Iugar I' de dichos vértices:
a*(Xx —Xo)y = b(y - yo)x a*(X—X0)z = c*(y —Yo)X, con 1 = 2 + % — cz' 3% La recta dada es:
Xo ;Xl - Yo ;yl = 7,21 = p. Luego: Xo = X1 + pa, Yo = Y1+ pPB, 2o = 21 + py. Entrando con

estos valores en las ecuaciones de T, eliminando p, operando y simplificando, se tiene la ecuacion de la
superficie T, engendrada por ' cuando el punto M describe la recta dada: b*c*x[B(z —z1) —y(y —y1)] +
+atctyly(x —x1) —a(z—z1)] + a*b*z[a(y —y1) — B(x —x1)] = 0, que es una cuadrica. 4°) Los términos
de mayor grado de la ecuacion de la cuadrica X, son: c*xy(a* — b*)y + b*xz(c* — a*)B + a*yz(b* — c*)a.
Para que sea de revolucion, los correspondientes nimeros de Jacobi han de ser iguales, luego:
c'bBy(@* —b*)(c* —a*)  ca*ay(b*—c*)(@*-b*)  ba*ap(c*-a*)(b*-c*)
a‘a(b* —c*) b*B(c* —a*) cty(a* - b*)
obtiene: b8(c* —a*)?B? = ad(b* — c*)°a?, c8(a*—b*)?y2 = a8(b* —c*)?a2. Es decir, extrayendo las
raices cuadradas: b*(c* — a*)B = +a*(b* — c*)a, c(a* — b*)y = +a*(b* — c*)a. Las posiciones de la recta
son: a*(b* —c*)(x — x1) = xb*(c* —a*)(y —y1) = £¢*(@* - b*)(z — z1).

De donde se

G 121- Enun cono de revolucion se toma un punto A de la superficie. Por A se traza la perpendicular al plano
meridiano que pasa por A, y por esta recta se hace pivotar un plano que corta al cono segln una conica.
Hallar el lugar geométrico de los focos de esta.

Solucion:

El lugar geométrico pedido es la estrofoide oblicua correspondiente a las rectas AO y OV'. El gje del cono
es VO. La recta AO es la traza del plano perpendicular a VO por O, con el plano meridiano VAB. La recta
OV' es la paralela a la generatriz VB, trazada por O. Al hacer pivotar el plano en A, la interseccion AL con
el plano meridiano, proporciona el eje mayor AA' de la cdnica, y el punto P de interseccion con OV'. Los
puntos F y F’, situados sobre AL, quedan determinados por OP = PF = PF’, y son los focos de la cdnica
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seccion. La estrofoide pasa por Fy F'. Su asintota es la generatriz VB, a la que la estrofoide es tangente en
V. El punto nodal es O.
Analiticamente: Sean: A(0,0), V(a,b), O(a,0), B(2a,0), AL=y—-mx =0, VB = bx + ay — 2ab = 0,
/ b ab abm , _ am’@t+b?) .
VO=y+zKx-a) =0, P( , , OP? = ——————=. Siendo las coordenadas de
am+b am+b (am + b)

2 2m2(aZ 1 h2
(mx abm _ a‘m*(@a ”2) ). Operando y sustituyendo
am+Db (am+b)

F(x,mx), se tiene: (x— am+b

m = % se tiene el lugar pedido: x2(ay + bx — ab)? + y2[ [x(ay + bx) — ab]? - a2(a? + b2)] = 0.
G 122- Dado el cono de revolucion de la figura, en el que OA = /3 yO//O\A = 300, y siendo % = %

hallar: 1°) El lugar geométrico de B, cuando A esta situado en el plano XOZ, y M recorre la circunferencia
de la base del cono. 2° EI lugar geométrico de B al desarrollar el cono en el plano XOY. 3°) Area
comprendida entre la primera vuelta de B y el vértice O.

Solucion:

19 En la figura de la izquierda, OA = J3, O'OA = 30°, AOM = w, 00' = 3, OA=OM = L3

M( ﬁ;"sa’, ‘EZ'”“’ %) arco AM = @ MB = /3@, OB = y3 — /30 = Y3 (1 - o), siendo

J3(l-w)cosw J31-ow)sine 3(1-w)
2 Y= 2 ' ET T

ecuacion del lugar geométrico de B es: y = xtan % 2°) En la figura de la derecha se indica el

desarrollo del cono, partiendo de una posicion inicial de A sobre el eje OX, es decir A(,/?,O). Se tiene

las coordenadas de B: x = . Por tanto, la

que OA - 0 =arco AM = @ luego 0 = % Las coordenadas de B son: (OBcos6, OBsing), es decir:
X = 3(1-20)cosh,y = ,/g(l —20)sin@. Por tanto, la ecuacion implicita del lugar geometrico de B es:
X2 +y? = 3(1 2arctan ¥> En coordenadas polares, la ecuacion es: p? = 3(1—26)% 3° El érea

pedidacs 1 |7 p2d0 = L [73(1-20)%d0 = 3 (= - 227 + 42~

2 3

G 123- A un elipsoide dado E se le circunscriben una serie de cuadricas Q, siendo la curva de contacto la
interseccion del elipsoide con un plano fijo P. Se circunscribe a cada cuadrica Q, un cono C de vértice A.
Hallar el lugar geométrico de las curvas de contacto de los conos C y de las cuadricas Q.

Solucion:  Se toman como ejes OX, QY, dos diametros conjugados de la eIipse seccmn de E por P,y

como eje OZ, el diametro conjugado de P con relacién a E. Luego, E = X + F + (z ;Zh) -1=0,

—1+ Az%2 = 0. Siendo el vértice A(a, B,7), la curva de contacto de C con Q,

QEX—+—+ (Z—h)

C2
esta d nlda por Qy por el plano polar IT de A. El lugar pedido se obtiene eliminando A entre Q y IT:
|:z_22 _+ (Z;h) 1} _Z[ LBy, @-h-h _q o

b2 c?
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G124- Sedala ellpse Lo+ % =1,z=0,y el punto P(a, $,0). Hallar el lugar geométrico de los vértices
de los conos que pasan por la elipse, y uno de cuyos ejes pasa por P.
Solucion:  Sea A(acosy@ bsin®,0), un punto de la elipse . Sea el vértice deIXcono V(m,n,p). Luego,

— _X—-m _Z-p _ mz _
A = Y bsng—n =y , de donde se obtiene: cosf = Az — ) no = b( “0) Por

— px)2 _ov)2
(m2 sz) + (n2 bzpy) = (z-p)®. Desarrollando esta ecuacién y operando, se tiene que:

tanto:

b2p2x? + a?p?y? + (b?m? + a?n? — a2?b?)z2 — 2b2mpxz — 2a?npyz + 2ab?pz — a®b?p?. La ecuacion del

plano perpendicular a VP es: (m—a)x2+ gn —43)¥+ pg = 0. La; ecuaciézn del didmetro conjugado es:
2n2y _ h2 2n2y _ 2 — — —

b%p r>]<1_t;tmpz _a’p r)}/_g npz _ (b’m? + a?n? -a bp)z b?mpx — a npy Obligando a que pase

b?p?a  a?p?f  —b%mpa —a?

porP: =g = n=p " P npﬂ.Sustituyendo (m,n,p) por (x,Y,2), se tiene la ecuacion del

2
lugar pedido: ?(zfzg = ?:g —b2xa —a?yp. O bien, desarrollando las igualdades y operando:
b2a(y — B) —a?p(x —a) = 0, b?z2a + (x — a)(b?xa + a%ypB) = 0.

G 125- Se da un elipsoide y uno de sus planos principales. Hallar el lugar geométrico del veértice del cono
circunscrito al elipsoide que corta al plano principal considerado, segun un circulo. Demostrar que este
lugar se compone de dos cénicas C; y C,, que tienen dos puntos comunes y por las cuales pasa un haz de
hiperboloides de una hoja.

Solucion:  Sea el elipsoide E = ;—i + y_2 + 2—2 —1=0, y el plano principal z = 0. La ecuacion
By 2 (x2 Y, 72 2 2 y?
( +F+ =1 — a—+b—+c—— Z_JFFJFC__ = 0, corresponde a los conos

de vértice (a, B,7), circunscritos a E . Cortando por z = 0, y obligando a que la conica sea un circulo, ha
de tenerse que los coeficientes de los términos en x2 y en y?, han de ser iguales, y nulo el coeficiente del
término en xy. Por tanto: c?(a? — B2) + (@> = b?)(y?-c?) =0, aff = 0. Para a = 0, se tiene la cdnica
Ci=x=0, c??+(b?-a?)z2+c?(@>-b?)=0. Para B =0, se tiene la coénica C, =y =0,
c?x? + (a? —b?)z2 + c?(b? —a?) = 0. Estas dos conicas tienen comunes los puntos (0,0,%c). Las dos
conicas resultan de la interseccion de las cuédricas: ¢?x? — c2y? + (a2 — b?)z2 + c?(b?2—-a?) = 0, xy = 0.
La ecuacion de las cuadricas que pasan por la interseccibn de esta dos cuadricas, es:
c?x? — c?y? + (a® — b?)z? + c?(b? — a?) + 2Axy = 0, que es un hiperboloide de una hoja, pues tiene centro
Unico propio (0,0,0), cono asintotico real y sus puntos son hiperbolicos, pues el determinante
A =c2(a2 - b2)?(A2+c*) > 0.

G 126- Hallar el lugar geométrico de los triedros trirrectangulos cuyas caras son tangentes a tres cuédricas
homofocales dadas.

Solucion: Sean las ecuaciones de las tres cuadricas homofocales:

X2 y? 2
~1=0,
az+ll+b2+211+C2+ll
X2 y 2
~1=0,
a2+12+b2+12+02+/12
X’ i Z__1-0

+ +
3.2+l3 b2+13 C2+13

Las ecuaciones de sus planos tangentes son:

XCOSay +YCOSBy +2C0Sy; = J_r‘/(a2 + A1) cos?ay + (b% + A1) cos?By + (€? + A1) cos?yq

XCOSaz +YCOS B +2C0Sy, = + J(az + A2)cos?a; + (b% + A2) cos?B, + (€2 + A2) cOS%y 2,

XCOSa3 +YyCOSB3 +2C0Sy3 = + J(az + A3)cos?az + (b% + A3) cos?B3 + (C? + A3) c0S?y 3,

Elevando estas ecuaciones al cuadrado y sumandolas, y teniendo en cuenta las siguientes relaciones:
cos?a; + coS?a, + c0s?as = 1, COSay COS By + COSa,COoS B2 + CoSascos B3 = 0, y sus relaciones analogas,

i=3

se tiene la ecuacion del lugar pedido: x? + y? + z2 = Za?(cos?a; + c0S?a, + C0S?a3) + Ai = COS?a;.
i=1
Esdecir: x> +y? +z2 =a?+b2+c2+ A1 + Ay + As.

G 127- Dada la parabola IT de ecuacion x? = 2pz, y = 0, y el punto B(0,b,0), hallar el lugar geométrico de
las rectas perpendiculares tanto al eje OZ como a las generatrices del cono cuyo vértice es B y cuya
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directriz es IT.

Solucion: La ecuacion general de las generatrices del cono, es: \/% = % = % Las coordenadas
D _

de un punto genérico de las generatrices, son: (& [2pt,b —bA, tl) Las coordenadas de un punto genérico

de OZ son: (0, 9 ). Laéacuacmn de la recta que pasa por ambos puntos genéricos, es:

/'L\/E iy 0 . Las condiciones de perpendicularidad de esta recta con las generatrices y

con el eje OZ,yson: A2pt _/lbz(l —A)+ttA—pu) =0, A2pt—b?(1 - 1) = 0. Luego se tiene el sistema:
X _ _z-t 2 _ i : . .
= = , A2pt—b?(1 - 1) = 0. Resolviéndolo, se obtienen los siguientes valores:

X b2 by b?y? bx X2
- - . x2pt = yb2pt, Jopt = X, t= A= - ,
bx +y./2pt 2pt + b? Pt=Yybyep P X x22p bx 4 by X2 +y?

b2y?
2p(x* +y?)

b2y2

-y ian- 2 1 y2y7 _ h2y2 —
2p(x2+y2)’0b'en' 2p(x? +y?)z — b?y? 0.

U= . La ecuacion pedida es: z =

G 128- Se considera la superficie de revolucion engendrada por una conica que gira alrededor de su eje focal.
Se corta esta superficie por un plano y se toma esta seccion como base de un cono que tiene por Vvértice
uno de los focos de la conica. Demostrar que este cono es de revolucion.

Solucion: Las distancias entre un punto de la superficie engendrada y, por un lado, el foco, y por otro, el
plano que conteniendo a la directriz, es perpendicular al eje focal, estan en la misma relaciéon que las
distancias entre un punto de la cénica y, por un lado, el foco, y por otro, la directriz. Por tanto, siendo el
foco el origen de coordenadas, y el eje focal el eje XX', la ecuacidon del plano antes definido, es: x — 2 = 0.
La ecuacion de la superficie de revolucion, es: x2 +y2+2z2 = (x — ). El plano que corta a esta
superficie, es: Ax + By + Cz + D = 0. Homogeneizando estas dos ecuaciones, se tiene:

X2 +y2+22—0(x—At)? = 0, Ax + By + g:z + Dt = 0. Eliminando t, se tiene la ecuacién del cono:
,I(Ax+gy+ 2)) ] =0, es decir: [1 - —(D + AA) } (1 gz )LZBZ>y +
+(1 - §12C2>22 - %(D + AA)ABxy — 29 <% (D + /’LA)/Isz 69 A2BCyz = 0. Los nlmeros de Jacobi

(D + /IA)AC—(D +AA)AB

x2+y2+zz—0[x+

2
del cono, son: N = a;; — 21812 _ 9 —(D + )2+ D = 1.
A 0 _j2BC
D2
Analogamente, N’ = ax — agix =1, N' = g—ag—gzz = 1. Siendo iguales los tres nimeros de

Jacobi, el cono es de revolucion.
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Seccion H - OTRAS SUPERFICIES Y CURVAS

H 1- Hallar la ecuacion del toro circular engendrado por un circulo al girar alrededor de una recta de su
plano. La recta no corta al circulo.

Solucién: Sea la circunferencia: (x —a)® +z2—R? = 0, y = 0. Sea OZ el eje de revolucién. Un paralelo

sera el formado por: x2 +y2 = m, z = p. Por tanto, para x = + /m, se tiene: (+ /M —a)’+p2 —R2 = 0,
2

es decir: (ir JX2+y? — a) +22—R? = 0. Operando: (x? +y2 + 22 + a2 — R?)? — 4a(x? + y?) = 0.

H 2- Obtener la ecuacién del cilindro de generatrices paralelas a la rectay —x = 0, z = 0, y que pasa por la
curvay = x?, x = z2.

Solucion: La ecuacion de las rectas paralelas a la recta dada, es: y —x = A, z = u. Sustituyendo en la
ecuacion de la curva los valores de y, z, se tiene: 1 + X = x2, x = u?, de donde: A + u? = u*. Sustituyendo
en esta ecuacion los valores de A y , se tiene: y — x + z? = z*. La ecuacion pedida es: z* —z? + x —y = 0.

H 3- Hallar la ecuacion de un conoide cuyas directrices son el eje Z y la circunferencia y2 +z> — R? = 0,
x—a = 0, y su plano director z = 0.
Solucién:  La generatriz es: y = AX, z = u. Luego: A2x? + u? = R?, x = a, A%a? + u? = R2. Por tanto:
2 .
(%) a?+2?2-R? = 0, es decir: x?(z2 - R?) +a%y? = 0.

H 4- Dada la superficie f = x?yz + 3y? — 2xz2 + 8z = 0, obtener la ecuacién del plano tangente y de la normal
en el punto (1,2,-1).
Solucion:  f(1,2,-1) = 2xyz — 222 = -6, f)(1,2,-1) = x?z+ 6y = 11, f;(1,2,-1) = x?y — 4xz + 8 = 14.
La ecuacion del plano tangente es: —6(x — 1) + 11(y —2) +14(z+ 1) = -6x+ 11y + 14z-2 = 0. La de la

CXx=1 _Y-2 741
normal es: 5 -1 - 14

H 5- Hallar la ecuacion de la superficie podaria de xyz = 1, respecto al origen de coordenadas.

Solucién:  Sea P(a,B,y) un punto de xyz =1, es decir: afy = 1. El plano tangente en P, es:
Byx+ayy + aez —3 = 0. Las ecuaciones de la perpendicular trazada desde el origen sobre este plano,

Cx )z S 7N (A y .
son; By = ay af’ es decir: X 0 Y B La interseccion de esta recta con el plano, da:
Br? . ay? . 30p . :
7+ ——7+afz-3 =0,dedonde: z = , Y sus analogas para x e y. Despejando

a ﬁ (Zﬂ ﬂ2y2 + a27,2 + aZﬁZ y g p y p J
., . 3xy
,B,v en funcion de x,y,z, se tiene: @2 = —2——— B2 = L, s SE—
@ Py y ¢ X3 +y2X + 22X b y3 + X2y + 7%y v 23 +y?z + X%z
Como a?f2y? = 1, se tiene: 3yz . 3xz . 3xy — 1. Operando, la ecuacion

X3+y2x+22x Y i+ xiy+z%y 22 +ylz+ X%z
de la superficie podaria, es: (x2 + y2 + z2)* — 27xyz = 0.

H6- Se dan tres ejes rectangulares, la recta R=x=a, y=1z Yy la circunferencia C =1z = a,
x2+y2—2a% =0, siendo a > 0. Sea M el punto comin a R y C. Se pide: 1°) Hallar la superficie S
engendrada por una recta que se desplaza paralelamente al plano YZ, y que se apoya en OX y en C.
2°) Sea MT la tangente a C en M. Hallar la ecuacion de la superficie Q engendrada por una recta que se
desplaza paralelamente al plano YZ, y que se apoya en OX y en MT. 3°) Sea o la seccién de S por el plano
y=m, y sea MoT, la tangente a esta curva en el punto donde corta a R. Hallar la ecuacion de la
superficie U engendrada por una recta que se apoya en OX, MT y MoTo. Indicar como varia la naturaleza
de U cuando Mg varia de —oo a +oo.

Solucion: 1°) Las coordenadas de M son (a,a,a). Las ecuaciones de la recta paralela a YZ, apoyandose en
OX, son: x =4, y = uz. Como también se apoya en C, ha de cumplirse que; A% + u2a? = 2a?.
Introduciendo los valores hallados para A y u, se tiene la ecuacién de S: x? + Z—zaz = 2a?, o hien:
x2z? + a?y? — 2a%z? = 0. 2°) La ecuacion de la recta MT es: x+y—2a = 0, z = a. Las coordenadas del
punto genérico de OX, son: (u,0,0), y las del punto genérico de MT: (4,2a— 4,a). La ecuacion de la
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recta que pasa por dichos puntos, es: XTH_ Y %. Por ser paralela a x =0, se tiene:

A—u 2a—- 1
A—u = 0. Eliminando A y u en la ecuacion de la recta, se tiene la ecuacion de Q: xz +ay —2az = 0.
3% Las ecuaciones de o son: y = m, x?z%2 —2a?z2 +a’m? = 0. El punto de intersecciéon con R, es
(a,m,m). Las ecuaciones de MqTo, son: y = m, mx —az = 0. El punto genérico de OX es (4,0,0), el de
MT es (u,2a— u,a),y el de MgTo es (av,m,mv). Las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (4,0,0)

’ I 2] ’ . — = = 7. Vv, , MV ).
or el punto (u,2a- u,a), son: X — a1 é Y como pasa por el punto (av,m,mv):
_ . . 2az —a
?Ly—f - Zam 1 = %. De tres de estas cuatro ecuaciones, se obtienen los valores de y = Ty

2az —ay — ax . ., . .,
v = % A= %. Introduciendo estos valores en la cuarta ecuacion, se tiene la ecuacion de la

superficie U pedida: ay? + az? + axy — mxz — 2ayz — amy + (2am — a?)z = 0, cuyos determinantes son:
2 .. ors

Ay = _Ta(m —a)?, A= %(a— m)*. Luego para m = a, la superficie U es un cilindro degenerado en

dos planos secantes reales, y param =+ a, es un hiperboloide de una hoja.

H 7- Hallar la ecuacion del cono de vértice (1,2,0) y directriz lacurvax =t,y =t2,z = t3 - 1.

., . . _ -2 .
Solucioén: Las ecuaciones de la generatriz son: x=1 _ Y =L Operando, se tiene:

t-1 t?-2 -1
X-y-z-1 . . . . . .
t = 3wy Introduciendo este valor en la primera igualdad, por ejemplo, se tiene la ecuacion

pedida: 7x3 — 6x2y — 6X2z + 3xy? + Xz? + Xyz — 9x? — 3y? —z2 + 10xz + 3yz+ 9x + 6y — 8z -7 = 0.

H 8- Se dan tres ejes rectangulares y se pide la ecuacion del conoide engendrado por una recta que se mueve
apoyandose sobre OX, paralela al plano YZ, y tal que la minima distancia a la recta % = % = % sea

igual a una constante k dada.

Solucion:  Las ecuaciones de la recta son: X_Ta = % = % siendo su distancia a la recta dada:
a 00
abec
0 p1 _
- - — = ab2 afc = k. Sustituyendo en esta igualdad
b c c a a b Jbo—cp)? +a2+a?p?
+ +
B 1 10 0 p

a=X B= % se tiene la ecuacion pedida del conoide: x(bz —cy) = kJ(bz —cy)?+a2(z% +vy?), o bien:
(bz — cy)?(k? — x2) + a?k?(y? + z2) = 0.

H 9- Hallar la superficie engendrada por una recta que se apoya en la circunferencia x? + y> = R%,z = 0,y en
lasrectasx =0,z+a=0;y=0,z—a = 0.

. -2
Solucién: La recta que se apoya en las dos dadas es: X = y - 1+a

. Cortando por z = 0, se tiene

v A 2a
el punto (% %) que debe estar sobre la circunferencia. Luego u? + 22 = 4R2. Introduciendo en esta
., . ., . 2y2 242
ecuacion los valores p = sz); JA = azfyz , Se tiene la ecuacion pedida: a%y >+ a’x > —R? =
(a—-2) (a+2)

H 10- Demostrar que todo plano tangente a la superficie x = u2, y = uv, z = v? + 2u, corta a la superficie
segun dos parabolas.

Solucion: Sea el punto genérico de la superficie, de coordenadas (a?,ab,b? + 2a). El plano tangente en
x—a? y—ab z-b?-2a
dicho punto es: 2a b 2 = x(b? — a) — 2aby + a?z — a® = 0. Sustituyendo en esta
0 a 2b
ecuacion: x = u?, y = uv, z = 2u+v?, se tiene: (ub—av)?—a(u—a)® = 0. Despejando v, se tiene:

v by ﬁ(t;—a) _ u(bi;ﬁ) uz(biﬁ) fuga,

+ Ja. La curva interseccion es: x = u?, y =
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u(b + . i ,
Z=2u+ [ ( ‘/_) +J/a J Estas ecuaciones en parametricas, corresponden a dos parabolas en el
espacio.
2 . t t2 t2+1 Arti
H 11- Dada la parébola: x = Y = 5. 2= > Hallar su vertice y su foco.
(t+1) (t+1) (t+1)
Soluciéon:  Haciendo el cambio 9 = Ll es decir, t = % las ecuaciones de la parabola son:

X=-02+0,y=0>-20+1, z=20?-20+1, siendo, por tanto, los coeficientes: A; = -1, B; = 1,
Ci=0,A;=1B,=-2,C,=1,A; =2,B; =-2,C; = 1. El pardmetro 6y correspondiente al vértice,

. . : A1B1 + AsBy + AsB3 -1-2-4 A
viene dado por el cociente: 8y = — = - = Luego el vértice es
P Y 2A2 + A2+ AD) 21+1+4) 12 -4
x-0 -1 1
35 25 ) El plano de la parabola es: | y—1 1 -2 | =0, es decir, 2x+z-1=0. El
144" 144° 144 ' ! '
z-1 2 =2

cono isétropo x? +y? +z2 = 0, cortado por dicho plano, da: 5x? +y? —4x + 1 = 0. Luego las direcciones
is6tropas del plano estan dadas por: m? + 5 = 0. Siendo (a, ) las coordenadas del foco en su plano, se
tiene: y— B = m(x —a), es decir: 62 -20+1- B = m(-0% + 6 — ). Ordenando esta ecuacion, se tiene:
0?(1+m)-60(2+m)+1-p+am=0. Para que esta ecuacion tenga una raiz doble, ha de cumplirse
que: 2+m)2 -4 +m)(L-B+am) = (1-4a)m?+4(8 - a4)(n£} + 4€ = 0.4ﬂComo esta ecuacion ha de
1-4a _ —a) _ .. _p__b

= 0 =5 de donde: a = 8 >4

tener las mismas raices que m? +5 = 0, se tiene:

: 19y — S5 5 7
siendoy = 1-2a = 15 Elfocoes<24,24,12>.

H 12- Dada la esfera (x —a)? +y2 + z2 = R2, hallar la ecuacion del conoide engendrado por una recta que
cortaa OZ, paralela a XY y tangente a la esfera.

Solucion: Ecuaciones de la recta que corta a OZ y es paralela a XY:y = mx, z = p. Corta a la esfera en:
(1+m?)x? —2ax +p?+a?—-R2=0. Como esta ecuaciéon ha de tener una raiz doble (condicién de
tangencia): a2 — (1 + m?)(p? + a? — R?) = 0. Sustituyendo en esta ecuacion: p =z, m = % se tiene la
ecuacion pedida: x?z2 + y?z2 — R?x? + (a?2 = R?)y? = 0.

H 13- Hallar la ecuacion del conoide recto de eje OZ, que tiene por directriz la interseccion de la superficie

X2 Y e X Y _
g T4 T2 = 1 con el plano 3t 5 =1.
., . . 2 2y2 L
Solucién: Sea la generatriz: z = A, y = mx. Se tiene: XT + m4x +A2 =1, ? + % = 1. Eliminando
(5+%)
X entre ambas ecuaciones, se tiene: (9 ) + A2 = 1. Sustituyendo en esta ecuacion los valores:
2

DA

A =1,m = <,y operando, se tiene la ecuacion pedida: z*(2x + 3y)? —12xy = 0.

H 14- Dada la superficie x = asinfcoso, y = bsinfsing, z = ccosé, y el plano 'y = 2, hallar la ecuacion del
cono que proyecta desde el origen la interseccion del plano con la superficie.

s - . . . 2 2 2
Solucion:  Eliminando los pardmetros 6 y ¢ entre las ecuaciones dadas, se tiene: X— + Xy Z— =1,

b2
2
= 2. Homogeneizando estas ecuaciones, se tiene: X— + Y + £ =t y=2t Ellmlnando t entre las
y g b2 y
. . ., . 2 2
dos ecuaciones, se tiene la ecuacion pedida: % +y? # - %) + % = 0.

H15- Dada la curva, x = 1+t, y = —t?, z = 1 + 13, hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano
normal en el punto t = 1.

Solucion:  El punto dado es (2,-1,2). Las derivadas de la curva son: x' =1, y' = -2t, 2’ = 3t?, que

particularizadas para t = 1, dan respectivamente, 1,—2, 3. La recta tangente es: X= 2 _y+l _z-2 .

1 -2 3
El plano normales: x—2-2(y+1)+3(z—-2) =x-2y+3z-10 = 0.
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H 16- Dada la curva x = at, y = bt?, z = t3, en donde 2b? = 3a, demostrar que las tangentes forman un
angulo constante con la recta que pasa por el origen y por el punto (1,0, 1), y hallarlo.

Solucion: Las ecuaciones de la recta dada son: % = % = % es decir: x =z, y = 0. Los parametros
directores de la tangente, son: x' = a, y’' = 2bt, z’ = 3t2. Por tanto, siendo 6 el angulo entre la tangente y
a + 3t? _ a + 3t? _ ﬁ.Luegoez

la recta dada, se tiene: cosd = = 5
J2(@2 + 4b2t2 + 9t4) JZ(a 1 3t2)?

T
I

H 17- Sobre una esfera de radio 1, hay una curva cuyas coordenadas esféricas verifican la ecuacion

0+¢ = % Obtener las ecuaciones paramétricas y cartesianas de la curva.

Solucion: Las ecuaciones de la curva son: x = psinfcose, y = psinfsing, z = pcosd. Como p = 1,

Q= % — 0, se tiene: x = sin20, y = sinfcosh, z = cosd. En cartesianas: x +z2 -1 = 0, y? — xz2 = 0.

3 2 . . g
H 18- Dadalacurvax =t3 y = t f[rl , 2= t t_l , hallar la condicion para que cuatro puntos de ella sean

coplanarios, determinando el plano que los contiene.

3 2 _
Solucion:  Sea el plano buscado: x+Ay + Bz + C = 0. Luego: t3+ Alt t+ D + B(t ; o) +C=0.
Operando, se tiene: t*+At®+Bt?+Ct+A—-B=0. Por tanto: Xtj = -A, Ztit; = B, Ztitjty = —C,
titotsts = A—B = —Zti — Ztitj. Luego la condicion pedida es: titotsts + Zti + Ztit; = 0. El plano es:
X— thi + zZtit,- - Ztitjtk = 0.

H 19- Dada la curva x = t*, y = t3, z = t?, encontrar las condiciones para que ocho puntos de la curva sean
coesfericos.

Solucién:  Sea la ecuacion de la esfera: x2+y?+2z2+Ax+By+Cz+D = 0. Luego se tiene que:
tt+te+t* + At + B3+ Ct? + D = t8 +t5 + (1 + A)t* + Bt® + Ct2 + D = 0. Las condiciones pedidas son:
Sti = 0, Stit; = 1, Stitjty = 0, Stitjttitntat, = 0.

H20- Se dalacurva x =t,y=t? z =t* 1° Hallar la relacién entre las t de cuatro puntos para que sean
coplanarios. 2°) Por la tangente AT trazada a la curva en un punto A de la misma, se hace pasar un plano
variable Q. Este plano encuentra a la curva en B y C. Hallar el lugar geométrico de la recta BC. 3°) Un
plano R cualquiera encuentra a la curva en cuatro puntos A,B,C,D. Las rectas AB y CD se cortan en M,
las rectas AC y BD se cortan en N, las rectas AD y BC lo hacen en P. Hallar el lugar geométrico de M, Ny
P cuando R se desplaza paralelamente a si mismo. Demostrar que este lugar es una cubica, y expresarla en
paramétricas racionales. 4°) Demostrar que esta cubica encuentra a la curva dada en tres puntos.

Solucién:  1°) Sea la ecuacion del plano ux +vy +wz +r = 0. Se tiene: ut + vt> + wt* + r = 0. Luego:
Xt =ty +tp +t3 + t, = 0. 2°) Por ser tangente en A, t; = t,, luego: 2t; + t3 +t4 = 0. Las ecuaciones de la
x—ts _ y-t8 _ z-1 y—t§ _ 21§

-tz it -3 s+l (ts +ta)(B+15)
donde se obtiene: (y —t3)(t3 +13) = z —t}, y(t3 + t3) — t3t3 = z. Haciendo S = t3 + t4, P = tsty, se tiene
que: y(S? - 2P) — P?2 = z. Ademas: (X —t3)(ts +t4) =y —t§, xXS—P =y, S = -2t;, P = -2t;x - y. Luego:
y(4t2 + 4t1x + 2y) — (Y + 2t1x)2 = z. De donde: 4t?x2—y2—4t2y+z =0, que es un paraboloide
hiperbdlico, siendo t; el pardmetro correspondiente al punto A. 3°) Sea R = ux+vy+wz+r = 0, y sean
A',B’,C',D' las proyecciones de A,B,C,D sobre z = 0. Seguidamente se aplica que el centro es una
propiedad proyectiva, y se considera que M,N,P son centros de las cénicas degeneradas que pasan por
A,B,C,D.Comox =t,y=1t? =x? z =t* = y?, se tiene la conica: x? = y. Sustituyendo estos valores en
la ecuacion del plano, se obtiene la cénica: ux + vy + wy? + r = 0. El haz de cénicas que pasan por esta
conica y por la conica x> =y, es: UX+VY+Wy2+Tr+A(X2—y) = AX2+Wy2 +ux+y(Vv—A) +r =0,
cuyas derivadas son: f, = 2Ax+u =0, f; = 2wy +v -1 = 0, de donde: 1 = U vy 2wy, es decir:

recta BC son:

Luego, despejando: x —t3 =

2X
2vx + 4wxy + u = 0. Para que las conicas del haz degeneren, se debe cumplir que su determinante sea
u
A 0 > 2
nulo: | 0w VE)L = Arw — UZW - MV;’D =0. Como r=-ux—vy—wz, se tiene:
u V-4
2 2 '
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2
utw _ AV=A)" 4

—AW(UX + vy + Wz) — o 7] . Introduciendo en esta ecuacion los valores de A antes

2
. 2 - i
encontrados, se tiene: uw(ux +2:(/y+wz) - U4W _ U é\)/(vy) = 0. Operando, las ecuaciones del Iugar
pedido son: 2wy? + ux + 2vy + 2wz = 0, 4wxy +2vx +u = 0. En paramétricas: x = 2,[ , ¥ = WV ,
7= —t° + V2t + u? W Introduciendo estos valores en la ecuacion Ax+By+Cz+D =0, se tiene:

4W2t

—-u -V 3 + v2t + u?w _ “hi 0
ot ZUp4d W B+ At C+D =0, que es de tercer grado, luego es una cubica. 4°) En la

superficie 4wxy + 2vx +u = 0, estan los puntos del lugar de M, N y P, y también los de la alabeada
4wt - t2 + 2vt + u = 0 (esta ecuacion se obtiene sustituyendo en la ecuacion de la superficie los valores de
la curva dada en el enunciado). Luego las raices de 4wt® + 2vt + u = 0, corresponden a las tres t de los tres
puntos de encuentro.

H21- Se da la curva x = t4, y = t3, z = t. 1°) Hallar la condicion para que cuatro puntos de la curva, sean
coplanarios. 2°) Hallar la condicion para que tres puntos de la curva, estén alineados. 3°) Hallar la
ecuacion general de las secantes triples y su lugar geométrico.

Solucion: 1°) La interseccion de la curva con el plano ux + vy + wz + r = 0, viene dada por la ecuacion:
ut* + vt® + wt+r = 0. Por tanto, la Unica condicion es: Ztit; = tito + tits + tits + tots + tots + tsty = 0.
2°) Para que estén alineados, los puntos deben estar sobre los planos: x = az + p, y = bz + g. Las t de estos
puntos vienen dadas por: t* = at + p, t® = bt + q. De esta Ultima se deduce que: t; +t, +t3 = 0, y de la
primera, que: t; +t, + t3 + t4 = 0. Luego: t; = 0, tit; + tit3 + tots = 0. 3°) Los planos se transforman en:
X = titotsz, y = titots, de donde: X = yz, que es el lugar geométrico de las secantes triples.

H 22- Probar que toda superficie de revolucién que cumple la condicion de ser plana la curva de contacto de
un cono cualquiera circunscrito a la superficie, es una cuadrica.

Solucién:  Sea f(x? +y2,z) = 0, la superficie de grado m. Sea (a, 3,7) el vértice del cono. El plano
tangente a la superficie en el punto (x,y,z), es: (X —x)fx + (Y —y)fy, + (Z-2)f; = 0. Y como pasa por
(a,B,7): (a—x)fi+ (B-y)fy+(y—2)f; = 0. Esta ecuacion, junto con f(x?2+y?z) =0, da la curva
interseccion, de grado m(m-1). Como la curva es plana, su ecuaciéon es: f(x?>+y?z) =0,
ux +vy +wz+r = 0, que es de grado m. Como los dos grados han de ser iguales, por ser la misma curva,
ha de verificarse que m = m(m — 1), de donde m = 2, luego es una cuadrica.

H 23- Hallar el conoide engendrado por una recta que se apoyg/a en OX cuyo plano director es el plano YOZ,
siendo la minima distancia de dicha recta a la recta constante e igual a 4.

-1 3 ’
Solucion: La recta que se apoya en OX 'y es paralela aYOZ, es: % = % = % Su distancia a la recta
a 0 o0
2 -1 3
0 b c
dada, es: 4 = = —ac — 3ab . Introduciendo los valores: a = x, b =y,

J(c+30)% +4c? +4b2  /5c? +13b% + 6be
¢ = z, y operando, se tiene la ecuacion pedida: 16(13y?2 + 522 + 6yz) = x2(3y + ).

P

H24- Se da la curva x = pecos6, y = pe’sing, z = §e2". 1°) Hallar la proyeccién de la curva sobre el

plano XY. La curva esta situada en una superficie de revolucion S. Hallarla y definirla. 2°) La tangente en
un punto M de la curva, corta al plano XY en un punto N. Hallar y definir el lugar geométrico de N cuando
M varia sobre la curva dada. Siendo M’ la proyeccién de M sobre XY, los puntos ONM' forman un
triangulo cuya naturaleza se pide. 3°) La citada tangente MN, es tangente también a la superficie S',
simétrica de S respecto de XY. Demostrarlo y hallar las coordenadas del punto de tangencia M;. 4°) El
punto M; se proyecta sobre XY en Mj. Hallar su lugar geométrico al moverse M; sobre S'. Definir el
triangulo OM' M.

Soluciéon: 1°) La proyeccion de la curva sobre el plano XY viene dada por las ecuaciones: x = pe?cos9,
y = pe’sind, es decir: x? = p%e?cos?0, y? = p?e¥sin?0. Luego: x? +y? = p2%%, o bien: p = *pe’.
Como: x2 +y? = p2e?’ = 2pz, se tiene que la superficie de revolucién S es el paraboloide eliptico

X2 +y2 = 2pz. 2°) Siendo: X' = X -V, y' = y+Xx, Z = 2z, la tangente en M es: g((ji,( = I;i,/ = ZZ_ZZ'
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Esta tangente corta al plano z = 0 en el punto N( X er y : y E X ,O). Luego la ecuacion del lugar de N es:
X = %pef’(sin9+cose), y = %pe"(sin@—cos@), z=0. O bien, p = %e". Haciendo o = 0 — %
p = #e“*%, que es una espiral logaritmica. Siendo: O(0,0), N( x;y, y;x ) M'(x,y), se tiene

que: ON = NM’, OM' = J/2 - ON. Luego el triangulo ONM’ es rectangulo isdsceles, siendo recto el

_ P
2(2- Je p
angulo en N. 39 S’ = x? +y? + 2pz = 0. Luego: ——— * p2e?l + Zp(z - ?e29> +2pz = 0. De

2
donde: (z + Be”) =0, con lo que queda demostrado que MN es tangente a S', siendo el punto de
tangencia Mlipe" sin®,—pe’ cose,—n%e”). 4°) Las coordenadas de M3 son: (pe?sind,—pe?cos®). Luego

su lugar geométrico es: p = +pe“ 2. Siendo: O(0,0), M'(pe’cos@, pe?sind), M’ (pe’sind,—pe’ cosh),
se tiene que: OM’ = OM}, M'M} = /2 - OM'. Luego el triangulo OM'M} es rectangulo isosceles, siendo
recto el angulo en O.

H 25- Dada la superficie x = (a+ bu)cosv,y = (b +au)sinv, z = hu, 1°) Demostrar que es reglada, hallando
las generatrices rectilineas. 2°) Hallar la ecuacion de la curva de contacto del cilindro que proyecta el
contorno aparente de esta superficie, sobre el plano XOY.

Solucion: 19 u = % Luego: x = %zcosv+acosv, y = %zsinv+ bsinv. Por tanto, la superficie es

reglada, siendo las ecuaciones de las generatrices rectilineas las obtenidas. 2°) El plano tangente a la
X—(a+bu)cosv y—(b+au)sinv z—hu

superficie es: bcosv asinv h = 0. Para que sea tangente al cilindro
—(a +bu)sinv (b +au)cosv 0
bcosv asinv 2 ain2 2 n<2 .
proyectante: _ = 0, de donde u = —&-SINV+D®COS*V  g,tityyendo
—(a+bu)sinv (b+au)cosv ab

. - . . . 2 _p2
este valor en las ecuaciones de la superficie, se obtienen las ecuaciones pedidas: x = & a b cosdv,

_ b%2—a% .3, 5 _ _na2sin’v+b?
y = b sin®v, z = -h ab

2 2
(ax) 3 + (by)3 = (a®? —b?) 3. 3% El dibujo de esta curva paraa = 2, b = 1, es el siguiente:

2 .,
COSTV. por tanto, la ecuacion de la curva sobre el plano XY, es:

2
3

25/

1.25

H 26- Dada la curva x = at, y = bt?, z = ct?, se trazan los planos osculadores en tres puntos A, B, C. Hallar el
area del tridangulo formado por las intersecciones de los tres planos osculadores con el plano ABC.
x—at y-bt?> z-ctd
Solucién:  El plano osculador en un punto genérico de la curva, es: a 2bt 3ct? =
0 2b 6t

2 R
= ﬁ( P’BX - S—;y + % - t3> = 0. Por cada punto del espacio (a, 8, y) pasan tres planos osculadores,
., 2
segun las tres raices ty, t, t3 de la ecuacion: t3 — 30‘Tt + % - % = 0. Las coordenadas de este punto en
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bzr it

aZt. , B = , ¥ = Ctitjti. La ecuacion del plano ABC es:

funcion de estas tres raices, son: a =
X y z
at; btz ct

1

1 . S .

= 0. Desarrollando el determinante y simplificando, la ecuacion del plano ABC es:
at, bt% ct, 1
1

ats bti ct3
2t x— iy —titjty = 0. Esta ecuacion se satisface para las coordenadas «a, 8, y, calculadas mas
a b y C ititk = p Vs

arriba, luego los cuatro planos pasan por el mismo punto, por lo que el area del triangulo definido en el
enunciado, es nula.

H 27- Dado un cilindro cuya seccion recta en el plano XOY, es la cardioide p = a(1 + cos6), demostrar que
existe una esfera tal que su interseccion con el cilindro es una hélice cuyo cilindro rectificante es el dado.

Solucién:  En la cardioide: ds = ,/p? + p? do = 1/a2(1 +0s0)% + a2sin?0 dp = 2acos L 0 d9 Luego:

S = jZacos 0 49 = 4asin % + C. La ecuacion de la hélice es: p = a(1 +cos@), z = 4aksm% +C. La

2
ecuacion de la esfera, en coordenadas cilindricas, es: p? +z? = R2. La interseccion del cilindro y la esfera

viene dada por: a?(1 + cosf)? +z2 = R2. De donde z = JRZ —a2(1+cos0)®. Para que este valor sea
igual a 4aksin g , ha de tenerse que: R? = 16a2kzsin2% +a2(1+cosh)? = 16a2kzsin2% +2a? cosz%
Para k? = % se tiene que: R? = 2a2. Luego el enunciado se cumple para la esfera de ecuacion:

p? +12%2 = 2a%

H28- Se da la pardbola y? —2px = 0, z = 0. Por un punto A del plano XY se trazan las tangentes a la
parédbola, que tocan a la curva en B y C. Se considera el triedro trirrectangulo que pasa por ABC. Hallar:
1°) El lugar geométrico del vértice V del triedro. 2°) Los puntos dobles y las generatrices rectilineas de la
superficie hallada. 3°) El lugar geométrico de los puntos A que corresponden a puntos de dicha superficie
situados en el planoz—h = 0.

Solucién:  1°) Las coordenadas de los cuatro vértices son: A[2pAu,p(A + u),0], B(2pA%,2pA,0),
C(2pu?,2pu,0), V(xy,z). En el triangulo rectangulo VBC, se tiene: VB2 +VC? = BC?, es decir:
(X = 2pA2)% + (y — 2pA)% + 22 + (X — 2pu?)? + (y — 2pu)” + 22 = (2pA2 — 2pu?)* + (2pA — 2pu)®. Luego,
operando, se tiene: x2 +y? +22 — 2p(A2 + u?)x — 2p(A + )y + 4Aup?(1 + Au) = 0 (1). En relacién con
los otros dos triangulos rectangulos VAB y VAC, planteando las correspondientes ecuaciones:
VA? + VB? = AB?, VA? + VC? = AC?, desarrollandolas y operando y simplificando en ellas, se obtienen
las dos ecuaciones siguientes: X2 +Yy? + 22 — 2pA(A + )X — p(3A + p)y + 2Ap2(RA%u+ A+ ) = 0 (1),
X2 +y2 422 = 2pu(A + p)x — pBu + A)y + 2up?RuiA+ A +pu) =0 (I111). De (1) y (1) se obtiene:

2uX+y —2pARAu+1) =0; de (I) y (I): 2Ax+y—2pu(2Au+1) = 0. De donde: A+ u = Ey,
A =—= (1 + & ) Introduciendo estos valores en (1), se tiene la ecuacion del lugar del vértice V del
triedro: 2x(y +22) 4px? + py? — 2p2x = 0. 2° Obteniendo las primeras derivadas parciales de esta

ecuacion, igualandolas a cero, y resolviendo el sistema, se tienen los puntos singulares (0,0,%p).
Obligando a que la ecuacion del lugar contenga a la recta de ecuaciones: X =ap+a, Yy = bp+ 3,
Zz=cp+y, se obtiene la ecuacién: 2a(b? +c?)p® + (4abp + 4acy + 2b%a + 2c%a + pb? — 4pa?)p? +
+(2ap? + 2ay? + 4bap + 4cay — 8paa + 2pbp — 2p2a)p + 2aB? + 2ay? — 4pa? + pB% — 2p?a = 0. En esta
ecuacion, igualando a cero sus coeficientes, se tienen dos soluciones. La primera solucion,
a=b=a=p=0,que proporciona la generatriz: X = y_z77 , es decir: x = 0,y = 0. La segunda

0 O 0
X + p
y P : . _y-B _ -
solucion, a=c=y =0, a = —-» que proporciona la generatriz: O b O’ es decir:
X = 2p , Z = 0. 3% Introduciendo en las coordenadas de A, los valores encontrados para Au 'y para A + u,
se tiene que, siendo «, B dichas coordenadas: @ = —-p—X, f = Y De donde se obtiene que: X = —a —p,

2x
= m. Sustituidos estos valores en la ecuacion del lugar, junto con z = h, y cambiando «, 8 por

X, Y, se tiene el lugar pedido: 4x2y? + 6pxy? + 2p2y? + 2p3x + p2b? + p* = 0.
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H 29- Hallar la ecuacion en su plano, de lacurvax? +y? +z2 = 4, x+2y—z+1 = 0.

Solucion:  Se traslada el origen a un punto del plano, por ejemplo (0,0,1), con lo que las ecuaciones de
la curva se transforman en: x? + y? + (z + 1)2 -4 =0,x+2y—-z=0. Siendo el plano Ax +By+Cz =0,

se tiene que: cos@ = +C sinf = ‘/T Cosp = — , Singp = 1
JATiBTiCE J_ JA B2 J_ /5

Se aplican las férmulas de Euler para las secuones planas, con lo que se obtienen las S|gU|entes
—2x' y X’ 2y
e 5 _,y—xsm(p+y Ccos@pCosh = -— + ——

z=y'sing =y /% . Introduciendo estos valores en la ecuacion dada, y cambiando x', y', por X, y, se

2 2
. . . 2y 5 2
tiene la ecuacion pedida; [ =2 + Y ) + (L + —) + ( 2 4 1) — 4 = 0. Operando, se
P ( 5 /0 S5 J30 s P
tiene:x2+y2+2/6y 3=0.

igualdades: x = x'cos¢ —y'singpcosf =

H 30- Dada la superficie x = Rcos6,y = Rsinf, z = R, hallar la curva situada sobre ella tal que sus tangentes
forman &ngulo constante con el plano z = 0.

Solucion: Sea la ecuacién de la curva buscada: x = Rcos#, y = Rsinf, z = R, donde R es funcion de 6
(las tres coordenadas dependen de una sola varlable 0). Las ecuaciones de las tangentes en un punto de la

x —Rcosf y —Rsin6 -R
curva, son: - = = . El coseno del angulo V que esta tangente
—Rsind + R’ cosO RcosH +R'sind R’ g g g

forma con el eje OZ, cuyos pardmetros directores son (0,0,1), viene dado por la siguiente expresion:
R/ !

R ,
cosV = = . Como el angulo que la
J(-Rsind + R'cos6)” + (Rcosd +R'sing)* +R2  JR*+2R"?
tangente forma con z = 0, es constante, también lo es el angulo V, que es su complementario. Por tanto, se

!
tiene que: R'? = C2(R? + 2R"?). Luego, R ___2C  Esdecin R -+ C gp Integrando,
R J1-2c? R J1-2C?

se tiene que: R = e*’. Por tanto, la curva buscada es: x = e cos0, y = e¥’sing, z = e*
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Problemas de Geometria Diferencial

Seccion | - GEOMETRIA DIFERENCIAL EN EL PLANO (%)

I 1- Hallar las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, de la curvay = 15x%? —2x -9, en
el punto de abscisa x = 2.

Solucion:

[
»

T Ol Q N
_ 4793365 “53836‘5:47,007, la

normal es PN = |y,/l +y"? | = 47,/3365 = 2726,405, la subtangente es QT = ‘%‘ = % =0,81,yla

Se tiene: y = 47, y' = 58. Segln la figura, la tangente es PT = ‘% J1+Yy"?

subnormal es QN = |yy'| = 2726.

I 2- Dado el haz de curvas x? —a? + A(y?> —b?) = 0, y un punto fijo (a, 8), hallar el lugar geométrico de los
puntos de contacto de las tangentes trazadas desde dicho punto a las curvas del haz.
Solucién:  Siendo: fy = 2x, fj = 21y, f, = —2a® — 2b?4, la curva polar de (a, ) es: ax + pAy —a®b? = 0.

.. ., 2 2 _ 2 _n2 ., .
Eliminando A entre esta ecuacion y la dada; 4~ b® —ax _ X2-2% | 5 ecuacién del lugar pedido es:

By yz “p?°
(@% +b% —ax)(y? —b?) - (x> —a?)py = 0.

I 3- Dada la curvax? +y? = 9, hallar las tangentes paralelas a la direcciéony = 2x.
Solucion: fi=2x, fy, =2y, y = _TX = 2. Las raices del sistema: x2+y%? =9, x+2y =0, son:

6 - 3 . 3 6 3 6
X=x—— y=F—2- Lastangentesson:y+ —=— =2( X— — |, y— —=— =2( X+ — |.
s d s ( ﬁ)y /5 ( J§>

I 4- Dada la curva x = t?, y = t3 —t2, hallar la ecuacion del conjunto de los coeficientes angulares de las
tangentes trazadas desde el punto (1,4).

! 2
Solucién:  Ecuacién de la tangente: y —t3 + 12 = %(x—tz) = %(x—tz). Particularizando para

(1,4), se tiene: 4 —t3 +12 = LIz'[(l —t?). De donde: t3 —t>(1 +m) + m—4 = 0. Como ha de tener

2 !
una raiz comun con la derivada: m = % = % es decir: t = % Sustituyendo este valor:
3 3
8(”‘2;1) - 4(”'; D L m—4 — 0. Operando: 4(m + 1)° — 27m + 108 = 0.

I 5- Hallar la ecuacion del haz de tangentes trazadas desde (—1,0) a la curva y? = 2px.
y

Solucion: La tangente es: y = m(x + 1), de donde: m = T Derivando la ecuacion dada: 2yy' = 2p.
Luego:y' = % =m= x}: T La ecuacion pedida es: y2 — p(x + 1) = 0.

(%) En la seccion E se han estudiado problemas similares a algunos de los planteados en esta seccion.
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I 6- Hallar la ecuacion de los coeficientes angulares de las tangentes trazadas desde (a, ) a la curvay = x3.

Solucién:  La tangente es: y — 8 = m(Xx —a). La interseccion con la curva es: x3 = mx —ma + 8. Esta
ecuacion ha de tener una raiz comin con la derivada de la ecuacion dada: y' = 3x?. Es decir:

4 3 1 1
—(Mm)2 S(MmYy2 ()2 S(Mmyz/m _ - _
X = (-3 ) : Por tanto: ( 3 ) rr;( 3 ) ma + B. Operando: ( 3 ) ( 3 m) ma — S. La
ecuacion pedida es: 4m® — 27(ma — B)° = 0.
I 7- Hallar el conjunto de las tangentes al circulo x? + y? = R?, paralelas a la direcciény = mx + n.

Solucion:  x%+ (mx+14)2—=R? = 0, (1 +m?)x? + 2mAx + A2 — R? = 0. Haciendo que la raiz sea doble:

m?A% — (1 + m?)(A? - R?) = 0. Luego: A2 = R?(1 + m?). Las tangentes son: y = mx + Ry1 +m?, o bien:
(y —mx)? = R2(1 + m?).

I 8- Dada lacurvay = x3, hallar la ecuacién de su normal en el punto (1,1).

Solucion: y' = 3x? =3.Lanormales:y—1 = _Tl(x— 1), esdecir:x+3y—4 =0.

., . 3J2
1 9- Dada la curvax? +y? = 9, hallar la ecuacién de la normal en el punto de abscisa x = i

2
Solucion:  El punto es (%%) Derivando la ecuacion de la curva y particularizando para el

punto dado: 2x + 2yy' = 0,y' = _TX = -1. Lanormal es:y — 3‘47 =X- 3‘? , es decir: y = x.

1 10- Hallar la normal de la curvax = 2cosa, y = 2sina, para o = %

Solucion: El punto es (0,2). Particularizando las derivadas para este punto: x' = —-2sina = -2,
r_ _ v 9 _ 2y sy
y' =2cosa = 0.Lanormales:y—2 = 0 (x—0), es decir: x = 0.

I 11- Dada la curva x? +y? —4x —4y +4 = 0, hallar el conjunto de las normales trazadas desde el punto
(4,4).

Solucion: La ecuacion de la normal es: xfy, —yf,, +yify —xify, = 0. Particularizada para (4,4), se tiene:
y—4 =m(x—4), es decir: mx—-y+4—4m = 0. Como: f; = 2x — 4, f, = 2y — 4, se tiene, identificando
m 1 4 — 4m —L1-M pe los dos primeros términos,

coeficientes: Sy -4 T ox+4  yax—d)-x@y—d) XV
2y—4 2y-4 _ ., Xx+y
2X—4 2X—4°

. _ —X+Y )
4 Del primero y_tercero, m=1+ TR Luego:
2y —4 = X+y+2x—4. Esdecir:x =y.

m =

Operando:

I 12- Hallar la ecuacion diferencial del haz de circunferencias x? + y2 — Ax = 0.

2 2
Solucién: Derivando: 2x + 2yy' — A = 0. De donde: A = 2x + 2yy' = X ;y . Sustituyendo este valor en
la ecuacion dada, se tiene la ecuacion pedida: x? — y? + 2xyy' = 0.

I 13- Encontrar una curva cuya pendiente en un punto sea igual al doble de la abscisa de dicho punto.

Solucion: y' = % = 2X. Luego: dy = 2xdx. Integrando: y = x> + C.

| 14- Dada la curvay = 3x* — 4x3 + 1, hallar maximos, minimos, puntos de inflexién y concavidad.

Solucion: Derivando: y' = 12x3 — 12x? = 12x?(x — 1), y" = 36x? — 24x = 12x(3x — 2). Para 'y’ = 0, se
tienen los valores: x = 0, x = 1. Paray” = 0, se tienen los valores: x = 0, x = 2 Los puntos de inflexion

3
corresponden a (0,1) y a (% %) El punto (1,0) corresponde a un minimo de y, pues y"(1) = 12 > 0.
Parax < 0,y"” > 0, luego la concavidad de la curva es hacia el eje +y. Para 0 < x < % y" < 0, luego la

concavidad es hacia el eje —y. Para x > l, y" > 0, la concavidad es hacia el eje +y. La curva se ha
representado en el siguiente dibujo:
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O Il
1.25
1 15- Hallar maximos y minimos de la curvay = X2=X+1
X2 +x-1
_ _ 3 _ 2 _
Solucién: Derivando: y' = LZ)Z y' = 40 = 3 31) . Para y' = 0, se tienen los valores:
X2+x-1) X2 +x-1)
x=0,x=2 Parax=0,y" =-4 <0, luego el punto (0,-1) es un maximo. Para x = 2, y" = 4 0,
P 25
luego el punto (2, %) es un minimo. La curva se ha representado en el siguiente dibujo:
0
5 5
5L
I 16- Hallar maximos y minimos de la curva x = 1 _t R y = lt-gt .
iy . 3 ot o —2t+3)1-t3)? .
Solucién: Derivando: x' = M, r— =2t=3 parg Yy _ = 0, se tienen los
(1-13)? y t4 X' 42t + 1)
valores:t=1,t = _73 Parat = 1, se tiene el punto (o0,2), que corresponde a una asintota. Parat = _73
, 4913
se obtiene el punto (_—12 i) que es un maximo de y. Para X = rtEr+1) > = 0, se tienen
35 27 y' —2t+3)(1-t%)
los valores: t =0, t = % Para t = 0, se tiene el punto (0,%), que corresponde a una asintota. Para
— 23
t= % se obtiene el punto ( 3;/27 , 2 \3/27‘/? ) que es un minimo de x. La curva se ha representado en
el siguiente dibujo:
T1
; 0
-1.25
-1

287



t

I 17- Hallar maximos y minimos de la curva x = ta_tzl VY = tzi T siendo a > 0.
- —a(t? - ! _(t_1)\3
Solucién:  Derivando: x' = M, y' = a(t—lz)_ Par y_/ _ G 1)2 t+1) _ 0, se tienen los
t-1) (t?+1) X t+1D)t(t-2)
valores:t = 1,t=-1,t = 0. Parat = 1, se tiene el punto (oo, %) que corresponde a una asintota. Para

t = -1, se tiene el punto <_7a _Ta> que es un minimo de y. Para t = oo, se tiene el punto (w«,0) que
P+ D)%(t-2)
(-1t +1)
Parat = 0, se tiene el punto (0,0), que es un maximo de x. Parat = 2, se tiene el punto <4a, @) que es
un minimo de x. Para t = +i, los puntos son imaginarios. (Ver problemas | 24, | 28). La curva se ha

representado en el siguiente dibujo:
05— <

/ - -
corresponde a una asintota. Para % = 0, se tienen los valores: t =0, t = 2, t = +i.

—-05

118- Dada la curva (x2 +y?)® —y(y? — 3x2) = 0, hallar sus puntos singulares y las tangentes en ellos.

Solucién:  Derivando e igualando a cero: f, = 3(x? +y2)?2x + 6xy = 0, f, = 3(x2 + y2)*2y — 3y = 0.
Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones y la dada, se obtiene el punto singular (0,0).
Los términos de menor grado de la ecuacién dada son: y(y? —3x?), que igualados a cero, dan las
tangentes: y = 0,y = +,/3 x. La curva se ha representado en el siguiente dibujo:

05T

119- Hallar los puntos singulares y las tangentes en ellos, de la curva 2xy3 + 3x2y? — (x2 — a2)® = 0.

Solucién:  Derivando e igualando a cero: f, = 2y3 + 6xy? —4(x? —a?)x = 0, f, = 6xy? + 6x?y = 0.
Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones y la dada, se obtienen los puntos singulares
(+a,0). Trasladando el origen de coordenadas al punto (a,0), se tiene la ecuacion de la curva:
2(x+a)y® +3(x +a)%y2 — (x2 + 2ax)® = 0, cuyos términos de menor grado son: 3a%y? —4a2x?, que
igualados a cero, dan las tangentes: y = +—2_. Deshaciendo la traslacion, las tangentes a la curva dada

J3

son: yziﬁ(x—a). Procediendo similarmente con el punto (—a,0), se obtienen las tangentes:
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y=+= (x + a). La curva se ha representado en el siguiente dibujo:

2
J3

1 20- Dada la curva x*y —y® + xy(y? — 4x?) = 0, hallar las tangentes en el punto singular (0,0).

Solucién:  Los términos de menor grado son: xy(y? — 4x?), que igualados a cero, dan las tangentes:
x =0,y =0,y = %2x. Ahora bien, la recta y = 0 forma parte de la curva dada, luego no es una tangente.
Por tanto, las tangentes en el origen son: x = 0, y = +2x. La curva se ha representado en el siguiente
dibujo (la curva incluye el eje y = 0).

'
o T
N

I 21- Estudiar la posicion de la curva y® — 16x* + 4x3y + 16x2y2 — 4xy® = 0, respecto a las tangentes en (0,0).

[
)

Solucioén:

b:
a

Fig A FigB FigC Fig D

Los términos de menor grado son: —16x* + 4x3y + 16x2y? — 4xy2, que igualados a cero, dan las tangentes
en el origen: x = 0,y = X,y = =X, y = 4x. Para estudiar la posicion de la curva con relacién a la tangente
x =0 (figura A), se hace x = 0y, para 6 —» 0. Sustituyendo este valor en la ecuacién de la curva y
despreciando los términos de mayor grado en 6, se obtiene: y = 40 + 0(0). Para 6 > 0, se tiene la recta a
de la figura, siendo y > 0. Para 6 < 0, se tiene la recta b de la figura, siendo y < 0. Paray = x (figura B),
se hace y = (1+0)x, para 6 - 0. Sustituyendo este valor en la ecuacion de la curva, se tiene:
X = =240 + 0(0). Para 8 > 0 (recta a de la figura), x < 0. Para 6 < 0 (recta b), x > 0. Paray = —x (figura
C), se hace y = (-1 +60)x, para 6 — 0. Sustituyendo este valor en la ecuacion de la curva, se tiene:
X = —400 + 0(0). Para # > 0 (recta @), x < 0. Para 8 < 0 (recta b), x > 0. Paray = 4x (figura D), se hace

y = (4 + 0)x, para 6 — 0. Sustituyendo este valor en la ecuacién de la curva, se tiene: x = %9 +0(0).
Para® > 0 (rectaa), x > 0. Para @ < 0 (rectab), x < 0.
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t3 y = t2 — 2t
t-1)(t+2)’ t—1 -
t3 t3 t2 -2ty  t3-2t,
= = .0
G- DL+2) G- D2 t-1 ~ -1 orerando
se obtiene: t3t + tita(ty + 1) — 2(t2 +t3 +t1t2) = 0, tito — (t1 +t2)+2 = 0. Haciendo S =t; +1,
P = tit,, se tiene: P2+ PS-2(S2-P) =0,P-S+2 = 0, cuya solucién es: S = 0, P = -2, obteniéndose

4 3 2 2
t — +J2, siendo el punto singular (2,—2). Derivando: x' = —+200=6t" v _ 2-2t+2 pory
V2 P J (2.-2) (t—1)%(t+2)? y (t-1)°

t= 42, y_/ =-3-2/2.Parat=—,2, i— = -3+ 24/2. Por tanto, las ecuaciones de las tangentes son:

!

I 22- Hallar los puntos singulares y las tangentes en ellos, de la curva x =

Solucion: Ha de cumplirse que:

y+2=(-3% 2,/7>(x — 2). La curva se harepresentado en el siguiente dibujo:

-

t(3t2 - 2) t4

20-o Y " -
4(1-1t2) 4(1-12)
Solucion:  Cuando no es facil resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, x(t;) = x(t2),

y(t1) = y(t2), como es el caso de este problema, se puede encontrar un valor de t que anule ax’' y ay’, que
(12 -2)(-3t2+1) 0

41 - 12)?

I 23- Hallar los puntos singulares y las tangentes en ellos, de la curva x =

corresponderia a un punto singular. Derivando e igualando a cero: x' =

_2t3(12 —
y' = —j:l(t tz)z) = 0, obteniéndose t=+,2, siendo los puntos singulares (+y2,-1). Como
yo__ o3 -4 : __4
T = 3 — T& 2, las tangentes son: y + 1 = F£-/2 (x+ 2 ). (Ver problemas | 26, 1 33). La

curva se ha representado en el siguiente dibujo:

71N\

. 2
I 24- Hallar los puntos singulares y las tangentes en ellos, de la curva x = ta_t Y= at

t2+1°

at? at3 at; at, :
— , = , haciendo t; +t; = S, tit; = P,
-1 G-1'2+1 B+l tTe b

. + J/3i .
se tiene: S=P =1, luego: t?-t+1=0,t= 1_7‘5' El punto correspondiente es (a,a). Como las
tangentes son imaginarias, dicho punto es un punto aislado. (Ver problemas | 17, | 28).

Solucién: Resolviendo el sistema:

X3 —2x2 +x+1
X2 —3x+2

I 25- Calcular las asintotas de la curvay = , estudiando la posicién relativa de la curva y

las asintotas.
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Solucién:

El denominador se anula para x = 1, x = 2, que definen dos asintotas paralelas al eje OY. Para estudiar la
posicion relativa de la curva y la asintota x = 1, se hace x = 1+ 6, 6 — 0, obteniéndose para 6 > 0, que
y - 400, ¥y para 6 <0, que y -» —o. En relacién a la asintota x =2, se hace x=2+86, 6 > 0,
obteniéndose para 6 > 0, que y - +o, y para 6 < 0, que y - —oo (ver la figura). Como para x — oo,
y — oo, la curva tiene una asintota general y = ax +b. Para obtenerla se hallan los siguientes limites:

3 2
a =lim ¥ —lim 3X —2X°+x+1 _ 3 —I|m 3x) =lim M = 7. Por tanto, la asintota
oo X xom — 3x2 + 2x y=3%) oo X2 —3X+2
es:y =3x+7. Para estudlar la posicion relatlva se calcula la dlferenc?sentre la ordenada de la curvay. y
16 — =2
la de la asintota y,, obteniéndose y.—Yya = 16x—13 _ X2 . Para x » 4o, y. > ya. Para

X —- —o0, Ya > Y. Las posiciones estudiadas se han representado en el esquema de mas arriba, y la curva
en el dibujo siguiente:

N

t(3t2-2) t4

- T aa-v)

Solucién: No hay asintotas paralelas a los ejes, pues no hay un valor de t que haga infinita una variable
para un valor finito de la otra. Parat = 1, las dos variables toman valor infinito. Siendo la ecuacion de la

asintota general y = ax + b, se tiene que para t = 1: a =lim % =lim ;[—4 =1 b=lim{y-x)=
t=1 w1 1(3t°-2) 1

1 26- Hallar las asintotas de la curva x =

.4 _ 243 . t(tP-2t-2) 3 . 3
—lim =30 +2t iy = 2 La asin :y=X+-2. Para t = -1, procedien
imZa-t) in G+ D) g Laas tota es: y + g ara t , procediendo de
forma analoga, se tiene la asintota: y = —X + % (Ver problemas I 23, | 33). Para t = +oo, se tienen dos

ramas parabolicas segun el eje —y.

. i . .
I 27- Hallar la asintota de y = xex, y su posicion relativa respecto a la curva.

Solucion:
Y P
Y=X+1
’d
. S S 1 1 1 v 1
Por desarrollo en serie, se tiene: ex =1+ +—2 + — 6x3 b Yy =Xex =x+1+ > +.... La

asintota es: y = x + 1. La posicion relativa esta dada por y. —ya = 1 .Parax >0, y. > Yya. Parax < 0,
Ye < Ya. Las posiciones estudiadas se han representado en el esquema de més arriba, y la curva en el
dibujo siguiente:
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a /
yd

25 - 25

//
) . _ _at? _ _at
1 28- Hallar las asintotas de x = +=,y = Tl
Solucion: Parat=1,Xx > o0,y = % Parat —» o, X —» o0, y = 0. Las asintotas son: y = % y = 0. (Ver

problemas | 17, | 24).

I 29- Hallar las asintotas de lacurvax = £ Jt? = 3t+2,y = %

Solucion: Parat — oo, X = 200,y =0. Parat =0, x = +/2, y = oo. Las asintotas son: y = 0, x = J2,
x = —4/2. La curva se ha representado en el dibujo siguiente:

1
cost”

Solucion: No hay asintotas paralelas a los ejes, pues no hay un valor de t que haga infinita a una variable
para un valor finito de la otra. Para hallar la asintota general y = ax + b, se tiene que parat = +Z, x - oo,

I 30- Hallar las asintotas de la curva x = tant +sint,y =

5
= ﬂ' =li l =i 1 =i —1 = =li — =
y = oo Para t= 2 @ !1? X !l%‘ cost(tant + sint) !l%‘ sint + sintcost LD tlzlg =
T 1 1 _nim l-—sint—sintcost _ji. —COSt—COS?t+sin’t _ ‘
_L'g (cost tant+sint> _L'g cost _L'g —sint =-1. La asintota

es: y=x-1. Para t = =% la asintota es: x+y+1 = 0. La curva se ha representado en el dibujo

- - 2
SIgUIente:
\2_//
o

-2.5 25

AN
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I 31- Hallar la posicion de la curva x = 1 o Y = 1 +t , respecto a sus asintotas x = 1,y = 2.
Solucion:
AY |
_ Y=2 _
X=1
ol > X

Parat=0,x=1y=o0 Parat=1, x =, y = 2. Para estudiar la posicion de la curva respecto a la
asintota x = 1, se hace t=60, 8 - 0, con lo que y = 1460 . 1 parg 0 >0,y - +oo. Para 8 <0,

0 0%
y — —oo. Para estudiar la posicion de la curva respecto a la asintotay = 2, se hacet =1+6,0 - 0, con lo
que X = ﬁ = 3—1 y la diferencia entre las ordenadas de la curva y de la asintota, es
-1+

Ve —VYa = 1+tt—3—2t3 ~ -50. Para 6 >0, x <0, ya > VY. Para 0 <0, x>0, yc > Ya. Las posiciones
estudiadas se han representado en el esquema de mas arriba, y la curva en el dibujo siguiente:

3[y6 _ 4
I 32- Hallar la asintotadey = x—3x, y estudiar la posicion relativa de la curva con la asintota.
Ix2+2x-1
Solucion:
Y P
T Y=X-1
/I > X
3 1
1 3 1 1

yo OC-HT e-F) (1-F -+ _

- 1 1 2 -

2 > > 1(2_ 1 1(2_1
(X +2X—1)2 X<l+%_x_12>2 1+?(Y_7>_Z(Y_F> +...

x2—1- % +o..

= X —X—14 2t Luego la asintota es: y = x—1. La posicion relativa viene
X+1- 4., 2X

2X
definida por y. — ya = 3 .Parax > 0,y > ya. Parax < 0, y. < ya. EStas posiciones se han representado

en el esquema de mas arrlba
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I 33- Estudiar la posicion relativa de la asintotay = x + = 3 delacurvax = (3t* - 2) y = tt
8’ 41-12) "7 41-t2)

Y
Y=X+3/8

La asintota se obtiene para t = 1. La diferencia entre la ordenada y. de la curva y la ordenada y, de la

t4  tBtP-2) 3 23_4t2_t+3 _ N
41-t2)  4(1-t2) 8 8T 1) . Haciendo t=1+60, 6 - 0, se
tiene: yo —ya ~ i’g X =~ —LBQ Para 0 > 0, x <0, yc > VYa. Para 0 <0, x > 0, yc < Ya. Las posiciones

estudiadas se han representado en el esquema de mas arriba. (Ver problemas | 23, | 26).

Solucién:

asintota, es yc—Ya =

I 34- Dada la curvay = f(x), sean Ay B los puntos en que la tangente y la normal trazadas en un punto M de
la curva, cortan al eje OX. En B se traza la perpendicular al eje OX, sobre la que se toma el punto P de
forma que BP = BM. Los puntos P describen la curva 'y = ¢(x). Demostrar que la tangente a esta curva
trazada en P, pasa por A.

Solucién:

O B A

Sean: P(a, B), B = p(a), M(x,y), MB = y/T+y? = PB = B, a = OB = x+yy, P(x+yy',y/T+y?),
OA = x - % Las ecuaciones paramétricas de B = ¢(a), son: a =x+yy, B=yJ/l+y?, cuyo

parametro es x. Como: ay = (X +yy'), = 1+y? +yy", By = (y,/1+y’2> =y J1+y? + \/&2 =
1+y'

12 12 N
(A+yR) +yyy , se tiene la pendiente de la tangente: m = By A+yH) Wy =

,/1+y’2 ay J1+Y2 (1 +y?2+yy")

‘/%. Luego la ecuaciéon de la tangente trazada en el punto P de la curva B = ¢(a), €s:
+y'
B-yJl+y? = —L—(a—-x-yy'). Esta tangente corta a B =0, en el punto cuya abscisa es:

J +y"?

_ 2
= % +X+yy =Xx- ;’ = OA. Por tanto, la tangente ay = ¢(x), trazada en P, pasa por A.

I 35- Determinar el orden de contacto de las curvasy — 1 = (x —2)*, y—1 = 3(x — 2)°.

Solucién: El punto de contacto es (2,1). Derivando sucesivamente ambas ecuaciones, y particularizando
los valores obtenidos para el citado punto, se tiene para la primera curva: y =4(x - 2) =0,
y' =12(x-2)> =0, y" = 24(x-2) = 0, yY =24, y para la segunda curva: y' = 15(x - 2)" =0,
y" = 60(x—2)° =0, y”’ 180(x —2)? = 0, yV = 360(x —2) = 0, y¥ = 360. Al tener en dicho punto el
mismo valor las derivadas primera, segunda y tercera, y siendo distinta la cuarta, el contacto de las dos
curvas en (2,1) es de 3° orden, es decir, las curvas tienen cuatro puntos confundidos en (2,1).

I 36- Determinar el orden del contacto entre las curvas x> +y2 —8 = 0, X?> + xy +y? —4x —4y + 4 = 0.

Solucion: Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las dos curvas, se obtiene el punto de
contacto (2,2). Derivando sucesivamente ambas ecuaciones y particularizando los resultados para el
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citado punto, se obtienen para la primera curva: 2x+2yy’' =0, y' = -1; 2+2y2 +2yy" =0, y" = —1;
6y'y" +2yy" =0, y"' = _73; 6y"? +8y'y" +2yyV =0, y¥ = _T Para la segunda curva, se tiene:
2X+y+xy +2yy' —4-4y' =0, y =-1; 2+2y +xy" +2y?+2yy" —4y" =0, y' =-1; 3y" +xy" +
+6y'y" +2yy" —4y" =0, y" = _73; 4y" +xyV +6y"? +8y'y" + 2yyV —4yV =0, yv=-6. Al ser
iguales las tres primeras derivadas y distinta la cuarta, el contacto es de 3° orden, es decir, las curvas
tienen cuatro puntos confundidos en (2,2).

I 37- Dadas las curvas y* —y2 —x? = 0, x2 — 2y? + 3y — 1 = 0, determinar el orden de su contacto.

Solucion: Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones, se obtiene el punto de contacto (0,1).
Derivando sucesivamente y particularizando los resultados para el citado punto, se tiene para la primera
curva: 3y%y' —2yy' - 2x =0,y = 0;

6yy!2 + 3y2y// _ 2y/2 _ 2yyH — 0, y// — 2’

6y/3 + 18yy/y// + 3y2y!// _ 6y/y// _ 2yy!// — 0, y/H — 0’

36y2y" + 18yy"? + 24yy'y" + 3y2yV — 6y"? — 8y'y"” — 2yy" = 0, yV = —48;

90y'y""? + 60y"2y"" + 60yy"y" + 30yy'y" + 3y?y¥ — 20y"y" — 10y'y" — 2yy¥ = 0, y¥ = 0;

90y + 360y'y"y" + 90y"2y" + 60yy""? + 90yy"y" + 36yy'y" + 3y2yVl — 20y""2 — 30y"y"V — 12y'y¥ —

—2yy* = 0, y" = 5040.

Para la segunda curva, se tiene: 2x —4yy' + 3y’ = 0,y' = 0;

2-4y?—4yy" +3y" =0,y" =2;

_12y/y// _ 4yyr// + 3y//r _ O, yr// — O,

—12y"? — 16y'y" — 4yy" + 3yV = 0, yV = —48;

—40y"y" — 20y'yV — 4yy¥ + 5yY = 0,y = 0;

_4Oy///2 _ 60y//yiv _ 24y/yv _ 4yyvi + 3yvi — 0, yvi = 5760.

Al ser iguales las cinco primeras derivadas y distinta la sexta, el contacto en (0,1) es de 5° orden, es decir
que las curvas tienen seis puntos confundidos en (0,1).

I 38- Se desea determinar una parabola de eje paralelo a QY, de tal modo que tenga un contacto de orden
maximo (que sea osculatriz) con la curva a?y = x3, en el punto (a,a).

Solucién:  La ecuacion general de una paradbola de eje paralelo a OY es: x2 + 2Ay + 2Bx + C = 0.
Derivando la ecuacion de la curva dadaby particularizando los resultados para (a,a), se tiene:

aty'-3x* =0,y =3;a%"-6x=0,y" = g;a%¥" -6=0,y" = %. En la paradbola, por pasar por

(a,a), se tiene: a? + 2Aa + 2Ba + C = 0. Derivando su ecuacion: 2x + 2Ay' +2B =0, y' = % =3
1+Ay" =0,y" = _Tl = %; Ay" = 0. Resolviendo el sistema formado por las tres ecuaciones, se tiene:
A = _Ta’ B = _Ta’ C= %2. La parabola es: 3x? —ay — 3ax + a2 = 0.

I 39- Hallar la recta osculadora de la curvay = 5x2 + 3, en el punto (1,8).

Solucion:  Como la recta tiene dos pardmetros, el contacto sera de primer orden, satisfaciendo las
coordenadas del punto y la primera derivada (recta tangente). Sea larectay = ax+b, 8 =a+b;y' = a.
Derivando la ecuacion de la curva dada y particularizando los resultados para el punto (1,8):
y' = 10x = 10. Luegoa = 10, b = -2. Larectaes:y = 10x — 2.

I 40- Hallar el circulo osculador de la curva y = 5x3, en el punto cuya ordenada es positiva y cinco veces
mayor que la abscisa.

Solucién: Como 5x = 5x3, el punto es (1,5). Derivando en la curva y particularizando para dicho punto,
se tiene: y' =15x>=15 y"=30x=30, y” =30. Siendo la ecuacién del circulo
(x—a)’+(y—b)?—R2 = 0, se tiene por pasar por (1,5), que (1 —a)® + (5—b)? —R2 = 0. Derivando y

particularizando: 2(x—a)+2(y—b)y' =0, y = —yx_+ba = _51—+ba =15, 2+2y?2+2(y—h)y" =0,
2
y" = 1+y” _ 226 _ 30. Resolviendo el sistema: a = -112, b = 188 o _ 2885794 Ey circulo
-y+b  -5+b

15 225

2
osculador es: (x + 112)? + (y— 188 )" _ 2885794 _

15 225
I 41- Hallar el circulo osculador de la curvay = (a+—b)3x4 en el punto de abscisa 3ab_ particularizar el
108a2b* ' a+b’
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resultado paraa = b = 8.

(a+b)’8la*h® _  3a2

108a%b*(a+b)*  4(a+bh) ,
L 3ab 3a? o (@+b)’x® g

curva dada y particularizando para el punto dado (a+ b’ 4a+D) ) se tiene: y' = “o7atbt b

3,2
v- @DIXT _aib  geq el circulo osculador x—a)?+(y-pB)*—R2=0. Se tiene que:

. Derivando la ecuacién de la

Solucién: La ordenada del punto es y =

9a2b* b2 , ( 2)3 (@ +b2)’
. _wdl+y a@b-a) _ 1+y? 732 4+ 4p2 ,  (Q+y?®)” (a*+
R T A A 4@+b)” = Y7 pa+b)’ o
_ 2 2 2
circulo osculador es: [X—MJ +[y— 7a” + 4b? ] _ @by 0. Para el caso en que
a+b 4(a+b) b2(a+b)?

a = b = 8, el circulo osculador es: (x —4)® + (y — 11)*> — 128 = 0.

I 42- Hallar el circulo osculador de la curvay = cos(x — 1), en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:  El punto de contacto es (1,1). Las derivadas de la curva dada, particularizadas para dicho

punto de contacto, son: y' = —sin(x—1) =0, y'" = —cos(x—1) = —-1. Sea la ecuaciéon del circulo
. 2 Y : . y'(1+y?) 1+y’2
osculador: (x—a)“+(y—b)*—R?=10. Se tiene que: a =Xx-— T =1 b=y+ =0,

1273
R? = (1;+) = 1. El circulo osculador es: (x —1)? +y2 -1 = 0.

I 43- Hallar el circulo osculador de la curva 6y = x® — 12x — 2, en el punto de abscisa x = 2.

Solucion: El punto de contacto es (2,—3). Derivando la curva dada y particularizando para dicho punto:

y' = K12 6 12 _ =0, y" = x = 2. Siendo el circulo osculador: (x —a)?+ (y —b)?> —R? = 0, se tiene que:
! 2 2 1233

w =2, b=y+ 1+y = _75 R? = (1;+) = % El circulo osculador es:

a=x- ;
(x—2)2+<y+%> -1 -0

2
I 44- Hallar el circulo osculador de la curva 2= + yT =1, en el punto de abscisa x = 2, y cuya ordenada es

16
positiva.
Solucion:  El punto de contacto es (2, ,/§> Derivando la ecuacion de la curva dada y particularizando
_ _1_Ay2 _
para dicho punto, se tiene: y' = 4—;‘ ‘ég VAR 1 4y4y = f . Siendo la ecuacion del circulo
/ 2 12
osculador: (x—a)?+(y—b)>-R2=0, se tiene que: a=Xx-— M g b=y+ 1+y —
943 o _ (1+yD® 2107 2107 _
=—2 R? = VE 61 . El circulo osculador es: (x— —) -S4 = 0.
I 45- Hallar el circulo osculador de la curva y? = 10x — 6, en el punto de abscisa x = 1, y cuya ordenada es
positiva.
Solucion:  El punto dezcontacto es (1,2). Derivando la curva dada y particularizando para dicho punto:
y' = % = g,y = % = 52;5 Siendo el circulo osculador: (x —a)® + (y — b)? — R? = 0, se tiene que:
. ya +y/2) 34 1+y’2 _ 8 o (+y?® 24389
a=Xx- ,b=y+ y = 55 R* = v = 625 . El circulo osculador es:

64 -

| 46- Dada la parabola y? = 2px, hallar el centro y el radio del circulo osculador en un punto genérico de la
curva.

N2
Solucién: Derivando, se tiene: y' = % = /% VAR y—p3 Siendo X, Y. las coordenadas del centro del
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1+y7?
y//

/ 3
circulo osculador, se tiene: xc = X — %(1 +yY2)=3X+p, Y=Y+ = p—y2 El radio del circulo

(L+y2)* _ 2y

osculadores: R = - 5
y Py

I 47- Hallar la evoluta de la pardbola y? = 4px.
Solucion: La evoluta es el lugar geométrico de los centros de los circulos osculadores. Las derivadas de

V2 _4p2
la ecuacion de la curva dada, son: y' = % y' = % = 4p ,
! 2 2 3 B
osculador, se tiene: a = x—% 3X+2p, b=y+ 1;:y 4_;’2 De donde: x = 2 32p,

1 2 _
y = (-4p?b) 3. Luego: (-4p%b)3 = 4paT2p. Operando y sustituyendo (a,b) por (x,y), se tiene la

ecuacion de la evoluta: 27py2 — 4(x — 2p)*® = 0. En el dibujo se incluye en linea gruesa la evoluta, y en
linea fina la parabola dada, parap = 1.

2
I 48- Hallar la evoluta de la ellpse DGINS )

b2
Solucion: La evoluta es el Iugar geométrico de Ios2 cen'grog de los circulos osculadores. Las derivadas de
_ _ /
la ecuacién de la elipse, son: y' = byx Yy = b aza y© _ ;zbi . Siendo (a, B) el centro del circulo
! — b2)x3 2 —(32 _ph2)y3
osculador, se tiene: a = x— y(1-|;y ) _ (a° a‘? X , B=y+ 1;,}/ _ @ b4b )y . De donde
2
(F) (7%)
b4 a2 _ bZ ac —
=i _pr :—3rﬁb2. Luego 2 + 07 -1=0. Operando y
2 2

sustituyendo (a, B) por (x,y), se tiene la ecuacién de la evoluta: (ax)3 + (by) 3 = (a? — ) 3 . En el
dibujo siguiente se ha representado la evoluta, y en linea fina la elipse dada, paraa = 2,b =

2
1 49- Hallar la evoluta de la hipérbola X a_ - % = 1.

Solucion: La evoluta es el lugar geométrico de los centros de los circulos osculadores. Las derivadas de
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2 a2yl2
la ecuacién de la hipérbola son: y' = g Xy = b® —ay*® _ a_zbt, . Siendo (a, B) el centro del circulo

a2
2 2 2 _ (a2 23
osculador, se tiene: a = x - y (14;y ) _ @ J;b X , B=Yy+ 1;,}/ _ @ ;4b )y . De donde:

4 [_b* a? + b? {az+b?
= 3 a2a+ab2 , Y =-—3 22 +ﬁb2 . LuegOZ 22 — b? -1=0. Operando y

2 2 2 Lo
sustituyendo a, 8 por X, y, se tiene la ecuacion de la evoluta: (ax) 3 — (by) 3 = (a? +b?) 3. En el dibujo
siguiente se ha representado la evoluta, y en linea fina la hipérbola dada, paraa = 2, b = 1.

251
251

150- Hallar la evoluta de la curvay = sinx.

Solucion: La evoluta es el lugar geométrico de los centros de los circulos osculadores. Las derivadas de
la ecuacion dada son: y' = cosx, y” = —sinx. Siendo (a, ) el centro del circulo osculador, se tiene que:

! 12 2 2
a=x—7 (1y4/r/y ) _ yy SoSx( + CosTx) L B=y+ 1+ Y sinx— 1%;’;’2)(. Sustituyendo x por t,

sinx
cost(1 + cos?t)

sint
. 2 Lo ]

y =sint— 14008t gp g dibujo siguiente se ha representado la evoluta, y en linea de trazos el

reticulado de sus asintotas y la sinusoide dada.

a por X, B por y, se tienen las ecuaciones paramétricas de la evoluta: x =t+

In<s+ ./1+sz> y jsm@ds j —Sds__ _ /1452, Eliminando s, entre

x = cosfds :f

./l +? J1+s?
0 0
las expresiones de X e y, se tiene: y = L ;e‘izx = e’ Ee -~ cosh x. (Ver problema | 67).

Nota: Se utilizan los siguientes simbolos: R, radio de curvatura; T, radio de torsion; s, longitud de arco.
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I 52- Obtener la ecuacidn intrinseca de la curva p = AeB’ (espiral logaritmica).
Solucion: La curva dada es plana, 3siendo: p' = ABe®, p" = AB2%e® = B2p. El radio de curvatura es:
(p2+p/2)7 p3(1+82)7 2 L 2 L BO : / 2 2
= - - = =p(1+B?)2 = (1+B?)2Ae?, Siendo: |x'|= /p?+ =
pr—pp'+2p®  pf(1+BY) P : <l 1p pg
. = . 0 0 = .
= (1+B2)2 p = (1+B2)2 Ae®, se tiene: s = j0|x’|d0 = jo(l +B2)2 AeBd) = A(1 +B?)2 |%e5"|O =

_ A N5 (B0 i i . aBO _ R ; .
= £ (1+B?%) 2 (eB?-1). Sustituyendo en esta ecuacion el valor de: e? = ———— se tiene que:
B AJ1+ B2
1 1 1
s:%(lJrBZ)Z —R 1 :%—%(1+BZ)2.Esdecir:Bs—R+A(1+Bz)2 - 0.
A(l+B2)2

I 53- Obtener las ecuaciones paramétricas de la curva cuyas ecuaciones intrinsecas son: R = y2ks, T = oo.

Solucion: La curva es plana, al ser el radio de torsion T = <o (la torsién % es nula). Se tiene: % = g—
dx o dy : 1 ds 2
cosf = =%, sinf = ==, x = |RcosOdO, y = | Rsin0df, 6 = | =ds. Como 0 = = s2,
ds ds J. y -[ J-R -[ [2K /5 2k
-k

s= 5 62, R = J2k /% 0 = ko. Por tanto, se tienen las siguientes ecuaciones paramétricas de la curva:

x = [kocosodo = k(Osind — [sin6do) = k(@sing + cos) + A,

y = [k0singdo = k(-0coso + [cosfdd) = k(-Ocoso +sind) + B.

Esta curva se representa en el siguiente dibujo, parak = 1, A =B = 0.
125

A

& 12.5

-12.5

)

|

N

1 54- Se consideran las rectas que cortan a los ejes OX, OY en los puntos A y B respectivamente, de forma que
AB = a. Hallar las ecuaciones paramétricas y cartesianas de la envolvente de estas rectas.

s o _ X y . . , i
Solucion: AB = acost T asint 1, siendo t el angulo que AB forma con OX. Operando:

axsint + aycost —a?sintcost = 0. Derivando respecto a t: axcost—aysint —a?(cos?t —sin?t) = 0.
Resolviendo el sistema, se tiene: x = asin®t, y = acos®t, que son las ecuaciones paramétricas de la
2 2 2

envolvente, cuya ecuacion cartesiana es: x 3 +y 3 = a3 . En el dibujo siguiente se ha representado esta
curvaparaa = 1.

A
&
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I 55- Dado el punto P(%O), se traza por él una recta variable que corta al eje OY en A. Por A se traza la
perpendicular AB a AP. Hallar la envolvente de AB.
Soluciéon: PA=y= m(x— —) A(O —mp ) AB=y+ —— p _WX es decir: 2x +2my +m?2p = 0.
Derivando respecto am: 2y + 2mp = 0, m = py . Sustituyendo este valor en la ecuacion de AB, se tiene la

‘2 . 2y | Y? ‘2
ecuacion pedida: 2x — ot = 0, es decir: y* = 2px.

I 56- Hallar la envolvente de las circunferencias cuyo centro (a,0) esta en el eje OX, y el radio R esta ligado a
a por la condicién R? = 4am.

Solucion: La ecuacion de la circunferencia es: (x—a)”+y? —4am = 0. Derivando respecto al
parametro a, se tiene: —2(x—a) —4m = 0, a = 2m + x. Sustituyendo este valor en la ecuacion de la
circunferencia, se tiene: (x — 2m — x)? + y2 — 4m(2m + x) = 0, es decir: y2 — 4mx — 4m?2 = 0.

I 57- Entre los poligonos de un mismo namero de lados, circunscritos a una figura cerrada convexa, aquel
cuya superficie es minima goza de la propiedad de que cada punto de contacto es el punto medio de cada
lado.

Solucioén:

A

P B A

Sean AB, BC y CD, tres lados consecutivos del poligono de superficie minima. Sea el origen de
coordenadas la interseccion P de AB y CD. La tangente BC ha de ser tal que el area del triangulo PBC ha
de ser méxima. Sean (x,y) las coordenadas del punto de tangencia M. La ecuacion de BC es:

Y—yz%(X—x). Para Y =0, X=x-— yg§ = PB. Para X =0, Y=y—x%:PC. El area del

g . 1pp.pPe. _ 1 dx dY>-:—_1<_ﬂ>dx
triangulo PBC es: 2PB PC - sinBPC 2<x ydy>(y de sind 5 Y de dy sind.

2
Por tanto, hay que hallar el maximo de la expresion: u Derivando e igualando a cero, se tiene:

oY (xe Y) = = Y xo X X _x_ Y _1(, Y)\_PB
(y xy)y, (X+y’> 0, de donde: x y,.Como.x >t 5 2 "2y Z(X y’) >
y Y _Yy_x

yeomoy =5 +5 =5 -5 = 1 (y xy') = ===, resulta que M es el punto medio de BC.

I58- Sean E y E' dos elipses homofocales. Desde un punto M de la elipse exterior E’, se trazan las tangentes
MA 'y MB a E. Demostrar que la expresion MA + MB —arco AB, es constante cuando M describe la elipse
E'
Solucién: Desde M las tangentes a E son MA y MB. El angulo 6 que forma MA con la tangente en M a
E', es igual al que forma la tangente MB con dicha tangente en M a E'. Al pasar M a la posicion
M’ = M + do, la tangente MA pasa a M'A’, siendo AA’ = ds. Luego, dMA = —do - cos6 + ds, mientras
que la variacion de la tangente MB es dMB = +do - cosf —ds' (se ha supuesto que al pasar M a la
posicion M’, el sentido de AA' es contrario al sentido de MM’, que es igual al de BB'). Por tanto:
dMA + dMB = d(MA + MB) = ds—ds' = d(arco AB). Luego, al integrar: MA + MB =arco AB +Kk, es
decir que, MA + MB —arco AB = Kk, constante.

I 59- Hallar la ecuacion de la pardbola y = ap + a1x + a;x? + asx®, osculatriz a la curva y = e*, en el punto
(1,e).

Solucion:  En el punto (1,e), se tiene: e = ap + a; + a; + as. Derivando sucesivamente las ecuaciones
dadas, e igualando las derivadas de ambas curvas: y' = e* = a; + 2a,X + 3asx?, y' = e* = 2a, + 6asX,
y" = eX = 6as. Particularizando estas derivadas para el punto (1,e), se tiene: y; = e = a; + 2a; + 3as,

300



y] = e = 2a, +6as, Yy = e = 6a3. Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones anteriores, se
tiene: az = <, a, = €8 -0, a;=e- &£ - £ a;-e-£ - £ _ € |3 ecuacién pedida es:
e e 0 2 2 2 2 6 3

y= 5 +5x+ EXS' Se ha representado la parabola osculatriz, y en linea fina la exponencial dada.

I 60- Se considera un circulo de centro O y radio R. Se traza la tangente en un punto A del circulo, y se
determina un punto B sobre el diametro que pasa por A. Se une B con un punto M del circulo. La recta MB
corta a la tangente en el punto T. Determinar AB de manera que la diferencia entre el arco AM vy el

- - - - 7 - - 7 —_ - - - 7 - - -
segmento AT sea de orden infinitesimal maximo, siendo el angulo AOM el infinitésimo principal.
Solucion:

Sean: OB = b, arcoAM = R - 6. En los tridngulos semejantes MHB, ATB, se tiene: MH _ AL Luego:

HB AB"
Rsind  _ _AT (b—R)Rsin6 _  AB.Rsind -
b_RcosO ~ DR’ AT = b-Rcos0 ~ AB+R(l-cosd) Por tanto, la diferencia A entre el arco
- A—RH_ _—AB-Rsinf _ _ AB-RO+R?0—R?0cosd — AB -Rsinf
AM vy el segmento AT, es: A =R0O AB +R(l- c0s0) AB 1 R(L - c0s0)
_93(R2 AB-R\ A gs(R2 , AB-RY,
Desarrollando sinf y cos6, se tiene: A = 2! 3! al ot . Para que A

, AB + R(1 —cos9)
sea de orden méaximo, el infinitésimo (%-‘r AB3"R> ha de ser nulo, por lo que AB = -3R. El

infinitésimo A es de orden 5°.

I 61- Sobre un diametro de un circulo de radio R = 5y centro O, se tiene un punto P tal que OP = 3. Se traza
por P una recta variable que corta al circulo en A. Por A se traza la perpendicular a AP. Hallar la
envolvente de estas rectas perpendiculares a AP.

Solucion:  Tomando como origen de coordenadas, el centro O del circulo, y como eje OX el didmetro

OP, las coordenadas de A son (5cost,5sint), y las de P(3,0). Luego AP =y = 50%?5—'Pt3(x 3). La

ecuacion de la recta perpendicular a AP, trazada por A es: y — 5sint = %(x —5cost), es decir:

5ysint+ (5cost — 3)x + 15cost — 25 = 0. Derivando respecto a t: 5ycost — 5xsint — 15sint = 0, es decir:

Cveint _ 2cint — : : e ~act - DX+15 oo Oy )
ycost —xsint—3sint = 0. Resolviendo el sistema, se tiene: cost Bx 1 25 sint Ix1 05 Luego:

_ X2, ¥
(5x + 15)% + 25y2 = (3x + 25)?, 0 bien: 25 + 16 1.

162- El centro de una circunferencia variable se mueve sobre OX. Hallar la relacion entre la abscisa del
. 2
centro y el radio, para que la envolvente sea: 1°) y = mx. 2°) % zz = 1. 3% y? = 2px.
Solucion: 1°) Siendo (4,0) las coordenadas del centro y R el radio, la ecuacion de la circunferencia es:
(x—1)2+y2 —R? = 0. La interseccién con y = mx, es: x2(1 + m2) — 2Ax + A2 — R? = 0. Obligando a que
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tenga una raiz doble, se tiene la relacién pedida: m?4? — R?(1 +m?) = 0. 2°) Procediendo de forma
, ., . ., . . . 2 2 .
anéloga, la ecuacion de la interseccion de la circunferencia con la elipse % + % -1 =0, viene dada

por: x2(a? —b?) —2a?Ax — R?a? + a%b? + a?A? = 0. Obligando a que tenga una raiz doble, se tiene la
relacion pedida: b2A2 + (R? — b?)(a? — b?) = 0. 3° De la misma forma, la ecuacion de la interseccion de
la circunferencia con y? —2px = 0, es: x? +2x(p — 1) + A2 —R? = 0. Obligando a que tenga una raiz
doble, se tiene la relacién pedida: 2pA — R? — p? = 0.

I 63- Hallar la envolvente de las normales a la parabola y? = 2px.
Solucion: Sea (a,b) un punto de la parabola. La pendiente de la tangente en él, viene dada por: yy' = p,

y' = % Y la de la normal: _Ty = _T La ecuacion de la normal es: y—b = _T(x—a), de donde:

py + b(x—p) = 2—3 Derivando respecto al pardmetro b, se tiene: x —p — 32_b2 =0, b% = M
_ 22 _

Luego: py + b(x—p) = b2p(x p)’ b= 3py Por tanto: Py _ 2p(X=p) , con lo que se

6p 20-%) 4(p—x)? 3
tiene: 27py2 —8(x — p)* = 0. En el siguiente dibujo se ha representado la envolvente, y en linea fina la
parabola dada, parap = 1.

Nota: Esta ecuacién coincide con la de la evoluta de la parabola y? = 2px, porque la envolvente de las
normales de una curva es su evoluta (ver problema | 47).

I 64- Hallar la envolvente de los lados de un angulo OMT de magnitud constante, cuyo vértice M se mueve
sobre la recta AB, y cuyo lado OM pasa por el origen O.

Solucion:

A M B

Tomando como ejes la recta AB y su perpendicular por O, se tiene: O(0,1), M(a,0), OM = % + % =1.

La pendiente de la recta OM es m; = _a—’l, y la de la recta MT es my, verificandose que: % =k,
de donde: m; = %. La ecuacion de MT es: y = %(x — a). Derivandola respecto a a, se tiene:

= w. Sustituyendo este valor en la ecuacion de MT, se obtiene la envolvente:
k?x? + 2kxy + y? + 2kAx — 2A(1 + 2k?)y + A2 = 0. Se trata de una parabola cuyo eje es: kx +y—1 =0, y
su vértice ( kzki T kzﬁ 1 )

I 65- Se dispara un proyectil con velocidad inicial vo, con un cafién que forma un angulo 6 con el plano
horizontal. Probar que la envolvente de estas trayectorias, al variar 6 en un plano vertical, es una parabola.
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Solucidn: Las ecuaciones del movimiento del proyectil, son: x = vetcos6, y = votsing — %atz, siendo a

la aceleracion de la gravedad. Eliminando t, se tiene: (1 + cos20)v3y — v3xsin20 — ax? = 0. Derivando
respecto a 0, e igualando a cero, se tiene: tan20 = _TX Sustituyendo este valor y operando, se tiene la

ecuacion de la envolvente: a?x? — 2av3y — v§ = 0, que es una parabola.

I 66- Hallar la ecuacion cartesiana en paramétricas, de la curva de ecuacion intrinsecaR = s.

Solucion: Como R = 32 se tiene que: g; =3, % = d@. Integrando: Ins = 0, s = e’. Diferenciando:

ds = e’dg. Como: x = [cosds, y = [sinfds, se tiene que: x = [e’cosOdd = %ef’(sin9+cose),

y = [e’sindo = %eg(sine —¢0s0). O bien: x = <

> [ S [sin(Ins) — cos(Ins)].

sin(Ins) + cos(Ins)],y = > [

=X

I 67- Deducir la ecuacion intrinseca de la catenariay = 2 ed +ea )

Solucion: La ecuacién de la catenaria en paramétricas, es: y = acosht, x = at. Diferenciando:
dy = asinhtdt, dx = adt. Luego, ds = ,/x? +y'? = acosht. Integrando, se tiene: s = asinht. Por tanto,

3 3
AN 2 AN 3
d A )2 _ (X/ +y 3 - @COSNY)™ _ ; cosh?t = a(L + sinht) = a(1+ i) P
y x'y" —x'"y a2cosht a2 a

Luego la ecuacion intrinseca es: Ra = a? + s2. (Ver problema | 51).

R:

2
168- Por los puntos de la parébola y2 = 4x — 1, se trazan tangentes a la elipse 2> + # = 1. Hallar la
envolvente de las cuerdas que unen los puntos de contacto. Esta envolvente se Ilama figura polar de la
parabola respecto a la elipse.

Solucién: Sea (a, B) el punto de la parabola, es decir: f? = 4a — 1. Las cuerdas definidas por los puntos
de tangencia, son: a2b2x + 2a?%y — 2a2b? = 0. Sustituyendo el valor de a en funcién de B, se tiene:

_9a2

(B? + 1)b2x + 4Ba?y — 4a?b? = 0. Derivando respecto a S e igualando a cero, se tiene: 8 = ﬁ?xy.
4

Luego: <4biy2 +1>b2x 42b2ya y —4a?b? = 0. De donde operando, la ecuacion pedida es:

b4x? — 4a*y? = 4a%b*x.

1 69- Hallar la envolvente de las circunferencias (x — a)? + y2 = 4ak, siendo k una constante.
Solucion:  f=(x—a)’+y2—4ak =0, f, = —2(x—a) — 4k = 0. Luego: a = x + 2k. Sustituyendo y
operando, se tiene la ecuacién pedida: y? = 4kx + 4k2.

170- Sedaz= d_12 siendo d la distancia de M(x,y) a O(0,0). Hallar las derivadas primera y segunda de z,
segun la direccion perpendicular a OM y en el sentido de la figura.

Solucioén:
A
B
o
M\
o) >
- : 1 1 : - - —2x / -2y
Se tiene que: z = =—— = —=——. Sus derivadas parciales son: z}, = —%*>—, 7, = ———2—,
T ey i eyt YT gy
"o -2 + 8x? - 8xy 7" = -2 8y?
TRy ey T ey T ey ety
. -y X ; ; oz / /
Como: cosa = —2—, cosf = —=2——, la derivada primera es: = 7,C0Sa + 2, C0S 3 =
v g ey P Sap) veosh
= 2xy 5 2xy = =0y la segunda es: ‘ZZZ = 7, C0S%a + 223, cosacos/}+z '\, C0s?B =
@y ey (P
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_ o =2y? 8x2y? 16x%y2  ox? 8x2y2 _2
0y’ ) YD) R +y?)

_ =2
Toe eyt Eey)? b

I 71- Hallar la envolvente de la recta mx + ny = 1, siendo (m—1)* —n? = 0.

Solucion: Derivando2 ambas ecuaciones respecto a m: x+n'y =0, 3(m—1)>-2nn' = 0. Luego
- — 2 3 .
no—=x - Zym-1)7 Operando: m—1= 2 - =8X jniroduciendo estos valores en la
y 2x 9y2 27y3
ecuacion de la recta, se tiene la envolvente: 4x® + 27xy? — 27y? = 0. En el dibujo se ha representado la
envolvente.
2_,
05 !
21

I 72- Hallar la curvatura C y el radio de curvatura R, de la curvay = aarccos =%

, = 2> +v2ax— x2, en el punto
de abscisa x = %.
Solucién:  Derivando la ecuacion dada y particularizando para el punto de abscisa 2, se tiene que
y = 1 - —a=X X = ‘/3? Yy = ax - 4§/§ , obteniéndose:
Jl_ﬂ J2ax—x2  J2ax—x2 (2ax—x2) 2 a
a2
" /
C-= % = y T = 2ax__ L LacurvaturaesC = L, y el radio de curvaturaes R = 2a.
PN 4ax 2a 2a
(1+y*)>2
. 22 2
I 73- Hallar la curvatura C y el radio de curvatura R, de la hipocicloidex 3 +y3 =as3
3 e 2
. Z 212 ; ; -y —ys 1" as
Solucién: Comoy = (a3 —x3 , derivando se tiene que: y' = ———, y" = +— De donde:
) X3 3x3ys
1 y 1 1 ;
C==-= = . Por tanto, la curvatura es C = y el radio de curvatura es
i 1 H
R 1+y2)3 3gaxy 3g/axy
R = 3yaxy.
2
I 74- Hallar la curvatura C y el radio de curvatura R, de la ellpse Lo+ % =1.
Soluciéon:  Como b?x? + a?y? —a%bh? = 0, derivando se tiene que: y' = aby Yy = b . Luego
"
C-= % -~ y — = —a‘b* —. Por tanto, la curvatura es C = —a‘b* —, y el radio
1+y?)2 (a*y? + b*x?) 2 (@%y? + b*x?) 2
3
(a2 4y2\ 5
de curvaturaesR = (@7y” +b*x%)

a‘b?

I 75- Dada la curvay = sinx, determinar los puntos en los que el radio de curvatura R es maximo o minimo

3 3
. . 1+y?)2 —(1 + cos?x) 2
Solucién:  Como: y' = cosx, y' = —sinx, R = ( ;/,, )z _ STx ) . Igualando a cero la
1
. : cosx(1 + cos?x) 2 (3sin?x + 1 + cos?x )
primera derivada: R’ = ( ) sifﬁx ) =0, y como las raices de
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(1 + cos?x) 2 (35|n2x+ 1+ cos?x) = 0, son imaginarias, las raices validas corresponden a cosx = 0, es

decir: x = 2kr + X v Para x = 2kn+7, R" < 0, luego los puntos de coordenadas <2kn+%,1>,
corresponden a un maximo de R. Para x = 2kr —Z, R” >0, luego los puntos de coordenadas

(an + = 1) corresponden a un minimo de R. (Nota: Para x = kz, R = o).

2
1 76- Hallar en los vértices de la ellpse Lo zz = 1, las coordenadas del centro de curvatura y el radio de
curvatura.
Solucion: y = %./a2 VRV ) SRV ;abs_ Introduciendo estos valores en las
aya? —x? (@2 -x2)2

+ 1+ y’2

formulas de las coordenadas a, B del centro de curvatura (a = x-—Y' , B=y+ ),

particularizados para los vértices (+a,0) y (0,+b), se obtienen los cuatro conjuntos de coordenadas:

3
12 ?
%, se obtienen

(+ a’ 2 bz ) (O +M> Siendo la férmula del radio de curvatura R =

los siguientes valores: b— para los vértices (+a,0),y <— b para los vértices (0,+b).

I 77- Dada la curvay = sinx, hallar la pardbola osculadoray = Ax? + Bx + C, en el punto de abscisa x = %

o _ _1 ifinA . )’ n -1 i
Solucioén: Para x = 6 y = > verificAndose que: A( ) + B( ) +C > Derivando,
particularizando e igualando las derivadas de ambas curvas, se tiene: y' = ZA( ) +B = cosg = ‘/2§ \
y" = 2A = —sin g = 21 Resolviendo el sistema de las tres ecuaciones con tres incognitas, se obtiene:
A= _41 , B = 6‘/:; dd ,C= 2- 121{3” 7’ . Por tanto, la ecuacion de la pardbola osculadora es:

)2 6,/—+7rx+72—12,/§7r—7r2
4 12 144
I 78- Hallar la evoluta de la cardioide p = a(1 + cos9).
Solucion: Derivando: p’' = —asinf, p" =-acosf. Por tanto, p?+ p? = 2a%(1+ cosh),
p?+2p% —pp' = 328.2(1 + cos6). Las coordenadas del centro de curvatura son:
p tp I oi a 2
X = pcosf — —(p'sinf + pcosf) = 2-(coshO + 2 — cos<0),
pP+2p” —pp 3
. p-+p ' . a .
y = psing — —(p'cosf — psin@) = 2-sinO(1 — cosh).
p*+2p"%—pp" 3

Trasladando el origen de coordenadas a ( O) se tienen las coordenadas: x = & (1 cosf)cosd,
y=2 (1 cosd)sind, que son las ecuaciones paramétricas de la evoluta. Pasando a polares se tiene:
p? = 9 (1 —0s0)?, es decir: p = +& g (1 —cos@), que es otra cardioide, homotética con la dada y girada
180°. En el dibujo se ha representado la evoluta, y en linea fina la cardioide dada, paraa = 1.

1.25

1.25 i

oM

1251 T~ ”
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I 79- Hallar la curva tal que, siendo R el radio de curvatura, se tiene R? = p? + p'2.

y : (p?+p?)°
Solucion: Se tiene: R? = . - — = p?+ p”. De donde: p* + p"* = £(p® +2p"” — pp").
(p*+2p*—pp") ) , ,
19) Haciendo: p?+ p? = p? +2p'? — pp", se tiene: pp" = p”?, % = % Inp’ = Inp. % = a,

Inp =af+b, p=e¥® que son espirales logaritmicas. Otra solucic’)n para a = 0, corresponde a la
circunferencia p = k. 2°) Haciendo: p? + p'?> = —p? — 2p"? + pp", se tiene: 2p +3p2 — pp" = 0. Luego:
!

12

2 i 12 d— dp
2+ 3 _p_ = 0. De donde: 2+ 2p2 P _ 0, es decir: = 2(1+p—2). Por tanto:
p p p

2 de ' d9
dp_/ ! !
j—p,z = 2d6. Integrando, se tiene: arctan% = 2(0 —0y). Luego: % = tan2(0 — 0y). Integrando:
1+ ’;—2
Inp = —%In cos2(0 — 6o) - C. Luego: p? = m. Girando los ejes el angulo 6o, se tiene:
p? = ﬁ, que es una hipérbola equilatera cuya ecuacién cartesiana es: x? —y? = C,

1 80- Calcular en ejes oblicuos de angulo 0, las coordenadas (a, 8) del centro de curvatura y la expresion del
radio de curvatura para curvas explicitas y = f(x).

I a3 Il a3
Solucién: Siendo: y = y;sinf, X = X3 +y1€086, y' = yls/& "= LQZ se tiene que:
1+y;cos6 (1 +y}cosh)
3 3

R. @ +y?)2 _ (L+y?+2yicos0) 2 gy L +y"”? Y = ¥ — (y1 +cos0)(1 + 2y; cosO +y?

! y1sing ' y' yisin“d |
g = (1+y1c080)(1 +2y;cosO +y7?

yr¥ y/ sin%0

I 81- Hallar el radio de curvatura de las conicas en sus expresiones canonicas.
3 3
incar 2h2 y2\ 2 in g b azp2 X2, Y2
Solucion: Para la elipse: R = —a“b ( + F) . Para la hipérbola: R = a°b (a + F) . Parala
3
(p° +y ?)2
p?

1 82- En una curva C se toma un punto O ordinario y se define como eje OX la tangente en O, y como eje OY
la normal en O. Se supone que las coordenadas en un punto M de la curva se pueden desarrollar en serie
entera de las potencias del arco OM = s. Se pide expresar los primeros términos (hasta el término en s#)
de las series consideradas, en funcion de los valores R, R, R"..., que toman en el punto O, el radio de
curvatura y sus sucesivas derivadas respecto as.

parabola: R =

Solucion:  El desarrollo de T(s) en serie indefinida de Mac-Laurin, segin potencias del arco s, es:
TG)=T0O)+s-r(0)+ 2 5 r”(O)+ ”’(O)+ r<4)(0)+0(s4) Calculando las sucesivas derivadas
de T(s), utilizando las formulas de Frenet apllcadas a las curvas planas, la serie anterior se transforma en:

T=s5-To+ 2 s? Mo + 2= (i—&n—o>+ A1 (3R to+ RR”_ZR/Z_lnB)+s4(0). Pasando esta

21 RO 3| RZ R2 R3 R3
- ey o 83 L R's* _ 2 Rs?, (RR"-2RZ-1)s*
serie a cartesianas: X = S oR? + R +5%0),y = 2R~ 6RZ + YTE +5%(0).

I 83- Los extremos M y M’ de un segmento de longitud variable MM’ = L, describen las curvas C y C’
situadas en un mismo plano. Se trazan las tangentes MT y M'T’ en sentidos positivos elegidos
arbitrariamente sobre las curvas. Se designan por sy s’ las abscisas curvilineas de los puntos My M’, por
0 el angulo que forman las direcciones MT y MM’, y por 6’ el que forman las direcciones M'T' y M'M.
Demostrar que dL = —dscos6 — ds' coso'.
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Solucion: Sean: M(x,y), M'(x.y), L/Z:(x—x’)2+(y—y’)2, LdL = (x —x')(dx — dx) +

+y—-y)(dy—-dy'), dL = XT_X/ yly (dy —dy’). Los cosenos directores de la recta MM’,

son: (X_TX/ % , ¥ los correspondientes a la tangente MT son: (%%) Luego se tiene que:

_ (x=x_dx , y=y dy p_ox=xdx Y=y dy ' asth i
cosf = ( T ds 7L ds),cos@- L a5~ L a9 (como 6 y 6" estan en sentido

contrario. uno de ellos ha de ser negativo, por ejemplo 6). Por tanto: —dscos@ = X T_X/ dx + yly dy,

/ RV
ds’'cosf’ = X_LX dx' + Y Ly dy’. Restando ambas igualdades, queda demostrada la proposicion del

enunciado: —dscosf — ds’ cosf' = X_Txl(dx —dx') + %(dy —dy') = dL.

I 84- Puesta la ecuacién de las curvas cicloidales en la forma %:(1+n)cose—cos(n+1)9,

= (1+n)sin@ —sin(n + 1), siendo n = IlQQ hallar su evoluta.
1

lucién: Obteniendo las derivadas prlmera y segunda de las ecuaciones paramétricas dadas, se tiene:
=—(1+n)sind+ (n+1)sin(n+1)8, é{ = —(1+n)cosh + (n+1)*cos(n + 1)6,

~<\:U|><\ L E|‘<

= (1+n)cosfd - (n+1)cos(n+1)6, y = —(1+n)sin0+ (n+1)sin(n + 1)6.
X/z +yr2 X/y// _erH ) 3
Luego se obtiene: =2(n+1)>2 (l —cosng), —F—>— =[(n+1)*+(n+1)°](1 - cosnv),

R2 R2
X2 +y"? ,
Xy’ ));' — = n-2+2 Introduciendo estos valores en las coordenadas del centro de curvatura
X2 +y"? X'(x2 +y"”? . . .
a=X- % p=y+ % se tienen las ecuaciones paramétricas de la evoluta:
Xy —yX Xy —yX

_ nin+1) n(in+1) -
X—R[—n+2 cosf + n+2cos(n+1)t9} y = R[—+2 sinf + ——- n+ sm(n+1)9 En el dibujo

se ha representado la evoluta, y en linea fina la curva dada, paraR = 1, n = 4.

I 85- Sobre una curva tangente en el origen O al eje X, se toma un punto M infinitamente préximo a O, y
sobre OX se toma OP =arco OM. La recta MP corta a OY en el punto C. Demostrar que cuando M tiende
a O, el punto C tiene una posicion limite tal que OC vale tres veces la ordenada del centro de curvatura en

O de la curva dada.

o P

=1, M(s _ 8 ) (ver problema |1 82). Como CP

- . = X
Solucion:  Sean: P(s,0), C(0,8), CP = ¢ + 6R2 ' 2R

s s
pasa por M, se tiene: ng + 2); = 1. Operando: = 3R.

A
B
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1 86- Se considera la curva p = 2acos6. Desde el origen O se bajan las perpendiculares a todas sus tangentes.
El lugar geométrico de los pies es la podaria, sobre la que se opera como sobre la curva dada. Se continta
asi, obteniéndose la serie de podarias de la curva dada respecto de O. 1°) Hallar la ecuacion de la n-sima
podaria.2®) Hallar la diferencial de arco de la n-sima podaria en funcion de n y 6, y la longitud que
corresponde a0 < 6 < %

Solucién:

1°) Sea A(p,0) un punto de la curva, siendo AP la tangente en A. Sea P(p1,61) un punto de la primera

podaria. Por tanto, se tiene: tanV = 2 = 28€0S0_ _ o9 v g L kg = L 49, -0, 20 = 04,
p —2asing 2 2

01 = % Luego: p1 = pcos(f1 —0) = pcosh = 2acosz%. Procediendo de la misma forma para la

segunda podaria: tanV = —cot%, V= % + 6, — 01, con lo que: p; = 2acos3%, obteniéndose asi las

sucesivas podarias, deduciéndose que la ecuacion de la n-sima podaria, es: p = 2acos“+lﬁ. 2°) Como

Q _ 2 12 1 _ n 0 H H i . _ n 0
a0 - 2a(p® + p'?) 2 = 2acos 1 Se tiene que la diferencial de arco es: ds = 2acos n+1d0'

[1:3-..(n+1)]%ra Sin
s .
r("52)

Luego, s = jf 2acos"—2dh = a(n + 1)

] .Sinespar,s =

(n+1)!

[1-3...(n+1)]%2a
(n+ 1) '

es impar, s =

1 87- Sean My M’ dos puntos infinitamente préximos de una curva plana, y sea d la distancia del punto M’ a
una recta R que pasa por M. Se toma como infinitamente pequefio principal, la distancia MM’, y se pide
discutir el orden de d.

Solucion: Sean las coordenadas de los dos puntos: M[x, f(x)], M'[x + h,f(x + h)]. La ecuacion de la recta
R es: Y —f(x) = m(X—x). Por tanto, la distancia d entre el punto M' y la recta R, viene dada por:
d- m(x+h) —f(x+h) —mx+f(x)  mh-[f(x) + hf'(x) +...-fx)] _ h(m-f)

Jym? +1 Jym2 +1 Jym2 +1
d es el mismo que el de h, a no ser que la tangente en M sea paralela a OY, es decir m — oo, en cuyo caso
se procederia de forma similar con x = g(y). Si m = f, d es de 1° orden. Si m = f}, d es del orden de la
primera derivada que no se anule en el punto M'.

. Luego el orden de

1 88- Se da una curva cerrada de longitud s. Sobre las normales y hacia fuera, se toman longitudes constantes
iguales a L. Encontrar el area comprendida entre la curva dada y la asi formada.

Solucion:

Sea AC un arco de la curva dada, de longitud ds. Sean AB y CD las normales trazadas en Ay C. Sea CB’
paralela a AB. La curva formada es BB'D. La superficie de la corona ABDC es igual a la superficie del
trapecio curvilineo ABB'C, més la del triangulo curvilineo B'CD. Como SA3BfC ~AC-.L=ds-L, y

Swep ~ L L%, se tiene que la superficie pedida es: I(Lds+ Lizgg) =L.s+ %szin da =

2 2

= L(s+nL).
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1 89- Se traza la tangente en un punto M de la curva y = f(x), y una serie de cuerdas NP, paralelas a la
tangente. El lugar geométrico de los puntos medios R de las cuerdas, es una curva que pasa por M. Hallar
el coeficiente angular de la nueva curva en el punto M.

Solucion:

R

Sean las coordenadas: M(x,y), N[x+ h,f(x+h)], P[x + k, f(x + k)], R[x+ h+k, fox+ 1) + f(x+ k) }

2 2
. . g fX+K)—fx+h) o k+h e k3 —h3
Aplicando la formula de Taylor, se tiene: f' = —h =1+ o1 '+ (k—h)3!f +o.
Luego: (k+h)f" + (k? + kh + hz)% +...=0. Si k- h, se tiene que: 2f" +hf” =0. De donde:
h = % El coeficiente angular de la tangente buscada es el limite del coeficiente angular de MR,
f(x +h) + f(x + k)
: 2 Y K2 4 2
cuando h y k tienden a cero. Por tanto: m = =f + 2L "+ ... Al tender
x+hJ2rk—x 2(k+h)
_f(X+h)_f(X) _ f! ﬂu _ /_ﬁ
k h,m——h —f+2f +..=f1 i

1 90- Encontrar una curva semejante a su evoluta, siendo el origen O el polo doble.
Solucion:

SeaI'; laevoluta de I'. Sea M un punto de I, y sea T su tangente en M. Sea M; el punto de I'; situado
sobre la normal T, de I en M. Por tanto, T, es la tangente de I';.en M. Las tangentes T y T, son
perpendiculares, y como I' y I'; son semejantes siendo O el polo de semejanza, se tiene que:

NV RV TV TR _ ano _ OM _ P _ P
OMT =V = OM;T; = V4, por lo que MOM; = 90° Luego tanV; = oM. = pr ComotanV = o , S
1

tiene que p' = pi1. Por semejanza se tiene que: p1 = kp. Luego: p' = kp, g—g = kp, dTp = kdé.
Integrando: Inp = k& + Cy, p = Ce"’, que es una espiral logaritmica.

1 91- Hallar el radio de curvatura en el origen, de la curva x? + 2axy + by? + 2cy = 0.
Solucién:  Derivando: 2x + 2ay + 2axy' + 2byy’ + 2cy’ = 0, de donde y'(0) = 0. Volviendo a derivar:
2 + 2ay’ + 2ay' + 2axy” + 2by"? + 2byy" + 2cy” = 0. De donde y"(0) = _Tl Luego, R = J_r%l =C.
Cc
1 92- Hallar el area engendrada por la revolucion de la tractriz alrededor del eje X.

Solucion: Las ecuaciones paramétricas de la tractriz (evolvente de la catenaria), son: x = A —atanh %,

2
a _ 1 sinhZ% 1 ) .
y = P Luego: ds = 1- T + 1 dA = atanh 4dA. El area engendrada es:
cosh 4 cosh? % cosh* 4
b .~ sinh4 ’
2r [ yds = 4ra| ——8-dA = 4ra|-—2 = 4ra2,
2 0 coshZ% cosh4- |

1 93- Hallar la envolvente de x + my + 3m? + m® = 0. Calcular el area comprendida entre la envolvente y el
eje de las X, y la longitud del arco situado encima de OX.
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Solucién:  Derivando respecto a m: y+6m+3m? = 0. Luego la envolvente en paramétricas, es:
y = —6m —3m?, x = 2m3 + 3m2. Para m = 0, la curva corta a los ejes coordenados en O(0,0), siendo su
tangente x = 0. Param = -2, la curva corta al eje XX’ en el punto A(—4,0). Param = -1, la curva tiene un
punto de retroceso en B(1,3). La curva tiene una rama parabolica segln el eje de abscisas. El dibujo de la
curva es el siguiente:

El &rea pedida es la comprendida entre la envolvente y OX, es decir el triangulo curvilineo OBAO, cuya

area es: j:zz ydx = f;z(—Gm — 3m2)(6m2 + 6m)dm = —18 J';Z(m“ +3m3 + 2m2)dm = 2—54 La longitud

del arco OB, es: jj6(1+m),/1+ m? dm = 3In3‘/§T_é -2J2 +2+4,/5 ~9,07318.

| 94- Hallar la podaria de x® +y® = 1, respecto al origen.

Solucion: La curva pedida es el lugar geométrico de los pies de las perpendiculares trazadas desde el
origen sobre las tangentes a la curva dada. Derivando la ecuacion dada, se tiene: 3x? + 3y?y’ = 0,

!

y' = —y_x22 Luego la tangente a la curva en el punto (e, ) de la curva, es: y—f = —g—z(x—a). Como

a®+ B2 =1, la tangente es: a?x + B2y = 1, y la perpendicular desde el origen es: B2x —a?y = 0. Los

cuadrados de las coordenadas del punto de interseccion, son: a? = — X >, B? = ———5. Sustituyendo
X2 +y X2 +y

., . ., . 2 2
estos valores en la ecuacion de la curva, se tiene la ecuacion pedida: ( v i(ryz ) + ()(2—}:)/2) =1,

3 3 3 . 3 . 3773 -
es decir: (x?2+y2)2 =x2 +y2, o bien en polares: p = [(pcose) 2 +(psing) 2 ] > Enel dibujo
siguiente se ha representado la podaria en linea gruesa, y en linea fina la curva dada. La podaria existe
para 0° < 6 < 90°. Las dos curvas coinciden en los puntos de argumento 0°, 45°, 90°; en los demas puntos
el radio de la podaria es mayor que el de la curva dada.

0 ’ \1
m
1 95- Hallar las podarias respecto al origen, de las curvas (%)m + (%) = 1. Como casos particulares,

hallar las podarias de la elipse, hipérbola e hipérbola equilatera.
Solucién:  Siendo (a, ) un punto de la curva dada, se tiene que la tangente en dicho punto es:
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amﬁm—l
bmam—l X,

y—-p = _;TIHTOE(X—O:). La perpendicular trazada sobre la tangente desde (0,0), es: y =

m m1
siendo (%)m + (g) = 1. De las dos primeras ecuaciones, se deduce que: a = (Xza_’:);Z ) " ,

m-1
m) ; . Sustituidos estos valores en la Gltima ecuacion, se obtiene la ecuacion de la podaria:
m _m_ . .
(ax) ™1 + (by) mT = (x2+y2)™m1. Para la elipse, m = 2, es decir: a2x2 + b2y2 = (x2 + y?)°. Para la
hipérbola, m = 2, sustituyéndose b por bi, es decir: a2x2 — b2y2 = (x2 + y2)°. Para la hipérbola equilatera,
b2 = a2, es decir: a2(x2 —y?) = (x2 +y2)%. En los dibujos siguientes se han representado para las tres
conicas estudiadas, sus podarias respecto al origen.

/3=<“bmy

~ -
~ -
~ 1 -
N Ve
\ /

! ]
I 1
4 Y N 4

- 1 ~

- ~

~ ~

\ 2T s
N\ Ve
AN /

AN 1 /

\ /

\ /

/ \

/ T \

/ N\

/ AN

Hipérbola equilatera,a =b =1
1 96- Hallar la ecuacion cartesiana de la curva cuya ecuacion intrinseca es Rs = % siendo ¢ una constante.

Solucién: % — g—g = ¢s, df = csds, 6 = % x = [cosfds = jcos(%)ds, y = fsin(%)ds. La
curva es una clotoide (espiral de Cornu), que tiene dos puntos asintdticos, cuyas coordenadas son:

X=y== % , Y que tiene en el origen un punto de inflexion cuya tangente es el eje de abscisas.
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X4n+3 .
(4n+3)-@2n+ 1)’

X4n+l

@n+1)-(@2n)!"

Nota; j;sintzdt =§0 -1)" j:)cosszdt :éo (-1)"

1 97- Hallar la ecuacién cartesiana de la curva cuya ecuacion intrinseca es R? = a? — s2.

Solucién: R = ds _ Jaz—s?,do = L. Integrando, se tiene: 6 = arcsin 3, Luego, s = asiné,
do [a2 _ g2 a

X = j;RcosedG -~ afz c0s20d6 = %(29 +sin20), y= jz singds = %(l —cos20), que son las
ecuaciones paramétricas de la cicloide. En el dibujo siguiente se ha representado esta curva para a = 4.

NP PN

198- Hallar la curva cuyo radio de curvatura en cada punto sea equivalente al radio de curvatura de la
segunda evoluta en el punto correspondiente a la primera.

Solucioén:

La curva I que se pide, pasa por A, cuya tangente T es: xcosa + ysina = p. El radio de curvatura es AB.
La tangente en B a la primera evoluta I'y, tiene la ecuacion: —xsina + ycosa = p’. Por C pasa la segunda
evoluta, cuya tangente T, es: —xcosa — ysina = p”, siendo su radio de curvatura CD. La ecuacién de CD
(que es T3), es: xsina —ycosa = p''. La perpendicular a esta recta, trazada desde D, es T4, cuya ecuacion

es: xcosa +Yysina = p'"v. Como se ve en la figura, y segin el sentido de AB y ﬁ)), se tiene:
p+p" =-(p"+p"), puesto que el radio de curvatura de I', que es p + p”, es equivalente al de I', que es
p"+p", teniendo en cuenta los signos correspondientes. Luego p'" +2p”+p =0. La ecuacion
caracteristica de esta ecuacion diferencial, es: r* +2r?2 +1 = 0, es decir (r? + 1)2 = 0, luego tiene dos
raices dobles: r =+i. Luego se tiene: p = Acosa + Bsina + a(Ccosa + Dsina) = xcosa + ysina,

(x—=A)cosa + (y—B)sina = a(Ccosa + Dsina). Llevando los ejes a (A,B), se tiene: xcosa + ysina =

- - - . - Ca
= a(Ccosa + Dsina). Haciendo < = tanao, Se tiene que: Xxcosa +Yysina = mcos(a—ao) =

= Eacos(a —ag). Girando los ejes el angulo ao, se tiene que: xcos(a —ag) +Yysin(a —ap) =
Eacos(a — ap). Llamando a — ap = f3, se tiene: xcos § + ysin 8 == E(f + ao)cos B. Llevando los ejes
(Eao,0), se tiene: xcosf+ysinf = EBcosB. Derivando esta ecuacion: —xsinf+ycosp =
EcospB — EfsinpB. De donde se tiene que: x = E(f—sinfcosf) = %(Zﬁ—sinZﬁ), y = Ecos?p =

%(1 + €0s2f3), que son las ecuaciones paramétricas de la cicloide.

[

199- Hallar las curvas cuyas tangentes son interceptadas en una relacion constante, por una circunferencia
dada. Es decir, siendo P y Q los puntos de interseccion con el circulo, y M el punto de tangencia, se tiene
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MP_ _

MQ " k, constante.

Solucion: Sea la ecuacion de la circunferencia: x = Rcosé, y = Rsiné. La ecuacion de la tangente a las
curvas buscadas es: xcosa +ysina—p = 0. Los puntos de interseccion P y Q, vienen dados por
Rcosfcosa + Rsinfsina —p = 0, es decir, Rcos(a —6) —p = 0. Sean estos puntos de interseccion
P(Rcosf1,Rsinf1), Q(Rcosh,,Rsind,). Como la derivada de la tangente es: —xcosa +ycosa —p' = 0,
MP _ —Rcosficosa +Rsinficosa—p’ k. Luego p' + Rsin(a — 01)
MQ  —Rcosf,cosa + Rsinf,cosa —p’ ' " p' +Rsin(a - 0,)

P e P+ JREPE ene: (k— 1)’ T
cos(a —0) = R Se tiene que: p’—m = k. Luego se obtiene: (k—1)p' = (k+1) /R ,

= (k+ L)da. Integrando: p ~ Rsin (<=0 0

= k. Como

se tiene que:

(k=1)dp

XCOSa + ysina — Rsin

. Luego la curva pedida es la envolvente:

(k+1)(a — ao)
k-1

1 100- Sea M un punto de la curva f(u,v) = 0, en la que u y v pueden representar: 1°) Las distancias del punto
a las rectas Ay B. 2°) Las distancias de M a los puntos fijos P y Q. 3°) u, la distancia del puntoMaA,yv,
la distancia MP. Demostrar que en todos los casos, si se lleva a partir de M, paralelamente a las
direcciones de las rectas u y v, longitudes proporcionales a f;, y f,, considerando los signos, la diagonal del
paralelogramo construido con esas longitudes estara dirigida segun la normal en los puntos M.

=0.

Solucion: La ecuacion de la curva esta referida a los ejes OX, QY, estando situado O al mismo lado de A
y B que M. Sea p la longitud de la perpendicular desde O sobre A, y sean a y f los angulos que forma con
los ejes. Luego: MA = p — xcosa —ysin 8. Analogamente, MB = p; — xcosa; —ycos ;. Sean P(a,b) y

Q(ai,b1), PM = ,/(x a)’+(y— b) QM = ,/(x—a1)2+(y—b1)2. La ecuacion de la normal es

X—X _ -y Su _
5f su . of osv  of 5u S5F , Yy como en todos los casos Sx cos(ﬁ)

2. . . OV
ou oxX oV OXx ou oy ov 55y

_U:_cos<ﬂ>, %:—cos(@) ;:—cos(@) esta ecuacion toma la forma:

57 57 , que es la expresion analitica que
P N
—cos( >+—cos< Wcos(u,y) +Wcos(v,y>
demuestra la proposicion del enunciado.
I 101- Se trazan a varias curvas dadas, a partir de un punto M situado en el plano de las curvas, normales que
las encuentran en los puntos M;, Mg, .... El punto M se desplaza de forma que se tenga siempre que

MM3 + MM3 +...= k, constante. Demostrar que la normal al lugar que describe M, pasa por el centro de
distancias medias de M1, M»,...

Solucion: ) Sean las coordenadas de los sucesivos puntos: M(a, ), Mi(Xi,yi). Luego se tiene:

IMME =3 [(xi—a)* + (i B)* ] =n(e® + p*) 20 T xi 2B yi+ 2oxf + 20y =k En esta
i=1

igualdad, diferenciando respecto a a y B3, se tiene que: 2(na — >_xi)da + 2(nB — >_yi)dB = 0. Es decir:
%Xi )da + ( %yi )dﬁ = 0. Luego la normal al lugar que describe M, pasa por el punto

1 102- Hallar las curvas cuyo radio de curvatura es constante.
Solucién:  Siendo R = 95 x = IGRcosedO = Rsin®, sing = % y = jstinOdH = —R(cosf — 1),

de
_ M 2 20 _ (R y)
cos6 = R Luego sin“f + cos?6 = R R

circunferencia.

= 1. Es decir: x2+y2—-2Ry =0, que es una

1103- Un plano movil P resbala sobre un plano fijo Po. Sobre el plano P, se marca un punto O y una curva
C. Sobre el plano P se marca un punto A y una curva D. El punto A describe la curva C, mientras que la
curva D pasa por O. Indicar el método a seguir para encontrar la base y la ruleta.
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Solucién:

Sean XOY los ejes en el plano fijo, y X;01Y; los ejes en el mévil. EI punto A de la figura movible esta
definido por las coordenadas (Xi,y1), Yy respecto a XOY por: X = Xo+ X1C0Sa —YiSina,
Yy =Yo+XiSina+Yyicosa (l). Dado el movimiento de la figura plana, se conoceran: o = a(t),
Xo = Xo(t), Yo = Yo(t). Las componentes de la velocidad de A, corresponden a las derivadas de (I):
Vx = % = % —xl%—‘,’[‘sina —ylgj—‘,’[‘ cosa, Vy = % = % +x1%—‘,’[‘005a —yl‘gj—‘;‘sina (1. Como el
centro instantaneo de rotacion tiene velocidad nula, al particularizar (I11) para las coordenadas (4, ) de

este punto, se tendrd que: vy =vy =0. Por tanto, se tiene: % —A%—‘%‘ sina —y%—‘,’[‘ cosa = 0,
dXo - dYO dXo dyO :
% d_(Z ~ d_(X ] B - B TSlna—WCOS(Z B Tcosa—k—dt SINa
. +)“dt cosa — pu- e sina = 0, de donde: A = e TS L
. - dt ) Loodto
(1), que son las ecuaciones de la ruleta r&mwl. Para hallar la ruleta fija, basta sustituir estas ultimas
9o Axo
coordenadas en (I), obteniendo: { = xo — g—;, n=yYo+ g;; (IV). Las ecuaciones (111) se pueden
y dt g dt
escribir asi: A = % sina — % cosa, p = % cosa + % sina. Y las ecuaciones (1V) de esta forma:
§=Xo— %—32), n=yYo+ %—);?, con lo que se ve que las ruletas no dependen del tiempo, sino Unicamente

de la posicion relativa de los ejes fijos y moviles.

I 104- Hallar la ecuacién en polares de la curva tal que, siendo P el pie de la perpendicular bajada desde un
punto fijo O sobre la tangente en M, la proyeccion de OP sobre el radio vector OM sea constante.

Solucion:
Siendo OH =k, V = OPH = OMP p = OM, se tiene: sinV = ko _ kK Luego, psin?V =k
’ ’ ’ ' OP psinV’ : '
Como tanV = _—e se tiene la ecuacion: p® —k(p? + p'?) = 0, obteniéndose: p’ = +p % —1. Es decir:
pZ—p_l = d@. Integrando: 2arctan /% -1 =0+ C. De donde: p = ksec? QEC =17 cogé(e o)
k

ecuacion de una parabola de foco el origen.

I 105- Si por un punto M de una curva I se traza la tangente MA a la parabola y? — 2px = 0, la tangente MT a
la curva I es paralela a OA. Hallar las curvasT".

Solucion:  Sea M(x,y), y sea A(Xo,Yo) el punto de tangencia. Se tiene ¥:¥g = y% y3 — 2pxo = 0,
%—g =y'. Eliminando xo = %,yo = % queda la ecuacion diferencial de I': xy'? —2yy’ +2p = 0. Es
it 2v — xv' + 2P Derivando: 2v' — v/ + x I _ 2P 4y’ cdx o x 2D _ i
decir: 2y = xy' + v Derivando: 2y’ =y’ +x i Y7 A Luego: By Y + —5 = 0, ecuacion
lineal, cuya solucion es: x =y’ (C + 32;,)2 ) =Cy' + 32;,)2 . Llamando y' = t, se tiene la ecuacion pedida:
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_3Ct*+2p . 3Ct*+8p
- K G y= 6t
dada, parap = C = 1.

. En el dibujo siguiente se ha representado I, y en linea fina la parabola

1 106- Hallar la curva para la que se verifica que las distancias desde el origen a los puntos en que su tangente
corta al eje OY y su normal corta al eje OX, estan en una relacion dada constante.

Solucién: La ecuacién de la tangente en (x,y) es: Y —y = y'(X — x), siendo su ordenada en el origen:

y — xy'. La ecuacion de la normal en (x,y) es: Y —y = —%(X —X), siendo la abscisa en el origen: x + yy'.

Por tanto: y —xy’' = k(x+yy'), es decir: dy(x + ky) + dx(kx —y) = 0. Haciendo el cambio: x = pcosé,
y = psiné, se tiene: dx = cosd - dp — psinfdo, dy = sin6 - dp+pc059d9 Sustltuyendo y operando:

kpdp + p2dd = 0, kdp + pd6 = 0, dp:_(kjg Inp—TeJGC—ek+C Aek.

1 107- Sea una recta OM que pasa por un punto fijo O y que encuentra en A, Az, ..., An, @ n curvas dadas

h=n

(A1), (A2), ..., (An). El punto M es tal que se verifica que X Oa'&h = OmM’ siendo ai,..., ap 'y m,
h=1
constantes dargas. Cuando OM gira alrededor de O, el punto M describe una curva (M). Demostrar que se
n
verifica que X an = M__ " donde py es el radio de curvatura de la curva (An), ¢n es el

ha pnCosion  Rcos*®
angulo que forma este radio con OM, y Ry @ son las cantidades analogas en la curva (M).

Solucion:  Se toma como polo el punto O. La ecuacion de la recta OM es: 0 = 0. Las ecuaciones de las
curvas (A1),..., (An), son: ry = f1(0),..., rn = f,(0). La curva lugar d3e M al girar OM, siendo OM = r, es:

. : r’+r2)z
M _ &, +20 siendo su radio de curvatura: R = %
f1 fo re+2rs—rr

situado sobre la normal a la curva, el angulo que forma dicha normal con OM, es: ® = V + £, siendo V

el angulo que forma la tangente a la curva (M) con el radio vector r. Luego de lo expuesto se deduce que:
+tan L

. Como el radio de curvatura esta

/ -
tan® = tan<V+ 2) —Zn = =, es decir: cos® = 1 = = L Porlo
tan 2 1+<rT’) (r2+rr2)7
r2+r'? H 3 3 .
tanto: Rcos3d = 2( . ) _. = D De acuerdo con esto, se tiene que:
re+2rs—rr 2L e2\y re+2rs—rr
i (re+r )( o a
-n
an _ ai _ o alrp+2rf —nn _[/ai , a aj )
hi orCoSSon = ; +...= r = (gt et e )t

r1+2r1—r1r ,
a1 (2ri? — rar; ai(2r - rir} / ! ’ 2 i
+< 127 - N (i )+...>. Como (%) =_—£/, (L> = 207 s tiene,
r

r$ r r r3
h=n 1" 1"
introduciendo estos valores, que: ¥ —a_— = (4L +> + [a(%) +} =M+ m(%) =
, h-1,_Ph cos’pn !
1 _r'r=2r ) r2—r'"r+2r m
= m(— _—_ =m = .
r rs r3 Rcos®

1 108- Sea M un punto cualquiera de la curvay = f(x). Sea N el punto donde la normal en M encuentra a OX,
y sea P el pie de la perpendicular trazada desde O a MN. Hallar la ecuacién diferencial que se debe
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satisfacer para que se verifique constantemente la igualdad OP = MN, e integrarla.
Solucion: La ecuacién de la normal en M(x,y), es: Y -y = ;/—,1(X —X). Su interseccion con OX es el

punto N de coordenadas: (x + yy’,0). La ecuacion de la perpendicular por O es: Y = y'X. Su interseccion
X+Yy' Xy +yy?
1+y?2' 1+y~?
OPZ _ <X+yy’ >2+ (XY’+W’2 >2 _ <X+yy’ >2(1+ /2) _ (X+yy/)2 MNZ _ ( /)2+ 2 Lue o:
U 1+y~ 1+y7? 14y~ yo)r = 1+y?2 ' - ye go-
(x+yy)?

con MN es el punto P, cuyas coordenadas son: ( ) Por tanto, se tiene que:

= (yy)2+y2 = y2(1 +y2), de donde: x +yy' = y(1 + y'2). 1°) Tomando el signo positivo, se

1+y"?
. . I 1”2 . I : . _ X _ X H .
tiene que: x+yy =y(l+y?). Haciendo y' =p, se tiene: y = Vv +d1 - opil Slenddo.
1 e v oy — , dy rrey AP
7 pTl f(p), se tiene: y = xf(p), de donde: dy = f(p)dx + xf'(p)dp, =P f(p) + xf'(p) X’
dx _ fdp _ Fydp _dp _dp _ (F(@-1)dp _dp _ —(F(p)-L)dp _
X fp)-p ) -p fp)-p f(p)-p f(p) - p f(p) —p f(p) —p
_ dp _ () -L)dp  (P°-p+Ddp _ —(F(p)-1)}dp _dp _pdp
—1 5 f(p) —p —p*+p?-p+1 f(p) —p 2(p-1)  2(p*+1)
p? Pl
__ap e In X 3 1y 1 ynin2 _ arctanp
207 +1) Integrando, se tiene: In¢ In(f(p) — p) + > Inp-1)+ 7 In(p?+1) 5 Por
i - St p>—p+1 1 1 _actanp
tanto, la ecuacion pedida, en paramétricas, es: X = Cm(p—l) 2(p?+1)4e 2 ,
y = ﬁ 2°) Tomando el signo negativo: x+yy' = —y(1 +y'2). Procediendo como en el caso
P p 3 - pz " p 1 1 1 arctanp _
anterior, la ecuacion pedidaes: X = C—————((p+1)2 (p2+1)4e 2 ,y X

pE+p?+p+1 :p2+p+1'

1 109- Hallar la curva que coincide con su cuarta evoluta.

Solucion:  Sea xcosf +ysinf = p, la tangente a la curva buscada. Sus sucesivas derivadas son:
—Xsing +ycosf = p', —xcosO —ysinh = p”, xsinf —ycosh = p", xcosd +ysind = p". Luego p" = p.
La ecuacion caracteristica, r* = 1, tiene por raices: +1,+i. por lo que: p = Ae’ + Be? + Ccosf + Dsind.
La curva buscada es la envolvente de: xcosd +ysin® = Ae’ + Be? + Ccosf + Dsinf. Derivando
respecto a 6, se tiene: —xsing +ycosd —Ae’ + Be? + Csinf —Dcosfd = 0. De este sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, se obtiene la ecuacion en paramétricas de la curva buscada:
x = Ae?(cos@ —sinf) + Bef(sind + cosO) + C, y = Ae’(sin@ + cos@) + Be?(sinf — cosd) + D, o bien:
X = —,/?Ae9sin<9 — E) + ﬁBe*"cos(Q — E) +C,

_ 0 _ -9 oj _ T
y = J2Ae cos(@ 43+,/78e sm(@ 43+D.

Haciendo el cambio 6 = a + % estas ecuaciones paramétricas se pueden presentar de la siguiente forma:

X = —J2 Ae™ 7 sina + J2Be ™ 4 cosa + C, y = JZ Ae™ T cosa + J2Be "4 sina + D.

i |
1110- Se da la curva y:(ex—sinx)(lim lim _Sn(m!zx)

————2 ) +sinx. Estudiarla, analizando su
mew 1o L4 Sin(mlzx)

continuidad en el origen.

i |
Solucion: Para sin(m!zx) = 0, se tiene: lim lim M =1, por lo que: y =e* Para
Mmoo oo L4 Sin(mizx)
sin(mlzx) = 0, se tiene: m!zx = kz. Luego: x =lim —*~ = 0. Por tanto, para x = 0, la curva tiene una

m!

m-oo .

discontinuidad en el origen, que es evitable haciendo que y(0) = e = 1.

2 2
I 111- Dadas las curvas p3 = a3 cos ZTQ a2 = p2cos 26, demostrar que la longitud total de la primera es

seis veces la diferencia entre el arco infinito de la segunda y su asintota (el arco de la segunda curva y su
asintota comienzan en el eje polar).

Solucion: ~ Como (ds)? = (dx)?+ (dy)? = (dp)® + p2(d0)?, en la primera curva se tiene que:

316



1
-y 3 3
p 3dp = asdp . Y en la segunda curva: ds; = paczie -

3 7] 1
a3 —p3 (ag _pg> 2
p p’dp : : - - .
== T = T La mitad de la longitud de la primera curva viene dada por:
p(p*—a*)z  (p*-a’)>
2
1=as3 ja P . Siendo s, un arco cualquiera de hipérbola, s, = j

0 1 a
(a% —p%) ? (p*—a*)

demostrar que lim (r—s;) = %1 Haciendo p = az® en la ecuacién de s;, se tiene: s; = 3aj

r—oo

r_ p%dp

1
2

. Hay que

1 7%z .
0 /1_24

. .y, . 1
Y haciendo a = pz en la ecuacion de s, se tiene: s; = aj L“ Luego r—s; = % —Sy =
g 1-z

1
1 ¢t dz Zdz 1 dz 1 (1-2z%24dz
=a| = - | ——=%—— |. Ahora bien, como: = = - =
[Z . zsz 1 -1 Dyl
__ 94
:le— - —“122 —ZjlZzi — 1, por tanto, se tiene que: s; = 3a 1. Como,
0 52 [1_ 7% o 0 [1_74
L dz  J1-7 1 dz 1-7 .
+21 =1, ——=%—— =—-| - ————. Por todo ello se deduce que:
e e ;
_ 74 [1 _ 54
lim (r—s;) =lim a %—jl¢ =lim a %+I+% = al + lim %+% =
- -0 0 ZZ,/ 1- Z4 -0 -0
1-1+Z +...

=al + lim 22 —al + lim Z 7 = al, es decir que: lim (r—s;) = al = ?1,51 = 3al.

-0 -0 -0

X
deln X

1112- Sedalacurvay = 1°) Estudiar la curva. 2°) Sea C el arco de ella que tiene por origen A,

(Inx)?

donde atraviesa al eje OX, y por extremo B que corresponde al méaximo de y. Hallar el area ¥ comprendida
entre el arco C, el eje OX y la ordenada BD de B. 3°) Sea M un punto cualquiera del arco C. Se traza la
perpendicular MP a OX, que encuentra en N a AB. Se traza por N la paralela a OX que encuentra en R al
arco C y en Q a la paralela al eje OY trazada por A. Se lleva sobre la prolongacién de PM una longitud
MS = QR. Cuando M describe el arco C, el punto S describe un arco de curva C' que pasa por A. Calcular
el coeficiente angular de la tangente a C' trazada en A. 4°) Sea X' el &rea barrida por el segmento de recta
MS cuando M describe el arco C. Demostrar que existe entre £ y X' una relacion numérica que subsiste
cuando se reemplaza en las construcciones precedentes, el arco C por otro arco de una curva cualquiera
que tenga los mismos extremos A 'y B, siempre que este nuevo arco esté situado por encima de AB y no
sea cortado en més de un punto por una paralela a cualquiera de los ejes coordenados.

Solucion:
B
] A/’ ] D ] ]
0 + T + T + T + T + 1
2 4 6 8 10
-5
19y = Inx - (|4—)2 La curva solo existe para x > 0, siendo el origen un punto de discontinuidad. . La
nx

curva atrawesa al eje OX en el punto A(e,0), siendo la pendiente de su tangente en este punto:

= (— - 1) = 4. La curva alcanza su maximo en el punto B(e?,e). Tiene por asintotas:
x(Inx) Inx

y=0 x=1. 29 %= 4ej (Inx—

dx. Como, — X [—9X_ s tiene que:
(Inx)? ) II Inx I(|nx)2 a
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2
= 2e%(e—-2). 3° Las construcciones del

e
I L_% dx = X~ Por tanto: 2=4e|i
Inx  (Inx) Inx Inx le

enunciado se representan en el siguiente esquema:

/7 e
B
/M
QRN
B
A P D

Recordando que si se sustituye en un punto de una curva, el arco por la tangente, al tender a cero el
incremento, la diferencia entre arco y tangente es un infinitésimo. Por ello, en un entorno infinitesimal
alrededor de A, se puede considerar que AM es la tangente en A, cuya pendiente es 4. Siendo: AP = §,

tanp = EB = eze—e = eil’ se tiene que: PN = AQ = %. Como, % =4, se tiene que:
QR = ﬁ. Luego: PS=PM+MS =4-AP+QR =46 + ﬁ. El coeficiente angular pedido
es: % 4+ ﬁ — 4,1455. 49 Siendo: m = tan§ = ﬁ QR =a PN =f@a), = = jzf(a)da,
0z’ - MS-d(aP), AP - BN 1@ = qpy  T@da gy T@da -y o af@)da
- 7 2 - drar@)— [ e - ADEDB & - LEDOR & puego: myex -

= e?(e —1). Larelacion pedidaes: X' + (e — 1) = e?(e — 1)°.

I 113- Se considera la envolvente de xsina —ycosa = 2asina + 2cosa. 1°) Hallar la longitud del arco a
partir de @ = 0. 2°) Hallar la expresion del radio de curvatura.

Solucion: 1°) Derivando la ecuacién dada, se tiene: xcosa + ysina = 2acosa. De esta ecuaciéon y de la
dada, se obtiene la envolvente: X = 2a + 2sinacosa = 2a +sin2a, y = —2¢0s?a = —1 — cos2a. Luego:

X, =2+2c0s2a, Y, =2sin2a, ds = y4+4c0s?2a +8cos2a + 4sin?2ada = SOsin(% - ZT” =

=242 +2c0s2a da = 4cosada. Por tanto: s = j34c05ada = 4sina. 2°) X,, = —4sin2a,y!, = 4c0s2a.

3
2 2\
De donde: R = (xX*+y*)2 _  64cos’a

Xy —yx" ~ 8(l+cos2a) 4cosa.

I 114- ¢Sobre qué curva debe hacerse girar una cardioide para que su polo describa una linea recta?

Solucién: La ecuacién de la cardioide referida a su polo, es: p = a(1 + cosf). Sea el eje de las X el
descrito por el polo doble. La normal a la trayectoria en O, cortara a la cardioide en A, punto de contacto
con la curva incognita. Siendo P el origen de coordenadas, se tiene que las coordenadas de A son PO y
OA, siendo OA = p = a(l1+cosf). Como las diferenciales de arco han de ser iguales, se tiene:
(dx)? + (dy)? = (p? + p'2)(d9)?. Sabiendo que y = a(l + cosf) = p, de donde: dy = p'dd, se tiene que:
(dx)? = (p2 + p'2)(dh)? — p'2(dO)* = p2(dh)?. Luego se tiene: dx = pdd = a(l + cosh)dd. Integrando:
X = a(f +sinf) + C. Por tanto, las ecuaciones buscadas son: x = a(f@ +sinf) + C, y = a(1 + cosé), que
corresponden a una cicloide, en la que a es el radio del circulo generador.

I 115- Hallar las curvas cuyo radio de curvatura es proporcional al cubo de la normal.

3
2\ 5
Solucion: El radio de curvatura es: R = M La normal mide: y,/1 +y'2. Luego se tiene que:
3
2\ 5
(1++)2 = k(y,/l +y"? )3, de donde: ky®y"” = 1. Haciendo y' = p, y" = pp/, se tiene: ky3pp’ = 1, es
- dy - Ckp? - -1 :
decir: kpdp = F Integrando, se tiene que: 5 = 2—y2 + Cy, es decir: kp? = 7 + C,, de donde:
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I e — _dy . Jkydy _ [k ydy .

p=y = =5+ =——/Cy*-1 ==, dx= ——— = | Z- ————. Integrando:
ky? k JKy dx /C2y2 1 C, (yz ~ (%

x= [X Jy2— 1 .cCy de donde: (x—C)2:x2—20x+C2:L(y2_L):L(Cyz_l)

CZ C2 3 . 3 3 3 C2 C2 C% 2 .

Por tanto: C3x? — kC,y? — 2C3C3x + C3C3 +k = 0, 0 bien: x> — Ay? — 2Bx + C = 0.

I 116- Dada una curva cerrada sin puntos dobles, hallar el lugar geométrico de los puntos P(a,b) tales que su
podaria respecto de P, tenga area constante.

Solucion:  Sea la curva dada la envolvente de xcos6 + ysinf + f(6) = 0, que referida al punto P, es:
(x+a)cosf+ (y+b)singd+f(@) =0. La distancia a P, cuyas coordenadas son ahora (0,0), es:
p =acosf +bsing+f(0). Siendo constante el area S de la podaria, se tiene que:

s = [ L pdo = L [“[acos0 + bsing +f(0)1%d0 = k. Como § = &~ [*"cos20do + B [ sin’d0 +
+ab f;” sin6cosodo + ajiﬂ cosOf(0)do + bjiﬂ sinof(0)do + % jzﬂ f2(9)dd. Se sabe que: ji” c0s20do =
— [7sin?0d0 = 7, y [ sin0cos0d0 = 0, luego S = Z-(a% +b?) +a " cos0f(9)d +b [ " sin0f(6)d6 +
+% jzﬂ 2(0)d0 = k. Haciendo a = x, b =y, se tiene: %(x2 +y?)+Ax+ By +C = 0, que es un circulo.

I 117- Hallar la curva cuyo radio de curvatura esta en una relacion dada con la longitud de la normal. Estudiar
los casos en que la relacion sea +1, -1, +2, —2.

3
(p>+p?)2
o pP+2p%—pp _
p2(A—=1)+p?@2Ar—-1)—App" = 0. Haciendo p' =1zp, p" = p(z' +2?), sustituyendo y operando:

1
Solucién:  El radio de curvatura es: R = —. La normal mide: (p?+ p?) 2. Luego:

2 A g fooA=14y_ _dz o, A-1 _p _ dp
Zd /’L—lz+l_0’ es decir: 1 d9—22+1.De donde.z—tan( 1 0+k>— 5 A0
ap _ A-1 . - A—-1 _ 1 :
b= tan( 1 9+k)d9. Luego: In(Cp) In cos( 1 9+k> In cos(’l_ 1 9+k) . Por tanto:
A
A A
p= . Parael caso A = 1, p es constante. ParaA = -1, p = —>—— . Para1 = 2,
cos(%@Jr B) c0s(20 + B)
p = + Para A = -2, p = + En los dibujos siguientes se han representado
cos<? + B) cos(T + B)

estas tres ultimas curvas.

N
0\

Ny
L




COSs =5~

E 118- Encontrar una curva que pase por el origen y tal que si se designa por M un punto cualquiera de la
curva, el area comprendida entre la curva y el radio vector OM, sea igual al area limitada por la curva, el
eje OXy la tangente en M.

Solucién:

o A B

Se ha de tener que: Soamo = Soamao. COMO Soaveo —j ydx, MA =Y -y =y'(X-Xx), A( ny y,O),

AB = x — % -~ % se tiene que: Soamo = fxy—joydx, Soama0 = joydx— 1 ;’ y. Es decir:
“vax = Y+ Y Deri e A At L1 x ir
ZJ'Ode— 5+ 2y Derivando y operando: T T Ty Integrando: y oY + C, es decir:

g-; - § —C = 0. Luego: x = y(Alny + B). En el dibujo se ha representado esta curva paraA = 1, B = 0.

257

0 2 4 6

1 119- Sean My M’ dos puntos de una curvay = f(x), correspondientes a las abscisas x y x + Ax. La tangente
en M’ corta en T a la ordenada en M. La tangente en M corta en T’ a la ordenada en M'. Se pide el orden
del infinitésimo MT — M'T’, siendo Ax el infinitésimo principal.

Solucion: Coordenadas de M: [x,f(x)]. Coordenadas de M': [x + Ax, f(x + Ax)]. Ecuacién de la tangente
en M: Y —f(x) = f(x)(X —x). Ecuacién de la tangente en M': Y —f(x + Ax) = f'(X + AX)(X — X — AX).
Luego las coordenadas de los puntos de interseccion, son: T[x,f(x + Ax) — Axf'(x + Ax)],
T'[x + A, f(x) + Axf'(x)]. Luego la distancia MT es igual a f(x + Ax) — Axf'(x + Ax) — f(x), y la distancia
M'T" es igual a f(x)+ Axf'(x) —f(x+ Ax). De donde se tiene: MT - M'T' = 2f(x + Ax) — 2f(x) —
—AX[f'(x + Ax) + f'(x)]. Desarrollando en serie esta expresion, se tiene que la diferencia MT - M'T' =

_ 2[f(x) + P OOAX + f”(x) (AX)? + fw(x) (AX)® .. }—Zf(x) -

f (X) (AX)? +.. } Luego: MT-M'T' = %f”’(x)(Ax)3 - %f’”(x)(Ax)3 _—

—Ax[Zf’(x) + f"(X)AX +

n
= _f (X) —22 (Ax)? +.... Por tanto, el infinitésimo es de tercer orden.
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I 120- Hallar las trayectorias ortogonales de una familia de conicas homofocales.

= 1. Derivando, se tiene:

2
Solucién: Sea la ecuacion de las conicas homofocales: 2X2 + 2y
, , a+ A b2+ 2
X yy ) .
= 0. Luego: = . = . Eliminando A entre estas dos
9 77 X2y —xy' b2+1  yZ—xyy
ecuaciones, se tiene: a?—b? = —y y2 +xyy'. Es decir: xyy? +y'(x> —y?2—a?+b?)—xy = 0.
-1

n 1 y 1 1
a?+1  b?2+1
x2y' —xy
Sustituyendo y' por —-, se obtiene la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales, que es:

xyy? +y'(x? —y? —a? + b%) —xy = 0, que coincide con la ecuacién anterior. Por tanto, las trayectorias
ortogonales de una familia de conicas homofocales, son ellas mismas.

1121- En los extremos M y N de un arco de curva, se trazan las tangentes hasta su punto de encuentro A.
—_—
Hallar el orden y la parte principal de la distancia de A a la secante MN, y del angulo NMA.

., . . , 3
Solucién:  Las ecuaciones intrinsecas de la curva (ver problema | 82), son: x = s — —> >

R +...,

52 R/S3 . SZ .
Y=o~ 6R? +.... Sea el punto M(0,0), siendo su tangente: y = 0. Sea el punto N(s, ﬁ> siendo su
tangente: y — % = %(x —5). Las coordenadas de su punto de interseccion son: A(%,O). La ecuacién
de MN es: y = ==x. La distancia de A a MN, es: 52 Luego la distancia es un

2R

S = .
2/s7+4rZ AR
- - - 7 - - - - /\ 7
infinitésimo de 2° orden, siendo su parte principal: ﬁ Como, tanNMA = % el angulo es un
infinitésimo de 1° orden, siendo su parte principal: %
I 122- Hallar una curva que pasando por el origen, sea tal que el centro de gravedad del &rea limitada por la
curva, el eje OX y una ordenada variable, sea constantemente igual a 3x

4
Solucién: Se ha de tener que: '[‘X)X—ydx = 3X Derivando: xy = i(jx dx + X ) Luego: xy = 3| ydx
: q.J.Xde_4. Xy = UyY y ). LUego: Xy = 5| yox.
0
Derivando: y +xy' = 3y, es decir: Zde = % Integrando: Iny = InCx2. Luego la curva pedida es:

y = Cx2, que es una parabola.

I 123- Hallar el lugar geométrico de los puntos P tales que el segmento MP de la tangente comprendida entre
el punto de contacto P y una recta dada (directriz), sea de longitud constante.

Solucion:  Sea P(x,y) vy sea la tangente:ZY —y =Yy (X=x). Sea la recta dada: Y = 0. Luego se tiene:
M( ny’—y ,O). Por tanto: (x - %) +y2 = a2 De donde: y' = S — Separando variables:

Ja -y
JaZ=y? a+ faZ-y? g
dx = Tdy. Integrando: x = ,/a? —y? —aln++c, que es la ecuacion de la

tractriz.(involuta de la catenaria). En el dibujo se ha representado la tractriz paraa = 1, C = 0.

1

-0.5 0.5
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Seccion J - GEOMETRIA DIFERENCIAL EN EL ESPACIO

J1- Demostrar que el contacto en el origen (t = 0) entre la curva x =t, y = t2, z = t3, y el paraboloide
x2 +2? =y, es de 5° orden.

Soluciéon:  f(x,y,z) = x> —y +12z? = 0, de donde: f(t) = t> —t? + t® = t8. Luego: f'(t) = 6t°, f'(t) = 30t*,
f(t) = 120t3, f® = 360t2, f® = 720t, f©® = 720. Como: f'(0) = f'(0) = f'(0) = f®(0) = f®(0) = 0,
f®(0) = 720, el contacto es de 5° orden.

J2- En ejes ortogonales, se considera la curva y = 2(1 —cosx), z = 3(x? — sin®x). 1°) Determinar el plano
osculador en x = 0, y el orden del contacto con la curva. 2°) Determinar la esfera osculatriz en dicho
punto y el orden del contacto de dicha esfera con la curva.

2 g _ (1 — _o(x2 x4 xb )L
Solu0|on.4 1 )6Por desarrollo en serlesse tlesne qui y = 2(1-cosx) = 2( 5 57 T 790 )
:XZ—%+3XW...,Z=3|:X2—(X—XT+%O..> }:x“ % . Siendo el plano osculador:

Ax+By+Cz =0, se tiene: Ax+B<x2— ﬁ) +C<x4— EX ) =0. Luego: Ax=0, A=0;
Bx? = 0, B = 0. El plano osculador es z = 0, siendo el contacto de tercer orden 29) Slendo la esfera:

2
2 2 2 _ i . 2 2 X 4 6
X2+y%?+2 +ax+by+cz—0 se tiene que: X +(x +—360 ) (x 15x ) +ax +
2 X* .S 4 6 — . — -0 2 — - _1-
+b(x + 360 ) + C(l); 15 x2 ) X 0. I2_uego. ax=0, a=0; x*(1+b)=0, b 1;
4 _ _ 6 —£ _ _C i
X (1 17t ) 0,c= T X (ot T IE) 7 0. Por tanto el contacto es de quinto orden,
siendo la esfera osculatriz: x? +y2 + 22 -y — %2 z=0.
3 2
13- Se considera la curva C de ecuaciones X = —L = 1 7z = —L 19 Hallar la ecuacion del
Se co d t2+1'y t2+1’ t2+1 )

cilindro cuédrico real que la contiene. 2°) Demostrar que por todo punto M del espacio pasan tres planos
osculadores, y que el plano que pasa por los puntos de osculacion contiene a M.

Solucion: 1°) En el plano x = 0, se tiene: y = tzt-i T Z= t2 T de donde t = y . La ecuacioén pedida
es: y2+z2-y=0. 29 La ecuaciéon de los planos que pasan por M(a ﬂ y) €s:
_ _ N = N S )

X—a+A(—-p)+B(@z-y)=0. Este plano corta a la curva en: 71 a+A t2 1 -pB
+B< o i T~ y) = 0. Es decir: t® + (~a + A— AB - By)t>? + Bt—a — AB — By = 0, luego corta a la curva

en tres puntos: t,t,,t3. Para que el plano sea osculador ha de tenerse que: t; = t, = t3. Por tanto:
3t=a-A+AB+By, 3t? =B, t® = a + AB + By. Operando y eliminando A y B, se tiene la ecuacion de
tercer grado: (B - 1)t® +3yt?—3Bt+a = 0. Por tanto, dado un punto M(a,f,y), hay tres planos
osculadores correspondientes a las tres raices de t en la ecuacion anterior, y los tres pasan por M.

J4- Dadalacurvax = t?,y = t3 z = t4, hallar la condicién para que cuatro puntos sean coplanarios, y hallar
la ecuacion del plano osculador.

Solucion: Sea el plano: Ax+By+Cz+1=0. Luego: Ct*+Bt3+At?+1=0. De donde:
ti+to+ta+ty =St=5; = %, Stit = Sz = %, Stitjte = Ss = 0, IT = tytatsty = % La condicion
X=X Y-y Z-12
pedida es: S; = Zt;tjty = 0. La ecuacion del plano osculador es: X' y' Z' =
X// yH ZH

X—t2 Y-t2 Z2-t*
= 2t 3t2 4t3 = 0.
2 6t 12t?

J5- Hallar las tangentes en el origen, de la curva: x? + y? + z?2 — 2ax = 0, x> + y? —ax = 0.
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Solucion:  Diferenciando ambas expresiones: xdx + ydy + zdz —adx = 0, 2xdx + 2ydy —adx = 0. Para
X =y =12z=0, se obtiene dx = 0, mientras que dy, dz estan indeterminadas. Para hallar su verdadero
valor, se vuelven a diferenciar: (dx)? + xdx + (dy)? + yd2y + (dz)? + zd2z — ad?x = 0, 2(dx)? + 2xd?x +
+2(dy)? + 2yd?y —ad2x = 0. Luego para: x =y =z = dx = 0, se tiene que: (dy)?+ (dz)*—ad? =0,
2(dy)? —ad2x = 0. Eliminando d2x, se tiene: (dy)? — (dz)? = 0, luego: dy = +dz. Por tanto, las tangentes
enelorigenson: x = 0,y = +z.

J6- Hallar la ecuacién de una curva situada en una esfera, que partiendo de un punto situado en el ecuador,
corta a los meridianos bajo angulo de 60°. Hallar su longitud.

Solucion:
P
N \D
& \ C
P .,-" a q
" » |
dg. :
ol |
de
F

Se trata de la loxodroma (ver problemas J 8 y J 58). Sean las ecuaciones de la esfera: x = Rsinécos ¢,
y = Rsinfsing, z = Rcos@ siendo su centro O, su ecuador FG, dos meridianos infinitamente cercanos

FACP y GBDP, d¢ = FOG = AMB CND d9 = AOC = BOD. Sea AD la diferencial de arco de

loxodroma, siendo a = CAD = ADB. Por tanto, se tiene: tana = AB _ AB _ AMdg = Rsinfde

DB  AC Rd6 Rdo
do = %, @ =tanaln tan% + C; como para 0 = ? ¢ = 0, luego C = 0. Despejando el valor de 0,
. ) o __9o _ _ . _ _ .
se tiene: In tan > fang — ¥ Cota ke, sind Coshkg ' cos@ = tanhke. Sustituyendo estos vaTIores
. . . - . Rcos¢ Rsing
en la ecuacion de la esfera, se tiene la ecuacion paramétrica de la loxodroma: x = VY =
coshke coshke '
z = Rtanhke. Como k = cota = cot30° = /3, introduciendo este valor, se tiene que: X = _Rcosg ,
_ i cosh /3¢
y = M, z = Rtanh /3 ¢. La longitud de la curva viene dada por: L = j7 X?+y?+7%2d0 =
cosh ,{?(p 0

= % jf dé = zR. La longitud total teniendo en cuenta los dos hemisferios es 2zR.

J7- Hallar el area de la superficie conica barrida por el vector OM cuando M describe el arco 0 < 0 < 27 de
lacurvax = acosf,y = asin6, z = be?’.

. , ¥ —b Y
Solucion:  Se tiene que: % = tand, z = be*™™"x, 7, = 2—yearCtarI X, 7y = zLearCtan x. Luego:
X2 +y? X2 +y?
2
22+ 27 = ﬁeamm x. Haciendo p? = x? +y?, se tiene que: 1+2z2+2? =1+ - b? €%, Por tanto:
p?

S = jzn dej 1+ p—e29 pdp, yaque0 < p < a,0 < # < 2. Operando, Se tiene que:

S=["do[" [p7+b%eTdp = [ d9|” Jo7+ D77+ e |n<p+m>|
= [T A e 0+ [ D n(a m)de [ 2% In(be”)do.

Como j;” bzezgl n(be?)dg = LInb Inb j2”e29d9+ b2 j 0edo, se tlene que: S = a| |7 +7I2|
—%Igﬁ)"— b2 I4|§”,dondell —jmde I, = jeZ"In<a+ m>d0 ls = [edo,

4= f@ezode. HaC|endo e? =1t,e%d0 = dt,do = d ,paraf = 0,t =1, paraf = 2x, t = 2.

TR
t 1

Luego: S = &1, + &2y, e - D2Inb | e b2,

5 5 5l 5 4’|1 . En esta expresion: 1, =
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Iy = jtln<a+ Ja? + b2t? )dt Iy = [tdt, I, = [tintdt. Resolviendo las integrales, se tiene:

_+ b2 a_2

[a2 2+2 w’ 2
Il/—j a +bt = dt=Db [t2+ b2 T b ,I2/:jtln<a+,/a2+b2t2>dt:
/2 242
:7In(a+‘/a2+b2t2>—a2+b2t2+aJr a” + b7t ly = Jtdt =

2 2
Iy = [tintdt = LIt _ 12

4p? 2h?2 2, h :
" 2 2n4n 5 >
Luego: 1, = J/b2%™ +aZ —aln adie;T —mmn@,

2r 4n 2 2ndrn a+ a2+b2e4n'
3 =E’Tln(a+,/a2+b2e“”>—a + D™ | At —%In(a+,/a2+b2>+

4h? 2b?

a2+b2_aa2+b ezn_l i eZn_ . _l L
+Ey el = S -1 1, = e (n 4)+

Por tanto: S = gll e b22 Iy ‘f" b2I2nb Iy l322 1| = (ﬂ—a>ln<a+,/a2+b2e4”>+
(a——)ln<a+,/a2+b2)+ ( F Jaz + b2 —(1+W>./a2+b2 —2alnb - 2ra +
4n 1 _4

+e ( 4)* 16"

J8- Dada la loxodroma que corta a los meridianos bajo angulo « en la esfera x? + y2 + z2 = R?, y que pasa
por (R,0,0), hallar la ecuacion de las aristas del triedro intrinseco (en su forma continua), y el radio de
curvatura en dicho punto.

Solucion: Siendo k = cota, las ecuaciones de la loxodroma son (ver problemas J 6 y J 58):

_ _Rcosf _ _Rsin6 _ ; ; : :
X = cosh(k0) y = cosh(ke) z = Rtanh(kf). Sus derivadas particularizadas para el punto (R,0,0), son:

x; =0,¥1 =R,z; =Rk, x{ =R(1+k?),y{ =0, z{ = 0. Las aristas del triedro intrinseco son:

.X—Xl_yy_Z Z . xR_l:L
a) Tangente: X oy 7 ; es decir: 0 "~ R RK
_ - _ 1z R Rk Z7 X
b) Binormal: XL = Y- _ z 2L, siendo a = iz =0,b=| 7" | =
b yi 7§ 00 zi x|
Rk 0 1Y 0 R
— | =Rk@L+K), c= X/l/ yt = ) = —R2(1+Kk?); por tanto:
0 R(1+k?) X1 Y1 R(1+k?) 0
Xx-R _ Y _ z
0o k-1
¢) Normal principal: —*—%*1_ — YY1 _ 2771 g decir:
b yi c ) a xj
c 73 a xp b y;

x—R = y — Z cportanto; XzR = ¥ _ 2
R2k(1+k?) R _R2(1+k?) Rk 0 0 100
“R2(1+k?) Rk 0 0 R2k(1 +k2) R

3 3
12 12 1272 2 212\ o
El radio de curvatura es; XL TV 27 — = RE+ R 2 — =R
@ +b2+c?)z  [R*2(L+K*)*+RYL+k»)*]?

J9- Dada una curva tal que la indicatriz de binormales esta contenida en el plano ax + by + cz+d = 0, se
pide determinar la superficie rectificante.

Solucion: Las binormales forman un angulo constante con: a = % = d . Luego la curva es una helice,

y su superficie rectificante es un cilindro de generatrices paralelas a dicha recta.

J10- Se considera una curva C definida en coordenadas rectangulares por x = acost, y = asint, z = aU.
1°) Determinar la funcién U de modo que las tangentes a esas curvas encuentren al plano z = 0, segun un
circulo de centro el origen y radio R. 2°) Determinar la funcion U de manera que el plano osculador en un
punto cualquiera de C, forme un angulo constante con el eje OZ.
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(el 0y o A x—acost _ y—asint _ z7_aUu
Solucion: 19 x asint, y' = acost, z’ = aU’. La tangente es: —asint — acost ~ au
Su interseccion con z = 0, es el punto definido por: x = % +acost,y = % +asint. Luego:

. 2 2
(_aUsmt +acost> + (—_alfﬁOSt +asint> —R2, de donde Y- — I;—; —1, dU _ __adt

U U U R
at X-x Y-y Z-z

InU = R2—+k U—eJRz—az . 29 El plano osculador es | —asint acost aU’ =0,
— a2

—acost —asint aU”

y como la ecuacion del eje OZ en forma continua es: % = % = % siendo 6 el angulo que forman, se
—asint acost
N —acost —asint 1
tiene: sinf = - - ~ = AT :
acost aU’ N —asint au’ N ‘ —asint acost
—asint au” —acost au” —acost -asint
De donde: U"2 + U”? = cot?. Haciendo: U’ = p, U" = p’, se tiene: p2 + p? = cot?d, p' = Jcot?0 — p?,
dt = dp t+ A = arcsin L, p = cotlsin(t+A) = dU , dU = cotfsin(t+ A)dt. Luego la

Joot p? cotd

funcion pedida es: U = —cotfcos(t + A) + B.

J11- Sedalacurvax = 6t+ 6t +2t3,y = 2+ 2t3,z = -3 - 6t. 1°) Hallar la longitud entret =0y t = 1.
2°) Hallar la diferencial de arco de la indicatriz de pendientes. 3°) Hallar los cosenos directores de la
tangente y de la normal principal.

Solucién:  1°) dx = 6(1 +t)dt, dy = 6t2dt, dz = —6dt. Luego: ds = 62 (t> + t+ 1)dt. Integrando:

s = 6ﬁj$(t2+t+1)dt =11J2. 2° Si 6 es el angulo de contingencia, g—g = % Como df es la
2
diferencial de arco de la indicatriz de pendientes, do, se tiene: do = ds _ 6/2(1+trt )dzt =
R 642 (1+t+12)
dt : . (1+1v)° 2
= ———— 39 Los cosenos directores de la tangente, son: a = , B =
t2+t+1 ) J V21 +t+1?) p J2(L+t+1?)
1 )
= Como o' = Frenet), los cosenos directores de la normal principal, son:
A U pd (Frenet), princip
o 1—t2 p__ W(t+2) Y = 2t+1
V2L +t+12)° 2L +t+12)] J2 (1 +t+12)

J12- Determinar una curva con la condicion de que la normal principal en un punto M cualquiera de dicha
curva, encuentre al eje OZ, y que el segmento comprendido entre el punto M y el punto N (interseccion
con OZ), se proyecte sobre dicho eje segin una longitud constante k.

- ., o _ - _ . by
Solucion:  La ecuacion de la normal principal es: XX _ Y-y - Z Z siendo: a; = y ,
a by C1 c 7'
c Z a x "7 " X X"y
bl = y C1 = ’ - y ’ b = y C= y
a XI b y/ y/I ZH ZH XH X// y//
Siendo: x?2 +y?+2? =1, xXx"+y'y"+27'7" =0, se tiene que: a; = x", by =y", ¢, =z". Por tanto la
normal principal es: XX_,,X = Yy”y = ij. Para que encuentre a OZ: ;—f,( = y_’)’/ Es decir:
xd—2y —y=—= d® _ g, Integrando: x—= dy -y dX _ ¢ Es decir: xdy —ydx = Cds (I). El punto N se obtiene
ds? ds? ds ds ' ' '
de: T = ;,),/ Z,,Z = z_k” Luego: x" = %Z” y' = % Sustituyendo estos valores en
2 2
x'x"+y'y"+2'7" =0, se tiene: xx' +yy' —kz' = 0. Integrando: % —kz = C’ (Il). Sustituyendo en

326



X2 +y?2+7?2=1, el valor de z' =
(xdx + ydy)?
k2

/ / ! "2
XYW Eyy , se tiene: x’2+y’2+w =1, o bien:

(dx)? + (dy)? + = (ds)? (I11). Pasando las ecuaciones sefialadas a coordenadas cilindricas,
teniendo en cuenta las igualdades: x =rcos6@, y =rsind, x2+y? =r2, dx = cosfdr - rsinodo,

2 2 2
dy = sin@dr + rcosfds, xdy —ydx = r2dd, (dx)?+ (dy)? + W = (dr)? + r2(dg)? + L (Szr) ,
2 2
se tiene respectivamente: Cds = r2do (I); %2 “kz=C' (I); (ds)? = (dr)? + r2(de)? + < (l?zr) (1.
_ o 2O N2 2, .2 2, r3(dr)® _ 1+ r?/k? .
Eliminando ds, se tiene: (—C )2 = (dr)° +r*(dg)” + R Luego, do = Iy dr. Y como:
14 2kz +2C'
r2 = 2kz + 2C’, se tiene: dg = a1 202 k? dr. Por tanto, las ecuaciones de la curva son:
M — 2kz — 2C’
CZ
1+ 2kz + 2C'
r?~22-2C' = 0,0 = |———r k* (r+C").
& — 2kz — 2C’

C2

J 13- Dada una curva alabeada C, definida por el vector OM = P, funcion de un parametro, demostrar que si

el arco s de C esté ligado a p por la relacion s = p - U, siendo T un vector dado, las tangentes de C
forman con el soporte de U, un angulo constante.

Solucibn: s-TU=p.-T-U=p-u% p= s.0 9 _3_ U Por otra parte, se tiene que:

uz ' ds uz’
— B — . — B _t),U B a-7 B , 535
LU—t-u-cos(t,U). De donde: cos(t,U) SR TR T = 1. Luego el angulo t,Ues
u

constante, igual a Q°.

J14- Dadalacurvax =t3+3,y=t>+1,z=1t-2, hallaren el punto t = 2, la tangente, la normal principal,
la binormal, el plano osculador, el plano normal y el plano rectificante.

Solucién: Derivando la ecuacién de la curva y particularizando para el punto t = 2, (11,5,0), se tiene:

a bec
41
X' =3t2=12, x"=6t=12, y =2t=4,y"=2,7=1,7"=0; | 12 4 1 |, a= 2 0 = -2,
12 2 0
1 12 12 4 a b 12 -24
b= = 12,¢c = =24, =2 12 —24 |, a1 = - - 108,
0 12 12 2 4 1
12 4 1
24 -2 -2 12
b, = = -286,C; = = -152.
1 12 4
.x=11 _¥Y=-5 _ z final X=11 _ Y=5 _ 7
Tangente: o = 45 = 1.Normal principal: 108~ 286 - 152
Binormal: X_le = y1_2 -~ _§4.Plano osculador: —2(x — 11) + 12(y — 5) — 24z = 0.

Plano normal:_12(x —11) +4(y - 5) +z = 0. Plano rectificante: 108(x — 11) — 286(y — 5) — 152z = 0.

J15- Se da la curva C cuyas ecuaciones son X = 2mcos?, y = 2msin % cos 4. Demostrar que

proyectando un punto M de la curva sobre el eje OZ en P, y tomando como interseccion S de la normal
principal en M a la curva con el plano IT perpendicular en P a la recta PM, si se traza un vector OL
equipolente al MS, el punto L describe un circulo situado en XQOY y con centro en O.

Solucion: Haciendo 6 = % se tiene: x = m(1 + cosf),y = msinf, z = mTO Luego las coordenadas de
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My P son: M(m(l + cos6), msing, mTQ) P(0,0, m79> Derivando se obtienen los siguientes valores:

_ _ mcosg T
x' = -msinf, y' = mcoso, z' = % X" = —-mcosh, y' =-msing, z' =0, a= 2 | =
—-msing 0
m : .
-~ —msin6 —msind mcoso
:m—zsin9in 2 =_—mZC039,C= - _ 2,
2 0 -mcosé 2 —mcosf# —msiné
m2 2 2 M2
———C0s60 m m< -—=—sind
a; = 2 = %mgcose, b, = 2 = %mssine,
mcosg I M _msing
2 2
m? m?
——sing —-——cos6
C1 = 2 2 =0
—msin@  mcos6H
1 0 ino N
La ecuacion de la normal principal es: x=m(d +cosh) _ y-—msing _ 2 , €S decir: z = m_e’
5m3 5m?d 0 2
—=_—Cc0s0 —="—sinf
4 4
y 2 1f 0
. . _ - — . X — 4 — i . = m
xsin@ —ycosf —msing = 0. La recta PM es: ML+ c0s0) msing 0 es decir: z >

xsind —y(1+cosf) =0. EI plano IT es: (1+cos@)x+ysind =0. Las coordenadas de S son:
[m(l —c0s0),—msino, mTO } Por tanto |[MS|? = 4m?2. Luego L describe la circunferencia: x? + y? = 4m?,
z=0.

J16- Se da la curva C cuyas ecuaciones son x = 3t, y = 3t?, z = 2t3. 1°) Hallar las ecuaciones de la tangente
en un punto M de la curva, y determinar los puntos A y B en que la tangente corta a los planos XOY, XOZ.

2°) Demostrar que % es constante y hallar el lugar geométrico de Ay B cuando M describe la curva C.
3°) Hallar la longitud del arco OM. 4°) Desde M se traza la perpendicular MP a XOY, y se lleva MQ en el
sentido de M a P, e igual al arco OM. Hallar el lugar geométrico de Q.

Solucion:  1°) Derivando: x' = 3, y' = 6t, z' = 6t2. La tangente en un punto genérico de la curva, es:

YY)
x—3t _ Y 3t _z=2t . Las coordenadas de los puntos de corte con XQOY, XOZ, son: A(2t,t2,0) y

3 6t 6t?

3t 3 MA t2 + 4t* + 4t 2 y : . )
B(=-,0,-t3). 29 = = %, Como t= <, el punto A describe la parédbola:

2 ) MB J —952 +othots 3 X

x2—4y =0, z=10, y el punto B describe la pardbola clbica: 8x®+27z2=0, y=10. 3° Como:
ds = V9 + 36t% + 36t* dt = = G(t2 + %)dt, s = 6j;<t2 + %)dt = 2t% + 3t = z + x. 4° Las coordenadas
de Q son: (X,y,z — X —z), es decir: (x,y,—X). Luego el lugar geométricode Q es: x+z = 0,x? -3y = 0.

J17- Sobre la curva C se elige un origen de abscisas curvilineas y un sentido positivo. En cada punto M de
C, se toma sobre la tangente un punto P tal que el valor algebraico de MP (referido al vector unitario T)
sea opuesto a la abscisa curvilinea de M. Calcular las coordenadas de P. Aplicar: 1°) A la curva plana
y = coshx. 2°) A la curva alabeada y = coshx, z = sinhx.

Solucion: Sea la curva: x = x(t),y = y(t),z = z(t). Sea parat = 0, x(0) = 0,y(0) = 0,z(0) = 0. Y sean
las derivadas: x' = x/(t),y' = y'(t),z' = Z'(t). Sea M[x(t),y(t),z(t)] y sea la ecuacion de la tangente en M:
X-x _ Y=y _Z-z _ A. Las coordenadas de P son: X = x—Ax",Y = y—1y',Z = z— AZ', de forma

/ ! !

X y z
que: PM =arco OM. Como PM = [A2x"? + A%y + 222”2 = ) [x? +y" + 22, y como el arco OM =
= j; [X?+y"?+22dt = I(t) - 1(0) = I(t), se tiene que: A /X2 +y2+22 =I(t), A = - I(t/)z —
JX?+y?%+7
Luego P| x - I©) x'y— I© y',z— I© z' |. 19 La ecuacién de la
X2 +y'?+7"? X2 +y?+72 X2 +y?+72

curva es: X = t, y = cosht. Luego se tiene: x' = 1, y' = sinht, | = j; J1+sinh?tdt = j;coshtdt = sinht,
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A= —sioht  _ sinht _ opp¢ Luego: P(t— tanht,cosht —tanhtsinht), o bien: P(t—tanht,secht).

[1+y7 cosht

2°) Lacurvaes: x = t,y = cosht, z = sinht. Luego, X' = 1, y' = sinht, z’ = cosht. Por tanto, se tiene que:

| = jt J1+sinh?t + cosh?tdt = 2 jt coshtdt = /2 sinht, A = J2 sinht — tanht. Luego se
’ ° J1 + sinh?t + cosh?t

deduce: P(t —tanht,cosht — tanhtsinht,sinht — tanhtcosht), o bien: P(t — tanht, sec ht,O).

J18- Demostrar que la curva x = sin?t, y = sintcost, z = cost, estd sobre una esfera y que sus planos
normales pasan por un punto fijo.
Solucién: Como: x2 +y? + z2 = sin*t + sin?tcos?t + cos?t = 1, la curva esta sobre la esfera de centro el

origen y radio la unidad. Los planos normales son: x'(X—-x)+y'(Y-y)+2'(Z-2) =0, es decir:
Xsin2t + Ycos2t — Zsint = 0. Luego todos los planos normales pasan por el origen (0,0,0).

J19- Un punto P invariablemente unido a un triedro movil de una curva C, determina al ser unido con el
punto correspondiente de C, una superficie reglada de generatrices OP. Hallar las condiciones que han de
ligar la curvatura p y la torsion z de C, para que la curva descrita por P corte segun un angulo constante a

OP.
—

Solucion: El angulo constante 6 esta definido por x(s) y el vector OP. Siendo OP = art +an + agB), y
siendo el punto P solidario con el triedro movil, se tiene que: P = S + a; t +a, +asb. Diferenciando:

- d s+a1t+a2n+a3b> - - > N
d_F’_( 1. b O _(1_22\P (8L | 8 \p_
ds ds “Trag e Prag - (- F)TH (R F)
—sz donde R = %es el radio de curvatura, y T = L el radio de torsion.

%IlP .OP (dP a;’
Como cosf = dPS——’ cos20 =

EREN A

(%) (g )]

(-2 (—+—) N

) [(1—32 + ﬂ+%) + (82 )}(a§+a§+a§)

. Luego se tiene que:

R

2
@il ilaé)cosze = ( - a2> (— + —) +( )2 Operando se tiene la condicién pedida:

aZ+a3 a3+a3 :
1 =2 2185 | 24183 28 _y Qg pjen; (a2 +a3)p? + (a3 +a%)r? + 2aja3pr — 2ap = k.

R2 T2 RT R
J20- Demostrar que lacurvax =t,y = 1;Lt V1= 1_Tt2 es plana.
Solucion: Las sucesivas derivadas son: x' =1, x"=x" =0, y' = I—Zl y" = t%’ y" = I—?
1 =1 —t2-1
Xy 7z t? t?
—t2 -1 2 —6

7 = 7 7 = t_3’ 7" = rd Luego: | x" y" z2" =10 t% t% = 0. Por tanto, la

XH/ yH/ Z/H __6 __6

t4 t*

torsion 7 es nula (el radio de torsién T = o), siendo la curva plana.

J21- Hallar el orden y la parte principal del infinitésimo diferencia entre el arco y la cuerda en un punto de
una curva, cuando se toma dicho arco como infinitésimo principal.

Soluciéon:  Como: T(s) = T(0) +s - r(0)+ r”(0)+ /”(O)+ r<4>(0)+0(s4) aplicando las

. P ii _ i fo bo Ro
formulas de Frenet para las derivadas de r, se tiene: T =S tE + TR, 30 (Ro RoTo + R? — Mg | +
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st [ 3Ry - (RgR0—2R5+1 1 ) (2Rg T, )-} \
= — Mo — b 0(s*).
+4![ RZ ° R Rz SO\ ReT, T Re2 )P0 | TOGY)

g3 R's* 52 R's3

. . Cy oo 4 - _
Su equivalente en coordenadas cartesianas es: X = s (%TQ; R% )+40(s )Y 2R ~ 6R?
JRRI=REe1 1 oot 2= S - T+RT)s s iferenci

[ YTE + 2ART? s*+0(s%), z = 6RT ARZT2 + 0(s*). La diferencia A entre el

A e _532(i_R’s3>2 $ N2 _ o [ st _
arcoy lacuerda, es: A =s ‘/(s GRZ) + R 6R? +(6RT S S oR?

=S-S5+ 22;2 +0(s?) = 22;2 + 0(s®). Luego la diferencia entre el arco y la cuerda es un infinitésimo
33

de tercer orden, siendo su parte principal: YTk

J22- Hallar el centro de curvatura en el origen, de la curva 'y = x2, z = f(x), siendo f(x) nula para x = 0.
Demostrar que el lugar geométrico del punto obtenido es un circulo al variar f(x) sometida a las
condiciones f(0) = 0, f'(0) = tan®, constante.

Solucién:  Las ecuaciones de la curva son: x = t, y = t?, z = f(t). Derivando y particularizando para
(0,0,0), se tienen los siguientes valores: X' =1,y =2t =0,z =tanf =k, x" =0,y" =2,2" =" =m,

a=Yy7"-7y" =-2k,b=2X"-x7"=-m,c=xy"-yx"=2,a;, =bz —cy' = -mk, by =cx' —az' =
=2+ 2k? ¢y = ay’ — bx' = m. Las coordenadas del centro de curvatura son:
X% +y?+2"2 1+ k2 X% +y? 42" 1+ k2
=X+ = -mk), B =Yy + = 2(1 + k?),
¢ a2 +b2+c2 4k2+m2+4( »B=y a2+b2+c? ' 4kZ+mi+4 ( )

X2 +y?+2° 1+k?

VT 2 YT Ak amia _
2p? +2(1 +k?)y?2 - (1+k?)B = 0. Se trata de comprobar que el plano a = —ky, produce secciones
ciclicas en la cuadrica 282 +2(1+k?)y? - (1 +k?)B =0. La ecuacién en S de esta cuadrica, es:

-S 0 0
0 2-S 0 = -S(2-9)[2(1 +k?) - S] =0, cuya raiz intermedia es S = 2. Por tanto,
0 0 2(1+k?»-S

los planos que producen secciones ciclicas, son: ¢(a,fB,7)—2(a?+ p? +y?) = 22 +2(1 + k?)y? -
—2(a? + B% +y?) = —2a? + 2k?>y? = 0. Es decir, a = +ky. Luego el plano a = —ky, produce secciones
ciclicas. El lugar geométrico del centro de curvatura en las condiciones del enunciado, es una
circunferencia.

k. Eliminando m entre las tres ecuaciones, resulta: a = —ky,

J23- Determinar la funcion f(u) tal que las curvas f(u) - v2 = A, de la superficie x = vf(u), y = v[af(u) + b],
Z = U+V, sean curvas planas.

Solucién:  Cortando la superficie dada por el plano Ax+By+ Cz+ D = 0, se obtiene la ecuacion:

_ i4 C oy —-Cu-D _ A
Avf(u) + Bv[af(u) + b] + C(u+Vv) + D = 0, deduciéndose que: v = ATaB)i(W)+BDiC / W

Por tanto: (Cu + D)%f(u) = A[(A + aB)f(u) + Bb + C]°. Es decir que la funcion f(u) esta definida por la
ecuacion: A(A +aB)*f2(u) + [ 2A(A +aB)(Bb + C) — (Cu+ D)? ]f(u) + A(Bb+C)* = 0, o lo que es lo
mismo, por: K2f2(u) + [ 2K1Kz — (u + K)? ]f(u) + K = 0.

Otra forma de resolver el problema es la siguiente: Se elimina u, teniéndose que: x = % y = % + bv,
X/ y/ Z/
z =wy(v)+v, siendo u = w(v). Siendo la torsion nula, se tiene que: | x" y" z" = 0. Por tanto:
X/H y/H ZH/
-Av?2 —aiv?+b y'+1 -vZ —aAvz +bvt y'+1
2Av2 2aAv v = Av8| 2v 2aiv v = 0. Operando y simplificando:
—6Av*  —Baiv*t oy -6 —6al v
-v2 —av? y'+1 -v2 bv* y'+1 y
Al 2v 2av  y” +1 2v 0 v = -2bv*(By" +vy") = 0. De donde: % + % = 0.
_6 _6a l//H/ _6 O l//!//
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" 1"

i Y _o ¥ _ 1 v o__ 1 vo_ 1
Integrando sucesivamente: In C +3Inv =0, c 5 e 2 + Cy, c o +C1v+Cy,
v = % + kov + ks = u. Eliminando v entre esta ecuacion y f(u) = V—’lz se tiene que: (u+c)?f(u) =

= [caf(u) + c2]%. Es decir: cf2(u) + [ 2c1c2 — (u+¢)? ]f(u) + ¢4 = 0.

J24- Sedalacurvax = 3t-t3y=3t? z = 3t+13 Hallar el radio de curvatura y el de torsion, en funcién
del pardmetro t.

X/ ! 2
Z X// "
Solucion:  Las formulas a aplicar son: R = . Derivando se
X/ y/ Z/
X// y// ZH
X/// y/// Z///

tiene: x' =3-3t?, x"=-6t x"=-6, y =6t y"'=6, y'=0, z/=3+3t% z"=6t 7" =6.
Introduciendo estos valores en las formulas anteriores, se tiene: R = 3(t2 + 1)% T = 3(t2 + 1)°.

J25- Hallar la relacién existente entre el radio de curvatura y el de torsion en la curva x = 3t —t3, y = 3t?,
z=3t+t3

Solucién: En el problema J 24, se ha obtenido que R = T = 3(t? + 1)2. Luego ambos radios son iguales.

J26- Siendo nulo el radio de torsion de lacurvax =t,y = tﬁl z=1 T t? (ver problema J 20), hallar la
ecuacién del plano en que se encuentra la curva.
Solucion: El plano en el que se encuentra la curvaes: x—y+z+1 = 0.
t2 t3
2’ 3’
Solucion: Derivando y particularizando para t = 1, se tiene: X' =1, x"=0,y =t=1, y' =1,
(x2+y?2+2%)2  3/2
2 2

J27- Dadalacurvax=t,y= Z= hallar el radio de curvaturaen el puntot = 1.

7’ =t2=1,7"=2t=2.LuegoR =

J28- Hallar la longitud de la loxodroma de la esfera, que parte del ecuador, y corta bajo angulo constante « a
los meridianos, y se arrolla en torno al polo.

Solucion: Las ecuaciones de la loxodroma (ver problemas J 6 y J 58), son: x = ?oiﬂsk?;) VY = CFf)ank(fp :
z = Rtanhke, siendo k = cota. La longitud es: L = jf JX2+y?2+77d6 = coF;a ff do == ”—steca.

J29- Hallar el radio de curvatura y el de torsién, de lacurvax =ty = t?,z = t3.
Solucién: Derivando: X' =1, x" =x" =0,y =2t,y'=2,y" =0,z = 3t?, 7/ = 6t, 2 = 6. Luego:
2

X'y
3 3 / !
R (2y?4z92  @saeroth? | XY | g4 oe o
1 '
2(1+9t2 + 9t4) 2 Xy 7 3
X// 1 ZH
X/H y//! ZH/

J30- Dada la curva x = etcost, y = e'sint, z = e!, obtener su ecuacién en funcion del parametro s (longitud
de su arco).

., . . t t
Solucion:  x' = etcost—e'sint, y' = e'sint+e'cost, z/ = ¢!, s = jo X2 +y?2+7%dt = jo J3etldt =

=J3E'-1),t= In(% + 1). Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la curva dada, son:
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J31- Dadalacurvax = 3t—1t3,y = 3t?, z = 3t +t3, hallar el triedro intrinseco.

Solucion: x' =3-3t?2, X" =-6t,y =6t,y' =6,z =3+3t%, 2" =6t, a=y7"-y'z = 18(t>-1),
b=zx"-2"x" =-36t, c=xy'-x"y' =18(t?+1), a; =cy —bz' =216t(1+t?), by =az' —cx' =

=216(1 +t2)(t2—=1),c; =bx' —ay' =0, [X2+y2+72 =3J2(t2+1), JaZ +bZ?+c? = 108(t2 + 1),
Jaz+b%+c? =18/2 (t2 +1). Por tanto, el triedro intrinseco es: T 1-t2 2t 1
ey 2@ ZE D 2

TT( 2t t2-1 o)B -1 2t 1)
1+ 148277 ) "\ 2@ +1) 22 +1) V2
_ 1 _¢2
J32- El vector binormal de una curva es 1-t = ) siendo el radio de torsi6n constante e
2 202
igual a la unidad. Obtener los vectores tangente y normal principal del triedro intrinseco, y la ecuacion de
la curva.

o . . Lo.db _ T _ _db _ db , dt
Solucion:  Aplicando las formulas de Frenet, se tiene: s T AlserT=1T1 ds dt ds
Como: 9B _ t_ =Lo) | 1 ,L__ﬂ_ﬁﬁ

dt /2(1 —t2) ﬁ 2(1 T d dt ds
dat _ db_ -1 0

— 2y —
Luego: ds 2(1 —t?) . Por tanto: as = dt (,/W 7 > 2(1 - t
= (t—./ 1-t2 0) Es decir: m = (t—,/ 1-t2 O) Como T = T A b, se tiene que:

T T k
t 2 0 ( 1 —t2 t ) dx _ dx | ds
T = = |- Como: = 4
_m L 1 J_ J_ dt ds dt
J2 J2 J2

- §ds _ (_ 1—'[2 O S ) 1 - <——1 t -1 ),setieneque:
dt V27 V2 ) 21-13) 27 2J1-12 " 2J1-¢
=t Cpz= j_—ldt — =L arcsint + Ca.

-1 —
x=[=Ldt==L+cyy= dt = +
e A AR Py oo iey e 2

J33- Dadalacurvax = 3t,y = 3t2, z = 2t3, hallar el triedro intrinseco, el radio de curvatura y el de torsion.

5!

Soluciéon: x' =3, x"=x"=0,y = 6t y'=6,y"=0,72 =6t,2' =12t,7" =12, a=Yyz1-Yy"7 =
=36t%, b=2x"-2'x = —36t c=xy"-x"y' =18, a; =cy' —bz' = 108t(1 + 2t?), b; = az’ —cx'

= 54(4t* —1), c; =bx —ay =-108t(1+2t?), [XZ+yZ2+2z? =3(1+2t2), [a2 + b2 +c2

= 54(1 + 2t2)?, Ja2 +b% +c? = 18(1 + 2t?). El triedro intrinseco es: _( 1 2t 2t2 )
(2: )th 1+ ;[ ( ;[2 ) ot ) 22417 2t2 4417 2t2+1
) — — E( ,—— , ) El radio de curvatura es:
(2t2+1 2t2+132t2+1) 22417212 +1° 2t2+1
(xX?+y?+2%)2 3 2 : iy a? + b2 + c? 3 2
R = = 2 (1+2t?)". El radio de torsiénes: T = = 2(1+2t?)".
m 2 X/ y’ 7' 2
X// y// Z//
XH/ yH/ Z/H

J34- Dada la curva x = 3t, y = 3t?, z = 2t3, hallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y
rectificante, en un punto genérico de la curva.

Solucion: En el problema anterior J 33, se han calculado las sucesivas derivadas.
Plano normal: X'(X = x) +y'(Y —y) +2'(Z-z) = 0, es decir: X — 3t + 2t(Y — 3t?) + 2t>(Z - 2t%) = 0.
Plano osculador: a(X — x) +b(Y —y) + ¢(Z —z) = 0, es decir: 2t>(X — 3t) — 2t(Y - 3t?) + Z - 2t = 0.
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Plano rectificante: a;(X —x) + b1 (Y —y) + c1(Z - 2z) = 0, es decir :
2t((X=3t) + (22 -1)(Y-3t?) - 2t(Z-2t3) = 0

J35- Obtener el radio de curvatura R de la elipse x? +y? -z =0, X +y+2 = %
Solucion:  Eliminando z entre las dos ecuaciones, sezobtiene la pgoyeccién de la elipse sobre el plano
=0 X2+y2+x+y-— % =0, es decir: <x+ %) + <y+ %) —1=0. Pasando a paramétricas:
X = —% +c0s6,y = —% +sing, z = > —sin@® — cosf. Derivando: x' = —sinf, X" = —cos6, y' = cos#,
y" = —sin6, z' = —cosf +sind, 7" = s;ne +cosh, a=y7"-y'2 =1, b=Xx"-7"x =1, c=xy" -
Iy ! (X/Z + y/2 + 2/2)? 2\/g i 3
—X"y" = 1. Luego: R = = (1 -sinfcoso) 2.
JaZ b7 i 3
J36- Dada la curva x = 11322, y = xz, se pide: 1°) Sus proyecciones sobre los planos coordenados.

2°) Ecuaciones de la curva en paramétricas. 3°) Coordenadas de los puntos de interseccion del plano
osculador con el eje OZ. 4°) Radios de curvatura y de torsion en el punto en el que la curva corta al plano
z=0.

Solucion:  1°) La proyeccion sobre z = 0 se obtiene eliminando z entre las dos ecuaciones de la curva,
obteniéndose: x? + y2 — 2ax = 0. La proyeccion sobre y = 0, es: x(1 + z?) — 2a = 0. La proyeccién sobre

x =0, es: y(1+2)*>—2az = 0. 2°) Haciendo z = t, se tiene la ecuacion en paramétricas: X = %,
_ _2at 7=t 30) X = —4at "o _48-(1 - 3t2) o 23.(1 _tz) "o 4at(_3 +t2) 7 =1
y 1+t ' (1;-1:2)2 ’ (1+t2)'°‘2 ’ 1+t?)2 Q+t2)® ’
1" 151 151 4at(3 —1 ) Iy Iy ! 4a(3t — 1) Iyl 1\, 8&2 P4
2" =0,y7"-y"? = ————==, X" -7'X' = —————==, x'y" —x"y' = —2¢-— La ecuacion del
yz -y 1+ 1)7 A+ Y T T aie)s
plano osculador es: 4at(3 — t2)<x— %) +4a(3t? — 1)<y— %) +8a?(z—t) = 0. El eje OZ es:

x =y =0, luego el punto de interseccion es: (0,0,3t). 4°) La curva corta a z=0, en t = 0. Luego:
x=2a x' =0, x"=-4a, x"=0,y=0,y =2a, y"=0,y"=-123,z=0,2'=1,2"=0, 2" =0,

I !

y'z"-y"z" =0, /X" -7"x' = -4a, x'y"-x"y' =8a% Se obtiene que el radio de curvatura es:
3

X2 2 4 712 ? 2 ) _, I g2 2
R XEHY +2)C  4a +1 'y elradio de torsion es: T = XY =XY)  4a?+l
z(xly!/ _ X//y/)Z 4a. X/ y/ Z/ 3
XH y/! ZH
X/H y/!/ Z///
2
J37- Dada la curva x = m y = ﬁ Z = m demostrar que es plana, y obtener la
ecuacion del plano que la contiene.
Solucion: Sea el plano: Ax+By+Cz+1=0. Sustituyendo y operando, se tiene:

A+(t-1)B+t?C+t2+t+1=0, es decir: (C+Dt?+(B+1)t+A-B+1=0. Por tanto: C = -1,
B =-1, A =-2. La curva estd contenida en el plano: 2x+y+2z—-1 = 0, luego es plana. También se
puede resolver el problema obteniendo el radio de torsion, que como es infinito, la curva es plana.

J38- Dada la superficie x = rcosf, y = rsinf, z = r, hallar la curva situada sobre ella, tal que su tangente
forme un angulo constante con el plano XY.

Solucién: La tangente es: r’c)i)s_erforsseine = r’s>i/n_9r-|-5irnc%se = £ = I . Siendo V el 4ngulo que forma
r - r = k. Luego:

J(r’cos@ —rsin®)? + (r'sinf + rcos0)? + r'2 Jr2 +2r?

J_r% = iAd_dre’ $ = +Ad0, Inr = A0+ C, r = Be**®. Las ecuaciones de la curva pedida son:

Be*"%cos0, y = Be**’sin0, z = Be**9,

con z = 0, se tiene: cosV =

r

X

J39- Demostrar que lacurvax = et,y = e, z = ty/2, es una hélice.
Solucion:  Una curva es heélice si su tangente forma un angulo constante con una direccion fija. Se tiene:
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x' =ely =—et z = J2.Siendo a,b,c la direccion fija, el coseno del angulo formado por las tangentes
y esta direccion, es: cosV = ax + by +¢z = ae' —bet + /2¢ = k. De donde:

JaZ+b2+c? /X2 +y?+127 JaZ+b2+c2(et+et)
e2‘<a —kya? +b? + ¢2 ) +ety2¢c— (b +kya? +b? +¢? ) = 0. Para que se cumpla la igualdad con
independencia del valor de t, ha de verificarse que: a = kya? +b?+c¢?, ¢ =0, b = —k/a? + b2 +¢c2.

Luego: a=1,b=-1 k= % 0 = 45°. Luego es una hélice, pues sus tangentes forman un angulo
constante de 45° con la direccién (1,-1,0).

J 40- Dada la funcion z = arctan % hallar: 1°) La dz en el punto A(1,2). 2°) Direccion y valor de la maxima

derivada. 3°) Indicatriz de pendientes de esta superficie en el punto (1,2). 4°) Direccion para que la
derivada sea nula.

= 1
(2. 10 _ Iy — X2 X __ =y X _ =2 1
Solucion:  1°) dz = zydx + zydy . y2 dx + » y2 dy X212 dx + X2 +y2 dy £ dx + 5 dy.

" 2 2
29 tana = —, —2, a = arctan(-2) = —63°26'05"8. El gradiente es: [z? +z7? = / 5+ 25

que es la maX|ma derivada. 3°) La indicatriz es una circunferencia, cuyo centro O tiene por coordenadas

Ox =X+ sz =1+ _22/5 = ‘51 Oy = y+%y = 2+1/—5 = 21 S|endo su radio: OA = ‘g Luego la
ecuacion de la indicatriz de pendientes, es: (x— —) (y - ﬁ = 0. 4% La direccion de la
derivada nula es la perpendicular a AO, pasando por A. La ecuacién de AO es: ﬁ_ 1 _ 2y1 2 , €S
=-1
5 10

decir: x+ 2y — 3 = 0. Luego la pendiente de su perpendicular es 2. Por tanto, la direccion de la derivada
nula es: arctan2 = 63°26'05"8.

J41- Dada la funcién z = xy + arctan(x + y), hallar: 1°) La diferencial total primera en el punto x =y = %
2°) Derivada primera en el mismo punto segun la direccion de la segunda bisectriz.

Solucion:  1°) z, = x+ % =1z, =x+ % = 1. La diferencial total primera es:
1+(X+y) 1+(X+Yy)

dz = zydx + zydy = dx + dy. 2°) g_; = Z,C0Sa +z,cos B, siendo p la direccion de la segunda bisectriz.

Luego: g—; = C0Sa + C0S B == c0S135° + cos(90° — 135°) = _f + % =0.

2 2
J42- Dada la funcién U = f(x,y,z), hallar o°y oV , siendo ry y ry las direcciones cuyos c0senos

orz ' orir
directores son, respectivamente, (CoSa1,C0Sa2,C0Sa3) y (cos f1,€os B2,€0S B3).
Solucién: Y. U = (U} cosa; + U} cosaz + Uycosas)® = U’ cos2as + U2 cos?az + U7, cos?as +

1
+2Uchosa1 cosaz + 2Uy, CoSa1 COSaz + 2Uy, COS a2 COS 3.

é)fsrl&fj = ((Ukcosai + Uycosa; + Ujcosas))((Uycos B1 + Uy cos Bz + U; cos B3)) =

= U201 c0s i1 + U, COS a2 COS Bz + U, COS a3 COS B3 + Uy (COS a1 COS B2 + COS @2 COS B) +
+UJ;(Cosa1CoS B3 + COS a3 COS 1) + Uy, (COS a2 COS B3 + COSa3COS fB2).

J43- Hallar las lineas de maxima pendiente de ax? + by? + cz? = k.

Solucion: Las lineas de méaxima pendiente son las ortogonales a las lineas de nivel. La proyeccion sobre

z = 0, es ax? + by? = k. Derivando: 2ax + 2byy’ = 0,y' = _b_a;/X' La pendiente ortogonal es: y' = ﬂ. De
dy _dx Iny _ In kx 2 2 _ _ Oyb
donde: By =~ & b , y¥ = ¢kx. La ecuacion pedida es: ax? + by? + cz? = k, y* = Cx".

J 44- Hallar en funcion de los coeficientes de Gauss, E,F, G, el coseno del angulo que forman las dos lineas
coordenadas de la superficie S que pasan por el punto (u,Vv). ¢Qué ocurre si F = 0?
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Solucion:  Las ecuaciones de S son: x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v). Las curvas coordenadas se
obtienen haciendo: u = constante, v = constante. Los parametros directores de las tangentes a las curvas
coordenadas que pasan por /(u/,v) son: (Xu,Yu Zu), (Xi,Yv,zy). El coseno del angulo que forman es
XuXy + +2,2 . .
cosV = v+ VoY Y - _F _siF- 0, se obtienen curvas ortogonales.
JXE+yZ+22 [xE+y2+2? JEG

J45- Se considera el helicoide z = parctan Y El plano tangente en un punto A(a,0,0) lo corta segun una
recta y una curva C, que se proyecta en eI plano XOY segln una curva Co,. Hallar el area barrida por el
radio vector desde A al primer punto de interseccion con el eje OY.

—X
pcosZ% ’
que particularizadas para el punto A, son: f, =0, f; = 1, f; = _Ta' La ecuacion del plano tangente en A
es: i(X—a)+fiY +f,Z =Y - %Z =0, es decir: pY—-aZ = 0. La interseccion de este plano con el
helicoide da el eje OX, Y=0, Z=0, ?/ la curva C que se proyecta en z=0 segin la curva
Co =Y = Xtan ;, 0 bien: Y = aarctan = af. En polares: Y = psin@, luego: p = 0 El grea

sin@
_ 1 2 240 — @ _ matIn2
buscada es: S = f p2dg = 2 < J' (sm@) do = -1 (x) = 504

Solucién: La ecuacién dada es: f(x,y,z) =y — xtan% = 0. Luego: f, = —tan % f,=1f=

(*) Resolucion de | = J' (sm@) do: ”
f (sm@) dd = |-cotx « X |0 +J' H 2xcotxdx = j 7 2xcotxdx = 2[|x|n smx|0 —jfln sinxdx} =

- —2[02 In sinxdx = —21;. Haciendo el cambio: x = 7 —1t, dx = —dt, se tiene que: I, = —jol In costdt =
z 2

= jf In costdt = J. Por tanto: 21y = 1, +J = jf In sinxdx+j()7 Incoxdx = jf(ln sinx + In cosx)dx =

_ (2 In(ei (2 nSIN2X gy _ [ 7 In < 27 (2 e In2
= joz In(sinx - cosx)dx = foz In SI0X dx = joz In sin2xdx — joz In2dx = joz In sin 2xdx — Z71£.

Haciendo el cambio: 2x =t, 2dx = dt, ff In sin 2xdx = IZ %sintdt = j? Insintdt = 1,. Por tanto:

_ o1 _ _ _(y. _ xIn2 _ —xln2 , _

=21, = —(1, +J) (Il £z ) I = =ZIN2 1 — 7in2.

J46- Se da una recta R cuyas ecuaciones son P =0, Q = 0. Se considera la superficie S de ecuacion
aP? + BPQ +yQ? = 0, donde a, 8,7 son polinomios en X,y,z, e independientes de P =0y de Q = 0..
Demostrar que todos los puntos de la recta R son puntos dobles de la superficie.

Solucién:  Todo punto de R verifica a S. Derivando, se tiene: Sy = ayP? + 2aPP; + BPQ + BP;Q +
+BPQx + 7xQ? + 2yQQy. Luego todo punto de R anula a S, e igualmente a Sy y a S;, por lo que son
puntos dobles de S si no anulan a las derivadas segundas. Como S, =...+2aP2 + 2fP;Q; + 2yQ}, esta
expresion no se anula para los puntos de R, puesto que las coordenadas de estos no satisfacen a los
polinomios a, B, y, sucediendo lo mismo para las otras derivadas segundas de S. Luego los puntos de R
son puntos dobles de S.

2
J47- Hallar el lugar geométrico de las proyecciones del centro del ellpsmde Lt % + 2_2 =1, sobre sus
planos tangentes.
Solucion: Eliminando x,y,z entre las ecuaciones: X—Z + % + 2_2 =1, X4 Ei’ +£L =,
2 2 2 . -
X)"z‘ = Y>t,’ = Zg = % se obtiene la ecuacion: (x2 +y2 +22)? = a2x? +b2y + %22, que es la

superficie podaria del elipsoide respecto a su centro. Esta superficie, que es un "ovaloide", se llama
"superficie de elasticidad de Fresnel".

J48- Sea OXYZ un triedro de referencia. Se hace corresponder a cada punto P(x,y,z), tres numeros (&,1,0)
definidos por las siguientes condiciones: 0 es el angulo de los planos POZ y XOZ; &?,1n? son los
parametros de los dos paraboloides de revolucion de eje OZ y foco O, que contienen el punto P (se
entiende por parametro del paraboloide la mitad del coeficiente de z en la ecuacién reducida). 1°) Expresar
las coordenadas (x,y,z) en funcion de las parabodlicas (g,7n,60). 2°) Formular en las coordenadas
parabdlicas, la condicion a la que deban satisfacer dos ecuaciones P(¢,n,0) = ki, Q(g,n,0) = k,, para
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que las superficies que representan se corten ortogonalmente. 3°) Verificar en estas coordenadas, que las
superficies coordenadas del sistema parabolico constituyen un sistema triple ortogonal.

Solucion: 1°) La ecuacién de los paraboloides es: x? + y2 + z2 = (z— A)°. Luego la mitad del coeficiente
dezes: A= z;_r ,/);2 +Yy2 +122. Se tiene que: tanh = % e =7+ X2+y?+72%2, 02 =z X2 +y?+172.
Luego: z = hal , X = gnicos6, y = enisinf. 2°) Para que las superficies P y Q sean ortogonales, ha
de verificarse que: P,Qy + PyQy +P,Q; = O luego Ia cond|C|on pedlda es:

/ 58 / 577 “ . ov
(Pe+ L2 spy-Glap;- )(Qg Q,, +Q; )

! 58 / 577 I, 59
+| Py - 5y + Py, gy + Py _5y Q. - Q77 +Qyp - +

1 0E r.on 00 _
+( Py - 57 + P ST +Py . 53 Q. - Q,] +Qy - = 0.

3% Hay que demostrar que el sistema: ¢ = O, n =0, 9 0, es un 5|stema triple ortogonal.
a) Estudio de ¢ =0, n =0. Para que sean ortogonales ha de tenerse que: exny + eyny + €;m; = 0.

Llamando o = /x? +y? + 2%, se tiene: g} = % gy = % g = —Z+61 :
2z+o0)20 2z+0)20 2z+0)20
= X, = y —, 1, = —=2+9 | uego, en efecto:
2(z-0)20 2(z-0)20 2z-0)20
_y2 —y? 2_ 2
il + gy + ey = —— e ¢ e =P 0,

L L L

4(z? — 6?) 2 4(z% - 6?) 2 4(z2 - 0?)2
b) Estudig)/ de ¢ = 0, 0 = 0. Para que sean ortogonales ha de tenerse que: &0} + £y0y + £,0; = 0. Se tiene:
I _ ! X

0y = iy 0y = Ty 0, = 0. Luego, en efecto, se cumple que:

£10 + £y0) + 10} = = o X - 0.
2(z+0)20(x?+Yy?) 2(z+o)70(x2+y )

c) Estudio de n = 0, & = 0. Ha de verificarse que: ny0; + % y +1:0; = 0. En efecto:

0y + ny0y + 1305 = Xy + =0.

2(z + 0)70(x2 +y?) 2(z+o)2 2 o(X? +y?)
Luego el sistema: € = 0,7 = 0, 0 = 0, es un sistema triple ortogonal.

J49- Determinar la naturaleza de la superficie (x2 + y2 + z2 + 12)? = 64(x2 + y?).

Soluciéon: La ecuacion es funcion de (x2 +y?) y de z?, por lo que es una superficie de revolucién de eje
OZ. La seccion por y =0, es: x> +2z2+12+8x =0, que corresponde a dos circulos simétricos. La
superficie es un toro de revolucion.

J50- Hallar la ecuacién diferencial de la familia de superficies engendrada por circulos de radio constante R,
de centro arbitrario sobre OZ, y cuyos planos pasan por el eje OZ.

Solucién: La superficie esta formada por la interseccion de las esferas: x? +y2 +z2 — 2az + a2 — R? = 0,

con los planos: x — by = 0, siendo a = f(b) = f(%) Luego: x2 +y2 + 22 — 22f(§> + f2(§> ~-R2=0.

De donde: f(%) =z+ [R?—x2—y2. Como el jacobiano de % y de f(%) —z+ [R2—x2—y2, hade

1 1
_ PFXR?-x*-y*)"2 qFy(R*-x*-y*) 2
ser nulo, se tiene: 1 “x

y v

=0, donde p=12, q=z,.

X2 +y?
+ Rz_xz_yz

Operando, se obtiene la ecuacion diferencial buscada: px + qy =

J51- Se considera la esfera (x — a)* + (y — B)? + (z—y)? = y2, siendo (@, 8,7) un punto M de una curva C.
Al moverse, la esfera tiene una envolvente. 1°) Determinar el circulo caracteristico. 2°) Suponiendo dado
un cilindro en el que esta la curva C, y tomando como variable el arco de la proyeccion de C sobre XQOY,
hallar la curva que resulta al desarrollar el cilindro sobre un plano, en el caso en el que el circulo
caracteristico tenga radio constante igual a 1.
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Solucién:

1°) Sean las ecuaciones de la curva C: X =x(s),Y =Yy(s),Z = z(s). Las ecuaciones del circulo
caracteristico son: [X—x(8)]?+[Y-Y()]? +[Z—-2(5)]% = 2(5)%, [X—x(S)IX'(S) +[Y —y(5)]y'(s) +
+[Z —z(s)]Z'(s) — z(s)z'(s) = 0. 2°) Siendo d la distancia del centro de la esfera al plano, se tiene:

4 = | XO) XK + [Y(6) ~y©)ly + [265) ~ 2(5)]2' ~ 2(5)Z'(5) 2| _ |2 | como
JX? +y?% 427 1+122 J1+27

2 _ 42 _ _7%7”? : S22 - _ dz S

Z d>+1 1177 +1, se tiene que: z z° -1, es decir: ds —22_1 . Integrando, se tiene:

s+ k = arg coshz. Es decir: z = cosh(s + k), que es un catenaria.

J52- Hallar la envolvente de las esferas de radio R con centro en el eje Y.
Solucion: ~ Sea f(x,y,z) = x? + (y —t)* + 22 = R2. Se tiene: f; = -2(y —t) = 0, f}, = 2 (no hay puntos
caracteristicos). Eliminando t entre f y ', se tiene la ecuacién de la envolvente: x2 +z? = R?, que es un
cilindro.

J53- Hallar la envolvente de las esferas concéntricas x? + y? + z2 = t2.
Solucion: f(t) = x2+y?+2%2-t2 =0, fi = -2t = 0, f, = —2. No existe envolvente.

J54- Hallar la envolvente de los cilindros (y —t)* — x3 — x2 = 0.

Solucion: f=(y—t)2=x3-x2=0,f, = -2(y—-t) =0, f 2z = —2. Eliminando t entre f y f', se tiene la
envolvente: x?(x + 1) = 0, es decir: x = -1, y también x = 0 de la linea de nodos.

J55- Calcular la indicatriz de pendientes en un punto cualquiera del helicoide z = carctan %
. . o, —cy | cX " 2CXy
Solucion: Derivando se tiene: z,=p= 5=, Zy=0= 52—, L,=F= —"—,
Py BT AT Sy B (2 +y?)?
2 _y2 _
Zyy =S = c(y—xz 7, =t= iyz La ecuacion pedida es: rX? +2sXY +tY? —1 = 0, es decir:
2 +y?)” 7 (x? +y?)
2 _y2
2CXy ' X2 4 2¢c(y xz) XY — 2cxy : v2_1-0
X% +y?) (X% +y?) (X% +y?)

J56- Hallar la ecuacién de la envolvente de los planos que determinan con los tres planos coordenados, un
tetraedro de volumen constante.

Solucion:  Siendo a,b,c las aristas del tetraedro con vértice el origen, el volumen del tetraedro es

V= %abc = k. La ecuacion de los planos gue forman con los planos coordenados, el citado tetraedro, es:

P= % + % + — —1=0,0bien: P = 5 + % + %?(Z 1 = 0. Derivando respecto a los parametros a, b,
N ,__ bz oo . Y, az [ 6kx?2 6ky

se tiene: P; + 6k =0, P, = 02 + 6k = 0. De donde: a = 3 vz , b= . Sustituyendo

estos valores en P y operando, se tiene la ecuacion de la envolvente: 9xyz — 2k = 0.

J57- Dada la superficie z = xy, determinar en el punto (1,1,1), la ecuacion de la indicatriz de Dupin y los
radios de curvatura principales.
Solucién: Derivando: zy =p=Y,zy =q=X,2, =r=0,2}y =s = 1, z’y’2 =t = 0. Los coeficientes de
las formas cuadréticas de Gauss, para el punto (1,1,1),son: E=1+p2=1+y?> =2, F =pqg =Xy :1 1,

_ 2 _ 2 _ _ 2 2 _ 2 2 _ r_ r_ S _ _1
G=1+q?=1+x2=2, H=/1+p2+q? = J1+x2+y2 =3, E=5=0 F=23 &
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N ., . E 2 )=l G2 _ ey
G' = o= 0. La ecuacion de la indicatriz de Dupin es: X+ —E Xy + &Y 1, es decir: xy = /3
ejes oblicuos de angulo ¢ = 60°, puesto que cos¢ = _F__ 1y Laférmula de los radios de curvatura
(e] gulo ¢ puesto g e 5)
principales, es: (E'G' — F?)p? — (EG' + E'G - 2FF')p + (EG - F?) = _?1/)2 + %p +3 = 0, de donde:

2 2
— 3J3, p» = — /3, siendo la ecuacién canénica de la indicatriz: —X— — Y — 1
Pt pe 353 J3

J58- Las loxodromas sobre una esfera, son las curvas que cortan a los planos que pasan por un diametro, y
por tanto a los meridianos, bajo angulo constante «. Hallar su ecuacién mediante la férmula que da el
angulo de dos curvas situadas sobre una misma superficie, utilizando los coeficientes de Gauss.

Solucion: Sea la ecuacion de la esfera: X = Rcos¢@cosf, y = Rsingcos6, z = Rsind. Sus derivadas son:
Xp = —Rcosgsing, x;, = —Rsingcosé, y, = —-Rsingsing, y,, = Rcosgcosé, z, = Rcos6, z,, = 0. Luego:
E =x#+y¢+2¢ = R% F = XpX,, + Yoy, + 262, = 0, G = X2 + y? + 22 = R?cos20. Como la ecuacion de
los meridianos corresponde a la de la esfera, con ¢ constante, se tiene que de = 0. La formula a emplear
EdO6O + F(dOSe + dpdh) + Gdpdep

. Sustituyendo en la ecuacion
JE(9)? + 2Fdade + G(dp)® [E(50)° + 2F565¢ + G(5¢)°

€S:CoSa =

anterior, los valores hallados de E, F, G y dg, se tiene:cosa = R%d656 =

JR2(d8)? JR2(86)% + R2cos?0(5¢)°
= 60 . De donde se obtiene que: cos?a[ (30)% +cos?0(3¢)* ] = (30)%, es decir:
J(80) + cos?0(5¢)?

_ 4 tanaof P _ 0 _ -
op =+ c0s0 Integrando esta expresion: ¢ + C = J_rtana[ln tan( 5>ty )] Como para6 =0, ¢ = 0,

C = +tanalnl = 0. El signo , indica que la loxodroma puede arrollarse sobre la esfera en dos sentidos

distintos, hacia la derecha o hacia la izquierda. Tomando el signo positivo, las ecuaciones son:
_ 0. — Rsi 0. — Rsi

X = Rcos[tanaln tan( > T )]cos@, y Rsm[tanaln tan( > T )]cos@, z :Ifsme. Para obtener

i T _ 0. —
estas ecuaciones en func:n de o, comoR(p- = tana[ln tan( 5 + 4 )} coso Cosh(p cota) y llamando
_ a.y, _ RCOsg  Rsing _
k = cota, se tiene: x Coshkg ' Y = Zosh ko' z = Rtanhke. (Ver problema J 6).

J59- Calcular la indicatriz de Dupin de la superficie z = xy, en el punto (1,2,2).

Solucién: En forma paramétrica la superficie es: x = u, y = v, z = uv. Derivando y particularizando, se

tiene: x;, =1, X, =0, X, =Xy =X>=0,y, =0, Y, =1Ly, =yu=Y.=02,=v=2,2,=u=1,

2, =22=0, z4, =1, E=1+()?=1+v?=5 F=zz,=w=2, G=1+2)*=1+u2=2
"

"

_ 12 AY . 2 2 _ b L r_ Zuy _ 1 b L
H—J1+(zu) +(@)° =J1+u?+v? =J6,E = H =0, F = H = JE'G__H = 0. Luego
indicatriz - E g2 _2F G 2 AP . e .
la indicatriz es: E {2+ JEG in+ a 1, es decir: {n = J15. Siendo la indicatriz una hipérbola, el

punto (1,2,2) es un punto hiperbdlico, lo que indica que el plano tangente corta a la superficie,
cambiando la curvatura de signo. La ecuacion de la hipérbola esta referida a sus asintotas que forman un

angulo 0, siendo cos6 = _F__ @
JEG S

J60- Se da la superficie x =tz +1?, y = t?z +t*. 1°) Comprobar si es desarrollable. 2°) Hallar el plano
tangente, el central y el asintdtico. 3°) Hallar la linea de estriccion.
Solucion: 1°) Superficie desarrollable es la superficie reglada tal que el plano tangente en un punto de
una generatriz, lo es a lo largo de toda la generatriz. Es decir, siendo M = & + bu, es desarrollable si el
. - — — t (tz)’
triple producto escalar (b,a’,b’) = 0. Como - * -,
)y )

las ecuaciones de la superficie: X = uv+u?, Y = u?v+u*, Z =v, la ecuacion del plano tangente es:

la superficie no es desarrollable. 2°) Siendo
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X=X Y-y Z-1 X—uv—u2 Y-uv—u* Z-v
b b bs = V+2U 2uv + 4u 0 =
dal dbl daz dbz da3 db3
dv +udv dv +udv dv +udv
= (X—uv—-u?)2uv+4u®) — (Y —u?v—-u*)(V+2u) + (Z-Vv)(-vu? + 2u? — 4u*) = 0. O bien, como de
la ecuacion de la superficie se puede obtener que: t=u, z=v, la ecuacion del plano es:
X—tz—t)tz+43) - (Y —t?z—t*)(z+ 2t) + (Z—-z)(-zt?> + 2t> — 4t*) = 0. La ecuacion del plano

u u? 1

X —t2 Y - t4 Z
t t2 1
central es: =(X-t)(t*-1) - (Y-t +2t) + Z(t + 2t3) = 0.
t2 1 1t t t2
2t 0 01 1 2t
X-t2 Y-t Z
La ecuacion del plano asintético es: t 2 1| = -2t(X-t)+Y-t*+t2Z=0. 3° El
1 2t 0
A uv
punto central es: | t 2 1 | = (-2t,1,t2). Como & — -8 Ztgt++14ftz 2 1a linea de estriccién es:
1 2t0

X=t1+&ty=t"+&t%, 2= ¢

3 .
J61- Sedalarectax=tz+u,y =uz+ % donde u = f(t). 1°) Determinar u de forma que la recta engendre
una superficie desarrollable. 2°) Hallar la arista de retroceso y su lugar geométrico.

Solucion:  1°) Siendo: x = az +c, y = bz +d, la condicion de desarrollable es: E‘—: = d/' Luego,
# = ‘{‘2’ , U = +t. Integrando: u = +L 2 + C. 29 La arista de retroceso viene dada por: x = az +c,
y=bz+d, a'z+c' = 0. Luego: x—tz+7+C y = ( © +C>z+— z+t = 0. Eliminando t se tiene
la arista de retroceso: x = +7+C, y = i%+Cz. Ellmlnando C se tiene su lugar geométrico:
+273 4xz-y = 0.

3

J62- Determinar la proyeccion sobre ZOY de las lineas asintéticas de x + y?z = j Z(y —t)e~tdt. Entre estas
curvas hay una, y solo una, que delimita con +OY y —OZ una region de érea finita. Calcular esta area.

Solucion:  La ecuacién de las lineas asintéticas es: (dy) 42 9% X_dydz + ;)2( (dz)? = 0. Siendo:

5y5z
=y + j(y)(y—t)e*ﬁdt, X, = Y2, X, = 22y+j e fdt X2 = 0, Xpy = =2y, X, = —2z+e"¥, se tiene
k—Lew
que la ecuacion de las lineas asintéticas es: 4y == dz , 9, = eV, cuya solucion es: z = 2

dy ﬁ
El area viene dada por S = j z2dy = j kdy 1 j: e gy — kj +1 Como j S oo, la

curva que delimita una region de area finita VIene definida por k=0,es deC|r S=1.

J63- Se considera el paraboloide z = x? +y2. 1°) ;C6mo se proyecta sobre z = 0 una red conjugada sobre
dicha superficie? 2°) Sean C las curvas de interseccion del paraboloide con los planos trazados por una
recta R de ecuaciones z = h, x = 0. ¢(Cuéles son las curvas conjugadas de las curvas C? Hallar la
proyeccion sobre z = 0, de la red conjugada asi obtenida.

Solucion:  1°) La ecuacion de Ias lineas conjugadas es: rdx;dx; + s(dx;dy, + dyidx;) + tdy;dy, = 0.
Como: zy, =p=2X,2y =0 = 2y, z! Xz =r=2,24=5=0, z’y’z =1t = 2, se tiene: dx,dx, + dy,dy, = 0, es

decir: 1 +v} -y, = 0. Luego las proyecciones de las lineas conjugadas sobre z = 0, son ortogonales.
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2°) La ecuacién de los planos que pasan por R es: z—h+Ax = 0. Luego: x> +y%2+Ax—h =0.
Derivando: 2x +2yy’' + A = 0, 2 = —2x — 2yy'. Por tanto, se tiene que: x? +y? + (=2x — 2yy' )x —h = 0,

2 2

y' = % Sus conjugadas tienen por ecuacion diferencial: y' = x2—2++h Haciendo: x? = v,
dy _ xdu xdu _ _ 2xy _ du _

y2 = u, se tiene: 2xdx = dv, 2ydy = 2u,y' = ox "y Por tanto: yav " v—u+h’2(v u+h)dv =

u

— g2 _ ; . _ _ _ndu _ du _ _2u _ _"W : .

= 2y? = 2u. Haciendo: v+h =w, dv =dw, (w u)dW 2u, aw W—T 1_%. Haciendo:

u _ _ iene: dw _ (1 __2 i iane:

w =t du = wdt + tdw, se tiene: W i 101 )dt. Intezgrando esta expresmr;, se obtiene:

INY = Int-2In(1 +t) = In—L— . De donde, operando: In X +h _p y =

c A+ c (x2+h)(1+ y° )
) x2+h
=1In y(x—+h)2 Luego: x2 +y? + h = Cyy. Las ecuaciones de las curvas conjugadas son:
(X2 +y?+h)

x2+y2+h=_Cyy, z=x2+y2 O bien: z=-h+Cyy = x? +y?, siendo su proyeccién sobre z =0, la
circunferencia: x> +y> - Cy;y+h = 0.

J 64- Hallar la superficie desarrollable cuya arista de retroceso es x = 61,y = 312,z = 243,

Solucién: Derivando respecto al parametro A, se tiene: x' = 6, y' = 61, ' = 6A2. Por tanto: X=6A _

6
712
-y Gj’l = £ gfﬁ“s . Eliminando el parametro 4, se tiene: x3z — x?y? — 18xyz + 16y3 + 27z2 = 0.

J65- Se da la superficie x = 2Apcos6, y = 2Aqsin, z = 2A%(pcos?d + qsin?0). 1°) Hallar la relacion entre 1
y 6 para que la curva trazada en la superficie sea tal que el plano tangente a la superficie en los puntos de
la curva, forme un angulo constante con el plano z = 0. 2°) Hallar la arista de retroceso de la superficie
envolvente de estos planos tangentes.

X —2ApcosO y—2Aqsind z—222(pcos?0 + qsin?0)
Solucién:  1°) El plano tangente es: 2pcosf 2qsind 4)(pcos?d + qsin?0) =0.
—2Apsing 2Aqcosf 2A%(—p +q)sinfcosh
Luego: 2xAcosf + 2yAsinf —z — 2A2(pcos?6 + qsin?0) = 0 (). Siendo V el angulo que este plano forma

I
con z = O, se tiene que: cosV = % = k, IUegO: A= 12—kk’ por lo que A es constante e
4A°+1

independiente de 0. 2°) Derivando la ecuacion del plano (I) dos veces respecto a 6, se tiene:
—xsinf +ycosf+C(p—q)sin20 =0 (I1); —xcos@ —ysind +2C(p—q)cos20 =0 (I11). Del sistema
formado por las ecuaciones (1), (11),(I11), se deducen los valores de x,y,z que dan la arista de retroceso
de la superficie envolvente de los planos tangentes a la superficie dada en los puntos en que A es
constante: x = 2A4(p — q)cos®0,y = —2A(p — q)sin0, z = 2A2[(q — 2p)sin? + (p — 2q) cos?4].

.. .. . 3
J66- Obtener la ecuacidn de la superficie desarrollable cuya arista de retroceso es la curva x = t—, y = t?,

3

z=2t
Solucion: La superficie desarrollable es la superficie tangencial de la arista de retroceso. Luego siendo
T = (t2,2t,2), la ecuacion pedida es: f(u,v) = (g,tz 2t) +v(t?,2t,2).

J67- Dadalacurvax =tz —1t3,y = t3x — t% comprobar si es desarrollable y calcular su arista de retroceso.
Solucién:  x=tz—t3, y=t3(tz—1t3) -t =t%z—15. Luego: a=t, p=—t3, b=1t% q=-t5 a' =1,
p' = -3t%, b’ = 4t3, q' = —6t°. Como a'q’ = —12t°, es igual a b'p’ = —12t5, la curva es desarrollable. La
ecuacion de la arista de retroceso es: x = —aZ—: +p=2t3y= bp— +q=t81z= —z—: = 3t2, es decir
(2t3,t°,3t2).

J68- Dada la superficie S de ecuaciones x = tz + t2 — f(t), y = 3zf(t) + t3, z = z, determinar la funcién f(t)
para que S sea desarrollable, calculando su arista de retroceso. Comprobar que para f(t) = 0, S no es
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desarrollable, y calcular su linea de estriccion.

Solucién:  Siendo la ecuacion genérica: x =az+p, y=bz+q, z =1z, se tiene: a=1t, p = t> —f(t),
b = 3f(t), q = t3. La condicién para ser desarrollable es: a'q’ = b'p’. Es decir: 3t? = 3f'(t)[2t — f'(t)], de

donde: f'(t) = t, f(t) = % + C. Las ecuaciones de la arista de retroceso son: x = —a% +p= _th -C,
y=—b%+q: _T'[S—Ct, z:—% = —t. Para f(t) = 0, se tiene: a=t, p=1t?, b=0,g=1%a =1,

p' =2t,b' =0, g = 3t%. Como en este caso, a'q’ + b'p/, la superficie S no es desarrollable. Su linea de
estricciones: x = —t« 2t +t2 = 2,y =0+1t3 =3,z = -2t.

J69- Dada la superficie x = uv+Uu?, y = u?v+u, z = u+v, determinar la ecuacién del plano asintético de
una generatriz cualquiera, y en particular parau = 1.

Solucion: El plano asintotico es el tangente a la superficie en el punto del infinito. La superficie dada es

T k
reglada: x =u?+vu,y=u+vu?, z=u+v.Siendo | u u?2 1 | = (-2u,1,u?), la ecuacion del plano
1 2u 0

asintético es: —2u(x —u?) +y—u+u?(z—u) = —-2ux+y+u?z+ud—-u=0. Para u = 1, este plano es:
-2X+y+2=0.

J70- Hallar las trayectorias ortogonales de z = x> +y?,z = A.

Solucion: La condicion de ortogonalidad de dos curvas situadas en una superficie, es:
Edudu + F(dudv + sudv) + Gdvév = 0. En la superficie dada, haciendo: x =u, y =v, z = u? +v?, se
tiene: E = 1+ (z,)? = 1+4u? F = z)z, = 4uv, G = 1+ (z,)* = 1+ 4v2. En la curva dada, se tiene que:
x2+y? = A, o bien: u?+v? = A. Diferenciando, se tiene: 2udu+2vdv = 0, es decir: du = _Tvdv.
Sustituyendo los valores obtenidos, en la condicién de ortogonalidad, se tiene: (1 +4u2)(Ldv)su +
+4uv[(_TVdv)5v +6udv] + (1 + 4v?)dvév = 0. Simplificando: véu —udv = 0. De donde: T“ = %
Integrando: Inu = Inv + C. Es decir: u = uv, 0 bien: x = uy. Las trayectorias ortogonales pedidas son:

Z=x2+y% X = py.

J71- Dada la superficie x = u? +vu, y = u+vu?, z = u+v, hallar la ecuacién general del plano central, y en
particular parau = 1.

Solucién: El plano central es perpendicular al plano asintético, y es tangente a la superficie en el punto

T k
central. Siendo u u? 1 = (-2u,1,u?), los coeficientes del plano central vienen dados por:
1 2u O
T 7 k
u u? 1 = (u*-1,-u®-2u,2u® +u). Por consiguiente, la ecuacion del plano central, es:
-2u 1 u?

U -=Dx-u?) =¥ +2u)(y-u)+u¥+u)(z-u)=0.Parau=1es:y—z=0.

J 72- Dada la superficie x = u?2 +vu,y = u+vu?,z = u+V, hallar la ecuacién de la linea de estriccion.

Solucion: La linea de estriccion es el lugar geométrico de los puntos centrales, es decir de los puntos en
los que los planos asintéticos son tangentes a la superficie. Estando dada la ecuacién de la superficie, en la
forma X(u,v) = X(U) +Vv . A(u), como es el caso del enunciado, la ecuacion de la linea de estriccion es:

(AAX) - (AAN _ _ _
- . Como: X(u) = (u?,u,u), x'(u) = (2u,1,1), A = (u,u?,1), A’ = (1,2u,0),

V=
(AAR)
T 7 k T 7 k
<K/\7> =| u u?2 1 |=(@W?>-1uu-2ud), <K/\N> =l u u 1 = (-2u,1,u?),
2u 1 1 1 2u O
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(AAA)" = u*+4u2 +1, se tiene que: v = w = U. Luego las ecuaciones paramétricas de
la linea de estriccion son: X = u? + Uu,y = u+Uu?,z=u+U.

J 73- Dada la superficie x = u? +vu,y = u+vu?, z = u+v, hallar la ecuacién del parametro de distribucion.

Solucion:  Se denomina parametro de distribucion a la relacion de la minima distancia entre dos
generatrices infinitamente proximas y el angulo que forman, es decir, es la relacion de la distancia del
punto central al de contacto de un plano tangente cualquiera, dividida por la tangente del angulo que

, (X, AA)A -
forma con el plano central. Su formula es: 2 = =————=—. Como X(u) = (u?,u,u), X' = (2u,1,1),
(AAR)
2u 1 1
u u? 1 |(U*+u*+1)
_ — 1 200 (-3u2 + 1)(u* + U2 + 1)
_ 2 T _ H -] = —
A = (u,us,1),A" = (1,2u,0), se tiene: 4 3 Al 11 .
] Kk
u u® 1
1 2u 0

J 74- Dado el paraboloide hiperbélico P = z = x? — y?, hacer el cambio x +y = 2u, x —y = 2v, estableciendo
las ecuaciones paramétricas de P, y determinar las lineas de estriccion de los dos sistemas de generatrices.

Solucién: P = X (u,v) = (u+v,u—v,4uv). Las curvas en las que u es constante, definen un sistema de
generatrices, y en las que v es constante, definen el segundo sistema de generatrices.
X(u,v) = X(u) +VA(U) = (u,u,0) + (1,-1,4u), X(u) = (u,u,0), x'(u) = (1,1,0), A(u) = (1,-1,4u),

T 7 k T 7 k
A(u)=(0,04), AAA)=| 1 -1 4u | =(-4,-40), AAX)=| 1 -1 4u |=(-4u,4u,2).
00 4 1 1 0
_(AAX)AAA)

= 0. La linea de estriccion correspondiente es:

El punto central viene dado por: v = —
(A NA)?
X=uU,Y=uU,z=0,siendo la generatriz. x—y = 0,z = 0. Para u = 0, se tiene la otra linea de estriccion:
X=V,y=-v,z=0,siendo la generatriz.x+y =0,z = 0.

J75- Sea S la superficie envolvente de las superficies F, siendo la ecuacién diferencial de F:
z+vy = (Vv=x)[f'(v) — o' (X)] — 2[f(v) + @(x)]. Hallar la ecuacion diferencial de las lineas asintéticas de

S. Obtener f(v) y ¢(x) de manera que las familias de curvas vx = A, H — u, formen una red

conjugada de curvas.

Solucién:  Derivando la ecuacién de F, respecto a v, se tiene (f es funcion de v; ¢ es funcion de x):
y=Ff—-¢ +(v-x)f"-2f = (v—-x)f" —f' — ¢'. Haciendo x = u, se tiene que: y = (v—u)f’' —f —¢".
Sustituyendo estos valores en la ecuacion de F, se tiene: z = —v(v—uw)f’ +vf' +vo' + (v—u)(f' —¢') —
=2(f+¢) = —v(v—uw)f’" + 2vf' + up' —uf' — 2(f+ ¢). Las derivadas parciales son: x; =1, x, =0,
YL = _f _ (PH, y\// =+ (V— u)f/// —f = (V— U)f/”, Z{J = vf' + (P/ + U(p” . 2(P/ = vf" + U(p// —f - (P/,

z, = —(v—uw)f’' —vf' —v(v—u)f" + 2f + 2vf" —uf’ — 2f' = —v(v—u)f”. De ello se deduce que:
T k 1 T k

N=|xi vy, zi, | =] 1 —"=¢" vi"+up"—f—¢' | =V-wWI"[(v-u)p"+f +¢',v,1].
Xy Yv Zy 0 (v—uwf” —v(v—u)f”

Haciendo: N = P . Ny, siendo: P = (v—u)f”, luego Ny = [(v—u)e" +f +¢',v,1] = (A,B,C), donde:
A=(V-ue"+f+¢', B=v, C=1 Las lineas asintéticas estan definidas por dN;.dM =
= (dAdx + dBdy + dCdz) = 0. Como: dA = (dv—du)e” + (v—u)e"du+f'dv+¢"du = dv(p" +f") +
+(v—u)e"du, dB=dv, dC =0, dx=du, dy = (dv—du)f’ + (v—u)f’dv—f'dv—¢"du, se tiene:
dN; - dM = dv(e" + f")du + (v — u)e" (du)? + (dv — du)f"dv + (v — u)f"(dv)? — f"(dv)? — ¢"dudv.

Simplificando: dN; - dM = ¢"'(du)® + f"(dv)® = 0, que es la ecuacion diferencial de las lineas asintéticas
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de S. La ecuacion de las lineas conjugadas es; dN;-6M =0, 6N;-dM =0. Por tanto:
¢"'dusv + f"sudv = 0. Diferenciando la ecuacion uv = A, se tiene: véu + udv = 0. Diferenciando la
ecuacion LEX _ 4 se tiene: (du+dv)(1—uv)+(u:v)(vdu+udv)
1-wx (1-uv) )
ili iene: OV _ _V iene: du _ _1+u*
familia se tiene: S T Y de la segunda, operando en el numerador, se tiene: dv v
Introduciendo este par de valores en la ecuacion de las lineas conjugadas, se tiene que:
dvév _ " V(1+V2)
duou u(d +u?)
Integrando estas dos ecuaciones diferenciales, se tiene que: ¢(u) = —du+au2+bu+c,
9 ave: o) = JIf 5

fv) =[] ﬁdv +a'v2 +b'v+c'. Con estos valores de ¢ y de f, las dos familias de curvas dadas

= 0. Por tanto, de la primera

" + 1" = 0. Por tanto, se obtiene que: u(l+u?)e"” = —v(1+v3)f" =k

forman una red conjugada de curvas en la superficie S.

J76- Demostrar que la linea de estriccion de un hiperboloide de revolucidn es el circulo de garganta, que este
es cortado por las generatrices segiin un angulo constante, y que también es constante el parametro de
distribucion.

2
Solucion: La ecuacién paramétrica del hiperboloide de revolucion ;—2+%—é—22— =0, es:
X(0, u) = x(0) + uA(@) = (acosf,asind,0) + u(asind,—acosd,b), es decir: x(0) = (acosh,asinb,0),
A(0) = (asin@,—acos6,b). Luego, x'(9) = (—asin@,acosh,0), A'(9) = (acosh,asind,0),

i ] k
(AAA") = | asing -acos® b | = (-absing,abcos6,a?),
acosf asinf 0

[ j k
(AAX) =| asing -acosd b | = (-abcosd,-absing,0), (AAX)(AAA) =0. Luego el
—asing acosf® 0
. (AAX)(AAA) _ g ) o
punto central viene dado por: u = <_ _>2 = 0, siendo la ecuacidn de la linea de estriccion:
AANA

Xe = (acos#,asin6,0), que corresponde al circulo de garganta. Su derivada es: X, = (-asin®,acos0,0).
Siendo las generatrices: Xy = (acos6,asin®,0) + u(asind,—acos0,b), para 6 constante, su derivada es:
= (asinf,—acos6,b). El coseno del angulo formado por las generatrices y el circulo de garganta, es:

cosV/ — Xg+X: _ (asind,—acosf,b) - (-asinf,acos0,0) a2 1 or 10 Qe el
B Xg] « X4 ~ |asing,—acos0,b| - |-asing,acosh,0] ~ (a?+b2)a?  a?+b?’ P g
(X, AA)A?

angulo V es constante. El parametro de distribucion es: 1 = ————%—
(AAR)
—-asing acosf 0

asind -acosf b |[(a%sin?0 + a?cos?0 + b?)

acosf asinfd 0

= - = b, que es constante.
a?b?sin?0 + a?b?cos?6 + a* a

J 77- Hallar el umbilico de z = x? +y? + 2x.

Solucion:  Umbilico es el punto en que los coeficientes E',F',G' son propormonales a E F, G, es decir:

E _F _G. 2 Zy %
E _F _ o bien: #—iz%,esdecw. L A !

E_F G 1+p2 PO 1+(z;)2 T4y 1+@)’
: 2 0 2 . o
Luego: = = . De donde: y(x + 1) = 0. El umbilico es (-1,0,-1).
T 2x+2)> (X+2)2y 1+ (2y)? yx+1) ( )
Se trata del punto en que el eje de revolucion de la superficie dada, corta a esta.
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