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PROLOGO

Este libro, Problemas de Matematicas, junto con otros dos, Problemas de Geometria y
Problemas de Geometria Analitica y Diferencial, estan dedicados a la presentacion y resolucién
de problemas que se planteaban hace unas décadas, en la preparacion para ingreso en las
carreras de ingenieria técnica superior.

Incluye 1578 problemas, de los que 848 se refieren al Algebra (operaciones algebraicas,
divisibilidad, combinatoria, determinantes, ecuaciones e inecuaciones, fracciones continuas,
nameros complejos, limites, sucesiones y series, y algunos sobre vectores y mecanica), 175 a la
Trigonometria (plana y esférica), 282 al Célculo diferencial (funciones de una variable, y de dos
0 mas variables), 246 al Calculo integral (integrales, integrales definidas, integrales en el campo
de dos 0 més variables y ecuaciones diferenciales) y 27 a la Estadistica.

Esta tercera edicion de Problemas de Matematicas tiene por objeto su puesta a disposicion de la
Escuela de Ingenieros de Minas de la Universidad Politécnica de Madrid.

Madrid, verano 2012






Problemas de Algebra

Seccion A - OPERACIONES

N . o - 3_ a3 —
A 1- Simplificar todo lo posible, la siguiente expresion: 22+ agz = gzb b

Solucidén: a2 — ab — b2.

A 2- Simplificar todo lo posible, la siguiente expresion:
2a%(6b — 7a) — 3b?(3a—b) + (3a — 2b)(5a® + ab + 2b?)

, 'y hallar su verdadero valor para

a2 _ b2
a=b=2
Solucién: %. Sustituyendo a y b por 2, se obtiene 8.
A 3- Simplificar la expresion: a + b + C .
(b-a)c-a) (c-b)a-b) (a-c)b-c)
.. —a(b-c)-b(c-a)-c(a-b) 0 _
Solucion: — = T b -oc-a  ~ @-bb-oOc-a °

3 2
A 4- Simplificar la expresion: X-=6x"+ 11X -6
P P X2 —5X +6

Solucién: x — 1.

3

Nll—‘

A 5- Hallar el valor exacto de la expresion ‘/(1 - % + 2%) :

oo|»—“

Jl 426 ‘/ 4879 — 852

.12 697 1394

swon o gt - R - [

28 82
A 6- Simplificar lo méas posible, la siguiente expresion:

a’(2a+1)+b?@Bb-1) —ab(a-4b) N a(l-b-2a)+b@Bb-1)
a2 —2ab + b? a-b '

Solucion:

2a® +a%?+3b®-b?2-a?b+4ab?+(a-b)(a—ab—-2a?+3b2—-b) 2324 8ab? — 2ab

(@a-b)? CE

A7- Hallar el va{or del producto P = (1 -ax)(1+ax) ‘(1 + bx) 7 1- bx)‘%, para
_ 122 _1)2
X=a ( b 1) .

Solucion: Sustituyendo el valor de x, se obtiene P = J

({22 20)’
(J2a-f2b)’

A 8- Hallar el valor mas simplificado, racionalizando el resultado, de , M .
9+5/3

= +1.




Solucién: 13/% = f26-15/3 = §(2-J/3)° =2~ 3.
4

3 + .
J5-42  J6+42

A 9- Hallar el valor mas simplificado, racionalizando el resultado, de:

CERRED RN CLREED Ry 3

Solucion:
[(a+b)@+c) +2ab+0))° - @=b)*@=0)° _ g4 o\ ayasb).

A 10- Demostrar que a
Solucion: Operando el numerador y dividiendolo por a, se obtiene el segundo miembro de la

igualdad.
A 11- Hallar el valor exacto de la expresion ;1/23,5 +10,5/5 + ;1/23,5 -10,5,5 .

2 2 2
7+3/5 7-3/5 — 3+.5
Solucion: 4L F35) [ (T-345) :J7+3J§+J7 35 _ | (B3+45)° |
22 22 2 2 4
2
L G=5) 3+ 3-/5
4 ) 2 >
4,5+2,7+0,453

A 12- Hallar el valor exacto de la expresion — — —.
0,546 +0,7 + 0,026

4l 25, 408
Solucion: —2 9 900 _ 4100+ 2500 +408 _ 7008 _ 219
C 492 7, 24 492 + 700 + 24 1216 38
00 9 900
a’(a+b)@@+c) . b*b+c)(b+a)  c%(c+a)(c+bh)
(b—c)(b—a) (c—-a)(c-Db) ’

A 13- Simplificar la expresion: @-b)a—c)
2b(a+c) 2c(a+b) _
)or(ae )re(t e n) -

. 2a(b+c)
- 2 Tk ANk A
Solucién:  a (l+ @-b)a-o) (b-c)b-a)
a3(b2 — c?) + b3(c2 —a?) + c3(a% — b?)
— 12 2 2 = a? ? ? -
2 iblicl4 R STy a®+b?+c*+2(ab+bc+ca)
— (a+b+0)>
Ax? + By? + Cz?

A 14- Sabiendo que Ax + By + Cz = 0, simplificar 5 > >
BC(y-2)"+CAZ—-x)"+AB(x-Y)

Solucién: Sumando al denominador (Ax + By + Cz)?, cuyo valor es 0, el denominador queda
como sigue: (A + B + C)(Ax? + By? + Cz?). Por tanto la expresion dada vale m

.o ad(b? —c?) + b3(c? —a?) + c¥(a? - b?)
A 15- Simplificar a?(b—c)+b%(c—a)+c2(a-b)
. (ab+bc+ca)a’(b—-c)+b%(c—a)+c2(a—b)]
Solucion: a’(b—c)+b?(c—a) +c(a—Db)

= ab + bc + ca.

A 16- Sabiendo que a+ b+ c = 0, calcular el valor de la expresion
b-c_c-a_ a-b a b c
( a ""p "¢ >(b—c+0—a+a—b>'

L b(lb-c) <c¢cb-c) a(c—-a) c(c—-a) a(a-b) b(a-hb) _
Solucién: 1+ ac—a) " a@-b) + b(b—0) +1+ ba—b) T cb—o) + cCc-a) +1=
_ 1 3 _ _ - Babc _
—3+abc[(a+b+c) 4(a+b+c)(ab+bc+ca)+ 12abc — 6abc | = 3+ e =9

A 17- Escribir en forma de diferencia de cuadrados, la expresion 8(2x + 1).



Solucién: a?—-b2 = 8(2x+1). Haciendo a+b =8, a—b =2x+1, se tiene, resolviendo el

: - N 2 i AN AMAYAY
S|stema,que.a—x+2,b— x+2.LuegolasoIUC|ones<x+2> <x+2 )

(X2 +y2+22)2 = 2(x* +y4 + 74)
(X +y)? 122 '

[+’ -2 ][22 - (x-y)*] _

(x+y)* - 22

A 18- Simplificar la expresion

Solucién:

Z2-(x-y)2 = @Z+x-Y)Z-x+Y).

JB+ V21 - [ [JZ-1
JB - 771 |

Solucion: Elevando al cuadrado, operando, simplificando y extrayendo la raiz cuadrada:
y§+m+%—m_zj(%+m)(y‘—m)
8 - JJ2 +1

¥8 - V8 -2 +1 ¥8 - V2 +1
J2 =2 = J2.
¥8 - V2 +1 ¥8 - JJ2 +1

A 20- Sabiendo que: 9:‘23 +£=2 4 ";(‘:9 — 0, hallar el valor de la siguiente expresion:
(b-c)y-2)*+(c-a)z—-x)*+(@-b)(x-y)*
Solucion: Desarrollando la expresion dada se tiene: (c—b)x?+(a-c)y?>+(b-a)z? -
—2(a—b)xy —2(b — c)yz — 2(c — a)zx. Esta expresion es igual al numerador resultante de la suma

de los tres quebrados del enunciado, que es: (b—-c)Z—-xX)(x—-y)+(c—-a)y—-2)(xX-Yy) +
+(a—b)(y — 2)(z—x), que es cero. Por tanto el valor pedido es 0.

A 19- Hallar el valor mas simplificado posible de

A 21- Tres jugadores convienen que el que pierda cada partida doblara el dinero que tienen los otros
dos. Cada uno pierde una partida y todos se retiran con la misma cantidad a de dinero. {Cuanto
dinero tenia cada uno al empezar?

Solucidn: Sean los tres jugadores A, By C; en el cuadro siguiente se exponen los movimientos de
dinero desde la Gltima partida hasta la primera (se supone que pierden en el orden A, B, C):

A B C
Al acabar de jugar a a a
Cantidades que reparte C, tras perder % % -a
Situacion antes de perder C % % 2a
Cantidades que reparte B, tras perder % —% a
Situacion antes de perder B % % a
Cantidades que reparte A, tras perder —% % %
Situacion inicial 5 3 >

e*47589 x 273,956
0,0358267

A 22- Obtener con la calculadora el valor de x = o,zesi,/

Solucion: x = 3,815473668 x 102,

A 23- Obtener con la calculadora el valor de x en la expresion:



(°4/5,72 antilog logy43)" = 3658 x 0,00306.
Solucién: x = 0,247956.

A 24- Obtener con la calculadora el valor de x = log, log,, log, 135.000, siendo: n = J2, m= 3,
p=1J4.
Solucioén: x = 4,7360173.

A 25- Obtener con la calculadora el valor de x = Iogn%, siendon = §100.
2

Solucién: x = —0,2387618085.

A 26- Obtener con la calculadora el valor de x = In 34/2,58945!°92
Solucién: x = 0,0820669439.

A 27- Obtener con la calculadora el valor de x en la expresion:
2,49% x 3,58% x 5,12% = 0,45 x 25,32 x 65, 8%,

Solucion: Tomando logaritmos se tiene: xlog 2,49 + 2xlog 3,58 + 3xlog5,12 =
= log0,45 + 2log 25,3 + 1,8l0g 65, 8. De donde, x = 1,5783631.

0,0456782 x 11, 24998 )'”515

A 28- Obtener con la calculadora el valor de x = ( 248049

Solucién: x = 0,000053828.

A 29- Calcular en grados, minutos y segundos sexagesimales, los siguientes valores expresados en
radianes: a) 0,000461; b) 0,0036; c) 416; d) 0,0017; e) 0,0021; f) 1,93.
Solucion: Como n radianes equivalen a 180° se tiene: a) 1°357088; b) 1272275533;
€) 23.835°2°397408; d) 5°'507°65; €) 7°1377156; f) 110°34°51""076.

A 30- Calcular en radianes, los siguientes valores en grados, minutos y segundos sexagesimales:
a) 2°267; b) 177; ¢) 1577; d) 73°11"; e) 5°38""; f) 12978; g) 435°45"; h) 35"25™"; i) 07" 23.
Solucion: a) 0,042469678; b) 0,0049451; c) 0,000072722; d) 1,277290124; e) 0,00163867;
f) 0,000629288; g) 7,605272 ; h) 0,010302291; i) 0,000001115.

A 31- Obtener con la calculadora el valor de x = (sin0,25 + sin0, 75)(co0s0,45 + cos0, 95).
Solucion: x = 1,37696226.

n
A 32- Demostrar que para todo valor de n par, se verifica: n! < (% + 1) .

Solucién: Haciendo n = 2m, se tiene (2m)! < (m + 1)2'”, que se cumple param =1, m = 2, etc.
Suponiendo que se cumple para m, hay que demostrar que se cumple para m+ 1. Es decir:
(2m+2)! < (m+2)®™2 Como (2m+2)! = 2m+2)(2m+ 1)(2m)! < 2m +2)(2m + 2)(2m)! <
< (@m+2)2(m+1)" = [2(m+1)™']°, se tiene que (2m+2)! < [2(m+1)™*]% Como

(m+2)"™ = [[(m+1)+ 11" ] = [(m+ )™ + ( mil )(m )" 4 -T -
=[Mm+D)™ +Mm+1)™ +.. -]2 =[2m+1)™ +.. -]2, de donde se deduce que:
(m+2)"™2 > [2(m + 1)“‘*1]2. De todo ello se obtienen las siguientes desigualdades:
@m+2)! < [2(m+ 1)"‘*1]2 < (m+2)>™2 con lo que el enunciado queda demostrado.

A 33- Obtener con la calculadora el valor de x = sin(cos 15°) x cos(sin 15°).
Solucién: x = 0,7951781364.

A 34- Obtener con la calculadora el valor de x = tan( 92/ sin 1°12'14">.
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Solucién: x = 1,046190628.

sin15°

A 35- Obtener con la calculadora el valor de x = (,3/tan 75920 ) .
Solucion: x = 1,783920965.

A 36- Obtener con la calculadora el valor de x = (cot 725" x sin142")%"3% .
Solucion: x = 0,9847989068.

sin37°43'12°°7 x tan 159325 ) ¥ %074
€0s2°45” x cot2°16°3""21 '

A 37- Obtener con la calculadora el valor de x = (
Soluciéon: x = 0,977777357.

A 38- Obtener con la calculadora el valor de x = 0,41 x 396 x 0,00082 x 61,5 x 7= x 0,012.
Solucién: x = 0,3086733458.

A 39- Obtener con la calculadora el valor de x = 758 x e x 0,52 x 46,5 x 0,0031 x 63.
Solucién: x = 9730, 21031.

0,27 x 321 x 69,5 x 0,048

A 40- Obtener con la calculadora el valor de x = 423 x 0.062 x 93.4

Solucion: x = 0,1180363864.

7 x0.026 x 71,4 x 43,8

A 41- Obtener con la calculadora el valor de x = 0.0045 x 62 x 0,792

Solucién: x = 1156,022157.

3
A 42- Obtener con la calculadora el valor de x = 2:D%C2.8 "gjendo a = 0.0036 'y, _ 4356,
d3. ye.f 0,83

c=1752d=,853,e=0,00497,f = (19,5)% s =area de un circulo de diametro 7, 12.
Solucién: x = 0,0000002393454308.

sin79°15” x tan26°50""

A 43- Obtener con la calculadora el valor de x = 3
(logr)

Solucion: x = 0,06241057704.

(arctan2,5)? x (sec27°40°)3

[log, 72

A 44- Obtener con la calculadora el valor de x =

Solucién: x = 1,446582323.

12
logy,,79 x 9,3 53

A 45- Obtener con la calculadora el valor de x = )
tan72°11" x {3890

Solucion: x = —1,410678602.

A 46- Obtener con la calculadora el valor de x = NG

Solucién: x = 0,02999728145.

sin 15°. cos 25°. tan 62°. cot 12°
sin6°30". cot15°10” '

A 47- Obtener con la calculadora el valor de x = ‘/

Solucion: x = 2,229319787.
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356.tan0,5.arcsin0, 7
0,24 c0s94°56" '

A 48- Obtener con la calculadora el valor de x =

Solucioén: x = —418.637,2705.

log;,328 x 7,18%%
7 x0,32x 59719

A 49- Obtener con la calculadora el valor de x =

Solucion: x = 694, 8645938.

A 50- Obtener con la calculadora el valor de x = %.
Solucion: x = 4,8123.107°3,
A51- Sabiendo que bic + cEa + aEb =0, yquea=bh, ac, b=c, hallar el valor de

_ a b C
b0 (c-af  @-b?

Solucién: Sustituyendo en A el valor de —&— obtenido de la condicién inicial, asi como el de

b-c
b Cc c a a b
+ + +
b c ceaepa . C—@ " a—h a-b  b-c b-c C—-a _
t—7 VY el de a_b,setlene.A— brc + —<t+a + —a+Db

_ b(b-a)+c(a-c)+c(c-b)+ab-a)+a(c—-a)+b(b-c)

Bl (<b+c)(—c+a)(-a+b) Bl

_(b-a)@+b)+(a-c)a+c)+(c—b)(c+h) _0
(a-b)(c-a)(c-h) '

A52- En Italiay en la guerra de 1914-1918, se descubre el cadaver de un soldado francés muerto en
una guerra anterior en el mismo mes en que fue descubierto. Siendo n el nimero de dias de dicho
mes, 2a el de afios transcurridos desde su muerte hasta la fecha de su descubrimiento, y 2b la edad
del general que mandaba al soldado muerto, se sabe que: n-a - b = 64.438. Averiguar el afio del
fallecimiento, el mes en que fallecio y la edad del citado general.

Solucion: 64438 =2 .11 .29 -101. El nimero de dias del mes solo puede ser 29, lo que
determina el mes de febrero de un afio bisiesto, que sélo puede ser 1916. La edad del general puede
ser 22 6 44. El numero de afos transcurridos puede ser, respectivamente, 404 6 202. Luego la
solucion buscada es: afio de fallecimiento, 1714; mes en que fallecid, febrero; edad, 44 afios. No
parece probable que el general tuviera 22 afios, lo que daria 1512 como afio del fallecimiento del
soldado.

A 53- En la fabricacién de una mezcla entra un 15% de un material cuyo precio es de 1,25 € el kg, un
35% de otro material de 2,5 € el kg, y el restante 50% de un tercer material de 3,5 € el kg. En la
fabricacion se produce un 5% de mermas. ¢A cuanto ha de venderse el kg de la mezcla, para ganar
un 20%°?

(0,15 - 1,25) + (0,35 - 2,5) + (0,5 - 3,5)

_ 135 _
058 x1,2 = 3,5526 €/Kg.

38

Solucién:

A 54- Encontrar un nimero de cuatro cifras que sea cuadrado perfecto y que la suma de sus cifras sea
igual al nimero obtenido invirtiendo las cifras de su raiz cuadrada.

Solucion: ElI ndmero estd comprendido entre 1000 y 9999; mas concretamente, como
J1000 = 31,6 y /9999 = 99,99, estard comprendido entre 322 y 992, es decir, entre 1024 y
9801. La suma de las cuatro cifras estard entre un minimo de 2 para 1100 y un maximo de 34 para
9799. Luego la ultima cifra de la raiz cuadrada sera 0, 1, 2, 3. Si acaba en 0, su cuadrado termina en
00, por lo que la suma de sus cuatro cifras serd < 18. Tanteando entre 40,50, 60, 70, 80,90, sélo
existe como solucion el niamero 8100. Si acaba en 1, al tantear entre 41,51,61,71,81,91, sélo
existen como solucion los numeros 6561 y 8281. No se encuentran soluciones para las raices
cuadradas que acaban en 2 y 3. Luego las soluciones son: 6561, 8100, 8281.

A 55- Se somete a laminacion un lingote de hierro de 1,20m de largo y de seccién cuadrada. En una
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primera pasada se convierte en chapa rectangular de 80 mm de espesor, 1m de largo y 1,5m de
ancho. En la cuarta pasada, el espesor es de 44mm y la anchura de 1,515m. En la décima pasada,
respectivamente, 13mm y 1,545m. En la decimotercera y Ultima pasada, 10mm y 1,55m.
Encontrar la longitud de la chapa en cada una de las citadas pasadas y el lado de la seccion inicial
del lingote.

Solucién:

Pasada Longitud (m) Anchura (m) Espesor (m) Seccion (m?) Volumen (m?)

132 7,7419 1,55 0,010 0,0155 0,12
102 5,9746 1,545 0,013 0,020085 0,12
48 1,8 1,515 0,044 0,06666 0,12
18 1,0 1,5 0,08 0,12 0,12
Inicialmente 1,2 0,3162 0,3162 0,1 0,12

En la tabla se indican las longitudes tras cada pasada. El lado de la seccion inicial es
J0.1 =0,3162m.

A 56- Determinar un nimero de n cifras tal que su producto por 4 se escriba con las mismas cifras,
pero en orden inverso.

Solucion: EI namero buscado s6lo puede comenzar por 2, pues si lo hiciera por 1, su producto al
multiplicarlo por 4, no puede terminar en 1, y si comenzara por 3, o cifra mayor, al multiplicarlo

por 4, el producto tendria mas de n cifras. El producto, por tanto, termina en 2, y para que sea 4, ha
de terminar en 12,32,52,72,92. Pero como el numero pedido no puede comenzar por 25,27, 0 29,
pues su producto por 4 tendria mas de n cifras, sélo puede comenzar por 21 o por 23.
Evidentemente, no hay solucion paran = 1, ni paran = 2. Para n = 3, tampoco hay solucién, pues
218 x4 + 812,y 239 x 4 + 932. Para n = 4, la solucion es 2178, que se obtiene resolviendo la
ecuacion 4 - 21a8 = 9al2, es decir, 4(2108 + 10a) = 8012 + 100a. No hay solucion para 23a9,
pues la ecuacion 4(2309 + 10a) = 9032 + 100a, no admite solucion entera. Para n = 5, partiendo
del nimero 2178, se tiene la ecuacion 4 - 21a78 = 87al2, es decir, 4(21078 + 100a) =

= 87012 + 100a, cuya solucién es a = 9. ElI nimero buscado es 21978. Procediendo similarmente
para el caso de n cifras, el nimero buscado es 2199...9978, pues 4 - 2199...9978 = 8799...9912.

n—4 nueves

A 57- Escribir todos los nimeros enteros en orden natural como si fueran un solo nimero. Hallar la
cifra que ocuparia el lugar 18375.

Solucidn: Hay 9 numeros de 1 cifra que ocupan 9 lugares. Hay 90 nimeros de 2 cifras que ocupan
180 lugares. Hay 900 numeros de 3 cifras que ocupan 2700 lugares. Hay 9000 nameros de 4 cifras
que ocupan 36000 lugares. Los primeros 9999 nimeros ocupan 38.889 lugares. EI nimero dado ha
de ser de 4 cifras. Los numeros de 1, 2 y 3 cifras ocupan 2.889 lugares, luego la cifra pedida
ocupara el lugar 18375 — 2889 = 15486 de las de 4 cifras. Por tanto, correspondera al nimero de

cuatro cifras situado en el lugar % = 3871,5 de los numeros de 4 cifras, con lo que

corresponderd a la cifra 8, que es la segunda cifra del nimero siguiente al 999 + 3871 = 4870, es
decir la cifra de las centenas de 4871.

A 58- Demostrar que si se intercalan n ceros entre cada cifra del nimero 1331, el nimero que resulta
es cubo perfecto.

Solucién: 1331 = 113, 1030301 = 1013, 1003003001 = 10013. Procediendo a la inversa:

n ceros n ceros n ceros n ceros

(10000001)? =100000020000001. Multiplicando este cuadrado por 10000001, se obtiene:

n ceros n ceros n ceros n ceros

(10000001)3=1000000300000030000001, con lo que queda demostrado.

/354,26 - 526472,8
7
1,34679° - 0,0009987 %

A 59- Obtener con la calculadora el valor de x en la expresion: a™> =
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siendo loga = 7,882546.
Solucion: x = 0,7127007543.

X3 -3+ (x2-1)Jx* -4 +i/x3—3x—(x2—1)\/x2—4
2 2 '

A 60- Simplificary = i/

x3 — 3x

(X2 -1)/x?>-4
2 2

2 1 1 2
Elevando al cubo: y*=A+B+3(A+B)3(A-B)3 +3(A+B)3(A-B)3s +A-B=
1
=2A+3[(A+B)(A—B)]%[(A+B)%+(A—B)%]:2A+3(A2—BZ)?y:x3—3x+3y,

y3 — 3y = x® — 3x. De donde se deduce que: y = x.
Nota: Operando en la ecuacion obtenida, se deduce que: y*®—x3+3x—-3y=

— — 2 _y — _ 2y2
= =002 0y X = 3) = (y -0y - Ty - X230 o como el

radicando +x? — 4 del enunciado, es real para x2 > 4, y como el radicando y12 — 3x? es real para

x% < 4, ambos radicandos son reales simultdneamente, sélo para x? = 4, es decir para x = +2. Para
este valor se obtiene y = +2, solucion particular dey = x.

Solucién: Llamando A =

y B= , se tiene: y=YA+B + yA-B.

A 61- Determinar los nimeros enteros n de 4 cifras, mcdu, tales que se cumpla que n = 11 - S?, siendo
S=m+c+d+u.

Solucion: Se tiene que: n =1000m+100c+10d+u=m+c+d+u+999m+99c +9d =
— $+9 = 11S2. Como S2 esta comprendido entre % y % se deduce que: 10 < S < 30. La
igualdad 1152 -S = 9, se cumple para los siguientes valores de S comprendidos en el citado
intervalo: 14, 18, 23 y 27. Luego hay cuatro valores de n, correspondientes a 1152: 2156, 3564,
5819, 8019.

A 62- Un buque de carga navega 200 horas entre dos puertos situados en el ecuador, recorriendo
32°157307". Hallar la velocidad del buque y la diferencia de horas entre los dos puertos. En un
determinado punto del recorrido, el reloj del buque esta 20min atrasado, ¢;cual es la diferencia de
longitud de dicho punto con el puerto de salida? Se indicaré si este punto esta al este o al oeste del
puerto de salida.

Solucion: El buque ha recorrido: 32 - 60 + 15 + % = 1935,5 millas en 200 horas, luego su

velocidad es de 9,6775 nudos. La diferencia horaria es: %5/030” = 2h 9min 2s. La diferencia
de longitud es de 20’ x 15 = 300" = 5° oeste.

A 63- Una determinada explotacion industrial utilizaba un generador de vapor cuyo funcionamiento
exigia 506, 25t de carbon en las 90 jornadas de 10h25min que constituian la campafia de trabajo
por afio. Perfeccionando posteriormente el generador, se consiguio reducir el consumo de carbén a
50, 25t por cada 100 horas de trabajo. El importe en € de la modificacion realizada ascendio a lo

1,3
1

5

importe se negocid un crédito en las siguientes condiciones: la cantidad neta percibida es el
importe de la modificacion, tras aplicar un descuento comercial del 4% con vencimiento a 75 dias
y descontar también un interés anual del 3,5%, ambos sobre el nominal del crédito. Se pide: a)
Cantidad de kg de carbon economizado por jornada de trabajo y el importe que supone la
economia de carbon en las 90 jornadas, suponiendo un precio de 12 € por Qm. b) Importe de la
modificacién y nominal del crédito. c) Cantidad de dolares americanos a que equivalen los euros
economizados en dicha campafia, suponiendo que 1 € = 1,1486 $.

que resulta de calcular la expresion: 200 + +0,27 +32.582,65. Para satisfacer este

Solucién: a) La cantidad de carb6n economizado por jornada viene dado por la expresion:

562.500  50.250 250 _ . . .
90 100 (10 + 60 390,625kg. El importe que supone dicha economia en las 90
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jornadas, es: 390,625 - 90 - % = 4.218,75 €. b) El importe de la modificacion introducida en el

generador, es: 32.582,65+‘/<200+£>+& = 32.609,50 €. El nominal del crédito

24/5 90
32.609,50

1 _ 4 X 75 _ 31 5
100 x 360 100
ddlares, es: 4218,75 x 1,1486 = 4.845,65 $.

negociado, es:

= 34.086,58 €. c) El importe economizado valorado en

A 64- Hallar un nimero de 6 cifras que multiplicado sucesivamente por 2, 3, 4, 5, 6 salen las mismas
cifras ordenadas segln permutaciones circulares de las cifras del nimero buscado.

Solucion: N = abcdef. Si se multiplica por 6, para que sigan siendo 6 cifras, a = 1. Considerando
la permutacion bcdefl, sélo se puede obtener multiplicando N por 3, siendo f = 7. Razonando
similarmente con las siguientes permutaciones se obtiene que N = 142857.

A 65- Calcular el valor de V = Ioga%, sabiendo que: Ioga% = 1. M es el modulo de

gi
. 111
‘_2(5161(5653') ; N es el valor del determinante | 2 3 n |, en el que n es el menor nimero
4 9 n?
entero y positivo que hace que N = 7; P es el valor exacto de 1 + 1 T .
24 —=
1
1+ 2+...

. 1_1 . 1 J=256 (2 — 3i)? | /=256 ||(2 - 3i)?|
Solucion: Iogaf =3 luego: a = 5 M = EhE = L] —
= 1%_513 = 264/2. N =n?-5n+6. Luego ha de tenerse que: n2 —5n+ 6 — 7k = 0. De donde:
n= 2Ed1+28k "12+28k,k=6,n=9,N:42.P:1+%,2P2—2P—1:0,P= 1+2‘/§.Por

2+ F

N P _logM p _log26y2 1+yJ3 _

tanto: V = log,M N~ Toga "N Iogl 5 dD 0,05638.
8

A 66- ¢Con cuantas cifras exactas habra que tomar el nimero = para que su error sea < ﬁ?
1 7

0" < 1000 7 x 10" > 1000, n = 3. Por tanto se tomard con tres cifras
decimales exactas. Como tiene una cifra entera, se tomara con cuatro cifras exactas.

Soluciéon: Error < <

A 67- (;Cor71 cuéntas cifras exactas hay que tomar z para que un limite superior de su error relativo, sea
)
< 5643
o 1 7
Solucién: ¢ < 3.107% < 51
con cuatro cifras exactas.

3 por tanto 21 - 10™! > 5643, n — 1 = 3, n = 4. Luego se tomara

A 68- Dado el nimero aproximado por defecto 578,6349367227 , suprimirle las cifras inexactas.
Solucion: 578,634937.

A69- Dado el nimero aproximado hasta las diezmilésimas 45,28674834, hallar una aproximacion
por defecto y otra por exceso con error menor que una centésima.
Solucidn: 45,28 por defecto y 45,29 por exceso.

A 70- Calcular las cifras exactas con que hay que tomar cada uno de los sumandos de la suma

48,3567321 + 0,0003765 + 0,6539843, para que el total tenga un error menor de una
diezmilésima.
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Solucion: El total ha de tener cuatro cifras decimales exactas, por tanto cada sumando se tomara
con cinco decimales exactos, es decir, el primer sumando con siete cifras exactas, el segundo con
dos y el tercero con cinco.

A 71- Hallar el grado de aproximacion con que habran de tomarse los sumandos de 42,85942 + 7 + e,
para que un limite superior del error relativo de la suma sea ¢ < TSP,Z

Soluciéon: Un tanteo da: 42,8+ 3,14 + 2,7 = 48,64. Siendo n el nimero de cifras exactas de

; P . 1 5
48,64, para que su error relativo sea menor que el indicado, se tiene: ¢ < 151071 < 4535 ©8

decir: 20 - 10™* > 4532, Por tanto: n—1 = 3, n = 4. El total vendra con cuatro cifras exactas, y
como tiene dos cifras enteras, tendréa dos cifras decimales exactas. Luego cada sumando se tomara
con tres cifras decimales, o sea con ¢ < 0,001.

A 72- Calcular la suma = + e + 3,53446 por defecto con error menor que una centésima.

Solucién: Al indicar el sentido de la aproximacion ("por defecto"), se pierde una cifra, luego se
calculara la suma con error menor que una milésima, por lo que cada sumando se tomara con error
menor que una diezmilésima: 3,1415 + 2,7182 + 3,5344 = 9,3941, luego el total por defecto con
error menor que una centésima es 9, 39.

Nota: Las diez cifras que da la calculadora, son 9,394334482.

A 73- Calcular la diferencia = — e, con error menor que una milésima.

Solucién: Se calculan 7 y e en sentido contrario con error menor que una diezmilésima, por
ejemplo 7 por exceso (3,1416) y e por defecto (2,7182), viniendo la diferencia por exceso con
error menor que una milésima: 3,1416 — 2,7182 = 0,4234, basta suprimir la cifra inexacta, siendo
la diferencia 0,423.

Nota: Las diez cifras que da la calculadora, son 0,4233108251.

A 74- Calcular el producto 7 x e con error menor que 0,001.

Solucion: = x e = 8,539.
Nota: Las diez cifras que da la calculadora son 8,539734223.

A75- ¢Con cuantas cifras exactas vendra el producto 7 x e, cuando se toma = con cuatro cifras
exactas y e con tres?
1 1 1
+ < ,
3.108  2.107? 8.10"1!

Solucion: Un tanteo da como valor del producto 8,5. Luego: ¢ <

32 1
5.10° ~ 8.1 "~ 2%

A 76- Calcular el producto = x 0,086743 sabiendo que su error es <—32547 :

- _ ) 1 5 100 _
Solucion: Un tanteo da 3,1 x 0,08 = 0,24. Por tanto: ¢ < o < 3047 5.10" > 3247, n = 3.

Luego el producto vendra con tres cifras decimales exactas (en este caso son tres cifras exactas),
siendo un limite de su error relativo ¢ < En consecuencia se tiene que:

1
2.10%°
1 1 1 11 1 -1 2

24 . 10" 22 .10 -1=2
8<3-10"‘1+8-1O“‘1<2-102’ 24-10"‘1<2.102’ g N ’
n = 3. Se tomaran los datos con tres cifras exactas.

A 77- Calcular el nimero de cifras exactas del producto 314 x 2, 7182.

. : _ 1 1 _ :
Solucién: Un tanteo da: 314 x 2,71 = 850, ¢ < 5107 < g 1071 n = 4. El producto tendra

cuatro cifras exactas.

A 78- (Con cuéntas cifras exactas hay que tomar los factores del producto = x e x 34,6375842, para
que el error de éste sea < 1073?

Solucion: Un tanteo da como valor del producto 295,... Por tanto el producto tendra seis cifras
exactas. Llamando n al numero de cifras exactas de cada factor, se tiene que:
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1 1 1 < 1 7 1 . 10n-1 . 105
€< 3101 T 2.107% T 3.107F - 2-105' G107 - 2.q08’ °-107 > 14-10%
n = 7. Cada factor se tomara con siete cifras exactas.

A 79- Obtener el nimero de cifras exactas del producto 3, 141 x 0,023 x 143, 6.
Soluciéon:  Un tanteo da para el producto el wvalor de 10,3. Por tanto:
1 1 1 154 1 - _
<ToTr 3.10° < Tort 3.10% > 154 .10™t, n=2. El

1
¢<3.10° "2.10 " 107
producto tendré dos cifras exactas.

A 80- Calcular con error menor que una milésima el producto (1+ v2 ) (1+ /3 )(1+/5).

Solucién: 21,344 por defecto, 21, 345 por exceso.
Nota: Las diez cifras que da la calculadora, son 21,34430867.

A 81- Calcular con error < 1072, el valorde x = {27 + 3.

1 1 2
Solucion: Se tiene que: x=2(1+%)7 =2[1+%'%+( : )(%) +J N
9.1.3 £ .2 .22 .27
_ 3 T 7 ..)op4 8 21 7T 7 =
2<l+ 7.27 ol T ) 24725 T 498 3j - 2% )
3 2 37 21 3 27
=2+ 2o ~ T 8197 = 2" 745 ~ aotaog F) Luego tomando
899 _ 5 006 (los términos

=2
T 708 T 49.0m
3_ el error es menor que 1073, Por tanto, x = 148

solamente 2 + A48
marcados con (*) son menores que 103, despreciandose).
Nota: Las diez cifras que da la calculadora, son 2,006630125.

A 82- Calcular con error < 1/48 la expresion (z + 1)(e + 2).

Solucién: 19,54.

A83- Calcular con tres cifras exactas 4 M .
J3-5

Solucioén: —2,43.

A 84- Calcular con tres decimales significativos exactos
50 x 3,141592...—(52,476023...+0,052103...+2,3162147)(1,654302...)*

(0,0000067 + 2,87642103....+1,3222...)1053,621

Solucién: 0,00158 por exceso.
A 85- ;Qué error se comete al calcular el radio de un circulo cuya area es 30,778, si se toma 3,1416

como valor de « ?
30,778 _ J9,.. =3,.. El error del radicando es

Solucion: Un calculo aproximado da: -
3,1416
0,001 + 0,0001 _ 0,00006. Por tanto, el error de la raiz es: OO(ZJﬂ = 0,00003 < 0,0001.

<730
Luego el radio se halla con cuatro cifras exactas.
A 86- La raiz cuadrada por defecto con error absoluto menor que 0,1 de una fraccion irreducible es

1,3. Hallar esta fraccion sabiendo que la suma de sus dos términos es 81.
Solucién: 1,3 < % <1,4; 1,69 < % < 1,96: 1,69 < % < 1,96: 2,69 < %1 < 2,96:
28é9 >B > 589_16 30,...> B > 27,... Por tanto, se tienen las siguientes soluciones posibles:
51 52 53 54 1o son irreducibles: 52 v 53

30" 90 98" 97 de las que solo son irreducibles: 59 Y g
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T+eJ2
J2+5°

Solucion: El valor pedido es 1,91 por defecto, 0 1,92 por exceso.
Nota: Las diez cifras que da la calculadora, son 1,913776679.

A 87- Calcular con tres cifras exactas el valor de

A 88- Calcular = <7J_ + 15) con tres cifras exactas, siendo a = /3.

Solucioén: El valor pedido es 13,2 por defecto, 0 13,3 por exceso.
Nota: Las diez cifras que da la calculadora, son 13,27291138.

A 89- Calcular con el mayor nimero de cifras exactas

r-e+7,321...
2

Solucién: Se calcula 7 - e con tres decimales exactos, es decir 8,539. También se calcula e2 con
tres decimales exactos, obteniéndose 7,389. Por tanto: 8’5379 §879 321 _ 175’388690 = 2,146, con

cuatro cifras exactas.

A 90- Calcular el valor de e? con error ¢ menor que 104, utilizando el desarrollo en serie de e*.

. 2 Ny n
Solucién: e =1+ X% + X 4 +n +Rqy. Por tanto: e? =1+ 2% 4 4X°, L 2XT,p

1' 2! 1! 20 7 nl
n
Ry = f(‘g)zn €= efzn O<é<x, 0<&<2 2<e<3, e<9 e< 10n‘,2” :#,
2" L _ 2 _ 2 .4 21 _ -
n'<105,n 12, e 1+1|+2|+ +11! = 7,3890.
A 91- Calcular con cuatro decimales exactos M
Tee+2,2
Solucion: 0,2923 por defecto.
T+ 2

A 92- Con cuantas cifras exactas hay que tomar =, v/2 y 43,01, para que el resultado de
tenga dos cifras exactas.

43,01

3,14+1,41 _ 4,55
43,01 - 43,01

Solucion: Un calculo aproximado da: = 0,10. Por tanto, el error relativo

ha de ser < 00’ 011 = 1071. Si tomamos dos cifras exactas en el numerador y en el denominador, el
error relativo es: 01 +-L = 0,04 < 10, obteniéndose: 21+14 0,10.

45 43 ' ' ’ 43
Nota: Las diez cifras que da la calculadora, son 0,1059243482.

A 93- Calcular x = Iog(— V15 + i,/§>. La parte real se calculard con un error menor que 0,01
mediante el desarrollo en fraccién continua.

Solucién:  x = log(p - e), p=J(—JE>2+(J§)2=2J§, tanw = ://_%:_J%'

5,
= %n, x =log| 2/5 -e 6 ') = log2,/5 +i%7rloge. Con la calculadora se obtiene:

x = 0,6505149978 + 1,136980295 i. Para calcular la parte real por desalrrollo en fraccion continua,
se procede como sigue: Xo = Iog2,/§ 10%0 = 2/5, X0 = 0 + l 10% =2/5,10 = (2/5)",

1
X1 =1+, 10=2J§-(2J§)X2 (J‘)Xz—z,/_ x2=1+X13 S(B)% =25,
J5 = 2%, x3=1+%, J5 =2. 2X4, (£> =2, x4_6+x—15. Luego:

2
x=1(0,1,1,1,6,...), siendo las reducidas sucesivas: R; =0, R, =1, R;= % Ry = %
_ 13 ; 1 1 13
Rs = 50" El error cometido con Rs es < 207 < 100" Luego la solucion es: 50"
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A 94- Ladiferencia de areas del exdgono regular y del cuadrado, ambos inscritos en el mismo circulo,
es 3,629547. Hallar el area del circulo con error absoluto < 10-3.

Solucion: Se tiene: 3R2y3 — 2R? = RZ(i./?, _ 2) 3629547, S = gR? = 2.029547
> 2 3/3-2
2
| 3,629547 x 3,141592 1 1 1 fo1mt o5 tond .
=7 oseeore 0% oo Felager < qoer 0010 <2 1o Lliego'

n—1=5 n=6. Por tanto, /3 se tomard con 6 cifras exactas. Como T < 1105
3.10™' >2.10% n=6. Luego: 3,629 y = se tomaran con 6 cifras exactas. Por tanto:
g _ 3,62954x3,14159 _ 11,4025 _ 19, 065.

0,598076 0,598076
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Seccion B - SISTEMAS DE NUMERACION

B 1- Hallarnsi 4.244, = 2.354 1.

Solucion: 4n®+2n2+4n+4 =2(n+1)°>+3(n+1)>+5(n+1) +4. Operando, se tiene la
ecuacion: 2n® —7n2 — 13n - 10 = 0. Es decir, (n —5)(2n? + 3n+2) = 0. Luego: n = 5 (las otras
dos raices de la ecuacion no son validas).

B 2- Escribir en base 5, el numero 301223 .

Solucién: 301223, =3-4°+43+2.42+2 .4 +3 = 317930 = 100204 s.

3179 |5
17 635|5

29 13 127|5

4 35 27 25|5
0 2 0 55

1

lo

B 3- Hallar el valor de la base n para que se verifique la igualdad 21102, = 10254 (..
Solucion: 2n* +n3+n2+2 = (n+1)* +2(n+1)*> + 5(n + 1) + 4. Operando, se tiene la ecuacion:
n* —3n% - 7n? — 13n — 10 = 0, cuya raiz positivaes: n = 5.

B 4- Hallar el valor de n para que sea cierta la igualdad 2312, = 21, « 2112 + 2.
Solucién: 2n® +3n? +n+2 = (2n+1)[2(n—2) + (n — 2) + 1] + 2. Operando, se tiene la ecuacion:
2n® —15n% + 6n + 7 = 0. Las raices de esta ecuacion son: 7, 2, —1. Sélo es valida la raiz 7.

B5- Hallar la suma siguiente en base 8 y comprobarla por la regla de Cauchy:
35721 + 435 + 61243 + 561.
Solucién:

1 = 18
5 = 12
3 = 16
_____ 1= 12
1 2 0 4 0 2 = 9/65

El resultado es 120402. Comprobacion: 9+ 8 - 7 = 65.

B 6- Disponiendo para una balanza Gnicamente pesas de 1, 5, 52,..., 5" gramos, pesar 77.646g. S6lo
puede utilizarse una pesa de cada tipo, y pueden colocarse las pesas en los dos platillos de la

balanza.
Solucién:
Dividendo | 77.646 | 15.529 | 3.105 | 621 | 124 | 24
Divisor 5 5 5/ 5| 5| 5
Cociente | 15.529 | 3.105| 621|124| 24| 4
Resto 1 4 0 1 4| 4

77646 = 4441041 = 100111115 = 1.5 -1-54+1.53+1.52-1.5+1 En un platillo se
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colocan: 1 pesade 5'g, 1 de 53g, 1 de 529, 1 de 1g. En el otro platillo: 1 de 549, 1 de 5g.

B 7- Efectuar en base 12 la suma siguiente, comprobando el resultado por Cauchy, y escribiendo
también dicho resultado con cifras minimas: 543a61 + 71038 + 1252334 + 2659 + 7952.

Solucion:

1 13 2 2 = 9
5 4 3 a 6 1 = 29
710 3 8 = 19
1 2 5 2 p 3 4 = 28
2 6 5 9 = 22
- _ _ 195 2 = 23
1 8 56 2 0 0 = 22/130
2 4 56 200
Resultado: 1856200. Comprobacion: 22 + 12 x 9 = 130. EIl resultado con cifras minimas es:

2456200.

B 8- Efectuar en base 12 el producto 13a46 x 530a7, y pasar el producto directamente a base 8.
Solucion: Se utiliza la tabla de multiplicar en base 12:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 o p 10
2 3 45 6 7 8 9 a p 10
4 6 8 o 10 12 14 16 18 la 20
6
8
a

9 10 13 16 19 20 23 26 29 30
10 14 18 20 24 28 30 34 38 40
13 18 21 26 2B 34 39 42 47 50
16 20 26 30 36 40 46 50 56 60
12 19 24 2 36 41 48 53 5¢a 65 70
14 20 28 34 40 48 54 60 68 74 80
16 23 30 39 46 53 60 69 76 83 90
18 26 34 42 50 50 68 76 84 92 a0
la 29 38 47 56 65 74 83 92 ol pO

™ { ©W 0o N O OB~ W N B
=™ KR O 00 N o o~ W N
|_\

o

10110 20 30 40 50 60 70 80 90 «0O pO 100
13 a 4 p
x5 3 0 «a
9 30 a 8
11 281 7 0
3 B 7 2 alp
6 7 4 0 9 6

6 B 4 a 038 5 8 6

El producto pedido es 642038586 1,. Para pasar directamente de base 12 a base 8, se escriben el
namero y la base, en base 8. El producto escrito en base 8 es: 6,13,4,12,0,3,10,5,10,6, y la base:
1,4. A continuacion se procede como se recoge en la tabla siguiente (todas las operaciones se
efectlian en base 8, utilizandose la tabla de multiplicar en base 8):
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6| 13 4 12 0 3 10 4 10 6

14 110 | 1.744 | 27.340 | 431.370 | 6.461.640 | 117.125.644 | 1.666.006.020 | 26.210.110.374 | 413.141.546.060

6| 123 | 1.750 | 27.352 | 431.370 | 6.461.643 117.125.654‘1.666.006.025 26.210.110.404 | 413.141.546.066

B 9- Extraer en base 12, la raiz cuadrada de 13046554 ..

Solucion: [13046354 | 3396

6a4 6B x
641 709 x 9
6368  7p66 x 6
509
45254
3930
6524

Por tanto, se tiene que: 13046354 = 33962 + 6524

B 10- ¢En cuantos ceros terminara 2318! si se escribe en base 12?
Solucién: El exponente x del factor primo p en la descomposicién de m!, es el cociente

1 1
siendo s la suma de las cifras de m expresado en el sistema de base p (regla de Legendre). En base
12, los ceros corresponden al producto 22 - 3. Por tanto, hay que buscar los exponentes o del factor
2,y B del factor 3. 231810 = 100100001110, = 10011212 . Por tanto: s, = 5y s3 = 8. Luego:

a= —2321§I5 = 2313, que corresponde a 2% =2.4U1% y B = 2318 1 8 — 1155, que

corresponde a 3%, Luego el nimero de ceros es 1155, (el menor de los dos exponentes 1156 y
1155).

B 11- ¢Cual es la menor factorial que termina en mil ceros, cuando se escribe en base 40?

Solucién: Aplicando la regla de Legendre (ver problema B 10), siendo 40 = 2% .5, para que
escrita la factorial pedida en base 40, tenga mil ceros, es necesario que en su descomposicion
aparezca el producto 2309 .5100  FEsto se produce para 4005! En efecto, puesto que:
4005 = 111110100101, = 112010;s. Luego: s, =8 y ss =5. Por tanto se tiene que:

Xz = 40205 1 8 _ 3097 > 3000, y x5 = 40505 1 S — 1000. Luego, 4005! escrito en base 40, es
igual a: 2397 . 51000 . R es decir, es igual a: 230 . 51000 . R’ ‘nor lo que termina en mil ceros.

B 12- Hallar el valor de a para que 12a25 sea multiplo de 15.

Solucion: 10(8 = l(mod 15(8) 10(8 = 10(3( 5(8)(m0d 15(8) 10(8 = 31(8( 1(8)(mod 15(8)
10% = 5(méd. 15¢), 10 = 1(m6d. 15(). Es decir, los restos son: 1, 5, 1, 5, 1,... Por tanto:
5-2.5-a+2:5+1=6-a=0,a=6.

B 13- ¢Existen sistemas de logaritmos de base mayor que uno, en los que un nimero puede ser igual a
su logaritmo? ¢En un mismo sistema puede haber mas de un numero? Si existen, hallense las
bases.

1
Solucion: log,N = N,bN =N, b = N~. Lacurvay = X% pasa por el origen y por el punto (1,1).

Tiene un méaximo en el punto de abscisa e y ordenada et = 1,444668. Para valores de x > e, y
tiende asintéticamente a 1. Luego existen dichas bases, encontrandose b entre 1 y 1,444668

1 . . . i )
(=e®). En un mismo sistema hay dos numeros, salvo para b = e, en el que s6lo hay un
namero, que es e.

B 14- Dado un sistema de numeracion de base B, hallar el nimero méas pequefio de cuatro cifras abcd,
tal que la suma a + d + bc sea igual a B2 + 1, y que el nimero cb sea igual a (a + d)2. Apliquese
aB = 10.

Solucién: a+d+(b-B+c)=B?+1, c-B+b=(a+d)? Haciendo: a+d =3, se tiene:
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S+ (bB+c)=B?+1, S? = cB+b. Eliminando c, se tiene: S? + BS + B?b — B3 - B = 0. Dando
valores a b, desde 0 a B — 1, se obtendra el valor de S. Dando a d el mayor valor posible < (B — 1),

se obtieneayc = LEb Para B = 10, el nUmero es 1946.

B 15- Determinar el log x en un sistema cuya base es el nimero formado por las dos Ultimas cifras de
3%, siendo x un nimero tal que el producto de todos sus divisores es 2¢° . 7%,
a(a+1)(b+1) b(b+1)(a+1)
Solucién: x =22.7° El producto de sus divisores es 2~ 2 <72 . Luego:
a(@+1)(b+1) =120y b(b+1)(a+1) = 72. Dedonde:a =5,b =3y x = 2°.7% = 10976. Los
restos potenciales de 3, modulo 100, son: 1, 3, 9, 27, 19, 43,..., 21, 37, 11, 33, 1... Para 3%, el
resto es 1. Siendo 10976 =20 +16, el resto de 3'(méd. 100) es 21. Luego, se tiene que:

~ log10976
log,,10976 = “log2l 3,055804823.

B 16- Hallar un nimero de tres cifras, sabiendo que en el sistema de base 7 y en el de base 9, se
escribe con las mismas cifras, pero en orden invertido.

Solucién: abc = cba,; a, by c han de ser < 7;49a+7b+c = 8lc+9b+a; b= 8(3a-5c);

3a—5c sdlo puede tomar el valor 0, pues el valor 1 hace que b =8 « 7. Luego: 3a—5c = 0,
a =>5,c =3, b= 0. Elnimero pedido es: 5037 = 305 = 248 0.
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Seccion C - DIVISIBILIDAD NUMERICA

C 1- Contados los arboles de un bosque, de 10 en 10 sobran 4, de 7 en 7 sobra 1, y de 12 en 12 no
sobra ninguno. Sabiendo que estan comprendidos entre 2000 y 2500, hallar el nimero de arboles.

Solucion: Se tiene que: N ~10 +4 =7 +1 =12, Luego: N = 10x +4 = 7y + 1 = 12z. Con sucesivas
sustituciones se tiene:y = z+a,a =2 +y,2=7y+3,X=8y+6+3,50 =2y + 1,0 = 2n+1.
N = 4201 + 204. Para 2000 < N < 2500, n = 5, N = 2304.

C 2- Hallar el resto de dividir (=723 +3 75 -2 . 7120 7Y por (L + 7 + 72 +...+7°).

Solucion: 1+7 +....+7°% = 710__11 = Zgl, siendo Z = 719, La divisién queda como sigue:
B(—722 +3.754-2.7120_7) B .T72.728418.74.752_12.712_42
Z-1 Z-1 '
es: =672 +18 é74 —12-42 _ -348 +643. 218 _ 42.6?70 — 7145

Luego el resto

C 3- Demostrar que E = 1" + 2" + 3" + 4" es maltiplo de 10 sin * 4.
Solucion:  Sea n=4k+ A, pudiendo A tomar los wvalores 1, 2 y 3. Luego:
E = 10420 430 440 = 14k 4 2% 4 3% L %% _ 1 4 0216k 4 3481k + 47256, Se tiene que
tanto 16X como 256% terminan siempre en 6, asi como 81X termina siempre en 1. Por tanto:
E=1+6:2"+1-3"+6-4"+10. Para A=1 E=1+12+3+24+10=10. Para 1 =2,
E=1+24+9+96+10=10. Para A =3, E=1+48+27+384+10=10. Luego queda
demostrado.

C 4- Hallar todos los nimeros que divididos por 2, 3, 4, 5y 6 dan de resto respectivamente 1, 2, 3,4y
5.

Solucion: x :é +1 :é +2 :4 +3 :5 +4 :é +5. Por tanto: x :é -1 :é -1 :4 -1 :5 -1 :é -1.
Luego:x =3-4.5.k—1 =60k — 1. Es decir: x =60 —1.

C 5- Hallar la suma de las potencias p-ésimas de todos los divisores de un nimero m.

Solucién: Descomponiendo m se tiene, m = a% - bf . c” «...«I*. Sus divisores vienen dados por:
1+a+a2+..+a*)(L+b+b2+...+bf)...(L+1+12+...+1*). Y sus potencias p-ésimas por:

A+aP+a® +...+a%)....(L+ P +12° .. 4+I%®) =
a®.gh_1 [ .|p—1  agPl+l) _1 PO+ 1

aP-1 o1 ar-1 " IrP-1

C 6- Dos relojes se ponen simultdneamente en marcha a las 12. Por defecto de fabricacion el primero
retrasa 5 segundos a la hora y el segundo adelanta 7 segundos a la hora. Calcular el tiempo minimo
que ha de transcurrir para que marquen los dos la misma hora y cudl es ésta.

Solucion: La diferencia de hora entre los dos relojes es de 12 segundos por hora. Para que la
diferencia sea de 12 horas (entonces volveran a estar en hora), han de transcurrir
12 horas

12 segundos por hora

= 3600 horas = 150 dias, y marcaran las 12 horas.

C7- Demostrar que —2-N+1 o irreducible para todo valor entero de a y n.
a (a+1)n+1 P y
1 aln

Solucion: gnin+1lan+1 n| 1 - El maximo comun divisor de an+1y (a+1)n+1 es 1,

n 1
luego es irreducible.
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C 8- ¢Cuantos nimeros multiplos de b hay en la sucesion a, 2a, 3a,..., ba?

Solucion: Sea el m.c.d.(a,b) = d. Por tanto,a=d-q: y b = d-q.. Para que k - a sea divisible
por b, k ha de ser maltiplo de .. Por tanto, el nimero de multiplos es el m.c.d. (a,b) = d.

C9- El nimero N tiene 12 divisores. Al afiadirle dos ceros detras, tiene 18 divisores mas. N s6lo tiene
factores 2 y 5. Hallar N y el producto de todos sus divisores.

Solucion: N = 22 .5° (a+1)(b+1) = 12, 100N = 222 .52 (a + 3)(b + 3) = 30. Resolviendo
estas ecuaciones, se obtienen para a los valores 2 y 3, y para b los valores 3 y 2, respectivamente.
Luego: N =23.52 =200, y también: N = 22.5% =500. El producto de sus divisores es:
V2002 = 200°y 4500%? = 5008, respectivamente.

C 10- Hallar cuantos numeros hay que siendo menores que p", sean divisibles por p" y no lo sean por
p'!, siendo p nimero primo.

Solucion: Cumplen esas condiciones los siguientes nUmeros:
pr 2p" 3p"........ p-p'

El nimero de columnas validas es: p—1 y el de filas validas: p™*. ElI nimero pedido es:
(p—1p""

C 11- Siendo m y n dos numeros primos y k un nimero que varia desde 1 hasta m, hallar la suma de

todos los cocientes enteros de la forma an
Solucion: N=Qi-m+r,
2n=(Qz-M+ry
men= qm m+ rm
Sumando las igualdades expuestas: (1 + 2 +...+m)n = qu + Z r. Ahora bien: ry, ro,..., 'm€s
el conjunto de restos incongruentes con m, luego: > r=0+1+2+..+(m-1) = M

Zqz%[ m(m2+1)n_ (m—21)m } :%(m.n+n—m+1).

C 12- Calcular el resto de dividir por 13 el nimero 725,

Solucién: Al dividir por 13 las potencias de 7, se producen los siguientes restos: 7, 10, 5, 9, 11,
12,6, 3, 8,4, 2,1, 7,... Como 1215 es maltiplo de 12 mas 3, el resto pedido es 5.

C 13- De un ndmero m se sabe que es multiplo de su indicador. (Qué condicion debe cumplir un
namero cualquiera para ser primo con m?
Solucion: m =a“®-b#.....1*. Luego: ¢(m)=a**(a—1)-b#*(b-1)-....I*(1-1). Al ser
m = ¢(m), se verifica: m =k -a**(@a-1)....1**(-1). De donde, sustituyendo el valor de m,
se obtiene: k = af T _I T Luego la condicion requerida es que el nGmero no puede ser
divisible por: a, (a—1),b, (b -1),..., I, (I-1).

C 14- Hallar la suma de los indicadores de todos los divisores de un ndmero.

Soluciéon: Sea N =a*.bf..../*. La suma de sus divisores viene dada por:
(1+a+a?+..4a%)...(1+1+12+...+l*). Sustituyendo cada sumando por su ¢, se tiene:
l+a-1+a?-a+..+a’—a*1)...A+1-1+0P -1+ .. +H*=1*1)=a%...* =N. Luego la
suma pedida es el mismo namero.

C 15- Dados dos niimeros N y M, se sabe que sum.c.d.=1,que N=1-4.9...«(M—1)% Hallar el
resto de dividir N por M.

Solucién: N = [(M —1)!]%. M es primo, pues no tiene ningun divisor comin con N, y éste los
tiene todos desde 1 hasta M — 1. Por tanto: (M — 1)! + 1 = 0(méd. p). Luego: (M- 1)! =p—1,y
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por tanto: [(M —1)!1]1% = (p—1)? = p + 1. Luego el resto pedido es 1.

C 16- Hallar los nimeros asociados de 9 con respecto al modulo 3.
Solucion: Por no ser 9 primo con 3, no existen asociados.

C 17- Calcular el resto de dividir por 7 el nlimero N = 57121815

Solucién: N = 57122, siendo: A = 13152721, Como: 5712 = 24.3.7.17 =7, N =7 y el resto
pedido es 0.

C 18- Hallar la suma de todos los nimeros x menores que 8712, tales que el m.c.d.(x,8712) = 1.

Solucién: 8712 = 2% .32 .112, Luego los nimeros menores que 8712, primos con él, no deben
tener ningan divisor 2, 3, 11. Los numeros menores que 8712, multiplos de 2, son: 2, 4, 6,...,

8710, y su suma: % x 4355 = 18.970.380. Los que son multiplos de 3 y no de 2, son: 3,

9, 15,..., 8709, y su suma: % x 1452 = 6.324.912. Los nimeros que son multiplos de 11
y no de 2 ni de 3, son: 11, 55, 77,..., y su suma es: 11(1+5+47+...)=
=11[(1+2+...4791) - (2+4+...4790) - (3+ 9 +...4789)] =

_ 11(1+T791 x 791 — % « 395 — 3+2—789 « 132) — 1.149.984. La suma de todos los

nameros menores que 8712 es: % x 8711 = 37.945.116. Luego la suma pedida es:
37.945.116 — 18.970.380 — 6.324.912 — 1.149.984 = 11.499.840.

C 19- Si 2n+ 1 es un nimero primo, demostrar que 12, 22, 32,..., n? al ser divididos por 2n + 1, dejan
residuos diferentes.

Solucién: Sean p y g dos cualesquiera de los nimeros 12,..., n%. Se supone que p? — g2 es divisible
por 2n + 1. Por ser 2n + 1 primo, p + q 0 p — g deben ser divisibles por 2n + 1. Pero por ser py q
cada uno de ellos menor que n, se tiene que tanto p + g como p — q son cada uno de ellos menores
de 2n + 1. Luego p? — g2 no puede ser divisible por 2n + 1, es decir: p? y gq? no pueden dejar el
mismo residuo al ser divididos por 2n + 1.

C20- Hallar las dos Gltimas cifras del nimero 10001°90°® sj se escribe en base 12.

Solucion: Se tiene: 10%, = 1440, 1000° = 1(méd. 144), 1000* = 136(m6d. 144) = —8(mod.
144), 10002 = 64(mod. 144), 1000° = 64(mdd. 144), etc. Luego el nimero dado termina en 64 en
base decimal. Es decir, termina en 54 en base 12.

C 21- Hallar la ultima cifra de 12345678 + 56781234,

Soluciéon: Se tienen las siguientes expresiones: 1234° = 1(mdd. 10), 1234! = 4(méd. 10),
12342 = 6(mdd. 10) = —4(méd. 10), 12343 = 4(m6d. 10), con periodo de repeticion igual a 2.
Como 5678 +~ 2 da resto 0, el primer sumando es 12342, siendo su resto 6, teniéndose que:
5678° = 1(mdbd. 10), 5678 = 8(mdd. 10) = —2(mdd. 10), 56782 = 4(mdd. 10), 5678° = 2(mdbd.
10), 5678 = 6(madd. 10) = —4(mad. 10), 5678°> = —2(mad. 10), con periodo de repeticion igual a
4. Como 1234 = 4 + 2, el segundo sumando es 56782, siendo su resto 4. La suma de los dos restos
es 10, luego la Gltima cifra es 0.

C 22- Demostrar que para todo valor entero de n, el nimero 3 - 52™1 + 231 =17,

Solucién: ElI nimero dado es igual a 15 - 52" + 2 . 23", Los restos de 52" al dividir por 17 son: 1,
8, -4, 2, -1, -8, 4, -2, 1,... Los restos de 2°" al dividir por 17 son: 1, 8, -4, 2, -1, -8, 4, -2,
1,..., que son los mismos que los de 52". Por tanto, los restos del niimero dado son los anteriores

multiplicados por 15 + 2 = 17. Luego siempre es 17.

C 23- Hallar el valor de la cifra a, para que el nimero 15a37 sea 19
Solucion: Se tiene: 10° = 1(mod. 19), 10* = -9(m6d. 19), 102 = 5(mod. 19), 10% = —7(mod.
19), 10* = 6(mod. 19). Por tanto: (1-7)+(-9-3)+(-a)+(-7+5)+(6-1) = 5a—49 =19.
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19 +49 _ 19 -8

38-8 _
-1 6.

5

Luego: a = . Como a tiene un solo digito, a =

C 24- Descomponer el nimero 100 en sumandos 2, 5, 23, interviniendo los tres sumandos en todas las
soluciones.

Solucion:

100-23=77|77-5=72 =2x36
77-15=62 =2x31
77-25=52 =2x26
77-35=42 =2x21
77—-45=32 =2x16
77-55=22 =2x11
77-65=12 =2x6
77-75=2
100-46 =54 54-10=44 =2x22
54-20=34 =2x17
54-30=24 =2x12
54-40=14 =2x7
54-50=4 =2x2
100-69=31/31-5=26 =2x13
31-15=16 =2x38
31-25=6 =2x3

Luego las soluciones son:
23 | 23 | 23 | 23 | 23 | 23 | 23 | 23 | 46 | 46 | 46 | 46 | 46 | 69 | 69 | 69
5 | 15|25 |3 |45 |55 |65 | 75|10 |20 | 30 |40 |50 | 5 | 15| 25
72 | 62 | 52 |42 |32 |22 |12 | 2 |44 | 34 |24 | 14| 4 |26 |16 | 6

C 25- Hallar tres numeros consecutivos sabiendo que su producto es P (solucion aritmética).

Solucion: Se extrae la raiz cubica de P. La raiz entera es el primero de los tres numeros
consecutivos.
Nota: h(h+1)(h+2) < (h+1)3, luego nunca la raiz entera clbica sera el segundo de los tres
ndmeros consecutivos.

C 26- Hallar el resto de dividir por 15, el nimero (1234567 ) '**°¢,

Solucién:

1 2 3 4 5 6 7
8) 8 80 664 5344 42792 342384
1 10 83 668 5349 42798 342391

Se tiene que: 342391° = 1(mod. 15), 342391' = 1(méd. 15), 342391 = 1(mdd. 15). Luego:
3423911%2°¢ = 1(mod. 15). El resto pedido es 1.

C 27- Hallar la suma de los nimeros enteros menores que 108, tales que divididos por 2, 3, 5, den
resto 1, divididos por 7 den resto 4, y divididos por 11 den resto 8.
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Solucion: Al ser los numeros buscados congruentes con 1, modulos 2, 3 y 5, son también

congruentes con 1 mddulo 30. Y al ser congruentes con 4 médulo 7, y congruentes con 8 médulo

11, son congruentes con 74 modulo 77. Luego son congruentes con 151 modulo 2.310. Luego la
432

suma pedida es: > (2310h + 151) = 216.115.063.
h=0
Nota: 2310 x 433 + 151 = 1000381 > 106,

C 28- Hallar un nimero sabiendo que dividido por n? da un cociente q de 3 cifras, la Ultima de las
cuales es 0, y que termina en dos ceros en el sistema de base 7, siendo ademas 11 el numero de
divisores de g menores que él. La base n cumple la igualdad 148 = 404 .

Solucion: 148 = 404 = 4 x 36 + 4. El cociente debe ser 49 y terminar en 0, luego puede ser
490 =2.5-72,0980 = 22 x 5 x 7%. El nimero de divisores de 490 es: 2 x 2 x 3 = 12. El de 980
es: 3x2x3 =18. Luego 490 tiene 11 divisores menores que él. Por tanto, el nimero pedido
es: 36 x 490 = 17640 En efecto: 22230 — 490 = 1300;.

C 29- Hallar un namero de tres cifras sabiendo que su cubo termina en 013.

Solucion: El nico digito cuyo cubo termina en 3 es 7. El Unico nimero de dos cifras cuyo cubo
termina en 13 es 17. El Unico nimero de tres cifras cuyo cubo termina en 013 es 317.

C 30- Demostrar que 1224" + 532"+ =1.7, para todo valor natural de n.

Solucién: 1224° = 1(méd. 17), 1224t = 0(17),..., 1224" = 0(17), 532" = -1, -4, 1, 4, -1(17),
534 .53 =~ -1, -4, 1, 4, -1(17). Paran = 0, la suma de restos es 1 — 1 = 0. Luego es divisible
por 17. Para cualquier otro valor de n, la suma de los dos restos es + 0, luego no es divisible por
17.

b
d l

i

C 31- Determinar dos fracciones irreducibles @ y que el

m.c.d.(a,b) = a—b,yqueelm.c.m.(a,b) = 1050.

Solucién: (a—b)1050 = a - b. Operando: b = 1050y o divisores de 1050 = 2 -3 - 52 . 7,
10530 1

son: 24:1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 25, 30, 35, 42, 50, 70, 75, 105, 150, 175, 210, 350,
525, 1050. Tanteando, se obtienen los siguientes valores para a, b: 75, 70; 175, 150; 210, 175;
525, 350; 1050, 525, siendo sus m. c d re%pectlvamente: 5, 25, 35, 175, 525. Se prueban cada

par de valores, por ejemplo, 75, 70: = q g , 10_5 - 1d—4 = % 6(15d — 14c) = cd; cnoes
b

3 ni 5, por ser irreducible a ; dnoes 2 ni de 5, ni de 7, por ser irreducible H

c = 2k, d = 3k, con lo que k = 17, teniéndose las fracciones irreducibles 12 4 y 70 . Probadas las
otras parejas a, b, las fracciones obtenidas no cumplen la condicion de irreductlbllldad

sabiendo que su diferencia es

Se puede poner gque

C 32- Hallar la suma de los n menores valores positivos de a para que 78" + a « 5082"+2 ~17.

Solucién:  Siendo: 78 n—17 -1 y 50 ~17 -1, la expresion queda como sigue:
7(1.7 —1)n + a(l'7 —1)82 +2. Paran = 2m la expresion vale: 7(1.7 +l> + a(l.Y +1> ~17 +7+a.
Por tanto, para que sea 1'7, ha de ser a=10. Para n=2m+1, la expresion vale:
7(17 —1) +a(17 +1> =17 -7 +a. Luego, a=7. La suma pedida es: 17m para n = 2m,
y7+17mparan =2m+1.

C 33- Demostrar por induccion que si n = 3, la expresion 1 + 2" + 22 es 7.

Solucion: Para n = 1, vale 7. Para n = 2, vale 21. Se supone que para n = 3k £ 1, se cumple. Ha
de cumplirse paran = 3(k + 1) + 1. En efecto: 1 + 23k+D#l 4 26(l)z2 — 1 4 3kl , 93 4 6ke2 , 96 —

=1+ 23kil + 23kt1(23 _ 1) + 26k12 + 26k¢2(26 _ 1) :[1 + 23kt1 + 26k12] +22k1rl o7 + 26k12 «7 .9 = 7,

valor para n=3k+1
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con lo que queda demostrado.

C 34- Demostrar que E = 72" + 2 . 132m1 4 1721 50,

Solucion: E es: 7+49"+26 169" + 17 - 289" = 7(50 — 1)" + 26(170 — 1)" + 17(290 — 1)" =
=50+7F26-170" 26 F 172900 - 17 = 50+ 7 F 26 - 200+ 26 + 17 - 10n + 17 =
— 50 F 350n + 50 =50.

C 35- Demostrar que si los nimeros a y b son primos con 5, la suma a2 + 2b2, no es 5.

Solucion: a'y b no pueden acabar en 5, luego sus cuadrados acaban en 1, 4, 6, 9. Luego el duplo
del cuadrado acaba en 2 0 en 8. Sumando 8 6 2, a 1, 4, 6, 9, nunca se obtiene un nimero acabado
en 0 ni en 5, con lo que queda demostrado.

C 36- Siendo S, la suma de los n primeros numeros enteros, Si11 la suma de sus productos binarios,

.....
..........

..........

n-1 n

demostrado.

C 37- 1°) Demostrar que el cuadrado de un nimero entero par es multiplo de 4 y el de un ndmero
impar es multiplo de 4 +1. 2°) Se consideran tres nimeros enteros a, b, ¢, que satisfacen la
ecuacion a2 = b? + ¢?: a) Demostrar que si a, b, ¢ son primos entre si, b y ¢ son el uno par y el
otro impar y a es impar. b) Si a, b, ¢ son primos entre si y b es par, demostrar que a+bya-b
son primos entre si y son los cuadrados de dos nimeros enteros impares m y n primos entre si.
Expresar a, b, ¢ en funcion de m, n. 3°) Hallar las férmulas generales de todas las soluciones de la
ecuacién citada, en nimeros enteros no necesariamente primos entre si (se hard intervenir el
m.c.d.= d). Indicar todas las soluciones formadas con nimeros no mayores de 20.

Solucién: 1° (2n)2=4n2=4, (2n+1)* =4n?+4n+1=4+1. 2° a) Se tiene que:
m.c.d. (a,b; a,c; b,c) = 1. Si b es par, no lo puede ser ¢, pues no serian primos entre si. Siendo
a2 suma de par e impar, sera impar, siéndolo también a. 2° b) a? —b? = (a+b)(a—b) = c2. Si
m.c.d.[(@a+b),(@a—b)] =d+1, se tendria que: a+b=xd, a-b=yd, 2a=dXx+y),
2b = d(x—vy), por lo que a, b no serian primos entre si. Luego, a+ by a— b son primos entre si.

. 2 2 2 _n? .
Siat+b=m2ya-b=n2c2=m2.n%c=m-n.Portanto:a = 0 ;n b=1M > N~ Sim,
n tuvieran un divisor coman, también lo tendrian a, b; como éstos son primos entre si, también lo

sonm, n. 3% a = M2 ; N2 h-d m22— N2 ¢ —d.m-n. Las soluciones pedidas son:

4 1

10 | 15 | 20 | 13 | 17
12 | 16 | 12 | 8
9 12 | 5 | 15

o O 9 o S 3
w >~ O P P W

C 38- Se da una fraccion ”:(;f'—”ir)G 1°) Demostrar que el numerador no es divisible por 5. 2°)

Demostrar que el denominador es divisible por 30. 3°) ¢La fraccion puede dar lugar a un cociente
periédico simple? 4°) ;Qué valor inferior a 10, ha de tomar n para que la fraccion sea decimal
exacta? ;Y para que sea periodica mixta?
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Solucién: 1°) n?+4n+6 = (n+2)?+2, que acaba en 1, 3, 6, 7, 8, pero nunca en 0 6 5. 2°)
nn*-1) =n(n?+1)(n2-1) = (n—-1)n(n+1)(n2+1). Paran =5y n = 5+ 1, es claro que el
denominador es 5. Paran =5+2, n2+1 = (5+2)°+1=5+4+1=5. Luego el denominador
es divisible siempre por 2, 3y 5, 0 sea, por 30. 3°) Para que el cociente sea periodico simple, el
denominador ha de estar formado sélo por nueves, lo que no se da, por ser multiplo de 5y no serlo
el numerador. 4°) 2 y 3 para ser decimal exacta, y 4, 5, 7, 8, 9 (primos con 2y 5) para ser
periodica mixta.

C 39- Dados dos numeros a, b primos entre si, hallar la suma de los cocientes enteros que resultan de
dividir por b, la serie de numeros a, 2a, 3a,..., (b—1)a.

Solucion: Los restos de dividir la serie dada por b, son: 1, 2, 3,..., (b—1), siendo su suma
(b-Db _Zl)b . La suma de los términos de la serie dada es: m. Luego la suma pedida es:
;[ ab(b-1) bkb-1) ] _(@a-1)(b-1)

b 2 2 B 2 :

C 40- Demostrar que la expresion E = 32" + 40n — 27 es divisible por 64, cualquiera que sea el valor
den.
Solucién:  Operando se tiene que: E =27-9"+40n-27 = 27[(8 + 1)"-1]+40n =
- 27(64 18n+l- 1) 1 40n =64 +n(216 + 40) =64.

C 41- Demostrar que si 1/a y 1/b, cuyos denominadores son primos entre si, originan fracciones
periodicas puras cuyos periodos tienen el mismo ndmero de cifras p del periodo, el producto a - b
divide a 10P — 1.

o1 _ AP _ doet -1
Solucion: 5 = 1ot 1" luego a = OB siendo A(p) el periodo de p cifras de . Por
tanto, A(p) es divisor de 10 — 1. Un razonamiento paralelo da: b = % siendo B(p) el

periodo de p cifras de % siendo B(p) divisor de 10P — 1. Siendo primos entre si a, b, también lo
son A(p), B(p), por lo que al ser ambos divisores de 10° — 1, su producto lo es también.

C 42- Hallar dos numeros A y B, dada su diferencia D y su m.c.m. M. Aplicacion a D = 240
y M = 1260.

Solucion: Siendo el m.c.d.(A,B) =d, se tiene que: A=a-d, B=b-.d, siendo
m.c.d.(a,b) =1, D=d(@a-b), A-B=M-d, de donde: a-b-d=M, y a %—%:%,

siendo m.c.d.(u,6) = 1. Por tanto, se trata de descomponer u en dos factores cuya diferencia
sea5 M = 1260 _ 21 = ” . La descomposicion de p da 7 - 3, cuya diferencia 4 es 5. Como

0
D = u = 12%6 = 60, Ios nameros pedidos son: A = 7 - 60 = 420, B = 3 - 60 = 180.

C 43- Encontrar tres numeros a, b, c sabiendo que se cumplen las relaciones
m.c.d.(a,b) =17, m.c.d.(a,c) =17, m.c.d.(b,c) =17, m.c.m.(a,b,c) =1785, y que
a+b+c=255.

Solucion: Se tiene: a=17-.q, b=17-8, c¢c=17.-y, m.c.m.(a,B,y) = % = 105,

a+p+y= 21% = 15. Siendo: 105 =3-5.7 y 15 =3+5+7, la solucion es la siguiente:
a=3:17=51,b=5.17=285,¢c=7-.17 = 119.

C 44- Hallarelm.c.d. de 3™ -1y 3" —1. Aplicar param = 3621y n = 1711.
Solucion: Los nl]rpneros dados en base decrimal, se escriben como sigue en base tres:
A=B"-1)qo :225"2(3 : E:]: (3"- 12(10 =22...23 .

Luego: m.c.d.(2...23 ,2...23 ) =2...2¢3, siendo d=m.c.d.(m,n). En base decimal:
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d
2.2 =2+2+3+2+3%+...42.3%1=39-1, que es el m.cd pedido. Como
m.c.d.(3621,1711) = 1, el m.c.d. pedidoes: 3' -1 = 2,

C 45- Hallar un namero entero, cubo perfecto, con 16 divisores y que dividido por 43 da cociente
primo y resto 1.

Soluciéon: Sea N =a%.b% ... ElI nimero de sus divisores viene dado por:
Ba+1)3+1)...=16=(3-1+1)(3-1+1), o también, 3-5+ 1. Luego N adopta estas dos
formas: a®-b® o a'®, y ha de ser igual a 43.n+1. Por tanto, como se tiene
que: 43+1 =44 =22.11, 43.2+1 =87 =3-29, 43.3+1=130=2.5-13,
43 .4 +1=173,43.5+1 =216 = 23 . 33, lasolucion es 216.

C 46- Determinar % = %, sim.c.d.(a,b) =1,y 1170 = 7TA—2B = 4a + 19h.
Solucion: M.c.d.(A,B) =d, A=a-d, B=b-.d. Resolviendo el sistema: 1170 = 4a + 19b,

1ldi = 7a — 2Db, se obtiene: b = %(Yd —4). El tnico valor de d, divisor de 390, que hace que

(7d — 4) sea 47, es 390, obteniéndose: a = 17, b = 58, A = 6630, B = 22620.

C 47- Hallar dos numeros siendo su suma 127.008, y sabiendo que tienen 45 divisores comunes.

Solucién: 127008 = 25 - 3% - 72, El nimero 45 se puede obtener por los siguientes productos:
3.15=3.3.5=9.5=45,loque daria como factores comunes las siguientes posibilidades: a)
a?-b', b) a?-.b?2.c* c) a® -b* d) a*. Las soluciones a), ¢) y d) no son posibles porque no
existen los exponentes 14, 8, 44 en la descomposicion factorial de 127.008. Por tanto, las
posibilidades son dos: 1) A =2%.32.7%2.m = 7056m, B = 7056n, siendo m.c.d.(m,n) = 1.
2)A =22.3*.7%2.p = 15876p, B = 158764, siendo m.c.d. (p,q) = 1. Resolviendo la primera, se

% = 18; hay que descomponer 18 en dos sumandos, primos entre si, y que

ninguno sea multiplo de 2, 3, 7; hay tres soluciones: 1+ 17, 5+ 13, 7 + 11. Resolviendo la
segunda: p + g = 8, que se descompone en 1 + 7, 3 + 5. El conjunto de las soluciones se presentan
en el cuadro siguiente:

A
B

tiene: m+n =

7.056
119.952

35.280
91.728

49.392
77.616

15.876
111.132

47.628
79.380

C 48- Hallar cuatro numeros A, B, C, D, enteros, que forman en ese orden una proporcién armanica.
Se sabe que cualquiera de sus razones menores que 1, reducidas a decimales, originan periodos
puros. El m.c.d.(A,B,C,D) =9, ysum.c.m = 756.

Solucion: Dividiendo por 9, los cuatro numeros: A=09a, B=9b, C=9c, D=9d. El
m.c.d.(a,b,c,d) = 1, el m.c.m.(a,b,c,d) =84 =22.3.7,ya, b, ¢, d forman en ese orden una
proporcién armonica. Los divisores de 84 son: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 21, 28, 42, 84. Ninguno
de los cuatro nimeros puede ser > 12, pues los factores restantes de 84 no podrian formar tres
numeros (por ejemplo: a = 12, bcd = 7, que solo forma dos nimeros, 1y 7). Tomando la relacion

armonica: Z:ﬁ = B:g , Y suponiendo que estas razones son < 1, a—dy b —d tienen que ser 3
06,ya—cyb-—ctienen que ser 1 6 2, con objeto de que las razones sean 1/3 6 2/3 para dar
periddicas puras. Esta situacion se cumple para 4, 1, 3, 7, por lo que los cuatro nimeros pedidos

son: 36, 9, 27, 63, en ese orden, puesto que (36,9,27,63) = —1.

C 49- Para multiplicar dos numeros se puede proceder de la siguiente forma: Escribase el
multiplicador a la derecha del multiplicando. Debajo de éste, pdngase como primer componente de
esta segunda linea, su mitad exacta o por defecto cuando sea impar. Debajo del multiplicador,
pongase como segundo componente de esta segunda linea, su doble. En la tercera linea se escribira
a la izquierda, como primer componente, la mitad exacta o por defecto del primer componente de
la segunda fila, y a la derecha, como segundo componente de esta tercera linea, el doble del
segundo componente de la segunda fila. Y asi sucesivamente, hasta que aparezca la unidad.
Entonces, sefidlense las filas en las que el primer componente sea impar, y destaquese en ellas el
segundo componente. La suma de estos segundos componentes destacados es el producto buscado.
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Demuéstrese. Un ejemplo puede aclarar lo expuesto: Para multiplicar 426 x 358, se procede de la
siguiente forma:

426 358
*213 716
106 | 1.432
*53 | 2.864
26| 5.728
*13 | 11.456
6|22.912
*3145.824
*1191.648

Luego, 716 + 2864 + 11456 + 45824 + 91648 = 152508.

Solucién: Sea, en el ejemplo expuesto, AxB =P =B(2+2%+2%+27+28). Por tanto:
A=2+2%+25+27+28 Siseaplicaa A el algoritmo de las divisiones sucesivas para escribirlo
en base 2, los cocientes serian los numeros de la primera columna (el primer componente), y los
que fueran impares darian resto 1. Es decir, escribiendo A en base 2, se obtendrian solamente las
potencias de 2 correspondientes a los cocientes impares. Con lo que queda demostrado.
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Seccion D - COMBINATORIA

D 1- Hallar de cuantas maneras se pueden ordenar las caras de 10 dados, de forma que el producto de
las caras sea multiplo de 450, interviniendo un solo 6 y al menos dos 1, sin que el producto sea

maltiplo de 8.

Solucion: 450 = 2 - 32 . 52 = 6 - 3 - 52. Al intervenir un 6, no puede intervenir ningun 4, para que
el producto no sea 8, y el 2 sélo puede intervenir una vez como maximo por la misma razon. El 3
debe intervenir al menos una vez y el 5 al menos dos veces, para que el producto sea multiplo de
450. Luego de los 10 dados, hay 6 obligados: dos 1, un 3, dos 5, un 6, cuyo producto es 450. En
los otros cuatro dados pueden intervenir: hasta un maximo de cuatro veces el 1, el 3y el 5, y un
maximo de una vez el 2. Hay 25 maneras si el orden no importa:

1111 | 1115 3355 | 1112 | 1255
1113 | 1155 | 3555 | 1123 | 2555
1133 | 1555 | 1135 | 1233 | 2335
1333 | 5555 | 1335 | 2333 | 2355
3333|3335 | 1355 1125 | 1235
Si el orden importa, la solucion es: B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6121 T 5221 * 232 T 31aar Y 2isior Y mi3r T aiar T 3ist T 2ien T 214131 ¢
1 1 1 1 1 1 1 1
e I KTV TR T 1= Y T TR T T TR T TV VN TR T TR T T TR TV T T M
1 1 1 1 1 1
T3t T 3ar t oisr T omEn T onar 3G
a2 3 2 2 1 2 3 1 3 "
= 10MGiar * 5omar T siar Y 5iar T @ar T 2z Y o@ar T annr T o3mier e T

= 481.740.

D 2- Hallar de cuantas maneras se pueden ordenar las caras de n dados, de forma que el producto de

las caras sea multiplo de 45 y no lo sea de 25 ni de 27.

Solucidn: Por las condiciones expuestas s6lo puede haber las siguientes posibilidades: a) dos 3, un
5, ningun 6, siendo las otras n — 3 caras, 1,2,4; b) un 3, un 5, un 6, siendo las otras n — 3 caras, 1,
2, 4 ; ¢) ningun 3, un 5, dos 6, siendo las otras n — 3 caras, 1, 2. 4. No importando el orden de los

dados, cada una de las tres posibilidades da C

caso, 3( 2 -1 ) maneras.

!

_(n-1
ans = ( n_ ) maneras, luego en total hay, en este

D 3- Hallar de cuantas maneras se pueden ordenar las caras de 20 dados de modo que la suma da las

20 caras sea 40.

., _ 6
Solucion: Sea f(t) = (1 +t2 +t3 +t4 +t5+16)20 = tzo(—ll —tt )20 =201 -t5)2(1 1), de
donde se extraen los términos cuyos exponentes sumen 40. O bien, en la expresion
(1-1t%)2(1 - t)=20, de donde se extraen aquellos cuyos exponentes sumen 20. Estos términos, que

)= ()G )+ (F)(g 1) -
(F)(%1) - (%) -(P)GE)+(2)(F)-(F)(F)
D 4- En una clase de 40 alumnos, el profesor anula, como promedio, mil problemas cada mes, a causa

de la "copia" entre alumnos. Por cada "copia" detectada, anula 10 problemas. ;De cuantas maneras
podré hacerlo de forma que ningin alumno se "escape"? EI nimero de problemas planteados al

representan la solucion, son: (20 +2

mes es 60.

Solucién: Se trata de extraer los

20-1

0

términos
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60 40 60 40
(tT +t2 +.. . +160)40 = 40 1_—tt . Luego se busca el coeficiente de t® en (1 —1 , €S

decir en: [1—(410 )teo +} -[1—(‘40 >t+ +( 40)t4° } El término buscado es:
(20) - (%)
Nota: () = (- (M+h—1).

D5- ¢De cuantas maneras distintas se puede ir desde un angulo de un tablero de ajedrez hasta el
opuesto, marchando por la linea de separacion de los escaques? No se puede retroceder.

16!

Solucion: Siempre hay que recorrer 16 segmentos. Las maneras seran: 21 p a®b?, siendo
a + B = 16 (8 filas + 8 columnas), siendo ademas ¢ = = 8. Por tanto, el nimero de maneras es:
_1e!
Bi.ar = = 12.870.

D 6- Se tienen n puntos en el espacio, de los que m se encuentran sobre un mismo plano, y los
restantes puntos estan colocados de forma que 4 cualesquiera de ellos no definen un plano.
¢Cuéntos tetraedros distintos pueden formarse de modo que tengan sus veértices en los puntos
dados?

Solucion: Si no fueran coplanarios los m puntos, sino que estuvieran colocados cumpliendo la

misma condicion que los demas puntos, el nimero de tetraedros formados seria ( 2 ) El nimero

de tetraedros que se podrian formar con los m puntos si no fueran coplanarios, es ( T ) Por tanto,
el nimero pedido es: ( 2 ) - ( T )

D 7- Se sortean tres premios de 1000, 500 y 250 euros, entre n individuos. ¢De cuantas maneras
distintas puede hacerse la distribucion? Se consideran dos casos segin que un mismo individuo
pueda, 0 no, recibir mas de un premio. Hay que tener en cuenta que quien sortea hace trampas para
gue un amigo suyo, incluido entre los n individuos, siempre obtenga premio.

Solucion: En el caso en que sélo se puede recibir un premio por persona, hay dos premios a repartir
entre n — 1 individuos. El amigo puede recibir cualquiera de los tres premios. Luego el nimero de
maneras es: 3+ 2 - ( n 5 1 ) En el caso en que se pueda recibir mas de un premio por persona, Si

el amigo recibe un premio, el nimero es: 3[2( n 5 1 ) +n-— 1]; si el amigo recibe dos premios, el

namero es 3(n — 1); si el amigo recibe tres, s6lo hay 1 forma. Por tanto, en este segundo caso, el
ndmero es, sumando las tres posibilidades, 3n? — 3n + 1.

D 8- De una compafiia de 120 soldados, se nombran 10 para realizar una tarea. ;De cuantas maneras
distintas pueden nombrarse segun los casos siguientes? a) Un soldado no realiza esa tarea; b) La
tarea la realizan todos los soldados; ¢) Hay tres soldados pendientes de recibir un castigo, de ellos
se elige uno para realizar la tarea.

Solucion: a) ( 119 ; b) (120 ; C) 3( 137 )

D 9- Se considera el nUmero 256368. Se forman todos los nimeros posibles permutando sus cifras.
Hallar la suma total de todos los nimeros formados.

., , |
Solucién: Los numeros que se forman son: Pg = gl

decenas, etc., habra % = 60 doses, 60 cincos, 120 seises, 60 treses, 60 ochos. Por lo que las

unidades sumaran: (60 x 2) + (60 x 5) + (120 x 6) + (60 x 3) + (60 x 8) = 1800, lo mismo que las
decenas, las centenas, las unidades de millar, etc. Por tanto, la suma total sera:
1800(1 + 10 + 100 + 1000 + 10000 + 100000) = 199.999.800.

= 360. Por tanto, en las unidades, en las

D 10- Hallar de cuantas maneras se pueden repartir ocho premios distintos, entre siete personas, de
modo que no quede ninguna persona sin premio.
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Solucion: Sean A, B, C,..., H los ocho premios distintos. Hay que agrupar dos premios en una
persona, lo que da (g) grupos distintos. Para cada grupo, las otras seis personas se pueden
agrupar en Pg formas distintas. Se pueden elegir 7 personas diferentes para recibir los dos premios.

Por tanto, el numero pedido es: 7 « ( g ) - 6! = 141.120.

D 11- Hallar el limite cuando n tiende a infinito, del cociente entre el nmero de permutaciones con n
objetos y el nimero total de inversiones.

Solucioén: lim 4 = 0.

Now ( ) Now n(n—l)

D 12- Con los nimeros 1, 2, 3,..., 8 se forman todas las variaciones con repeticién V,. Se suprimen
las que teniendo el 3 como cifra de las decenas, tienen a la vez el 5 como cifra de las unidades de
millar. Hallar la suma de las restantes variaciones.

Solucidn: Las variaciones con repeticion de 8 elementos tomados de 4 en 4, son: Vév4 = 8% De
éstas, hay %4 = 8% variaciones que tienen el 3 como cifra de las decenas. Y de éstas, hay
%3 = 82 variaciones que ademas tienen el 5 como cifra de las unidades de millar. Las variaciones
no suprimidas son: 84— 8% = 4096 — 64 = 4032. Las cifras de las unidades y de las centenas
suman, cada una de ellas: 40‘%(1 +2+3+4+5+6+7+8)=18.144. Las de las decenas
suman: %(1 +2+4+5+6+7+8)+( 40896 —64)3 = 18.240. Las de las unidades de millar

suman: %(1 +2+3+4+6+7+8)+ (%;96 —64)5 = 18.112. Luego la suma total es:
18144 + (10 x 18240) + (100 x 18144) + (1000 x 18112) = 20.126.944.

D 13- ¢De cuéntas maneras se pueden extender en fila recta las 40 cartas de una baraja, sin que nunca
esten juntos dos caballos?

40!

10

= 39! veces. En este caso

Solucion: De las P4 = 40! permutaciones, un caballo estara en una determinada fila Veces.

40!
10 -4

tendra detras otro caballo 39! x 403_ T = ?i% veces. Si este segundo caballo es uno determinado,
por ejemplo el de copas, lo tendra 139 3 = 38! veces. Como el primer caballo puede ser
4 . 39!
13
restantes, el nimero de veces sera % = 24 - 38! Una vez que han salido juntos dos caballos,
los otros dos caballos saldran juntos 4 - 38! Por tanto, las veces que salen dos caballos juntos, con

independencia de que haya otros dos juntos, es: 24 - 38! —4 . 38! = 20 . 38!. Las permutaciones
en las que no salen dos caballos juntos son: 40! — 20 - 38! = 1540 - 38!

Si es un caballo determinado, por ejemplo el de oros, estara

cualquiera, el namero de veces sera . 'Y como el segundo puede ser cualquiera de los

D 14- ¢De cuéntas maneras se pueden ordenar las caras de 10 dados para que su suma sea multiplo de
20?

Solucion: La suma puede ser 20, 40 6 60. 1°) La suma es 20: el nimero de veces que sucede
corresponde al coeficiente de t2° en el polinomio (t'+t?2+t3+t4+t5+15)10 =

6 . ..
=t0L +t+...+t5)10 = tlo(%)lo. Lo que es lo mismo que el coeficiente de t1° en el producto
1-t®°@-t)° es decir, desarrollando los factores, en el producto:

[ - ( 10 )tﬁ ( 10 )tlz }[1 - ( _%0 )t +. ..+< _%ro )t“ +. ..+< _1100 )tlo].Este coeficiente
es: ( ) (10)( 10) ( ) - ( 110>( 143) [A]. 2°) La suma es 40: el nimero de

6 10 o
veces corresponde al coeficiente de t3% en (11_—tt> . Este coeficiente es:

(?X%)_@?1)(110)_@%)(130)*(165)(140)_(150> [B]. 3°) La suma es 60:

aqui el nimero de veces corresponde al coeficiente de t°°. Ahora bien, la suma 60 entre diez dados
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solo puede corresponder a la cara seis en cada uno de ellos, por lo que este coeficiente es 1. El
namero de maneras pedido es la suma de [A] + [B] + 1.

D 15- ¢Cuantos numeros pares de tres cifras, tienen sus tres cifras distintas?

Solucion: 1°) Se consideran los numeros sin cero: Las dos primeras cifras corresponden a
Vg, = 56. Como en cada variacion la tercera cifra puede ser 2, 4, 6, 8, el nimero total en este caso
es: 4 .56 = 224. 2°) Se consideran los numeros cuya decena es cero. Los que empiezan por
namero impar, pueden terminar en 2, 4, 6, 8, es decir: 5 -4 = 20. Los que empiezan por nimero
par, s6lo pueden tener tres terminaciones, es decir: 4 - 3 = 12. Luego en este 2° caso, el total es 32.
3°) Se consideran los nimeros cuya unidad es cero: Vg, = 72.

El nimero pedido es: 224 + 32 + 72 = 328.

D 16- ¢De cuantas maneras se pueden sentar alrededor de una mesa circular 8 hombres y 8 mujeres, si
solo se tiene en cuenta el sexo y no la identidad de cada uno?

Solucion: Para resolver el problema se trata primero el caso de 1 hombre y 1 mujer (1H y 1M),
luego el de 2H y 2M, seguidamente el de 4H y 4M, para terminar con el de 8H y 8M. En cada caso
se busca una correspondencia entre las permutaciones con repeticion (PR) y las permutaciones
circulares con repeticion (PCR). En el caso de 1H y 1M, hay 2 PR, que, al cerrarse sobre si

mismas, se corresponden con una sola PCR. En el caso de 2H y 2M, las 6 PR (= %) se

corresponden con 2 PCR; de ellas, dos provienen de la duplicacion de las PR del caso anterior y se
corresponden, al cerrarse sobre si mismas, con una sola PCR; las otras cuatro PR, al cerrarse sobre
si mismas, se corresponden con una sola PCR. Por tanto, hay 2 PCR que se corresponden, una con
2 PRy la otra con 4 PR; en resumen: 2 PCR y 6 PR. En el caso de 4H y 4M, hay 10 PCR, de las
que 2 (cada una duplica la cadena de una de las 2 PCR del caso anterior) se corresponden con 6

PR, y las restantes 8 PCR se corresponden con 8 PR cada una; es decir, hayé ﬁ =70PRy10
I _
PCR. El niumero de PCR viene dado, por tanto, por: 2 + PRB_ 6 _ 2+ 4!4é = 10, siendo 2

las que duplican la cadena de las PCR del caso anterior, y que en este caso se corresponden con 6
PR, y las otras 8 PCR se corresponden con 8 PR cada una de ellas. En el caso de 8H y 8M, las 10
PCR del caso anterior se duplican en tamafio y forman 10 PCR, correspondiéndose con 70 PR; las
restantes PCR se corresponden con 16 PR cada una de ellas. Por tanto, en total

818! 0
16

establecer la siguiente ecuacion de recurrencia: PCRan = PCRyn1 +

hay: 10+ = 810 PCR, es decir, 810 maneras de sentarse a la mesa. Se puede
PRon — PRynt
o
@")! : : 4!

PRan = @O @1 Por tanto, se tiene que: PR,z = PRy = 57557 = 6, PCRy2 = PCR, =
-1+822 -9 PRy = PR = oy = 70, PCRyp = PCRg = 2+ 1020 — 10,

PRy = PRis = giogr = 12.870, PCRy = PCRys = 10+ 12870=70 _ g10,

siendo:

D 17- ¢Cuadl es la probabilidad de que al extender en fila recta las 40 cartas de una baraja, no resulten
dos reyes juntos?

Solucion: Los casos en que hay dos reyes juntos son V4. Como este hecho puede producirse en la
12y 22 posicién, o en la 22y 32, etc., el numero total de casos sera 39 - V4. Y éstos se completan

con las P3g. La probabilidad pedida es: 1 — w =1- ?’91—(2)'38' =0,7.
40 !

D 18- Hallar de cuantas maneras se pueden ordenar las caras de seis dados para que su suma sea
mualtiplo de 15.

Solucién: La suma puede ser 15 ¢ 30. 1°) La suma es 15: Se trata de calcular el coeficiente del

7 - 15 6 _ 16 6 _ $\-6 . 6 8 14 0
término t* en el producto t°(1 —t°)°(1 —t)°, que es: 1 3 )+ g [A]. 2°) La suma es
En este caso se trata del coeficiente del término t3°, que es:

30:
(32)-(0(8)+(3)(12)-(5)(F)+(§) Bl 2 El nimero pecido es:
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[A] +[B] = 2.122.

D 19- Dadas n letras, a1, a,..., an, hallar el nimero de permutaciones en las que ninguna letra esté
en el puesto que le atribuye su subindice.

Solucion: La letra a; estara en el lugar 1, en P,_; permutaciones, es decir: (n — 1)! Luego estara en
un lugar impropio en: n!'—(n—1)! Fijando ahora a,, es: (n—1)!—(n—2)! el ndmero de
permutaciones de las n—1 restantes letras con a; en lugar impropio. Luego el numero de
permutaciones con a; y a, en lugar impropio es: n! —2(n — 1)! + (n — 2)! Razonando similarmente
con el resto de las letras hasta a,, se llega a que el ndmero pedido es:
= () (=D + (5N =2)! +...+(=1)"(2)(n—-n)! = n!(% - % +...+(—1)n%).

Nota: Para n = 2, el nimero pedido es U, = 1. Paran =3, es U =2. Paran =4, es Uy = 9.
Paran = 5,es Us = 44. Paran = 6, es Ug = 265. La ley de recurrenciaes: Uy = nUp_; + (-1)".

D 20- Determinar el nimero de permutaciones de n elementos, siendo n > 5, que se pueden formar
con 5 elementos dados a;, a,, as, as, as, de tal modo que todos estos elementos figuren en cada
una de aquéllas, sin que aparezca ninguna inversion.

Solucién: Hay que combinar 5 elementos en grupos de n—5, pudiendo estar repetido todas las
veces que se quiera uno cualquiera. Seran: Cs,s = S+ 2 : g - 1) = (2:%) pues éstas
vienen ordenadas de la forma pedida.

Nota: Cl,, = ( m+n- 1 )

D 21- Se forman las permutaciones sin repeticion con las cifras 0, 1, 2,..., n. Hallar la suma de todas
ellas. Apliquese an = 4.

Solucién: Se forman (n + 1)! permutaciones. En cada columna hay % ceros, y otros tantos
unos, etc. La suma de una columna es: %(O +1+2+...4n) = M La suma de las
n+ 1 columnas es: M(l +10+ 100 +...+10") = n- (n2+ D! . 10“; —1 paran-= 4,
lasumaes: 25! - 99999 — 2 666.640.

D 22- Para formar una clave de telégrafo se pide hallar el nimero de palabras de cinco letras que
pueden formarse con las cinco vocales y diez consonantes, cinco de éstas seran b, c, d, f, g ; las
otras cinco seran elegidas a voluntad. Las condiciones de cada palabra son: 1°) Entran siempre dos
vocales, iguales o distintas. 2°) Entre estas dos vocales ha de haber una o dos consonantes. 3°) Las
consonantes sélo se pueden duplicar cuando ocupan lugares contiguos. 4°) No podran preceder a la
primera vocal, dos consonantes, salvo que sean bg, bf, cd, cg, cf, y en ese mismo orden.

Solucion: Solo hay cinco formas de colocar las vocales, expuestas en el cuadro siguiente:
112,3/4|5

17V
22|V
C
C

33
4a
@ CcC/Ccv|ClV

12 forma) Conservando las dos vocales y la primera consonante. Como las consonantes solo se
pueden repetir cuando estan juntas, la primera consonante no se repite. Las dos ultimas
consonantes dan lugar a Vg, = 81. Hay 10 consonantes que pueden estar en el segundo lugar.
Luego se tienen: 10-Vg, =810. Variando las vocales con repeticion, se tiene:
10 - Vg, « V5, = 810 - 25 = 20.250. 22 y 42 forma) Son analogas a la primera. Cada una tiene
20.250 posibilidades. 32 forma) Conservando las consonantes se tiene: Vio3 = 720. Variando las
vocales se tiene: 720 - V5, = 18.000. 5% forma) Las dos primeras consonantes forman 5 grupos

\%
C
C
C

</ <|0o|o
0<I< 0
<000
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(bg, bf, cd, cg, cf). Para un grupo dado, y conservando las vocales, se pueden formar 8 palabras,
pues son 8 las consonantes libres. Variando las vocales se tienen Vs, Por tanto se tienen:
5.8 -Vs, = 1.000. Luego el nimero total de palabras es: 3 - 20.250 + 18.000 + 1.000 = 79.750.

D 23- Calcular cuantos nimeros capicuas de seis cifras pueden formarse con las cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5,
de forma que la lectura de estos numeros, dé seis cifras (es decir, los nUmeros no pueden empezar
por cero).

Solucion: Con formar la primera mitad del nimero es suficiente, siempre que no empiece por cero.

Luego: Vg5 = 63. De éstas, la sexta parte comienza por cero. El nimero pedido es: 5" 6° = 180.

D 24- Se dan tres rectas coplanarias a, b, c, y en ellas I, m, n puntos respectivamente, distintos de sus
puntos de interseccion. ¢Cuantos triangulos pueden formarse tomando tres de los | + m + n puntos?

Solucion: Tomando un punto de cada recta se forman | - m - n tridngulos. Tomando dos puntos en
a, se forman: (é) < (m+n) triangulos. Tomando dos puntos en b, se forman: (?) «(I+n)

tridngulos. Tomando dos puntos sobre c, se forman: ( 2 ) « (I + m) tridngulos. En total, se forman:
m. I m n 2
l-m n+<2>(m+n)+<2)(I+n)+<2>(I+m)tr|angulos.

D 25- Dados los dos nimeros 4725 y 18369, cuantos numeros se pueden formar de manera que cada
uno tenga tres cifras del primero y otras tres del segundo.

Solucion: Del primer nimero salen C43 grupos de tres cifras. Del segundo, salen Cs3 grupos de
tres cifras. Dadas seis cifras diferentes, se pueden formar Pg nimeros diferentes. EI nimero pedido
es. C413 . C513 - Ps = 28.800.

D 26- Dados los numeros 1, 2, 3,..., 3n—1, 3n, de cuantas maneras pueden elegirse ternas de
nameros distintos cuya suma sea multiplo de 3.
Solucién: 1°) Los tres nimeros elegidos son 3. En este caso hay (g) maneras. 2°) Los tres
nimeros elegidos son, uno 3, otro 3+ 1, y el tercero 3 + 2. En este caso hay n® maneras. 3°) Los
tres nimeros son 3 + 1. Hay (g) maneras. 4°) Los tres nimeros son 3 + 2. Hay (g) maneras.

Por tanto, en total hay: n® + 3( g ) maneras.

D 27- Dado un producto de n factores, determinar de cuantas maneras se pueden cambiar los signos de
los factores sin que por ello se altere el signo del producto.

Solucién: Si n es par, el nimero de maneras es: (2)+ (2) +...+(R). Si nes impar, el

nGmero de maneras es: ( 2 ) + ( 2 ) +. ..+< N n 1 ) Ambas expresiones valen: 2™t — 1,

D 28- Sabiendo que p + g = 1, hallar el término de mayor valor del desarrollo de (p + q)".

Solucion: 1°) p > 0, g > 0, se supone que p > g. Si el término mayor es el h-ésimo, es decir,

n n-h+1yh-1 H . n n-h+2 yh-2 n n-h+1yh-1 n n-hnh .
(h_1>p q ,setlene.(h_2>p q <<h_1>p q ><h>p q". Operando:
nEH—+12 . % <1l> n——LHl . % y sustituyendo el wvalor p=1-q, se tiene:
gin+1) <h<qg(n+1)+1. Luego el término pedido es el que ocupa el lugar del entero siguiente

aq(n+1). Sip=q, el ttrmino buscado es el central en el caso de n par (h = % +1), o los dos

centrales en el caso de n impar (h = ”%1 y el siguiente, h = ”2;3). 29 p > 1, luego (p—q)"
siendo p —q = 1. Sacando p" factor comun, se tiene: p"(1 - %)". Procediendo como en el caso
anterior 'y sin tener en cuenta el signo de cada término, se tiene:

P
nN+2+ &
n g \ho n g \h1 N\ 9 n .. n+1 q
(5)"° < (7)™ < (7)" loque da: —% <h< . Luego
(h—2> p (h—l) p <h> P 1+%

1+%
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el término pedido es el que ocupa el lugar del entero siguiente a n;%

1+a
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Seccion E - DETERMINANTES

cosa cos3a cos’a
E 1- Calcular en forma de producto | cos cos3B cos7p

cosy Co0s3y cos7y

Solucién: Siendo x =cosa, se tiene que: cos3a = cosia — 3cosasina = 4x3 — 3x,
cos7a = cos’a — 21 cos®asin®a + 35cosdasinta — 7cosasin®a = 64x7 — 112x5 + ax® + bx.

X1 4x3 —3xy 64x] —112x3 + ax$ + bx,
Luego, A = | x, . Sumando a la segunda columna la
X3

primera multiplicada por 3, restando a la tercera columna la primera multiplicada por b y la nueva
segunda multiplicada por %, se eliminan los monomios de tercero y primer grado. Desarrollando:

X1 4x3 64x] —112x3 X1 4x3 64x] X1 4x3 112x3
A= ... ... =1 ... . .. = ... ... =
1 x}3 x$ 1 x3 x} 1 x3 xt
=4 ..64X1X2X3| ... ... ... | —4.112x:Xo%x3| 1 ... ... |. Como 1 ... ... es el
determinante de Vandermonde de x%,x3,x3, es decirr V(x2,x3,x3), y como
1 xz x8

= (x2 + x3 + x3)V(x3,x3,x3), sustituyendo estos valores en la expresion anterior,

se tiene que el determinante dado calculado en forma de producto, es el siguiente:
A = 4« 64X1X2X3(XZ + X3 + X3V (XZ,X3,x3) — 4 + 112X1X2X3V(X3,X3,X3) =

= 64X1X2X3[4(X3 + X3 +x3) — 7]V(x3,x3,x2), siendo X; = cosa, X, =cosfB, Xz =cosy. El
determinante de Vandermonde, es decir: V(x},x3,x3) = (X2 — x3)(x3 — x3)(x5 —x3), se puede
desarrollar de la siguiente forma: x2 —x2 = cos?a —cos?f = (cosa + cos B)(cosa ﬁcosﬂ) =

= (2cos 2+B o a_ﬁ)(—2cos 2+ P Gin 2 ) = _acos? 2B gin =B o5 2B _
. 2 2 2 2 2 2
= —20052# sin(a — B).
Luego: V(x,x3,x3) = —8cos? ¢ er B cos2 % er ¥ cos? B er Y sin(a — B)sin(a — y)sin(B —y).
sina; sSin3a; Sin7a;
E 2- Calcular en forma de producto A = | sina, sin3a, sin7a»

sinas sin3asz sin7as
Solucion: Siendo sina =X, se tienen los valores: sin3a = —4sin®a + 3sina = —4x3 + 3x,
sin7a = —64sin’a + 112sin°a — 56sin®a + 7sina = —64x” + 112x> — 56x° + 7x. Luego se tiene:
X1 —4x3 +3x; —64x] + 112x3 — 56x3 + 7X1
A= X . Restando de la segunda columna la primera
X3 .

multiplicada por 3, y de la tercera columna la primera multiplicada por 7 y la nueva segunda
columna multiplicada por 14, con lo que se anulan los monomios de primer grado de la segunda
columna, y los de tercero y primer grado de la tercera columna, y desarrollando, se tiene:
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X1 —4x} —64x] +112x3 X1 —4x3 —64x] X1 —4x3 112x3

A= X, ... =1 X3 ... + | X3 ... =
X3 X5 X5
1 x3 x5 1 x3 xt 1 x3 x}
=4.64x1X2X3| 1 ... ... | —4+112X1XaX3| 1 Como 1 ... .. es el
1 1 ... .. 1 ... ..
determinante de Vandermonde de x%,x3,x3, es decir: V(x?,x3,x3), y como ademas,
1 x3 x$
1 ... ... | =& +x3+x3)V(x2,x3,x3), sustituyendo estos valores en la expresion anterior,
1

se tiene que el determinante dado calculado en forma de producto, es el siguiente:
A = 4« 64X1X2X3 (X3 + X3 + X3)V(X3,%3,%3) — 4 « 112X1X2X3V(X2,%3,X3) =

= 64X1X2X3[4(X3 + X5 +Xx3) — 7]V(xX3,x3,x3), siendo x; =sina, X =sinf, x3 =siny. El
determinante de Vandermonde, es decir: V(x3,x3,x3) = (x3 — x3)(x3 — x3)(x5 — x2), se puede
desarrollar de la siguiente forma: xZ—x3 = sin%a — sinzf = (sina +sinp)(sina —sinf) =
= (2sin 2+B o a;ﬁ)(Zcos 24P Gin a;ﬂ) _asin 8L o 8B n 0P @

5 Sin = Cos =
Luego: V(x%,x3,x3) = sin(a + B)sin(a — B)sin(a + y) sin(a — y) sin(B + y) sin(B - y).

2

1 cosai; cos2a; ... cos(n—1)ay
E 3- Calcular en forma de producto A =
1 cosan, cos2an ... cos(n—1)ay

Solucién: Se tiene que: coshw = cos"w — ( g ) cos"2wsinm +...= X" — ( g )x“*z(l —X?) +...=
= 2™Ix" + ax"? + bx"* + cx"® +... (con x = cosw). Sustituyendo estos valores en A y llamando
X1 = €0Sai,..., Xn = COSan, Se tiene que el determinante queda de la siguiente forma:
1 x; 2x3-1 22x3 —3x1 2%xf+axx?+... ... 2"27 T4+ bax)3 4+ boxi +...
A =
1 x,

Sumando a la tercera columna la primera, sumando a la cuarta columna la segunda multiplicada
por 3, y procediendo de forma similar con las restantes columnas, se anulan todos los monomios de
menor grado de cada columna, con lo que el determinante queda como sigue:

1 x3 2x3 223 23x§ ... 2mxqt
1 X
1 x1 x2 x3 xt ... xi?
=2.2%2....2"m2 =
1 X
1 x; ... xj?
(n-1)(n-2) (n-1)(n-2) .
=2 2 =22 V(X1...Xn). Para calcular el determinante de

1 X

Vandermonde se tiene que: V(X1...Xn) = (COSa1 — COSQ2)...(COSan 2 — COSOn 1) =
= (—2sin 21X %2 gjn T~ 02y (_psin Hn-2 era'” sin 02 5“”*1 ) =
n(n-1) _ n(n-1) .o taj . A

=(-1)"2 272 IT sin 5 sin ;ai . Como para n > 3, el signo (—1)@ es siempre
1<i<j<n
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. - .oaitoap . ai—Qaj
positivo, se puede escribir que: A = 20-D* TT  sin == sin ———1

1<i<j<n 2 2
sinay sin3ai ... sin(2n-1)a;
E 4- Calcular en forma de producto A = :
sina, SiN3an ... sin(2n - 1Da,

Solucion: Desarrollando sin(2n — 1)8 en funcién de las potencias de sinf y cos#, se tiene que:

sin(2n — 1) = (>} )cos?™VPsing — (241 ) cos™20sin’0 + (“}1) cos*DPsin®0 —...=

= (*1)(A —sin®0)™tsing — (251 )(1 - sin?0)"2sin®0 + (> )(1 - sin*9)"2sin®0 —. ..

Operando, se tiene que el coeficiente de sin*0 es: (*7%) + (*31) + (*}1) +...= 22V, Luego:

sin(2n — 1)0 = 220-Dsin?19 + Asin?39 +.... Introduciendo este valor en el determinante: A =
sinay 2%sinday + Agsina; 2%sinay + Azsindag +... 220Dsin? gy + A, sin? 3oy ..

sinan 22sindan + Arsina,  24sin®a, + Apsindan +... 220 Dsin? g, + Ay sin®3ap +...
Restando a la segunda columna la primera multiplicada por A;, a la tercera la nueva segunda
multiplicada por % y procediendo de la misma forma con las siguientes, se anulan los monomios

de cada columna distintos del monomio de mayor grado, con lo que el determinante queda:

sina; 2%sinday 24sin®a; ... 22 Dsin? g,
A= .. -
sina, 22sinda, 2%sin®aq, ... 220Vsin®lg,
1 sina; ... sin®2q,

= sinay...sin@y2224...220-L =

1 sina, ... sin®2q,
= 2"™Dsing;...sina,V(sin®ay,...,sina,) =
= 2" Dsinay...sina,(sin%a; — sinay)... (sin%an1 — sinay) =
= 2"™Dsingy...sinan(sina; + sinaz)(sina; —sinay)... (Sinany + Sina,)(Sinan1 — Sinay) =
= 2" Dsing;...sinay2sin 2L eraz cos XL Eaz 2cos 21 eraz sin algaz =

= 2"0Dsingy...sinaysin(ay + a2)sin(ar — az)...sin(an1 + an) sin(an1 — an) =
= 2"Dsingy...sinay, I sin(a; + a;)sin(a; — ;).

1<i<j<n

sina;  sin(a; +d)  sin(ap+2d) ... sin(ai +nd)
E 5- Calcular el determinante A =
Sinan1 Sin(ana +d) sin(ana +2d) ... sin(anpa +nd)
sina; sina;cosd + cosassind  sin(a; +2d) ... sin(ai +nd)
Solucion: A = =
Sinani1  SiNans €OSd 4+ COSana Sind  sin(anss +2d) ... sin(ana +nd)
sina;  sinaicosd  sin(ay+2d) ... sin(a; +nd)
= +
Sinan:1 Sinancosd sin(ans +2d) ... Sin(an +nd)
sina@;  cosaisind  sin(a;+2d) ... sin(ai+nd)
+ = A+ B. EIl determinante A es
SiNany  COSans1Sind sin(ana +2d) ... sin(ana +nd)

nulo, pues su segunda columna es igual a la primera multiplicada por cosd. El determinante B
también es nulo, pues su tercera columna es igual a la suma de la primera multiplicada por cosd
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mas la segunda multiplicada por % Por tanto: A = 0.

E 6- Hallar el valor del determinante

cos % cos(% + a) cos(% + 2a> . cos(% + 2na>
cos(% - a) cos?’T” cos(% + b) cos(% +(n- 1)b>
A= cos(%—Za) cos(%—b) cossT”
cos(% - 2na> cos(% —(2n- 1)b> cos M

Solucion: El determinante es hemisimétrico pues los elementos de la diagonal principal son nulos,
y los conjugados son de signo cambiado. Como el determinante es de orden impar, su valor es
cero. En efecto, si se cambia el signo de todos sus elementos, el valor del nuevo determinante A’ es

(-1)?™1A = —A. Pero como es el mismo determinante que A (cambiadas las filas por columnas y
viceversa), se tiene que: —A = A, luego A = 0.

1 a; a¢ ... a}? a)
E 7- Calcular en forma de producto A =

1 a, a2 ... a2 a!

Solucion:  Sea el siguiente sistema de n  ecuaciones con n incognitas:
X1 + X281 + Xza? +...+Xp1a7 2 + Xpalt = a] y sus homologas para a,,...,a,. Sea la funcion f(t) de
grado n+1, cuyas n+1 raices son las siguientes: ai, a, ..., an, b, es decir que:
f(t) =t — Xpt"L — X t"? — Xt — X1 = (t—a)(t—ay)...(t—ay)(t-h) =

=t — St" + Sot™ !+ +(=1)" 1S, 0 t? + (=1)"Spt + (=1)™1S,.. Igualando coeficientes, se tiene:
S1=0=aj+...+a, + b, es decir: b = —(a; +...+an). Aplicando la regla de Cramer al sistema de
n ecuaciones y n incognitas anteriormente formado, para hallar la incognita b, se tiene:

1 a; aZ ... a}? -aj 1 a; aZ ... a}? ajt

2 n-2 n 2 n-2 An-1 V(@s,....an)’
1 a, a; ... aj° -aj 1 a, a; ... ag“° ap

siendo V(ai,...,an) el determinante de Vandermonde de aj,...,a,. De donde:
A =-bV(ay,...,an) = (@1 +...+ap)V(ay,...,an) = (ay +...+an) . IT (ai- a.
<i<j<n

1 32 52 72
32 52 72 92
E 8- Calcular el determinante A = reduciendo a cero los elementos de la
52 72 92 112
72 92 112 132

primera columna, salvo el ai;.

Solucion: Resolviendo el siguiente sistema:
32 + 5% + 7% + 922 =0
52 + 7% + 9%y + 112z = 0
72 4+ 92x + 11%y + 132z = 0

se obtienen los siguientes valores: x=-3, y=3, z=-1. Por tanto, aplicAndolos:
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1-3.9+3-.25-49
9-3.25+3-49-81
25-3.40+3-81-121 49 81 121
49-3-.81+3-121-169 81 121 169

9 25 49
25 49

81

0 9 25 49
0 256 49 81
0 49 81 121
0 81 121 169

Nota: El elemento a;; se anula a la vez que los restantes elementos de la columna.

E 9- Desarrollar el determinante

0
-a

Solucién: (af — be + dc)?.

E 10- Desarrollar por una fila y una columna el determinante A =

b -d 0 f
-c e f 0

a b c
0 d e

Solucién:
b 0O0O
c 00O 00O
0Oco0o0]|
A=a -x{0d O |[+xyl] 0 dO
00doO
0 0 e 00c
0 00 e
00O b 00 b 0O
+yx| 0 d 0 |-y?| 0 d O |[+yz]| 0 O O |-Vt
0 0c 0 0 e 0 0 e
b 0O b 0O b 0O
+zy| 0 0 0 |-2?| 0 ¢ O |+zt| 0 ¢ O |+tx
0 0 e 0 0 e 00O
b 00 b 0O
+Hz| 0 c 0 |-t]] 0 c O
00O 0 0d

E 11- Desarrollar en forma de producto el determinante A =

~ N < X o
O O O T X
O O 0O O
O O O O N

0cO
-Xxz{ 0 0 O
0 0 e

b 00
0o0d
00O

— X

000
c 00
cdo

= abcde — x?cde — y?bde — z2bce — t?bcd.

abcd
b adc
cdab
d cba

Solucién: (a+b+c+d)(a+b-c-d)(a-b+c-d)(a-b-c+d).

E 12- Efectuar el

producto A x B, y seguidamente desarrollar el
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de la forma mas simplificada posible.

0cO

+xtl ¢ 0 d

00O

000
c 00|+
0 0 e

b 00
-tyl 0 0 0 |+
0do

+

determinante producto:



a b ¢ d d ¢ b -a
-a b ¢ -d -d ¢ b a
A= ,B =
a -b ¢ —d d ¢ b
a b -c —d d ¢ b a
1 1 1 1
., . -1 -1 1 -1
Solucién: Operando, los determinantes A y B son: A = abcd L 11 .
1 1 -1 1
1 -1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1
-1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 1
B = abcd : A.B = a2b?c2d? =
1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1
1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1
1-1+1-1 -1-1+1+1 1+1+1+1 1-1-1+1
_ a2h2c2g? -1-1+1+1 1-1+41-1 -1+1+1-1 -1-1-1-1 _
1+1+1+1 -1+1+1-1 1-1+1-1 1+1-1-1
1-1-1+41 -1-1-1-1 1+1-1-1 1-1+1-1
0 0 40
0 0 0 -4
= a2b2c2d? = 256a2h2c2d?.
4 0 0 O
0400
3 21 4 6
5 14 0 -3
E 13- Desarrollar el determinante A= | -2 3 5 -4 1 | reduciéndolo por condensacion a uno
9 51 2 0
-3 4 9 12 -4
de tercer orden (pivote ai1).
Solucién:
-7 7 =20 -39
-210 288 402 -10 48 134
AL B 1 s 150 261 | =8| 3 25 87 | - 3.440
- 3°| 3 6 -30 54 | 37 7 T
-336 528 660 -4 22 55
18 30 -24 6
All Aln
E 14- Sabiendo que A = es el determinante adjunto de o, hallar éste, es decir, el ajj.
Anl Ann
an ain
Solucion: 6 = . Un menor principal A de orden (n—1) de A es igual a 6"
anl ann

multiplicado por el complementario del menor a, homdlogo de A en &, que es el elemento
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A11 cae Aln

An1 s An,n—l i [A/Ij :| " . ' .
ann = A . Luego, aj; = (1) n, N siendo Aj el adjunto de Aj; en A.
Nota: § = "¥A.

E 15- El determinante ¢ esta definido de tal modo que cada elemento es igual a su adjunto. Sabiendo
que es distinto de cero, se pide: 1°) Valor. 2°) Numero de elementos arbitrarios.

Solucion: El determinante adjunto A de otro determinante 6 de orden n, es igual a éste elevado al
exponente n — 1, es decir: A = "%, Como A = §, "2 = 1. Luego para n impar, § = 1. Para n par,
6 = +1. Al desarrollar & por los elementos de una fila, se tienen 2n ecuaciones con n? incégnitas,
por lo que se pueden fijar arbitrariamente (n? — 2n) elementos.

l+a a a a

a l1+a a a

E 16- Desarrollar el determinante de orden n, A = a a 1l+a ... a
a a a ... 1+a

Solucion: Restando a cada columna la inmediatamente anterior, se tiene que:

1+a -1 0 ... O 1 -1 0 ... 0 a -1 0 ... 0
a 1 -1 ... 0 o 1 -1 .. O a 1 -1 ... 0
A= a 0 1 .. 0}|=]0 01 .. 0}|+]a 0 1 .. 0/|-=
a 0 0 1 0 0 O 1 a 0 0 1
1 -1 0 0
1 1 -1 0
=1l+al 1 0 1 0 |. Sumando a la primera fila de este determinante todas las
1 0 O 1
0 ... 0
1 1 -1. 0
restantes filas:A=1+al 1 0 1 ... 0 |=1+an.
1 0 O 1
0 x -y =z -t —u
x 0 -1 -2 -3 -4
1 0 -5 -6 -7
E 17- Hallar la raiz cuadrada del desarrollo de y
z 2 5 -8 -9
t 3 6 0 -10
u 4 7 10 O

Solucidn: El determinante dado es un determinante hemisimétrico de orden par, por lo que:
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0 5 -6 -7 0 -2 -3 -4 0 -1 -3 -4
5 -8 -9 2 0 -8 -9 1 0 -6 -7
+JA =X —-y- +12 -
6 0 -10 3 8 0 -10 3 6 0 -10
7 10 O 4 9 10 O 4 7 10 O
0 -1 -2 -4 0 -1 -2 -3
1 0 -5 -7 1 0 -5 -6
—t +Uu . Luego: VA = £(52x — 25y + 13z — 15t + 11u).
2 5 0 -9 2 5 0 -8
4 7 9 0 3 6 8 0
1 4
-2 7
E 18- Calcular el determinante | -3 -6 9 10
-4 -7 -9 4 11
-5 -8 -10 -11 5
Solucién: 20.655.
l+a; 1 1
1 1 1
E 19- Desarrollar el determinante T
1 1 ... 1l+a,
Solucién: a;as...a, +a1as...8,1 +...+aras...a,.
n sumandos
b
E 20- Desarrollar el determinante de ordenn,A=| b b a
b b b ... a
b+ (a-hb) b
b b -b) ... b
Solucion: El determinante dado es igual a: A = +@-b) =
b b ... b+(@-b)

= (a-b)"+n(@a-b)"*b+ (a-b)"? +...=(@a=-b)"+n@-b)"'b =

= (a-b)"a+ (n-1)b].

E 21- Desarrollar el determinante A =

n n n ... n+1
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1+1 1 1 1
2 2+1 2 2
Solucion: A = 3 3 3+1 ... 3 =
n n n n+1
=l+n+(n-1)+...+1+1 +...+1 =
n n n
_n+1 _n’+n+2
=5 n+l——2 .
E 22- Hallar la caracteristica de la matriz
315 21 -6 18
4 1 2 1 5
5 3 2 1 4
6 -4 -17 10 -9
1 5 7 -2 3

Solucién: 5.

E 23- Calcular el determinantede ordenn: | b b a

a+y b ... b
. . . . b a ... b
Solucion: Sustituyendo en el determinante x = a + Y, se tiene que: A = =
b b a
b b y
b a b 0 a
= + . El primer sumando (ver problema E 20) vale:
b Db a 0 b a
a
) b a i :
(a—-b)™*[a+ (n—1)b]. El segundo es igual a: y , siendo este determinante de
b b ... a

orden n-—1. Por tanto, el segundo sumando vale: (x-a)(a—b)"?[a+ (n-2)b]. Luego:
A = (a-b)"?[x[a+ (n-2)b] - (n—1)b2].

E 24- Calcular la caracteristica de la matriz
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1 2 3 456
3 -1 2 525
o7 7 1777
4 8 12 215

Solucién: 4.

E 25- Determinar para qué valores de n es compatible el siguiente sistema:

X1C0Sa1 + X2 COS a2 + ...+ Xn COSan =0
X1c08(a1 + f3) + X2c0s(az + ) + ... + Xpcos(an+pB) = 0

+ + ...+ =0

X1c08(a1 +(n—21)B) + xzcos(az+(Nn—-21)B) + ... + Xpcos(an+pPB) = 0

Solucion: Se trata de un sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas. Para que el
sistema sea compatible, el determinante de los coeficientes ha de ser nulo, es decir que:

CoS a1 CoSa COS atp
cos(ai + ) cos(az + ) ... cos(an + B)
A= cos(a1 +2p) cos(az +2p8) ... cos(an + 2f3) = 0. Sumando a la primera
cos(ar +(n—1)pB) ... cos(an+(n—-21)p)
fila la tercera, y aplicando que cosA -+ cosB = 2cos AJZF B cos AE B , operando se tiene:
cosai +cos(ag +28) cosaz +cos(az +2B) ... COSan + COS(an + 2f3)
cos(ai + f3) cos(az + ) cos(an + )
A= cos(az + 2f3) cos(az +2f3) e cos(an + 2f3) =
cos(ar +(n—1)p) ... cos(an+(n-1)p)
2cos(ay + B)cos g 2cos(az + B)cos g ... 2cos(an + f)cos g
cos(ai + ) cos(az + ) cos(an + )
- cos(as +2) -
cos(ar +(n—1)p) ... cos(an+(N=1)pB)
cos(ai + f) cos(az + ) ... cos(an + B)
cos(ai + ) cos(az+ B) ... cos(an + )
= (2cos g)” cos(ay + 2p) =0, por ser iguales
cos(ar +(n—1)p) .. cos(an+(n—-21)p)

las dos primera filas. Luego para n > 2 el determinante de los coeficientes es nulo y el sistema es
compatible.

X2+2 4x+2 2x+2
E 26- Sabiendo que el determinante | 4x +2 x%2+13 4x+ 3 | es el cuadrado de un determinante de
2X+2 4x+3 x2+5
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Xx ab
laforma| ¢ x d [, hallara, b, c, d, e, f.

e f x
2
x a b x2+a?+b? cx+ax+bd ex+af+bx
Solucion: | ¢ x d | =| cx+ax+bd c?+x?2+d? ce+fx+dx |. lgualando los elementos
e f x ex+af+bx ce+fx+dx e?+f2+x?

de ambos determinantes, se obtiene:a=b=e=1;d=f=2;¢c = 3.

E 27- Hallar el valor de un determinante de Vandermonde sabiendo que cuando todos sus elementos

aumentan en cuatro unidades, se convierte en otro que vale veinte unidades mas que el primero.

Solucion: Sea el determinante de Vandermonde cuyo valor se pide,

1 1 1
V@ab.c,..) - i i i | Z@-b)a-c)...(b-c)... Sea A el
az b2 c¢® ...

el siguiente:

determinante

formado al sumar 4 unidades a cada elemento del determinante de Vandermonde, es decir:

1+4 1+4 1+4
a+4 b+4 c+4
a’+4 b?>+4 c2+4

1 1+4 1+4 ... 4 1+4 1+4
_| a b+4 c+4 ... N 4 b+4 c+4 _
a2 b%2+4 c2+4 ... 4 b2+4 c2+4 ...
1 1 1+4 .. 1 4 1+4 .. 4 1 1+4
I b c+4 ... N a 4 c+4 ... N 4 b c+4
a2 b? c2+4 .. az 4 c*+4 ... 4 b? c2+4 ...

A =V(a,b,c...) +4V(a,b,...,1) +...+4V(a,1,c,...) +...+4V(1,b,c,...).

Como: V(a,b,...,1) +...+V(a,1,c,...) +...+V(,b,c,...) =V(ab,c,...),
y como: A = V(a,b,c...) + 20,. se tiene que: V(a,b,c,...) +4V(a,b,c,...) = 20.

Luego: V(a,b,c,...) =5.

Siguiendo con el desdoblamiento de los determinantes, se obtiene finalmente que:

E 28- Calcular el determinante de orden n cuyos elementos de la diagonal principal son iguales a

a’?—-Db? y los demas a a+b. Una vez obtenida la formula general, apliquese al caso en que

a=3b=1n=7.

a2—-b% a+b ... a+bhb a-b
b 2_pz ... b 1
Solucion: A=| @D @ ar = (a+b)"
a+b a+b ... az-b? 1

53




(@a-b-1)+1 1
_@sb)’ 1 (@-b-1)+1 ... 1 _
1 1 .. (@-b-1)+1

=@+b)"[(a-b-1)"+n@@a-b-1)""] =(@+b)"(@a-b-1)"*(@a-b-1+n). Para los
valores dados: A = 47(1+7) = 131.072.

a ab ab? ... ab™!
) ab™t a ab ... ab"™?
E 29- Hallar el valor del determinante A =
ab ab? ab3 ... a
Solucion:
1 b ... bt b b ... bt 0 b ... b1
A gn b1 1 ... b"? _an b 1 ... b™? _an br—-1 1 ... b2 _
b b2 ... 1 bz b2 ... 1 0 bz ... 1
0 0 ... bt
b" -1 0 0
b" -1 0 ... b2 0 b1 0
=..= b"’;_l 0 b-1.. .. |= bﬁ_l (-1)tpmt =
0 0 b1
0 0 1

= (-D)"a"(b" - 1" =a"(l-b")"
E 30- Desarrollar por la regla de Laplace (menores de 2° orden) el determinante
d; dz dz dg
b1 b, bz by

Ci1 Cr C3 Cu
d; d, dz dg

Solucion: Todo determinante es igual a la suma de los productos obtenidos multiplicando todos
los menores de orden n que se pueden formar con n lineas paralelas, por sus adjuntos respectivos:

A ar ap Cs Ca | | a1 as C2 Cs4 ar as C2 Cs3
b: b, ds dy b: bs dy dg b: by dy ds
a, as C1 C4 a ag C1 Cs3 as ag C1 C
be bs || di de | | bo ba || di do | | bs be || di d2
E 31- Tras colocar el elemento a,; = 0 en el lugar aj;, desarrollar por la 12 columna y la 12 fila el
3 52 1 4
2 1 0 7 9
determinanteA=| -1 3 8 4 2
6 3 6 4 11
56 1 2 3

Solucion: Trasladando la tercera columna a la primera y la primera fila a la quinta, se tiene:
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E 32- Hallar el valor del determinante

X—a
X—a

Solucion:
X_
X_
A=| x-—
X_

E 33- Desarrollar el determinante A =

X—a
2x—(a+h)

Restando
0 0

a
a x—-b 0
a

3411 6 4 11 6 3 11
=8-2/6 2 3 (-8-1| 52 3 [+8-7| -5 6 3 |-
51 4 3 1 4 3 5 4
342 -1 4 2 -1 32
6 2 3|-6-1 52 3 |+6-7 56 3 |-
514 3 14 3 54
34 2 -1 4 2 -1 3 2
3411 |-1-1 4 11 |+1.7 3 11 |-
51 4 1 4 5 4
34 2 -1 4 2 -1 3 2
3411 (+2-1/ 6 4 11 |-2-7| 6 3 11 |+
6 2 3 -5 2 3 -5 6 3
X—a X—a X—a
2x—(a+Dhb) 2x—(a+hb) 2x—(a+hb)

de

Xx—-b x—-c ...

X-b x-c ...

Xx—a 2x—(a+b) 3x—-(a+b+c)

cada
0

0
0

X— 1

3X—(a+b+c)

3X—(a+b+c)

X—a 2x—(a+b) 3x-(a+b+c) 4x—(a+b+c+d)

nx—(@+b+c+..+l)

Solucion: Restando a cada columna la anterior, A =

55

columna la inmediata anterior, se obtiene:
=XxX-a)x-Db)...x=-1.
12 22 n2
22 32 (n+1)>2
n2 (n+1)>2 (2n—1)2
1 3 2n-1
4 5 2n+1
. Restando a
n2 2n+1 ... 4n-3



3 2n-1
. . 2 ... 2 . L.
cada fila la anterior, A = . Restando a la tercera fila y siguientes, la
2n-1 2 2
1 3 2n-1
. 3 2 .. 2 13
anterior, A= ) De  donde: A =1, Ar = = -7,
3 2
2 0 0
135
A3=13 2 2 = -8, Az = 0.
200
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Seccion F - DIVISIBILIDAD ALGEBRAICA

F 1- Un polinomio f(x) dividido por x — 2 da resto 1 y dividido por x + 3 da resto 2. Hallar el resto que
dard al dividirlo por (x — 2)(x + 3).
X , 7

Solucion: 5 + X

F 2- Dado el polinomio f(x), de grado > 3, hallar el resto de dividirlo por (x —a)(x —b)(x — c).

Solucioén: Sea el polinomio f(x) = (x —a)(x — b)(x — ¢)Q(X) + mx? + nx + p, donde Q(X) representa
una funcién de x de grado > 1. El resto de dividirlo por (x —a) es: f(@) = a = ma? + na +p. El
resto de dividirlo por (x—b) es: f(b) = B = mb2+nb+p. Y el de dividirlo por (x—c) es:
f(c) = y = mc? + nc + p. Resolviendo el sistema se obtienen los valores de m, n, p. El resto de

. . o a(b-a)+p(c—a)+y(a—h)
dividir el polinomio f(x) por (x—a)(x—-b)(x—c) es: @-b)a-o)b-o)

a(c? —b?) + (a2 —c?) + y(b?> —a?) s abc(b —a) + Bac(c — a) + yab(a-b)
(@a-b)@a-c)(b-c) (@-b)@a-c)(b-c)

X2 +

F 3- Sabiendo que el polinomio x® + 4x5 — 2x* — 10x® + 13x? — 6x + 1 es un cuadrado exacto, hallar su
raiz cuadrada.

Solucion: Sea el polinomio de tercer grado: x®+ax?+bx+1. Su cuadrado es:
(x3 + ax? + bx + 1)% = x® + 2ax® + (2b + a?)x* + (2 + 2ab)x® + (2a + b2)x? + 2bx + 1.  Igualando
coeficientes con el polinomio dado y resolviendo las ecuaciones, se tiene que: a = 2, b = -3, con
lo que el polinomio raiz cuadrada es: x® + 2x? — 3x + 1.

F 4- Determinar un polinomio de 5° grado P (x), sabiendo que es multiplo de (x + 1) y de (x + 2), que
disminuido en 1, es divisible por (x — 1), que disminuido en 2, lo es por (x — 2), y que disminuido
en 3, lo es por (x — 3).

Solucién: P(x) = a(x + 1)(x +2)(x® + mx? + nx +p). Por las condiciones dadas, se tiene:
Pl)-1=a:2:-3(l+m+n+p)—-1=0, P2)-2=a-+3:48+4m+2n+p)-2 =0,
P(3)-3=a-+4-5@27+9m+3n+p)—3=0. Las soluciones de este sistema de tres ecuaciones

S . _ _1+720a _ 1+440a _ 3-120a .
con cuatro incognitas, son: 2(r)n = —120a0’ n ; —gga ., P “So0q Luego:
- 3_1+720a .2, 1+440a —120ay _
P(x) = a;)é; D(x+2)(x %%%a X% + élOa X + ZgOa ] )
— ay5 _ a+1.,4_ 3 a+5.,2 a+1, 120a-
= ax 120 X* —bax® + o X% + > X 10 .

F 5- Descomponer la expresion 18x% — 2y? — 3522 + 9xy — 9xz + 19yz en el producto de 3x + 2y + mz
por otra expresion lineal. ¢ Cudl debe ser el valor de m?

Solucion: Sea la otra expresion lineal: 6x—y+az. Por tanto: (3x+2y+mz)(6x—Yy+az) =
= 18x2 + 9xy + (6m + 3a)xz — 2y? + (-m + 2a)yz + maz?. Igualando coeficientes con la ecuacién
dada y resolviendo las ecuaciones, se tiene:a = 7, m = -b.

F 6- Hallar el m.c.d. de los polinomios x* — 6x3 + 19x? — 30x + 25 y 4x3 — 18x? + 38x — 30.
Solucién: x? — 3x + 5.

F7- Determinar el valor de a para que sea de 2° grado el m.c.d. de los polinomios
AX) = X3+ x4 —17x3 + 14x?> +4x -3y B(x) = x*+ (@a-1)x* + (3—-a)x - 3.
Solucién: Operando, se tiene que los polinomios son: A(x) = (x —1)(x — 3)(x® + 5x% — 1),

_ [a2 — _a—.Ja?
B(X) = (x-1)(x*+ax+3) = (x—-1)(x— at g 12 (X — a g 12 ). Luego el m.c.d.
_ [a2 _ _ [22 _ 19
es: (x—Dx- ai+l2). Por tanto: ai+12 =3, a=-4, siendo el

m.c.d = (x—1)(x — 3).
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F 8- Hallar las raices comunes a los siguientes polinomios A(x) = x> —2x*+3x2+x—-3 y
B(x) = x® + 2x* — 8x2 +5.

Solucién: m.c.d. (A,B) = x? — 1. Por tanto, las raices comunes son 1y —1.

F 9- Hallar un polinomio de 4° grado tal que f(x + m) — f(x) sea idénticamente igual a x3, sabiendo que
f(0) = 0.

Solucién: Sea f(x) el polinomio buscado: f(x) = ax*+bx®+cx? +dx+e. Se tiene que:
fx+m) =ax+m)*+b(x+m)3+c(x+m)2+d(x+m)+e. Desarrollando esta expresion se
tiene: f(x + m) — f(x) = 4amx3® + (6am? + 3bm)x? + (4am® + 3bm?2cm)x + am* + bm? + cm? + dm.
Haciendo am = 1, igualando a cero los demas coeficientes y resolviendo las ecuaciones, se

obtiene: f(x) = ﬁx“ - %x3 + %xz.

F 10- Dados los polinomios P; = x5+ 7x* —10x3 +2x2 —8x+5 y P, = x5 —50x + 3, escribirlos
segun las potencias de (x — 2) aplicando Horner.

Solucion:
1 7 -10 2 -8 5

2) 2 18 16 36 56
1 9 8 18 28 (61
2) 2 22 60 156
1 11 30 78 (184
2) 2 26 112
1 13 56 (190
2) 2 30
1 15 (86
2) 2
1 (17

De donde se obtiene: Py = (x—2)%+17(x—2)* +86(x —2)% + 190(x — 2)? + 184(x — 2) + 61.
Procediendo similarmente con el segundo polinomio se obtiene:
Py = (X —2)% + 12(x — 2)5 + 60(X — 2)* + 160(X — 2)% + 240(x — 2)2 + 142(x — 2) — 33.

F 11- Hallar el resto de dividir x0%0 4 3x%0 — 5x101 4 x + 2 por x0 — 1.
Solucion: Haciendo x'° =z, se tiene: x990 + 3x%00 — 5x101 4 x + 2 = 7100 4 37%0 — 5x710 4+ x + 2,
cuyo resto al dividirloporz—1,es: 1 +3—-5x+Xx+2 = —4x+ 6.

F 12- Aplicando la regla de la division abreviada, efectuar las divisiones:

1°) (x® — 4x* = 3) + (x3 — 2x2 + 3x — 1).

2°) (X5 —3x* +4x3 —6x2 +8x+ 1) + (2x3 + 2X2 + X + 1).

Solucion: 12 division: 1 0 0 0 -4 0 0 0 -3
2 4 2 -6 -22|-24 36 -12

-3 6 -3 9 33 -1

1 -3 2 1 2 1] -3
1 2 1 -3 -11 -12 6 25 -15
Luego el cociente es: x° + 2x* + x3 — 3x? — 11x — 12, y el resto: 6x? + 25x — 15.
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28 division: 1 -3 4 —6 8 1
_ _15 15 _ 15
14 2 4 4
1 -1 — _1
1 -1 -2 5 2 2
_1
2
4 15| _ 2 _11
211 4 5 12 2 7
1l - 15
2 2 4
Luego el cociente es: Lyo oy 15 y el resto: —12x2 + 25, 11
2 4 4 4
F 13- Descomponer en fracciones sencillas & 133; (ix_z ;)gz(x_+1l)2 .
11 1 _8_ a 1 13
100 9 135 675 54 108

Solucion:

X+3 T x=27 T k-2 "x-2 T x+DZ  x+1

A —2x3+x-1
(X2 +1)?(x-2)?"

F 14- Descomponer en fracciones sencillas

1 37 Sy 12 37y, 46
lucién: —25 125 25 25 125 125
Solucion x=2)? t st 0@+ 1)? + NEENE]
F 15- Descomponer en fracciones sencillas % i4x++2f)33zx3— 2
o 29 1 —49x — 196 140x + 420 , —29x —87
Solucion: 7=t =2y * 343 [ +x+1)°  (Crx+1)? | x+x+1 }

F 16- Se sabe que el polinomio f(x) al dividirlo por x? +1 da resto x + 1, y que al dividirlo por
x% — 3x + 2 da resto 3x — 2. Hallar el resto que dara al dividirlo por x* — 3x3 + 3x2 — 3x + 2.
Solucién:7x4 - 3x32+ 3x2 —1;x +2=(X>+1)(x®-3x+2) = (X2 +1)(x-1)(x - 2). El resto que se

1

i 1 y3_ 120 17, 2
pide es: 10 10X T 10X 10

F 17- Dividir (x® = 5x® + 6x%2 — 1) + (2x? — 3x + 1).

: - Llyr, 346 Tys 154 49,5 177,20 433, 177
Solucion: EI cociente es: o X+ X+ X+ Xt = 25X 62 X ~ 128X 255 Y el
resto: 332 x — 19,

256 256
i ; ; X®> —4x2 + 6

F 18- Descomponer en fracciones sencillas XD 3+ 1)
26 5 _ 26
Solucién:5ﬁ5—5ﬁ+5— 8 b6 L5, 1
3+/5 3-/5 (=D (=1 (x-1?2 x-1
2 2
F 19- Descomponer en fracciones sencillas %
Solucién: —2 20 21 8 1
olucion - 2)° + x- 2 + X=2) + x_2)° + x= 2)?
x4 —4x2+7

F 20- Descomponer en fracciones sencillas )
P X—2)3(x+5)

59



27 125 218
49 L 343

_ 343
(x-2)2 (x-2)2 x—-2 Xx+5°

_1
Solucion: 7

4x° —7x+1
(X+2)4(x-3) "
113 1678 9678 10322 952
5  "25 125 625 . 625
x+2)* (x+2)%  (x+2)? X+2 X—3"

F 21- Descomponer en fracciones sencillas

Solucién:

x2 -1

F 22- Descomponer en fracciones sencillas T
(x+2)

3 __ 4 .1
(x+2)®  (x+2)2 x+2°

x> -xJa +3
X+ ya)y

Solucion:

F 23- Descomponer en fracciones sencillas

Solucion: —28+3 _ _ 3/a

1
x+48)° (A (+ya)e
6x* —9x% +5
X+ 1)2(x-1)2(x+2)°
1 __3 ,_ 1 ., 5 . _65
2(x+1)2  2(x+1)  6(x-1)2 18(x—-1) 9(x+2)

F 24- Descomponer en fracciones sencillas

Solucion:

x2+1
X-DXx+1(x+2)?%"
1 1 .5 ., 8
9(x-1) x+1  3(x+2)? 9x+2)°

F 25- Descomponer en fracciones sencillas

Solucién:

2
F 26- Descomponer en fracciones sencillas —X- &1
P XX+ Dx—1)

i 1 1 1
Solucién: X+x+1+x—1'
X—2
x-1)2(x*+1)"
1 g1 2x+1
2x-1)2 x-1 x*+1°

F 27- Descomponer en fracciones sencillas

Solucioén: —

— 3" +5x° —=2x3 +x+1
(x—1)1 '
3 8 17 27 46 68 63
x—Do (-1 TH-D? -7 k-DF k=D (x-DF

. . 9
F 28- Descomponer en fracciones sencillas %

Solucion:

33
-7 T k-7 T x-1

6 _x54+3x2—2x+1

. . 7
F 29- Descomponer en fracciones sencillas X—* 2X 5 7
Xe=x+2)

Solucion: —19x =17 —22X + 33 SX — 22 X+5
oleton (X2 —x+2)* i (X2 —x+2)3 i (X* =x+2)? X —x+2
F 30- Descomponer en fracciones sencillas X~ 5¢° ;36§()§)?x620— X1 10)°
19,,9
1 4 1,1 _ _65°"26

Solucion:

0x—2) 13x-3) %2 "X X-2x+10"
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x4 —3x2+x-1

F 31- Descomponer en fracciones sencillas .
P X —1)3(x2 — 2x+ 5)(2X? — 2x + 1)

597, 1019 222, , 40
ucion: =1 3 3 776 776 _ 97 *"9r
Solucion: 2 s Ak 17 T BT | w—2x+ 5 2K —2x+1

x4 —3x3+3x2—2x+3
X2+ 1)%(x+1)3%(x-2)°

F 32- Descomponer en fracciones sencillas

X 3 Ay, 3 A7 1
lucion: 10 10 . 100" " 100 _ _ 1 300 , 75
solucion (x2+1)2 " x?+1 (x+1)2+x+1+x—2

F 33- Demostrar que (x + 1)1 — x5 — 1 es divisible por x? + x + 1.

- . . ~1+iJ3 2L .
Solucién: Resolviendo x? + x + 1 = 0, se tiene: x = ‘T =e 3 . Sustituyendo este valor
. . +i tLi .
en la expresion dada y teniendo en cuenta que: x+1 = % =e 3, se tiene:
I 2r . 2.
e 3 _ T3 MY "3 "3 ' Z1 = cos %J_risin%—cosz3 |S|n23§f—1:
T _cos 27 4icsin E — sin 2%y Ll-ﬁ_ﬁ__
—cos3 cos 5 |(S|n3 sin 53 )—1-= > 2+|( 5 5 )—1=0, luego queda
demostrado.

F 34- Determinar un polinomio de 7° grado f(x) tal que f(x) + 1 =(x — 1)* y f(x) — 1 =(x + 1)*.

Solucion: (x + 1)*(ax® +bx? + cx +d) = ax” + (4a + b)x® + (6a + 4b + c)x® +...+d. Obligando a
que el polinomio ax’” + (4a+b)x5 +...+d +2 tenga cuatro veces la raiz 1, se tiene que:

_7 21,5 3543 _ 35
f(x) = X' = 4eX + 36X ~ 16X
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Seccion G - ECUACIONES

G 1- Una escalera movil salva un desnivel de 30 metros en 3 minutos. Una persona que ademas sube 5
escalones cada 8 segundos llega arriba en 1minuto y 20 segundos. Determinar la contrahuella de la

escalera.

Solucion: Velocidad de subida de la escalera: i’g(;n 3 1 m/s. Velocidad total de la persona:
Im , 5xm _ 30m N

6s T 85 80s . Luego: x = 3 m.

G 2- Dos amigos Ay B, distantes 600 m, salen uno al encuentro del otro, cada uno con una velocidad
de 6km/h. Con A esta un perro P que corre con velocidad de 16 km/h. En el momento de empezar,
B llama a P, que corre a su encuentro. En cuanto le alcanza, le llama A y el perro corre a su
encuentro. En cuanto le alcanza, le llama B, y asi sucesivamente. Cuando los dos amigos se
encuentran, el perro se detiene con ellos. ¢ Cuél es la distancia recorrida por p?

Solucién: Tiempo que tardan en encontrarse A y B: %h = 20 h = 3min. Distancia
recorrida por P: 3min x 6000mM _ gng
“60min

G 3- Resolver el sistema de ecuacionesx+y =1,y+z=2,x+z = 3.
Solucion: x =1,y=0, z = 2.

G 4- Dos moviles A y B distantes d unidades, parten en el mismo instante, uno al encuentro del otro,
con velocidades respectivas v, y v,. Hallar el punto en que se encuentran y el tiempo que tardan.

Solucién: Siendo t el tiempo que tardan, se tiene: d = t(va+Vp). Luego: t = 4 s

Va + Vb
B\ PN punto de partida de A, y v—5— dvb — del de B.

encuentran a una distancia: Vot Vo

G 5- Resolver el sistema de ecuaciones % + % = 10, % + % = -3, % + % = b5,
1

Solucién: Haciendo o = L, g = )1/ y =

|_\

se tiene: a+f =10, f+y=-3, a+y =5, de

Z 1

donde:a =9, B =1, y = —4. Por tanto: x = 9,y_l Z = 41

G 6- Resolver el sistema 2*1 +2.3¥1 =10,3.2%1 +4.3%1 = 111.

Solucion: Haciendo a = 2Xy b = 3V, se tiene: 2a + % b =10, g a+12b = 111. De donde: a = 2,
b=9.Portanto: x =1,y = 2.

G 7- Tres amigos A, B y C, hablan de sus edades. A dice a B: cuando yo tenia tu edad, C tenia 10
afios. B le contesta: cuando yo tenga la tuya, C tendrd 26. C dice: cuando yo naci, la suma de
vuestras edades era el doble de mi edad actual. Calcular los afios de A, By C.

Solucion: Siendo A, B, C las actuales edades, se tiene: C-A+B =10, C-B+A = 26,
A+B-2C = 2C. Luego: A =40, B =32, C =18.

G 8- Dos trenes parten simultdneamente de A y B, cruzandose en C. El primero realiza su recorrido
AB en 1 hora y 52 minutos. El segundo realiza el suyo, BA, en 2 horas y 55 minutos. ;Qué tiempo
han empleado hasta cruzarse y cual es la distancia AB? Se sabe que las velocidades de los dos
trenes difieren en 12km/h.

Soluciéon: Sean las velocidades en m/min: Va = (V.ﬁ%)m/min = Vg + 200. Siendo

1h52min =112min, la distancia AB es: Dag = 112(Vs +200) = 175Vs.  Luego:

Vg = 355,5m/min = 21% km/h, Va = 33% km/h, Dag = 62,2km = 62% km, y el tiempo
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pedido es: t = — 1h8min1723s = 1h8min17,56s.
211 133l 41
3
G 9- Resolver la ecuacién = a;x . aX+x = yX.
Solucién: x = a = a

nfgh —1 aﬁ -1 '

G 10- Determinar a'y b de manera que las raices de la ecuacion x* — 4x® — 36x% + ax + b = 0, estén en
progresion aritmética, y calcularlas.

Solucién:1—3/A, J21 1+‘/21 1+3/21

G 11- La distancia entre dos ciudades es de 588km. Un tren recorre esta distancia con una velocidad
media horaria desconocida. Si la recorriese con una velocidad 10,5km/h mayor, el tiempo
empleado disminuiria en 1 h. Hallar la velocidad.

588 _ _ 588 VY —
Solucion: YA -1= Vi105 De donde: V = 73,5km/h.

i=20
G 12- Dada la ecuacion x2 + 19x1° —12x +5 = 0, calcular Z vk siendo x; las raices de dicha
i=1 !
ecuacion.
Solucion: La ecuacion que tiene por raices los cuadrados de las raices de la ecuacion dada, se
obtiene de la  siguiente forma: (X209 +19x1° — 12x + 5)(x® — 19x*° + 12x + 5) =
= x40 — 361x% + 466x%° — 144x2 + 25 = 0. La ecuacion que tiene como raices las inversas de esta
Gltima, es: 25x2° — 144x1° + 466x'° — 361x + 1 = 0. Por tanto, la suma pedida es: %
G 13- Determinar a de manera que x3 — 3ax? + 6x — 4 = 0, tenga una raiz que sea media aritmética de
las otras dos, y resolver la ecuacion.

Solucion: Siendo x, = XXX x4 x, +x3 = 3x, = 3a. Por tanto, x3 —3x3 + 6x, — 4 = 0, de

donde, x, = a = 1y —2. Se obtienen las siguientes soluciones:

X1 | X2 X3
1-J/-3| 1/1+/-3
2-J6|-2|-2+.,6
i=n
G 14- Dada la ecuacion x*" + 3x — 1 = 0, calcular 1 jx“ :
i=1 i
Solucion: Haciendo y = ﬁ se tiene que: x* = % Sustituyendo este valor en la ecuacion

dada y operando: 3(%)*—1 ( yy)n 34( )—[1 (1 y) } De donde:

[y _(1 y) ] +34 4n 34y4n—1 — [y +( 1)n+l(y 1) ] +34y4n 34y4n 1 —
= [y" + (=1)™Lyn 4 (=1)™2nynL 4 )Y 4 B4ysn — 3dyan-1 Para n par, se tiene:

34ysn — 34y4n-l 4 =0, siendo la suma pedida: 3—::1. Para n impar, se tiene:

(2y" =yt 4., )4 4 BéyAn _ 3dydnl — A (Qy )§ 4 Bhydn _ eyan1 _
= YD (24y4 — 4 . 23ny® +...) + 34y4 — 34yl = (24 4 34y — (25n + 34y ..., siendo la

5 4
dida: 22n+3%
suma pedida: <750

G 15- Dibujar la gréfica de la funciony = (x + 1)(x — 2)(x + 3)(X — 5).

Solucién: Por ser de grado par (n = 4) y ser positivo el coeficiente de x*, la grafica "desciende” en
el 2° cuadrante desde (—o0,+00), y "asciende" en el 1° cuadrante hacia (+o0,+0), cortando al eje de
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las x en los puntos de abscisas -3, —1, +2, +5, formando tres ondulaciones, y cortando al eje de
las y en el punto de ordenada 30.

200 T

100 T
Il \_:e/'//:\l + : : 4
4 AP

G 16- Dibujar la gréafica de la funciony = —(x + 1)(x — 2)(x + 3)(x = 5)(x — 1).

Solucién: Por ser de grado impar (n =5) y ser negativo el coeficiente de x° la gréfica
"desciende” en el 2° cuadrante desde (—o0,+), y "desciende” en el 4° cuadrante hacia (+o0,—0),
cortando al eje de las x en los puntos de abscisas —3,-1,+1,+2,+5, formando 4 ondulaciones, y
cortando al eje de las y en el punto de ordenada 30.

-200 T

G 17- Dibujar la grafica de la funciény = —x?>(x — 1).

Solucién: Por ser de grado impar (n = 3) y ser negativo el coeficiente de x3, la gréafica "desciende"
en el 2° cuadrante desde (—oo,+), y "desciende™ en el 4° cuadrante hacia (+o,—0). Al tener una
raiz doble en el punto (0,0), la tangente a la curva en ese punto es el eje de las x, cortando a dicho
eje en el punto de abscisa + 1, formando dos ondulaciones.

1+

y

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

G 18- Dibujar la grafica de la funciony = (x + 1)2(x — 1)(x + 3).

Solucién: Por ser de grado par (n = 4) y ser positivo el coeficiente de x*, la grafica "desciende"
en el 2° cuadrante desde (—o0,+0), y "asciende™ en el 1° cuadrante hacia (+oo,+). Al tener una
raiz doble en el punto (-1, 0), la tangente a la curva en ese punto es el eje de las x, cortando a dicho
eje en los puntos de abscisas — 3y + 1, formando tres ondulaciones, y cortando al eje de las y en
el punto de ordenada — 3.

y 20+

10 T
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G 19- Dada la ecuacion x2° + 3x° + 5x — 2 = 0, calcular .
)2 L+ x9)(1+x{%

Solucién: Haciendo y = ﬁ se tiene: (4y?-y-1)"—(1-y) 59y es decir:
10 10Yy,20 _ 10 \ 49 _ q10 |y19 {10\ o 10 \ 48 ]\,18 _ ; .
(4° +5%y [<1>4 8 }y +[ <1>4 +<2>4 }y +...= 0. La suma pedida es:
10 10
2 L =D Vi = Coeficiente de y** _ [‘( 1 )49+< 2 )48} _ _5.48
1 +x{9A +x/) Y1 Coeficiente de y2° 410 4 510 410 1 510

G 20- Indicar la forma aproximada de una funcion polindmica de grado 7, con una raiz doble, una
triple y dos raices imaginarias conjugadas, siendo negativo el coeficiente del término en x’.

200 T
7

-2 2

Solucién:

ol

-200 T

-400 —

Por ser de grado impar (n = 7), y ser negativo el coeficiente de x’, la grafica "desciende™ en el 2°
cuadrante desde (—o0,+0), y "desciende™ en el 4° cuadrante hacia (+o,—0), cortando al eje de las x
en el punto de abscisa correspondiente a la raiz triple (x = —1 en la gréafica), donde hay un punto de
inflexion, siendo tangente al eje de las x en el punto correspondiente a la raiz doble (x = 3 en la
grafica). En la grafica se ha representado el polinomio de grado siete:
(Xx=3)2(x+1)3(—x?+2x-10) =0

G 21- Calcular las raices de la ecuacién x* + 2x3 — 12x? + 2x + 3 = 0, sabiendo que la suma de dos de
sus raices vale 2.

Solucion: 1+ 42, 1-J2, -2 J7, -2+ J7.

i ; X y z -

G 22- Resolver el sistema =5 + b T Ti-¢ - 1
X y z -

z-a * §,-p * m-¢ ~ 1
X y z _ _

m-a * 5,-p * m-¢ ~ b

a®—a?(uy + Uz +Uuz) +a(uilz + UsUs + Uz2U3) — UglaUs3

—a?—ab+ac—cb
b® —b2(uy + Uz + U3z) + b(UgUz + UgUs + UaU3) — UsUaUs

Solucion: Operando se obtiene: x =

y= —b2—-ab+ac-ch

S ¢ —c?(uy + Uz + Ug) + c(Uglz + UgU3 + UaU3) — UgUaUs3
—c?2—ab+ac-bc '

G 23- Resolverelsistema x + ay + a%z + a% = a°

X + by + b%z + b3t = b°
X + ¢y + ¢c?z + ¢t = ¢b
x + dy + d?z + d% = db.

Solucion: X = —abcd(a+b+c+d), y = (a+b+c+d)@bc+ abd + acd + bed) — abed,

z=—-(a+b+c+d)@b+ac+ad+bc+bd+cd)+abc + abd + acd + bed,
t=(@+b+c+d)>—ab-ac-ad-bc-bd-cd.
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G 24- Dada la ecuacion x® + px +qg = 0, hallar la ecuacién que tenga por raices a +b?, a2 +c?,
b2 +¢2?, siendo a, b, c las raices de la ecuacion propuesta.

Solucion:  En  la  ecuacion dada: a+b+c=0, ab+ac+bc=p, abc=-q.
(@+b+c)?2=a?+b?+c?+2(ab+ac+bhc) = %[(az+b2)+(a2+cz)+(b2+cz)]+2p = 0.
Luego, (a%+b?)+ (a2 +c?)+ (b?+c?) = —4p. Procediendo de forma similar se obtiene:
(@ +b?)(@% +c?) + (a2 + b?)(b? + c?) + (a® + c?)(b? + c?) = 5p?,

(@2 +b?)(a? +c?)(b? +c?) = —2p% - De donde se obtiene que la ecuacion pedida es:
X3 +4px? +5p%x +2p2+q2 =0

X1 X1 X2 X2 X3 X3

G 25- Dada la ecuacion x*—3x+8 =0, hallar 3 = == + 22 + 22 + 22 + =2 + =2 siendo Xy,
X X X X X X
; 2 3 1 3 1 2
X2, X3 SUS raices.
P _ _ 1,1 1 _ XaXs+XiXz+XiXp _ -3
Solucmf. . S1 le + X2 +X3 =0, S, = euiy cuR ol X1Xz>és = g
S, = P - P - X Como: Sy -S, =S+ ,setieneque: > =0-S; = -5

i=20

G 26- Dada la ecuacion x2° —3x2+1 = 0, hallar _ 1 +1X4 '

i=1 !

5 _ 5 10 _ 5
Solucién: Haciendo y = % se tiene: [y +(15 Y) } _a Sy) = 0. Desarrollando:
1+Xx 3y y

i=20 i=20

. 210
310y50 — 5. 30y4 + = 0. Luego: ) 1oy =) Vi= —31% =5
i=1 i=1
i=10
G 27- Dada la ecuacion x** —x + 2 = 0, hallar 1 jxg) :
i

i=1

2 5
Solucion: Haciendo vy = ;, se tiene: # = [2+ (1_—sz . Desarrollando:

1+x° y
i=10 i=10
5 10 _ Y 9 _ . _ _10-.3%*+1 _ 811
(3> + 1)y (10 - 3* +1)y® +...= 0. Luego: > 1% > i 341 A7

i=1 i=1

G 28- Hallar para qué valores de m la ecuacion x* — 6x3 + mx2 — 11x + 6 = 0, tiene dos raices cuya
suma sea 5. Dando a m esos valores, resolver la ecuacion.

Solucion: Siendo a, b, ¢, d las raices de la ecuacion, se tiene: a+b =5, c+d=1,
ab+cd+5=m, ab+5cd = 11. Haciendo: ab = a, cd = 5, se tiene: a +58 = 11, aff = 6, de
donde a y 58 son las raices de z2 — 11z + 30 = 0, por lo que a toma los valores 6 y 5, y 8 los
valores 1y % respectivamente. En consecuencia, m toma los valores 5—56 y 12. Las raices de la

56 a—5i‘/§ 0 57 /5 1+ /-3,8 d_l:,/—3,8

- : 2 2 e 2 '
1+ /-3 q 1¥ /-3
2 2

ecuacion son: para m = 5 5

Param = 12, a = 2y 3, b = 3y 2, respectivamente, ¢ =

. 2

G 29- Resolver el sistema x? + y? = 2a% + Z?
2

X2 + 22 = 2y? + _y2

2

y o+ 2= 2p 4 X

Solucion: x = J_r% 267 — 2+ 2y7,y = J_r% 207 + 27— 42, 2 = i%J—az T 282+ 292
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4 5x x2
G 30- Resolver la ecuacion | 5x x2 4 = 0, y hallar la descomposicion factorial del polinomio
x? 4 5x
en x.
Solucién: La ecuacion es: x8 + 65x® + 64 = 0. Haciendo x3 =y, y?+65y+64 =0, y; = -1,
y» = —64. Luego, x3+1=0, x=-1, x= # x3+64=0, x=-4, x=2+2,/-3. Por
tanto, la descomposicion factorial es la siguiente:

(x+1)(x—#)(x—#)(x+4)<x—2—2,/§)(x—2+2,/§).

i=2n
G 31- Dada la ecuacion x> + 7x+9 = 0, hallar )_ Tox
i=1

2x.

Solucion: Haciendo: y = 12Jz( , Se tiene: X = ZL—y Sustituyendo en la ecuacion y desarrollando:
i=2n
3y? — (8n+ 14)y> 1 +...= 0. Luego: 2 = _2 yi = Snxld

G 32- Hallar las cotas de las raices de la ecuacion 6x° + 31x* — 77x3 — 6x2 — 31x + 77 = 0.
Solucion:

31|77 -6|-31| 77
X=2| 6 43 9 12, -
Xx=3| 6| 49| 70{204, +| +| L=3
771-31| -6|-77| 31
Xx=2|77113 /220 +| + +|1=41
-6, 31, 77| -6, 31| 77
x=1|-6 + + +| 4| +|L=-1
6|-31|-77 6 -31 -77
X=7, 6| 11| +| +| +| +|I1=-7

Limite superior (L) | Limite inferior (I)

1 1
Raices + 3 5
Raices — -1 -7

G 33- Calcular la suma de los productos binarios de los cuadrados de las raices
dex®*-3x3+x2-1=0.

Solucion:
1/0/-3/1| 0/-1
1/0/ 9/1/ 0 1
6| 0/0] 2
116 91| 2| 1|(=x?
-1/6/-9/1/-2 1| (x»

Suma pedida = :—? =0.

G 34- Calcular las raices enteras de x8 + 4x5 — 52x* + 58x3 + 577x2 + 54x + 630 = 0.
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Solucion: Limite superior de las raices positivas: 6. Limite inferior de las raices negativas: —10.
Valor absoluto de los divisores de 630, menores de 10: 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10. Ninguno de estos
valores es raiz de la ecuacion, luego ésta no tiene raices enteras.

G 35- Calcular las raices enteras de x® + x> — 115x* — 11x3 + 5230x2 — 2x + 11088 = 0.

Solucidn: Limite superior de las raices positivas: 11. Limite inferior de las raices negativas: —12.
Valor absoluto de los divisores de 11088, menores o iguales a 12: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12.
Ninguno de estos valores es raiz de la ecuacion, luego ésta no tiene raices enteras.

G 36- Calcular las raices enteras y fraccionarias de 3x® — 5x? + 8x — 4 = 0.
Solucién: No tiene raices enteras. En cuanto a las fraccionarias, % siendo m.c.d.(n,d) =1, se
tiene: 3 = d, 4 = n, obteniéndose la raiz: %

G 37- Calcular las raices enteras y fraccionarias de 6x° + 31x* — 77x® — 6x? — 31x + 77 = 0.

Solucidn: Limite superior de las raices: 3. Limite inferior: —8. Hay que probar los divisores de 77
situados entre dichos limites: 1, —1, —7. De estos son raices 1y — 7. En cuanto a las fraccionarias,

N siendom.c.d.(n,d) = 1, se tiene 6 = dy 77 = n, obteniéndose la raiz Ll

d 6
G 38- Calcular las raices de 120x* — 116x3 + 14x2 + 13x —3 = 0.
ign-.L 3 1 1
Solucién: 3100 2 o

G 39- Calcular las raices de 30x* + 61x3 —59x2 —4x + 2 = 0.
Solucion: —&, L 1+ J3.

5'6'
G 40- Calcular las raices de 4x* + 24x3 + 45x2 + 41x + 21 = 0.
o 7 .3 “1%/3
Solucion: 5 Ty 5 )

G 41- Hallar las raices complejas de componentes enteros de la  ecuacion
X8 +2x° + 14x* + 2x3 + 105x? — 24x + 260 = 0.

Solucion: #2i, 1 + 2i, —2 + 3i.
Nota: Dadas las raices a + bi, el total a2 + b? es divisor del término independiente.

G 42- Dada la ecuacion 63x3 + 54x? + 5x — 2 = 0, y siendo A, B, C, los puntos representativos de las
raices llevadas sobre una recta a partir de un origen O, calcular el producto de las tres razones
simples (ABC)(BCA)(CAB).

Solucion: @ .BC .CA __

AC BA CB

G 43- Hallar las raices de x® — 5x° + 21x* — 26x3 + 45x2 + 19x + 65 = 0.

Solucién: 1+ 2i. 2+ 3i #

G 44- Las raices de las ecuaciones ai;x?+2bix+cy =0, axx?+2b,x+c, =0, representan las
abscisas de cuatro puntos conjugados arménicos. Encontrar la relacion entre los coeficientes de
dichas ecuaciones.

Solucidn: Sean A, By C, D las raices de las ecuaciones, que al ser conjugadas armonicas cumplen
la condicion 2(AB + CD) = (A + B)(C + D). Por tanto, 25k + §2) = (722L)(=222), Es decir,

2b:b, = a;c, + ascy.

G 45- Calcular la suma de los productos de los cubos por las cuartas potencias de las raices de la
ecuacion x® —5x5 +4x3 - 2x2 +x -3 = 0.
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Solucién: Sz4 = S3 -S4 — S5
6 25 0 12 -4 1 0 0
18 -21 -81 -150 -495 -1410 -3627
-6 7 27 50 165 470
12 -14 -54 -100 -330
-24 28 108 200

50 -4, 2 -1,3 30 =35
6 5 25 113 553 2670 12961 62809
83 84 S7

Luego: S34 = 113 x 553 — 62809 = -320

G 46- Dadas las abscisas de dos parejas de puntos definidas por las siguientes ecuaciones de 2° grado:
aix? +2bix +c¢1 = 0, axx? + 2box + ¢, = 0, encontrar la ecuacion de 2° grado tal que los puntos
definidos por sus raices sean conjugados armonicos de los anteriores.

bic, —byc;  cija; —ac;

albz - blaz ' a1b2 - b1a2
es. (albz - b13.2)X2 + 2(3.102 - Claz)X + b1C2 - C1b2 =0

Solucién: Las raices de esta tercera ecuacion son:

. La ecuacion pedida

G 47- Resolverelsistema x + vy + z + t = 6
X2 4+ y2 + 72 + t2 = 30
2+ 3+ 22 + 2 = 84
x* + y* + 74 + t* = 354

Solucion: S; = 6, S, = 30, S; = 84, S, = 354. Las raices son: -2, 1, 3, 4.

G 48- Dada la ecuacion x® + px +q = 0, encontrar la condicién que deben verificar los coeficientes
para que, 1°) tenga una raiz doble, y 2°) admita una raiz imaginaria de médulo 2.
Solucién: 1°) 4p® + 279% = 0. 2°) 16p + g> — 64 = 0.

G 49- Dada la ecuacion ax* + 4bx® + 6¢x? + 4dx + e = 0, demostrar que para que Sus raices sean
abec
conjugadas armonicas se debe cumplirque | b ¢ d | =0.

c de

Solucion: Siendo a, 3, v, ¢ las raices de la ecuacion, la relacion que cumplen para ser conjugadas
armonicas es: (a+ p)(y +0) = 2(ap+yd). Haciendom=a+ B, n=y+06, p=af, q=7y0o, Se
tiene: mn = 2(p+q). Ademas: m+n=-42, mn+p+q=6%, pn+gm=-4%, pg= .
Obteniendo m, n, p, g en funcién de a, b, ¢, d, y sustituyéndolos en mn = 2(p + q), se tiene:
ace + 2bcd — ¢3 — d?a - b%e = 0, con lo que queda demostrado.

G 50- Hallar la suma de los cuadrados de los productos binarios de los inversos de las raices de la
ecuacion x2! 4+ x5 + x4 —3x2 +1 = 0.

Solucion:  La  ecuacion cuyas raices son las inversas de la dada es:
x2n+1 — 3x2n-1 4 x2n=3 4 x4 4+ 1 = 0. Utilizando la férmula de Girard, se tiene: S, = 6, S4 = 14.
La suma pedidaes: S, = %(S% —S4) =11
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G 51- Resolverelsistema x + 2y + 4z + 8t = 32
X + 3y + 3%z + 3% = 3
X + ay + a’z + a%t = ad
X + by + b2z + b3 = bS.

Solucién: Si en la ecuacion f(u) = u® —tu® —zu? —yu—x = 0, se sustituye u por 2, se tiene la
primera ecuacion del sistema. Si se sustituye u por 3, se tiene la segunda ecuacion. Y si se
sustituye por a y por b, se tienen las ecuaciones tercera Yy cuarta. Luego,
f(u) = (U-2)(u-3)(u—a)(u—b)(u-0), siendo O la quinta raiz de f(u). Como la suma de las
cinco raices de f(u), esnula: § = -2 -3 —a—b = —a— b — 5. Por consiguiente, x es el producto de
las cinco raices de f(u), es decir, x = 6ab(—a—b —5); y es la suma de los productos cuaternarios
cambiada de signo, z es la suma de los productos ternarios, t es la suma de los productos binarios
cambiada de signo. Por tanto:

y=-[2.3-a-b+2-3-a(-a-b-5+2:3-b(-a-b-5)+...]
z=2-3-a+2-3-b+2-3(-a-b-5+2-.-a-b+..
t=-[2.3+2-a+2-b+2(-a-b-5)+...]

G 52- Descomponer en suma de cuadrados la forma cuadratica W = 2xy + 3yz — zu + Xz + 2xu — 4yu.

(X+y+22-u)®>  (X+y-17+3u)? Zve 12
> > +(2u 2) R

Solucion: W =

G 53- Resolver 6x8 + 5x7 — 14x5 + 20x® — 34x* + 20x® — 14x2 + 5x + 6 = 0.

1+iJ15 -3+,/5 -1+i/35
4 ' 2 ’ 6 '

Solucion: 1, 1,

G 54- Hallar la suma de los cuadrados de los productos binarios de los inversos de las raices de la
ecuacion X’ —2x5 +3x* +x+1 = 0.

Solucién: La ecuacién cuyas raices son las inversas de la dada es: x” +x® +3x3 —2x? +1 = 0,
1] Sz (S2)
22 = ﬁ
1 (S2) Sz
Nota: S, y S, se obtienen por la férmula de Girard.

= 1(83-S) = $(1+11) = 6.

G 55- Resolver la ecuacion
AX) = x? =31 +)x® — (10 — 9)x” + (27 + 22i)x® + (28 — 57i)x°> — (57 + 28i)x* — (22 — 27i)x® +
+(9+10i)x2 +3(1—-i)x—i=0.
Solucidn: A(x) tiene la raiz triple i, obteniéndose:
AX) = (X—1)3(X8 =35 —7x* + 18x3 + 7x> = 3x—1) = (x —1)x®B(x) = 0,
B(X) :x3—3x2—7x+18+%—%—i%3 = (x3—x—13)—3(x2+x—12)—7(x—%) = 0.
1

Haciendo: X — % = U, X2 + = = uz + 2, X3 — - = u® + 3u, se tiene:
X X

B(u) =u®-3u?-4u+12 =0, cuyas raices son: -2, 2, 3. Sustituyendo estos valores en

X — % = u, se tienen las raices de B(x): 1+ 42, -1+ 2, % Las raices de A(x) son las

seis de B(x) mas la raiz triple i.

G 56- Dada la ecuacion x® — 7x +a = 0, hallar a para que una raiz sea doble de otra, y resolver la
ecuacion.

Solucién: a = + 6. Las raices son: -3, 1, 2, o bien: 3, -1, —2.

G 57- Resolver 8x® — 12x2 — 2x + 3 = 0, sabiendo que las raices estan en progresion aritmética.

Solucién: —&, 4+ 3.

2’2" 2
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3
G 58- Hallar > % siendo xj, x; raices de x” —3x5 + 4x?2 —5x+ 1 = 0.
j

S3 (S3)

RESS
Los valores de S_;, Ss, S4, se han obtenido por la formula de Girard.

3
Solucion: 2% ~ S34 —S3-54—S34=55+54-51=0-257-5 = 5,
i

G 59- Resolver la ecuacion x* — 4x2 + 6x2 —4x -3 = 0.
Solucién: 1+ /2, 1+ J2i.

G 60- Hallar la resultante del sistema a?x?> + b?y? = a%b?
a’x? — bzyz — a2p?
y2 = 2px.
Solucion: pb = 0.
G 61- Resolver el sistema (1 + A)x + y + z 4, segun los valores de A.

2X + 2+ Ay + 27 =5
3x + 3y + (3+A)z 6

Solucién: A = A2(A+6), Ax = A(41+9), Ay =542, A, =31(2A-3). ParaA =0y 1 = -6, el
sistema es incompatible. Para los demés valores es determinado.

G 62- Resolver el sistemahomogéneo x + y + z + t + u = 0
ax + by + cz + dt + eu = 0

a’x + b% + c?z + d’t + e?u = 0

a’x + bdy + c%z + d% + e%u = 0.

y

Solucion: x = 4 +V(b,c,d,e) = A(c—b)(d-Db)(e—b)(d-c)(e-c)(e—d), y=-1-V(ac,d,e),
z=A-V(a,b,de), t=-1-V(ab,c,e), u=21-V(a, b,c,d).

Nota: V = Determinante de VVandermonde.

] 2 y2 2
G 63- Resolver el sistema X + + Z =1
az—ﬂtl bz—ll Cz—ll
X2 y? 72
+ + =1
az—lz bz—lz Cz—lz
2 2 2
X T + 1 = 1.

32—13 bz—)@ 02—13

Solucién: Sustituyendo en el problema G 22, los valores de x,y,z por x2,y?,z2, los de us, Uz, us por

a’,b?,c?,ylos de a,b,c por A1, 12,13, se obtienen las siguientes soluciones:

X = +‘/ —ab + a4().1 + A+ /ls) - 32(1112 + A1A3 + ﬂ,z/lU3) + A1A243
- —a* — a%b? + a?c? — ¢?b?

y = +‘/ —b6 + b4(11 + 12 + 13) - bz(lllz + ll/pLg + ;Lle;:,) + 111213
- —b* — a%b? — a?c? + ¢?b? '

J —C8 + C4(A1 + A2 + A3) — C2(A1As + A1z + A2AU3) + A1 4243

—c* —a?b? + a?c? — c?b? '

z==

G 64- Discutir segln los valores de A el nimero de raices reales de x* — 4x® + 4x? + 4 = 0.

Solucion: y = —x* +4x3 —4x2, —x?(x? —4x+4) =0, x=0, x=2. y = -4x3+12x> - 8x = 0,
x=0, x=2, x=1. De todo ello se deduce: A > 0 — ninguna raiz real: A = 0 — dos raices
reales dobles: 0y 2; -1 < A < 0 — cuatro raices reales, de las que una es negativa y tres son
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positivas; 4 = —1 — dos raices reales sencillas (una positiva y la otra negativa) y una raiz real
doble, x = 1; 2 < =1 — dos raices reales (una positiva y la otra negativa).

G 65- Discutir segun los valores de A, el numero de raices reales del polinomio
PX) =x(x—-2)x—4)X-6)X—-8) + AX-DX-3)x-5)Kxx-7)(x-9) =0.

Solucion: Valoresdex — | —0|0]1/2[{34/5/6|7|8]9 4w
SignodePparad >0 —|—|+|+|—|—|+|+|—|—|+| +
SignodePparad <0| + |+ |+|—|— |+ |+ ++| -

Si A > 0, P tiene 5 raices reales en los intervalos: (0,1), (2,3), (4,5), (6,7), (8,9).SiA <0, P
tiene 5 raices reales en los intervalos: (1,2), (3,4), (5,6), (7,8), (9,+x). Para A = -1, de las cinco
raices reales, una es impropia.

G 66- Discutir segin los valores de A, el ndmero de raices reales del polinomio
p(x):lJr 1 ., 1 . 3 + 1 ;-0
X7 x+1 x+2 x+3 x+4 '
Solucién: Si A > 0, P tiene 5 raices reales en los intervalos: (-4,-3), (-3,-2), (-2,-1), (-1,0),
(0,+). Si A < 0, P tiene 5 raices reales en los intervalos: (—w,-4), (-4,-3), (-3,-2), (-2,-1),
(-1,0).

G 67- Discutir segun los valores de A el ndmero de raices reales del polinomio

Poo = K- DX, 1O, 3¢ SOC _ 14024 agx+ 4 = 0,

Solucmn: Derivando P(x) se tiene: P'(x) = x8 — 7x5 + 7x* + 35x3 — 56x2 — 28x + 48 =
=X+2)X+1XxX-1)(x—2)(x-3)(x—4) = 0. Para A = 0, los valores de P(x) para las raices de
P/(x) = 0, son los siguientes:

X -2 -110 1 2 3 4
P(x) | 191,6 | -37,3 | 0| 24,5|-36,9 | 24,9 | -131,2
En el cuadro siguiente se expone el nimero de raices reales de P(x) segun los valores de A:

X PX) | A — | -191,6 —24,9 —24,5 36,9 37,3 131,2 +o0
—o o | - - S S S S I I
-2 191,6+41 | - | - 0| + +| + +| + + | + + | + +| +| +
-1 =37,3+A | —-| - - - - - - - - - 0| + +| +| +
1 245+0 | —-| - - - - - 0| + + | + + | + +| +| +
2 -36,9+1 | —-| - - - - - - - 0] + + | + +| +| +
3 249+ | —-| - - - 0| + + | + + | + + | + +| +| +
4 -131,2+A | —-| - - - - - - - - - - - o +| +
+o0 oo | o+ | 4 + o+ + o+ + o+ + o+ + o+ o+ o+
Raices reales simples 1] 1 1] 3 3| 5 5| 7 5| 5 3| 3 1] 1 1
Raices reales dobles | - | - 1) - 1) - 1) - 1) - 1| - 1) -] -

G 68- Discutir segun los valores de A el numero de raices reales del polinomio
PX) =x>=3x+1+(A%-31+2) (x>+3x*-5x3-15x? +4x+12) = 0.

Solucion:| Valores de A — <-2,31-2,3/-2,3<1<5,3/53/>5,3
Raices reales simples 5 3 3 3 5
Raices reales dobles - 1 - 1 -

G 69- Discutir segun los valores de A el nimero de raices reales del polinomio
P(X) = X® 4+ 5x* + Ax3 + 5x? + x = 0.
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Solucién: P(x) = x(x* +5x3 + Ax? +5x + 1) = x3[ (xz + x_12> + 5<x + %) + )L} = 0. Haciendo:

U= X+ % se tiene: u?+5u+ A -2 = 0. De donde, tras obtener el valor de u, se tiene que:

5+ /33-42 + /427103344 — 42
X = .

4

Valores de 1 — <-12| -12|/-12<1<8| 8 8</1<% % >%
Raices reales simples (a) 5 3 3 3 5 1 1
Raices reales dobles —11(b) —11(c) —12(d) —
Raices imaginarias - - 2 - - - 4

(a): Una raiz real simple es x = 0; (b): La raiz doble es + 1; (c): La raiz doble es —1; (d): Las
raices dobles son -2 y —%.
G 70- Se compran 50 acciones de 3 euros de valor nominal al 116%. EI comprador quiere venderlas

ganando 9 euros netos tras pagar un corretaje del 1 por mil. Hallar el menor cambio al que deben
venderse.

Solucion: Coste de la compra: 50 -3 1,16 - 1,001 = 174,174 euros. Importe neto de la venta:

50 - 3 - X% - 1909090 — 183,174 euros. EI cambio pedido es: x = 122, 24%.

G 71- Un banco ha otorgado un préstamo de C euros el 1 de enero de 2003, amortizable en dos plazos
iguales de a euros, con vencimientos en 1 de enero de 2004 y 1 de enero de 2006. Determinar entre

qué limites estard comprendido %, para que el tipo de interés compuesto anual al que se ha
negociado el préstamo esté comprendido entre 3% Yy 5%.
c  (@+i2+1

Solucion: C(1+1i)* = a(l +i)* +a; 5 (1+i0)*

. Por tanto, dando a i los valores dados, se

tiene: 1,72973 < < < 1,83108.

G 72- Dada la ecuacion ax® + bx? +cx+d = 0, hallar la relacién entre sus coeficientes para que la
suma de dos de sus raices sea p. Cumplida la condicidn, hallar las raices.

Solucion: La tercera raiz es: _Tb — p. Sustituido el valor de esta raiz en la ecuacion, se obtiene la
condicion: a?p®+2b(a-1)p?+ (3b?2+ac)p+bc?—ad =0. Las otras dos raices son:
pt [p?+ g—g

2

G 73- Dada la ecuacion x3 — 24x — 72 = 0, hallar dos nimeros a y b, de forma que la ecuacion se

3
pueda poner en la forma ( i_ g = %, y hallar sus raices.

Solucién: Desarrollando la segunda ecuacion, se tiene: x3 —3abx +ab(a+b) = 0. Por tanto:
ab =8, a+b=-9.Dedonde:a=-8, b =-1.Lasraicesson: 6y -3+ ,/-3.

G 74- Un movil da 27 vueltas a un circuito en 14 horas. Otro mévil da 45 vueltas a dicho circuito en
35 horas. Hallar el tiempo en que volveran a encontrarse en el punto de partida y en qué lugares del
circuito pueden producirse encuentros, bien cuando van en el mismo sentido, bien en sentido
opuesto.

Solucion: 1°) Circulando en el mismo sentido: solo se encuentran en el punto de salida cada

19—4 h = 1h33min20s. 2°) Circulando en sentido opuesto: ademas de encontrarse en el punto de

partida también cada 1h33min20s, se encuentran cada %del circuito en el sentido del primer

movil (cada 2 en el sentido del segundo movil), es decir, cada 14 1 _ 18min 40s.

5 45

G 75- Tres comerciantes invierten la misma cantidad de euros en la compra de distintas mercancias.
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Vendidas totalmente, cada uno divide el importe invertido en la compra, por el beneficio obtenido,
resultando para el primero 4 de cociente y 3 de resto, para el segundo 7y 6, y para el tercero 10y 1
por exceso. Hallar el importe de la compra y el beneficio de cada uno, sabiendo que la suma de
estos beneficios esta comprendida entre 200 y 250 euros.

Solucion: Importe de la compra de cada uno: 419 euros. Beneficios obtenidos: 104, 59 y 42 euros.
G 76- Halla las soluciones enteras y positivas de 2x + 3y + 4z = 21, 4x — 5y + 6z = 5.
Solucion: x =2,y =3,z = 2.

G 77- Hallar los valores de m para los que las raices de 2x2+(Mm—-3)x+3-m =0 estan
comprendidas en el intervalo -2 < x < 3.

—m+J/mZ+2m—15 .
8—mitym* +2m 15. Para x =0, se tiene: —6<m<13—7. Para que el

4
discriminante no sea negativo: m? + 2m — 15 > 0, es decir: m < -5, o bien: m > 3. Por tanto los
valores de m deben encontrarse en el intervalo: -6 < m < -5, oen el intervalo: 3 < m < ir

Solucién: x =

G 78- Un inversor compra 1200 acciones A de 5 euros cada una al cambio de 380%, 2500 acciones B
de 5 euros cada una al cambio de 170%, y 2000 acciones C de 2 euros cada una al cambio de
1380%. Posteriormente las vende a las cotizaciones respectivas de 395%, 168% y 1410%. Hallar el
beneficio obtenido, sabiendo que hay un corretaje de compra y otro de venta, ambos del 1 por mil.

PP 999 . 1001 999 . 1001
Solucién: 915;)0 5(3,95 - ; 0100 -3,8 1000 ) + 2500 - 5(1,68 - 71000 -1,7 1000 )+
+2000 - 2(14,1 - 1000 ~ 13,8 - 1000) = 1649, 65 euros.

G 79- Se ha concedido un préstamo de 12.500 euros amortizable en 20 afios al 6%. Hallar la parte del
vencimiento 15°, destinada a interés y a amortizacion.

20
125001 (?6906 11'06 = 1089,81 euros. La parte destinada a

12500 - 0,06 - 1,06
1,060 -1

Solucién: La anualidad es:

amortizacion de la anualidad n° 15 es:

= 768,27 euros. Por tanto, la parte

destinada a interés es: 321,54 euros.

G 80- Se tienen tres aleaciones de plata y cobre, de leyes 0,700, 0,820 y 0,900 de plata. Se quiere tener
una barra de ley 0,850, que tenga 7309 de la segunda aleacion y que pese 2130g. Hallar el peso
que hay que tomar de cada una de las otras dos aleaciones.

Solucion: La barra tendra 1810,5g de plata y 319,5g de cobre, de los que 598,69 de plata y
131,49 de cobre corresponden a la segunda aleacién. Se plantea el sistema:
0,7x+ 0,9y = 1810,5-598,6 = 1211,9; 0,3x+ 0,1y = 319,5-131,4 = 188,1, en el que x e y
son los pesos a tomar de la 12 y 32 aleacion. La solucion es: x = 240,59,y = 1159,5g.

G 81- Un préstamo de 10.000 euros se amortiza anualmente con una anualidad de 1.200 euros durante
12 afios. 1°) Hallar el interés. 2°) Hallar qué parte de la 62 anualidad se dedica a amortizacion. 3°)
Calcular la deuda extinguida tras la 72 anualidad.

12
Solucién: 1°) 10000(1 +r)? = 1200%. De donde: r = 6,11%.

0,0611 - 1,0611° 1,06117 -1
2°) 10000 106117 _ 1 = 792,28 euros. 3°) 10000m = 4960, 36 euros.

G 82- Se pignoran 325.000 euros nominales de un valor que se cotiza al 74%, recibiéndose un
préstamo del 80%, con interés vencido por 60 dias al 5%. El corretaje es del 1,5 por 1.000 sobre el
principal del préstamo. Hallar el importe neto del préstamo.

Solucidn: Importe del principal del préstamo: 325000 - 0,74 - 0,8 = 192.400 euros. Importe neto:
192400 - 192400292280 _ 1924002~ = 190.530,03 euros.

G 83- Un inversor ha entregado 300.000 euros en un banco que da el 5%, para recibir una anualidad
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de 49.585,28 euros durante 10 afios. ¢Cuanto tiempo se ha de diferir el cobro de la primera
anualidad?

1,05% -1

, N = 5 afios.
300000 - 0,05 - 1,051°

Solucion: 1,05" = 49585,28

G84- Sean a y B las raices de x> —2x+ A1 =0. Sean y y & los valores que toma el trinomio
y = X2+ Ax + A%, cuando x toma los valores a 'y . Calcular en funciéon de 2 el valor de la

., y 14 o)

exre5|onE——+—+2 —+— +4<—+—>

P & ( I ) B
Solucién: Operando se tiene: a=1+J1, B=1-J1, y=22+AJ1-2 +2+2J1-1,
S=A1-AJ1-1+2-21-A. Operandcz) y sustituyendo estos valores en E, se tiene:
_l[(l+1)2+3}+i 11) 43122116+ 14
al|\a B B 1

G 85- Tres ciclistas han partido en el mismo momento y desde el mismo punto, para recorrer una
distancia de 910km. El 1° ha recorrido 70 km diarios. EI 2° ha hecho 10km el primer dia, pero ha
aumentado cada dia su trayecto en un numero igual de km. El 3° ha disminuido su marcha en 5km
cada dia. Sabiendo que han llegado todos el mismo dia, se pide: 1°) ¢Cuantos dias han tardado? 2°)
¢Cuantos km han hecho el Gltimo dia, el 2° y el 3° ciclista?

Solucién: 1°) % = 13 dias. 2°) El 2° ciclista aumenta akm cada dia, con lo que se plantea la

ecuacion: 10+ (10+a) +...+(10 + 12a) = 130 + 78a = 910, a =10, 10+ 12a = 130km el
ultimo dia. EI 3° ciclista ha realizado bkm el primer dia, luego se tiene que:
b+(Mm-5)+..+(b-5-12) =910,b = 100, b -5 - 12 = 40km el Gltimo dia.

G 86- Un sefior dispuso en su testamento que se entregaran a tres sobrinos la cantidad de 19.695 euros
para que se repartieran proporcionalmente a las edades que cada uno de ellos tuvieran a su muerte.
Uno de ellos tenia 36 afios y le correspondieron 7.020 euros, pero renuncié a ellos, por lo que el
reparto se hizo entre los otros dos, recibiendo uno de ellos 2.700 euros mas de lo que le hubiese
correspondido. Se pide: 1°) Edad de los sobrinos a la muerte del testador. 2°) Cantidades que
correspondieron a estos otros dos sobrinos.

Solucion: Sean x e y las edades pedidas. Se tiene: %ﬁ(ﬁf = 7020. Luego: x+Yy = 65;

19695x _ _19695X | 5700, De donde: x = 25 afios, y = 40 afios. El de 25 afios recibi6 7.575
X+y 36+X+Yy

euros y el de 40 afios recibio 12. 120 euros.

G 87- El cm® de oro pesa 19,3g y el de plata 10,5g. Se quieren fundir 250g de oro con un
determinado peso de plata de forma que la aleacion resultante pese 13,6g/cm3. Se pide el peso de
la plata utilizada, primero en el caso de que no haya alteraciones, y segundo suponiendo que existe
una contraccién en la aleacion final del 0,02%.

Solucion: 1°) Se tiene que: % = 13,6. De donde: x = 250,089 de plata. 2°)
19,3 " 10,5
550 250 +X = 13,6; x = 250,42 de plata.
(19,3 + 5 )o 9998

G 88- Sabiendo que la diferencia entre el descuento comercial y el matematico es de 0,08 euros en una
letra a 90 dias, al tipo de interés del 2,5%, hallar el valor nominal de la letra.

N-2,5-90 N-25-9 __ _ 08;N = 2.060,80 euros.

Solucion: =55"360 ~ 100+ 360 + 2,5-90

G 89- Hallar las dos dimensiones de un rectangulo sabiendo que se expresan en dm por numeros
enteros, y en metros por nimeros decimales. El perimetro se expresa en metros y la superficie en
m? por el mismo ndmero decimal.

Solucion: Sean a y b las dimensiones en dm. Por tanto: 2a+2b _ _ab_ Luego se tiene que:

10 100
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ab = 20(a+h) ~20. Pero como ni a ni b pueden terminar en cero, uno de ellos terminaraen 5y el
otro en 4. Y como ademas han de ser > 20, se prueban los valores 25, 35, 45,.siendo la solucién
45dmy 36dm.

G 90- Dada la ecuacion 3x* + 24x3 + 72x? + 85x + 31 = 0, suprimir si es posible el 2° y el 3° término
disminuyendo convenientemente las raices.

Solucién: Sustituyendo x por x+a en la ecuacion dada, se tiene: 3(x+a)*+
+24(x +a)® + 72(x + @)% + 85(x + @) + 31 = 3x* + (12a + 24)x® + (18a% + 72a + 72)x? +...= 0.
Luego: 12a+ 24 = 0y 18a? + 72a + 72 = 0. Estas ecuaciones tienen comun la raiz a = —2. Luego
es posible anular los términos indicados restando 2 a las raices, con lo que la ecuacién queda:
3x*-11x+5=0.

G 91- Hallar la renta vitalicia diferida 5 afios, calculada al 3,7%, que puede adquirir por 85.000 euros
una persona cuya vida probable es de 14 afios.

1,0371° -1

=0.037 de donde se

Solucion: 85.000.1,037% =a-1,037°+a-1,0378+...4a = a
obtiene: a = 11.938, 64 euros.

G 92- Una herencia de 45.000 euros ha de repartirse entre tres hermanos de 15, 11 y 8 afios, de forma
que cuando cada uno cumpla 18 afios, tengan los tres igual suma a su disposicion, Hallar la suma
entregada a cada uno, aplicando un interés del 5% anual compuesto.

Solucidn: Sean x, Y, z las cantidades que reciben hoy cada uno de ellos, respectivamente. Se tiene:
1,053%x = 1,057y = 1,05z, x +y +z = 45000 = 1,057z + 1,05%z + z. De donde: z = 12.623,70,
x =17.762,80,y = 14.613,50 euros.

G 93- Un emprestito formado por obligaciones de 500 euros de valor nominal, con interés del 5%, se
amortiza en 10 afios mediante anualidades en progresion geométrica de razén 1,1, siendo la
primera de 1.000.000 euros. Determinar el nimero de titulos a poner en circulacion.

Solucioén: N - 500 - 1,05 = 1000000(1,05° +1,1 1,058 +1,12.1,05" +...+1,1°%) =
1,10 e —1,08°
= 1000000 - 1 ’1 ;N = 23.693 titulos.
1,05 1
G 94- Resolver la ecuacion x? + ax + b = 0, siendo loga = 1,6537012y logb = 1,8759135.
Solucion:
_ (a2 _
X = ai+4b - —2.(1 7 cos0), sin?0 = g—*g, 6 = 22°38'2"8, x; = -2 sinzg — _1,734872

G 95- Siendo a, B, y las raices de x® + px +q = 0, hallar la ecuacién que tiene por raices a + By,
B+ya,v+ap.
Solucion: Representando por S las sumas correspondientes a las incognitas de la ecuacion dada, y
por >_ las de la ecuacion pedida, se tiene:
di=a+B+y+aB+ay+By=S1+S11=0+p=p.
211 = (aB+ay+ By) + (aPy + a?B+ Py + PPa+y’B+y’a) +afy(a+ B+y) =
= 81,1 + 52'1 + 81,1,131 =p+ (stl - 333) +0= p+ (Sz 0+ 3q) =p+ 3q
2 = aBy + @By +a’ B+ a’y? + PPy’ +aPy(a’ + fP+y?) =
=0 +Q2+ 5(S5 S0 —0S2 = —q+ 4% +pZ+2pq = (P+ D) 0.
Luego la ecuacion pedida es: x3 —px? + (p+3q)x— (p+q)2+q = 0.

] 3 x—1 _ (Mm+2)(m-1)
G 96- Dado el sistema (m—2)x—(m-1)y =3, 5= = m-2)m+1)’

limites de m para que las incognitas sean: 1°) las dos positivas, 2°) las dos negativas, y 3° una
positiva y la otra negativa.

resolverlo y hallar los
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1+433 -1-,33

4m - ——7——)(m - ——5—)
o ; ; Sy - 4m?+2m-8 _ 4 4
Solucion: Resolviendo el sistema: x = Mm-2)m+1) m-2)(m+1) ’
1+ J177 1-J177
_amemeoqn AT g (M- g ) El signo de x corresponde al del
y= (m+1(m-1) (m+1)(m-1) ' 9 ” P

producto: (m —

= +4\/§ )(m — = _4‘/¥ Y(M—-2)(m+1). Y el de y, al del producto:

(m-— LT “177)(m +1)(m—-1). Por tanto: 1°) Son positivas las dos raices en los intervalos:

m < _1_T “33, —1l<m<+1l, m>2. 2° Son negativas las dos raices en los intervalos:
1_T J177 < -1, _1+— 33 < “T 177 39) Una raiz positiva y la otra negativa en
los intervalos: —2= Y33 _ m < T “177, 1<me< =2 +4“ 33 , 1+ 8“ 77 cm<2
En el cuadro siguiente se resume lo anterior:
-1-/33 1-J177 1433 14177
m 7 g -1 +1 7 3 +2 | >2
X + 0 - - - o |+ |+ | + 0 - - - | o | +
y + + + 0 - | o | + | | - - - 0 + | + +
Caso | 1° 3° 20 1° 3° 20 3° 1°

G 97- Se imponen 10.000 euros al 3,9%. Hallar la cantidad que ha de retirarse al final de cada afio
para que después de 5 afios queden 5.000 euros.

Solucién: 10000 - 1,039 = a -1,0394 +a -1,039% +...+a + 5000, a = 1.314,98 euros.

G 98- Una empresa constructora sita en los muelles de una estacion de ferrocarril para ser
transportados, cemento y ladrillo con un peso conjunto de 270 t. Las dificultades del transporte
obligan al ferrocarril a que s6lo puede aceptar el transporte de un R% del peso del cemento y de un
R'% del peso de ladrillo, lo que supone un peso total de 86 t. La constructora, a la vista de esta
situacion, solicita al ferrocarril que se le autorice a transportar el R'% del cemento y un R% de
ladrillo, lo que equivale a transportar 88 t de cemento y 15 t de ladrillo, a lo que accede el
ferrocarril. Se desea conocer el peso de cada material que situd la constructora en los muelles y los
porcentajesRy R'.

Solucion: Sean X e y los pesos de ladrillo y cemento situados en los muelles. Se tiene:

_ R, _ R y_
X+y = 270, 100y+ 00X = 86, 100y 88, 100X = 15. Resolviendo el sistema, se obtienen

dos soluciones: X y R R'
50 220 30 40

115,71 | 154,28 | 12,962 | 57,037

G 99- Dos aleaciones de plata y cobre tienen la misma ley. Se funde cada una con una cantidad de
cobre igual a la que contiene la otra, obteniéndose dos nuevas aleaciones cuyos pesos estan en la
relacién 1/2 y sus leyes en la relacién 2/3. ;Cual es la ley comln de las dos primeras aleaciones?

Solucion: Sean: x la ley buscada, y el peso de la 12 aleacion, z el de la 22 aleacion. Se tiene el
siguiente cuadro:

Aleaciones iniciales Aleaciones finales
1% aleacion | 22 aleacion | 12 aleacion 2% aleacion
Peso total y z y+2Z—Xz Z+Y—Xxy
Peso plata Xy Xz Xy Xz
Peso cobre | y—Xxy Z—XZ |Y+Z—XZ—Xy|Z+Y—Xy—XZ
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Luego: % = % y+)z(y_ 7+ Z+§,(Z_ Xy = % Multiplicando las dos relaciones se
tiene: z = 3y, loque da: x = 0, 8.

G 100- Siendo t entero y par, se depositan 2t anualidades de valor 3t cada una de ellas, al objeto de
recibir durante 4t afios siguientes una anualidad 5t. El rédito es proximo a 6t por cada 100t euros.

Calcularlo teniendo en cuenta la correccion propia del problema con un error relativo & < %

Solucion: Se tiene: 3t(1+ )81 + 3t(1 +r)®2 +...+3t(1 + r)* = 5t(1 + r)**! +...+5t. Luego:
3A+nN*[A+r)*-1]=5[1+r)*“-1]. Dividiendo por: [(1+r)*-1], se obtiene:

31+r*-51+r)2-5=0.Luego: (1+1)* = S+ ‘/_ . Sustituyendo r por 0,06, se obtiene 8

como valor aproximado de t. Hay que calcular el rédito con &< —L. Luego:

56
1+r= 5 * ‘/_ ,r = 0,05541. El rédito por cada 100t euros es 44, 33 euros.

G 101- Laecuacion 9x* — 27x3 + 47x2 — 42x + 18 = 0 tiene cuatro raices imaginarias: a+ biy a’' £ b'i.
Sabiendo que a® + b? = 1y a'? + b'? = 2, calcularlas.

Solucion:  (x—a-hi)(x—a+bhi) =x>-2ax+1, (x-a -b'i)(x—a +b'i)=x>-2a'x+2,
(X2 —2ax+1)(x? —2a'x+2) =x*-2(a+a)x®+ (3+4aa")x>* -2(2a+a')x+2 =0,

_ —2(a+a’)  3+4aa’ _ 2(Ra+a’) 5 ., _2 L +J11
1= —3 =79 = 1473 . De donde: a = 5 a' = 3.Portanto.b— 6

b' = i‘/sﬁ.Lasral’cesson'iJr J11; 2 + J14

"6 6 37 3
G 102- Una persona ahorra 1.250 euros al afio durante 10 afios, invirtiéndolos en valores que rentan
4,5% al afio. También invierte los intereses recibidos en la misma clase de valores. De este modo
actua durante 10 afios, a partir de los cuales so6lo invierte los intereses recibidos y siempre en la

misma clase de valores. La persona fallece al cumplirse los 16 afios desde la Gltima inversion de
1.250 euros. ¢Cudl es el capital formado a su fallecimiento?

1,045 -1

Solucién: 1250 0,045

1,045 = 31.064, 13 euros.

G 103- Hallar la cantidad que debe afadirse a un capital C para que, colocado a interés simple al r%
anual, sumen los intereses durante t afios lo mismo que habria aumentado el mismo capital C si se

hubiera colocado a interés compuesto al mismo r% y durante el mismo tiempo. Apliquese para
C = 5.000 euros, r = 3, t = 15 afios.

t
100| (1+ =) -1 |-rt
. . C+xrt ¢ _ [( 100 }
Solucién: Se plantea: 100 - Cl+ WO) -C, x=C T .
15 _ _ .
Aplicaci6n: x = 5000220003 =D =815 _ 3 199 64 euros.

ST e
(4250 W2 @ )i log(x - 3) - 2 |In120 | 2
G 104- Resolver la ecuacion g~ 8= )] n antllog< n

5 1
Solucién: (§250 W22 ) = 5.218.228 — 10, I|nn—120 — log2, antilog(~log2) = 10792,
10'92Jog(x — 3) — 2log2 0-log2 2log(x—3) —logd 1

log[x2 — 6(x — 1)] " log[x*-6(x-1)] 2'
2log(x—3) = % log(x? — 6x +6) + log4, (x—3)? = 4/x?>-6x+6. Haciendo: y = (x—3)?, se

tiene: y2 = 16(y — 3). De donde: y? — 16y + 48 = 0. Por tanto: y = 4, y = 12. Luego hay cuatro
raicesde x: 1, 5, 3+ 2,3.

Luego operando se obtiene que:

G 105- Determinar las condiciones para que un ndmero simétrico (capicta) de cinco cifras tenga su
raiz cuadrada también simétrica. Aplicando dichas condiciones, hallar todos los nameros que las
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satisfagan.

Solucion: La raiz cuadrada estd comprendida entre 100 y 316 (el cuadrado de 317 tiene 6 cifras).
Por tanto, adopta tres formas: 100+ 10x +1, 200+ 10y +2, 300+ 10z+3. En el 1° caso:
(100 + 10x + 1)? = 10000 + 2000x + 100x? + 200 + 20x + 1, obteniéndose las dos siguientes
condiciones: 2x <10, Xx?+2<10, wpor lo que x<2 En el 2° caso:
(200 + 10y + 2)2 = 40000 + 4000y + 100y + 800 + 40y + 4, siendo en este caso las condiciones:
4y <10, y>+8<10, por lo que y<1. En e 3 caso se tiene que:
(300 + 10z + 3)% = 90000 + 6000z + 1800 + 100z2 + 60z + 9, de donde se obtiene: 6z + 1 = 6z.
Luego no hay solucion en este caso. Los numeros pedidos son: 10.201, 12.321, 14.641, 40.804,
44,944,

G 106- El valor de un diamante es proporcional al cubo de su peso (si se parte el diamante en dos
trozos, la suma de los valores de los dos trozos es inferior al valor de la piedra original). Demostrar
que la pérdida de valor es maxima cuando los dos trozos tienen el mismo peso. En este caso, hallar
el valor que se pierde.

Solucién: Sea el peso original Py su valor kP2, El peso de uno de los dos trozos es x, por tanto el
valor de los dos trozos es: kx® + k(P —x)® = kP(P?2 — 3Px + 3x?), y la pérdida de valor es:
3kPx(P X), cuyo valor maximo corresponde a: x = P — x, es decir, X = P El valor perdido es:

5
3kP 2 3 kP3, es decir, los 3/4 del valor inicial.

G 107- Un comerciante presta a otro 20.000 euros, que se cancelan del siguiente modo: el deudor paga
durante 4 afios la anualidad necesaria al 5% para reducir la deuda a la mitad; al finalizar el 4° afio
convienen en que la deuda restante se liquide mediante la entrega de una cantidad de aceite tal que
vendida a 2,50 euros el litro (incluido un sobreprecio de 0,50 euros), el importe de la venta
equivalga a la cantidad adeudada incrementada en los intereses al 6% correspondientes a un afio.
Para ello, el deudor dispone de diversas partidas de aceite a 1,80, 1,90, 2,30, 2,60 y 3 euros/litro.
1°) Hallar el valor de la anualidad de los cuatro primeros afios, 2°) Hallar las cantidades de cada
partida de aceite que el deudor debe entregar.

Solucién: 1°) 20000 - 1,05* — 10000 = a%, a=3.320,12 euros. 2° Siendo L el
namero de litros, 2,50L = 10000 - 1,06, L = 4.240. Se pueden hacer infinidad de mezclas: siendo
X, Y, Z, t, u, las cantidades de cada partida, se debe cumplir que: X +y +z+t+u = 4240, y que:
1,8x+1,9y+2,3z+2,6t+3u = 4240 -2 = 8480, siendo positivas las cinco incdgnitas.
Eliminando u, se tiene: 12x + 11y + 7z + 4t = 42400. Una solucién es: 3.000, 500, 100, 50 y 590
litros de cada partida, respectivamente. Otra seria, por ejemplo: 3.180 litros de la primera partida,
y 1.060 litros de la cuarta.

G 108- Demostrar  que J1+J1+m =1+ - 11 . Solucion:  Siendo:
L+
J1+Jl+ 1+J1_ . se tiene: =J1+x, luego: x2-x-1=0. Siendo:
y=1+ - 1 , Se tiene: y—1+7,luegoy —y—1=0. Portanto: x =y.
L+

G 109- Calcular en euros el valor atribuible hoy a una maquina comprada nueva hace siete afios por
2650 £, sabiendo que una maquina idéntica acaba de ser vendida por 1944 FS después de 20 afios
de uso y admitiendo que al fin de cada afio el valor intrinseco de la maquina es un % fijo de su
valor en el afio anterior. Cotizacion de la £ hace siete afios: 1£ = 1,25 euros. Cotizacion actual del
FS: 1FS = 0,65 euros. Se admitird que el valor adquisitivo en mercancias del euro actual es
aproximadamente 0,94 del que tenia hace siete afios. Se supone que no existe obsolescencia
técnica.

Solucion: 1944FS = 1263,6 euros, 2650£ = 3312,5 euros de "hace 7 afios" = 3523,94 euros
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"actuales". Luego: 3523,94 - r?® = 1263,6 (siendo r el valor intrinseco de un afio con relacién al
del afio anterior), r = 0,95. Luego el valor pedido es: 3523,94 - 0,957 = 2.460,9 euros.

G 110- Una persona compra en fechas sucesivas 2, 8, 14, 20,...,62 titulos de 500 euros nominales cada
titulo, a cotizaciones 70%, 70%-1,02, 70%-1,022,..., 70%-1,021°, respectivamente. Hallar el
nominal adquirido, el importe de la compra y el cambio medio resultante.

Solucion: Nominal adquirido: 500(2 + 8 +...+62) = 176.000 euros. Valor de la compra:
500(2-.0,7+8-0,7-1,02+14-0,7 -1,02% +...+62 - 0,7 - 1,020) =
=500-2-0,71+4.1,02+7-1,022+...+31 - 1.021%) = 700 - S.

Siendo: S = (1 +1,02 + 1,022 +...+1,021%) +3.1,02(1 +2 - 1,02 +...+10 - 1,02°) =

1,021 -1 (11x2¥ - 1) (x—1) = x?* +x _
=002 3,06 - x-1)2 . Luego el valor de la compra es:
1,021 -1 (111,02 -1) (1,02 -1)-1,021 +1,02 | _
700[ 0.02 306 (L02-1)? = 141.346  euros.  El
cambio medio es: £31.346 _ g0 3195,

176.000

G 111- Hace afios el volumen de madera de un monte era de 1000m?* que valian 50.000 euros. Afios
despues se volvid a cubicar y valorar dicha madera, resultando que durante n afios el volumen
habia aumentado a razon de un 2% cada afio con relacion al afio anterior y que su precio unitario lo
habia hecho en un 3% cada afio en relacion al afio anterior. Suponiendo que en la fecha de la
segunda medicion el valor fuera 134.189,32 euros, se pide: 1°) El valor de n. 2°) El valor del
interés compuesto anual al que habria que colocar los 50.000 euros para que durante los n afios se
hubieran convertido en los 134.189,32 euros.

Solucion: Volumen de madera al cabo de los n afios: 1000 - 1,02". Precio unitario al cabo de n
afios: 50 .1,03". Valor total IaI Cg?boggd% 2n ?ﬁOS:OOSOOOOOO «1,02" . 1,03" = 50000 - 1,0506" =
_ . 10g134189,32 — log5
= 134.189,32. De donde: n = log I, 0506
Por tanto: 50.000(1 + r)?° = 134.189,32; log(1 + r) = 0,13418932, r = 5,0613%.

= 20 afios.

G 112- Un préstamo de 10.000 euros al 5% se amortiza en 5 afios con anualidades variables en
progresion aritmética cuyo primer término y su razén son iguales. Hallar la 12 anualidad y construir
el cuadro de amortizacion.

Soluciéon: Si la 12 anualidad es a, las restantes anualidades son: 2a, 3a, 4a, 5a. Se tiene:

. 10000 - 1,055 . 0,052
a(1,05* +2.1,05% +...+5) = 10000 - 1,055. De donde: a = 1055-6.0.05_ 1 = 795, 77.

Afos | Anualidad | Intereses | Amortizacién | Capital amortizado | A amortizar
1 795,77 | 500,00 295,77 295,77 9.704,23
2| 1.591,54 | 485,21 1.106, 33 1.402,10 | 8.597,90
3| 2.387,31| 429,90 1.957,41 3.359,51 | 6.640,49
4| 3.183,08| 332,02 2.851,06 6.210,57 | 3.789,43
5| 3.978,85| 189,42 3.789,43 10.000, 00 0

G 113- Determinar el area de una finca sabiendo que se ha comprado con un préstamo a amortizar en
25 afios al 4% con una anualidad de 86.767,54 euros, y que el precio actual de la Ha se obtiene de
la ecuacion resultante de igualar a 1821,824 el resto de la division de f(x) por
(x—-1)(x+2)(x—3), siendo f(x) un polinomio entero en x, y que los restos de dividirlo por
(x—=1), (x+2) y (x—3) son, respectivamente, —1/2, 4y 6, 5.

25
Solucién: Sea V el valor de la finca: V - 1,042 = 86767,54%, V = 1355489, 45. Sea el

resto: ax? +bx+c. Se tiene: a+b+c=-0,5 4a—-2b+c=4, 9a+3b+c = 6,5 De donde:

a=1 b= —%, ¢ = —1. Luego: x% — %x— 1 = 1821,824, x = 42,9453. El area de la finca es:
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1355489, 45

42,9453 31.563,16 Ha.

G 114- Dada la ecuaciéon (m? + 6m + 5)x? + (m? + 6m + 5)x + m? = 0, hallar los valores limites entre
los que debe estar comprendido m para que el nimero —2 quede a su vez comprendido entre las
raices de la ecuacion.

_ ___4m*
2 1+ )1 m2 +6m+5
[ . 2 m — _ —
SqucuZJn. Se plantea: X%+ x+ T 6maS 0, x 5 2,
4m — 2 — - 24 ‘/z 2 —
—m2+6m+5+8 0, 12m*+48m+40=0, m 2+ 3 mé+6m+5=(m+21)(m+5).
Por tanto los signos que toma el polinomio dado son:
Valor de m <55 |-2- E 2+ [2 1 s
Signo de m? + 6m + 5 +| 0| - - - - -
Signo del polinomio + +| + - + +

Por lo que los limites pedidos son: -5 < m < -2 — % , —2+ ‘/% <m< -1

G 115- Una persona entra en una iglesia con una cantidad de dinero compuesta sélo por monedas de
0,20 euros. Da a los pobres una cierta cantidad representada por tantas monedas de 0,01 euros
como piezas de 0,20 euros tenia, y observa que seguidamente se ha realizado el milagro de
convertirse las monedas de 0,20 euros que le quedaban en monedas de 2 euros. Por ello, vuelve a
dar a los pobres 15 monedas de 2 euros y regresa a casa con el doble de dinero del que llevaba
cuando entré en la iglesia. Hallar el dinero que tenia inicialmente.

Solucion: Inicialmente tenia x monedas de 0,20 euros. Da a los pobres: 0,01x. Luego:

(0,20x—0,01x)% ~15.2=2.0,2x, X = % — 20 monedas de 0,20 euros. Por tanto,

inicialmente tenia 4 euros.

G 116- Una entidad emite un empreéstito a 15 afios al 6% anual, a amortizar al final del periodo,
pagando los intereses al final de cada afio. Para ello, dedica en sus presupuestos 100.000 euros
anuales, imponiendo en un banco al 5% anual, el exceso entre esta cantidad y los intereses anuales
pagados. A cuanto asciende el empréstito.

Solucion: Sea E el importe del empréstito. Los intereses anuales son: 0,06 E. El exceso anual:
100000 - 0,06E. Luego: E = (100000-0,06 E)(1,05* +...+1). Operando, se tiene:
E = 940.359, 68 euros.

G 117- Se encarga a un proveedor la instalacion de un taller. Para ello, importa un equipo por valor de
235.000 £, siendo el coste de su transporte 14.000 euros. Al resto de la inversion corresponde el
30% de la inversion total. EI pago se hara en 10 anualidades, siendo la primera al afio de terminar
la instalacién, con un interés del 4%. Calcular el importe de la anualidad. Se utilizara el siguiente
cambio: 1 euro = 0,69 £.

Solucién: Inversién total: C = 235000 - —L— + 14000 + 0,3C, C =506.542,44 euros.

0,69
. 10
a(1,04° +...+1) = 506542,44 - 1,04°, La anualidad es: a= 506511263f0 1’104 :

= 62.452,10 euros.

.0,04 =

G 118- Un inversor adquiere 100 acciones de una empresa, de 50 euros nominales cada una, al 390 %.
Al cabo de seis meses, la comparfiia amplia capital a razén de una accién nueva por cada dos
antiguas emitidas a la par (al 100 %), cobrando el banco gestor un corretaje del 1,5 por mil sobre el
efectivo de la inversion. Seis meses después, la compafiia da un dividendo del 6% para las acciones
antiguas y del 3% para las nuevas. Cobrado el dividendo, el inversor vende todas las acciones a la
cotizacion de 370 %. Hallar el % de beneficio que obtuvo el inversor sobre la inversion inicial,
sabiendo que el banco que le prestd el dinero para la ampliacion cobra el 5% anual por intereses.
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Solucion: Inversion inicial: C = 100 .50 3,9 = 19.500 euros. Dividendos que recibe:
100 -50-0,06 +50 - 50 - 0,03 = 375 euros. Préstamo del banco: 50 .50 .1,0015 = 2.503,75
euros. Intereses del préstamo: 2503,75-.0,02 = 50,08 euros. Importe de la venta:
150.50.3,7 = 27.750 euros. Por tanto, el calculo del beneficio obtenido es:
27750 — 19500 — 2503, 75 + 375 - 50,08 = 6.071,17 euros. Luego el % del beneficio sobre la

. R . 6071,17 _ 0

inversion inicial es: 19500 — 31,1342%.

G 119- Dados dos lingotes de leyes t y t', si se toma un peso x del 1°, y un peso y del 2°, se forma una
aleacion de ley doble que la que se obtendria tomando un peso y del 1° y un peso x del 2°. Hallar x
e y conociendo t, t' y que xty = p.

Solucion: X;?;,t =2 X;[( :3“ x(t-2t") =y@t-t). Como y = xit sustituyendo se tiene:
p 2t-t p t-2t
X= [+ - Y= [+ - :
U tar '’ Ut 2t-t

G 120- Se toma a préstamo por 20 afios a interés compuesto del 4% anual una cierta suma y se
conviene en amortizarla mediante la entrega de la correspondiente anualidad constante. Satisfechas
las nueve primeras anualidades, ¢qué porcentaje de la deuda inicial esta pendiente de pago?

1,042 .0,04

1,040 -1 '
= 0,6704C. La deuda pendiente es el 67,04% de la inicial.

Solucién: Siendo C la deuda inicial y a la anualidad, se tiene: a=C

1,04 — 1,04

. 10 _
Cc-.1,04 a 0.04

G 121- Una compafiia minera tiene dos instalaciones para el tratamiento de su mineral. Siendo x e y el
namero de horas que funcionan sin interrupcion dichas instalaciones, se cumple 7x — 3y = 297. 1°)
Hallar estos valores sabiendo que son enteros y que x < 54. 2°) Hallarlos, suponiendo que ademas
de la ecuacion anterior se cumple esta otra: 2x + 5y = 120, resolviendo el sistema por el método de
los coeficientes indeterminados y seguidamente por la regla de Cramer. 3°) Con independencia de
lo anterior, hallar dichos valores con los siguientes datos: a) las instalaciones funcionan
simultaneamente durante 18 horas alimentadas por el contenido integro de un Gnico depdsito de
agua; b) si el contenido integro de este depdsito se consume en la 12 instalacion, y vuelto a llenar
se consume integro en la 22 instalacion, los nimeros de horas que han trabajado las instalaciones
siguen relacionadas por la ecuacion mencionada inicialmente.

Solucion: 1°) Introduciendo el parametro t, se tiene: x = 3t, y = 7t—99, con 15 <t <18,

-, - . i X |45 48|51 |54
obteniéndose el siguiente conjunto de  soluciones: 2°a)

y| 613 20 27

7x—3y =297, 14x-6y = 594, 2x+5y =120, 14x+ 35y = 840. Luego: 41y = 246, y = 6.
Similarmente se obtiene: 35x — 15y = 1485, 6x + 15y = 360. Luego: 41x = 1845, x = 45. 2%)

297 -3 7 297
120 5 2 120
Por Cramer: x = =45 y= =6. 3% 7x-3y = 297, % + % = 1_18
7 -3 7 -3
2 5 2 5

De donde: y2 + 39y — 1782 = 0, y = 27, X = 54.

G 122- Hallar la eliminante y resolver el siguiente sistema:

X + Yy + z a+b+c

ax + by + cz = a?+b?+c?
bx + cy + az = a?+b?+¢c?
+

cX + ay bz = 4ab
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Solucion: Para que el sistema sea compatible, ha de producirse que:
111 a+b+c
a b c a?2+b?+c?
b c a a?+b?+c?
cahb 4ab

a-b b-c a?+b?%+c? a-b b-c ¢
Operando:A=| b—-c c—a a?+b?2+c?2 | —(@+b+c)| b-c c—a a | =0.
c—-a a->b 4ab c—a a-b b

Luego: a2 + b? + ¢? + 2ab—2ac —2bc = (a+b —c)? = 0. Laeliminantees:a+b—c = 0.
Resolviendo el sistema, se obtiene: x = 0, y = 2b, z = 2a.

G 123- Establecer el cuadro de amortizacion de una deuda de 400.000 euros en 3 afios al 5%.

Solucién: a = 4000000’1(,’5(5)5'—31’_05’3 — 146.883, 42 euros.
Afios | Anualidad | Intereses | Amortizacion | Capital amortizado | A amortizar
1|146.883,42 | 20.000,00 | 126.883,42 126.883,42 | 273.116,58
2| 146.883,42 | 13.655,83 | 133.227,59 260.111,01 | 139.888,99
3|146.883,42 | 6.994,43 | 139.888,99 400.000, 00 0

G 124- La construccion de un ferrocarril de 312km ha costado 84.000.000 euros. Los 6/10 de la
inversion se ha financiado con acciones de 1000 euros de nominal cada una, y el resto con la
emision de un empréstito por obligaciones emitidas a la par de 500 euros nominales cada titulo. En
un determinado afio la compafiia pagd por intereses 28 euros por titulo y dedic6 80.640 euros para
la amortizacion del principal del empréstito. Hallar la cantidad que ingresé por km ese afio,
sabiendo ademés que la compafiia repartio un dividendo a sus accionistas por importe del 6% del
nominal de las acciones. Los gastos de explotacion ascendieron al 40% de los ingresos. Nota: La
compafiia no retiene beneficios.

Solucion: Valor de las acciones emitidas: C = 0,6 - 84.000.000 = 50.400.000 euros. Importe
del empréstito: E = 0,4 - 84.000.000 = 33.600.000 euros. Intereses pagados a los obligacionistas

dicho afio: 28 - % = 1.881.600 euros. Total del dividendo pagado: 6% - C = 3.024.000 euros.

Total de los pagos por financiacion: 1.881.600 + 3.024.000 + 80.640 = 4.986.240 euros.

Ingresos de explotacion: % = 8.310.400. Ingreso por km: 83%}% = 26.635,90

euros.

G 125- Los pesos de dos lingotes de acero estan en la relacion 3 a 4,25. Contienen respectivamente
0,76% y 0,50% de carbono. Se toman 93 kg del primero y se afiaden al segundo, con lo que los dos
lingotes tienen la misma cantidad de carbono. Hallar el peso inicial de cada lingote.

Solucion: Sean x e y los pesos pedidos. Se tiene: § = % Ademas se tiene:
0,005y + 0,0076 - 93 = 0,0076(x — 93). Resolviendo el sistema se ot;tienen los pesos pedidos:
2.736kg y 3.876kg respectivamente.

ain —X A ais
G 126- Dada la ecuacion ay  ap—X a = 0, hallar la ecuacién que tenga por raices
as1 dzz  Azxz —X
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b —x b bis
los cuadrados de las raices de ladaday que tenga laforma | b, bxp—x by =0.
b3 bsz  bss —X

Solucion: Representando por S,(aj) las distintas sumas de los coeficientes de la ecuacion dada,
ésta queda como sigue: —x3+ Si(aii)x? —Su(aj)x + S1uz(aj) = 0. La ecuacion pedida es:
x® + [S%(aii) — 2S11(ai)) X2 + [S%(ai)) — 2S1(@iyS111(aij)]x + S3.(a) = 0, que proviene de un
determinante cuadrado del de los coeficientes dados, es decir:

a%; +apaxn +ads — X  ap(dn +ax»)+apsdsx  a(au +ass) + ands
ax1(a11 +az) + azas a%z +apdz +axsasx — X ax(adxn +as)+anans = 0.
as1(@11 +ass) +Andzx  axn(ax +ass) +asd  aj; + apds + azxap — X

Nota: Otra forma de llegar a la solucion consiste en multiplicar la ecuacion dada por su
transformada en —x, y seguidamente sustituir x? por x.

G 127- Se ponen en movimiento dos trenes sobre dos vias paralelas y en la misma direccién. EI 1°
recorre akm en la 12 hora, a + x en la 22, a + 2x en la 32, etc. El 2° tren parte b horas mas tarde y
recorre ckm por hora. ;Al cabo de cuantas horas se encontraran los dos trenes? Aplicar la solucion
alcaso:a=1,x=2b=26,c=32

Solucion: Se encontrardn al cabo de t horas. El 1° habr& recorrido hasta ese momento:
a+@+x)+@+2x) +...+[a+(t-1)x] = wt. El 2° habra recorrido: (t-— b)c.
Igualando 'y  operando, se obtiene:  xt?+(2a—x-2c)t+2bc=0. Por tanto:

_ 2c+x-2a+t J4c? + x2 + 4a? + 4cx — 8ac — 4ax — 8bex

t o . Aplicando la solucién al caso dado,
se obtiene: t = 16 + 8, luego se encontrardn a las 8h y a las 24h de haber salido el 1°.

G 128- Un contratista se compromete a realizar una obra en un cierto plazo, con la condicion de
indemnizar al cliente con 500 euros por cada dia que se retrase. Comienza la obra con 30 obreros.
Al terminar el 5° dia decide tomar 6 mas para terminar en plazo, lo que le representara una pérdida
de 17.400 euros. Al terminar el 6° dia observa que los nuevos trabajan un 20% menos que los
primeros, por lo que la pérdida aumentara en 4.600 euros. Hallar 1°) los dias que duré la obra, 2°)
los dias que debiera haber durado, y 3°) el jornal.

Solucion: Sea x el nimero de dias previstos inicialmente; y, el nimero de dias que dur6 la obra;
z, el jornal de los obreros. El coste previsto inicialmente es: 30xz. El coste estimado al acabar el 5°
dia es: [30x+6(x—5)]z = 30xz + 17400. El coste real es: [30y+6(y—5)]z+ (y—x)500 =
= 30xz + 17400 + 4600. El rendimiento de los trabajadores es: 30x+6(x—5) =
= 30y + 6(y — 5) - 0,8. Resolviendo el sistema formado por estas tres ecuaciones, se tiene: y = 65
dias que durd la obra; x = 63 dias que debi6 durar; z = 50 euros el jornal.

G 129- Dos lingotes A y B se componen de plata y cobre. Afiadiendo 100g de cobre a A'y 2009 de
cobre a B, los dos lingotes pesan igual. Afiadiendo 2009 de cobre a A 'y 1009 de cobre a B, los dos
tienen la misma ley. Fundiendo la mitad de A con 1/3 de B, se obtiene una aleacion de ley de plata
de 0,875, cuyo peso es 800g. Hallar los pesos vy las leyes de Ay B.

Solucion: Lingote A: peso x, cantidad de plata p. Lingote B: pgsoqy, cantidad de plata g. Por

. _ P __q X, Y _ 23 _ -
tanto: x + 100 = y + 200, X7200 ~ y+100° 2 + 3= 800, L+l = 0,875. Resolviendo el
2°3

sistema, se tiene: Lingote A: peso 1000g, ley 0,900. Lingote B: peso 900g, ley 0, 83.

G 130- Hallar la relacion racional que debe existir entre p y g (siendo g = 0), para que las ecuaciones
x3+3px+29 =0y x?+2px+q =0, tengan una raiz comin. Partiendo de esta relacion se
expresara g en funcion de p. Tomando para p el menor numero entero positivo par que dé para g un
namero racional, resolver para este valor de p y cada uno de los correspondientes valores de g, las
ecuaciones dadas.
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Solucion: Se plantea  que: (X3 + 3px +2q) — 2(x% + 28x +q) = x(x2-2x-p) =0,
(X2=2X—p)—(X®+2px+Qq) =2(p+1)x+p+g=0, x= _2(p 0 Luego se tiene que:

2
_pP+q _b+a ]_,_ o o g
[ 2(p+1) ] 2[ 2(p+1) } p = 0. Operando: g*+q(4 +6p) — 3p® — 4p° = 0.Por tanto,

resolviendo esta ecuacion, se obtiene: q = -3p—2+2(p + 1)%. El menor entero positivo par para
p, que hace racional a g, es p = 8, obteniéndose para g los valores 28 y —80. Para q = 28, las
raices son, para la 12 ecuacion, —14 y -2, y para la 22 ecuacion, —2 y 1 + 3/3i. Para q = —80, las
raices son, para la 12 ecuacion, 4 y —20, y para la 22 ecuacion, 4y -2 + 6i.

G 131- Se extrae mineral de hierro de dos minas diferentes: uno contiene el 72% de hierro y el otro el
58%. Se mezclan pesos desconocidos de ambos, obteniéndose un mineral con 62% de hierro. Si se
hubiesen mezclado 15 toneladas mas de cada uno de los dos minerales, la ley obtenida seria del
62,25%. Hallar las cantidades que se mezclaron.

Solucion: Peso mezclado del 1° mineral: x toneladas. Peso mezclado del 2° mineral: y toneladas.

Luego: 0,72x+0,58y _ 0,62, 0,72(x+15) +0.58(y +15) _ 0,6225. Resolviendo el sistema,
X+y Xx+y+30
se tiene: x = 942 toneladas, y = 235= 2 toneladas.

7 7

G 132- Una obra de hormigdn armado se contrata a tanto alzado en 645.000 euros. En la obra entran
2.324m?3 de hormigén y 122 t de hierro. El coste para el contratista del m3 de hormigén es de 200
euros y el de la t de hierro puesta en obra 600 euros. Cuando lleva realizados 1162 m?* de hormigén
y empleadas 61 t de hierro, sobreviene un aumento de precios, elevandose el precio del hormigon
en 10% vy el de la t de hierro en 200 euros. En vista de ello, el contratista solicita un aumento del
precio contratado, de forma que el % de su beneficio sobre el total que gaste en la obra, se
mantenga. ;A cuanto asciende el aumento solicitado?

Solucion: Coste inicial Aumento
Hormigo6n | 2324 - 200 = 464.800 | (2324 — 1162) 200 - 0,1 = 23.240
Hierro 122 . 600 = 73.200 (122 - 61) 200 = 12.200
Total 538.000 35.440
645.000
El aumento solicitado asciende a: £38 000 - 35.440 = 42.488,48 euros

G133- En base a que (1+x+X2+x3+x")" =1+aix+aXx?+...+aux*", calcular las sumas:
Si =a;+as +. ..+aan-3, So =ay+ag+.. .+aan-2, S;=az+a7+.. .+aan-1, Sy = as +ag+...+aun.

Solucion: Para x = 1, se tiene en la expresion dada: 5" = 1+aj +a; +...+as, €s decir:
a;+az+...+a4n =5"-1 [A]. Para x=-1, se tiene: 1 =1—a; +a, —as+...+as, €s decir:
—a;+az+...+as, =0 [B]. Parax =1, setiene: 1 = 1+ aii —a, — asi +...+as, lo que da, para

la parte real: —a; +as —ag +...+asm =0 [C], y para la |mag|nan1ria: ai—az+as—...=0 ) [D].
Por tanto las sumas pedidas son: S; = 1( -B +D) = -1 Sy = A+B _ 5 _1,

1, A-B 5n—-1 2 5n-1 14 2 5n4 1
83:?(7_[)): 7 , Sa=A- 81—82—83: B S1=S,=S3=5,= i

G 134- En la ecuacién ax* + bx® + cx? + dx + e = 0 se sustituye x por (1 —x). 1°) Hallar las relaciones
entre los coeficientes para que la ecuacion no varie, indicando la forma general de dicha ecuacion.
2°) Mediante un cambio de variable, transformar la forma general obtenida, en una ecuacion de 2°
grado. Aplicar a 4x* — 8x® — 47x? + 51x + 36 = 0, hallando sus raices.

Solucion:  1°) Sustituyendo en la ecuacién inicial x por (1-x), se obtiene:
ax*—(4a+b)x*+(6a+3b+c)x>—(4a+3b+2c+d)x+a+b+c+d+e=0. Luego las
relaciones pedidas son: a=c+d y b=-2a, y la forma general de la ecuacion dada es:
(c+d)x*-2(c+d)x®+cx?+dx+e=0. 29 Haciendo el cambio: y=x?>-x, se tiene:
(c+d)y? +dy +e = 0. Aplicandolo al ejemplo, se obtiene: 4y? + 51y + 36 = 0, cuyas raices son:

_3y_ i C_ 3 _1
7 y —12. Las raices buscadas son: —3, 4, 5 T
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G 135- Una fabrica convierte en hierro anualmente 10.000 t de mineral, gastando 183 euros por t de
hierro obtenida, incluyendo el precio del mineral (para producir 100 t de hierro se necesitan 135 t
de mineral). El hierro se vende a 210 euros la t. Para la explotacion de la fabrica se necesitan
450.000 euros anuales, a los que se supone un interés del 6,5%. En qué cantidad se puede comprar
la fabrica, si se quiere que el capital invertido produzca el 8%.

Solucion: La fabrica produce anualmente: % - 10000 = % t de hierro. El beneficio
obtenido es: %(210 —183) — 450000 - 0,065 = 170.750 euros. La fabrica se puede comprar

por: LJE’O . 100 = 2.134.375 euros.

G 136- Se dispone de tres lingotes de oro cuyas leyes son: 0,900, 0,800 y 0,600. Se funde el 1°
lingote con 300¢ del 2°. Seguidamente se sustituyen 200g de esta Ultima aleacion por 2009 del 3°
lingote, obteniéndose una aleacion final de ley 0,8565. ;Cudl es el peso del 1° lingote?

Solucion: Peso del 1° lingote: xg. Tras la fusion citada, el peso del lingote obtenido es: x + 300 y
0,9x+0,8 - 300

su ley: <+ 300 . Tras la sustitucion descrita, el peso no varia, siendo la cantidad de oro la
siguiente: 0,9x + 240 — 200 - % +120 = 0,8565(x + 300). Resolviendo la ecuacion, se

tiene: x = 1.700g.

G 137- Discutir el sistema segun los valoresdeayb: ax + by + z =1
X +aby + z =D
X + by + a =1

Solucién: x=z=-—a=-b _~_ _ab+b-2

a-1)@+2 b(a-1) (a+2)
incompatible para cualquier valor de b, excepto para b = 1, para el que es indeterminado, pues
X+y+z=1 Para a=-2, el sistema es incompatible para cualquier valor de b, excepto para
b = -2, para el que es indeterminado, pues 2y + z+ 1 = 0. Parab = 0, el sistema es incompatible
para cualquier valor de a.

Para a=1, el sistema es

G 138- Para amortizar un préstamo a interés compuesto al 5%, se entregan t anualidades, cada una
inferior en 80 euros a la anterior. La 12 se entrega a los 7 afios de realizado el préstamo y su valor
es a. Hallar el préstamo, sabiendo que 1°) a es en euros la cantidad de nameros distintos de cinco
cifras que pueden escribirse con los digitos 1, 2, 3, 4, y 5. 2°) el interés r al que se colocan las
anualidades, es el verdadero valor de la expresion y4x2 + 17x -5 — J/4x2 + x — 2, cuando X — .
3°) t es la raiz cuadrada del cociente que resulta al dividir la suma de los cubos de los 20 primeros
numeros pares por la suma de los cubos de los nimeros digitos pares.

Solucién: 1°) Las variaciones con repeticion de 5 elementos tomados de 5 en 5, son:
a=V'ss =5%=3125. 2° para calcular el verdadero valor de la expresion dada, se tiene:
1 1

JBZF17x—5 — 2 1 x - 2 =2x(1+£—%>7—2x(1+ 1 _ 1 )7=

4 4x2 Ax T 2x2
:2x[1+% %...)...]—2x[1+%(ﬁ...)...]=2x—2x+%—%+%+%+... Para

X — o0, SU valor es: 16 _ 4 t=

a = 21. Luego siendo C el empréstito, se

cumple: C - 1,05% = a-1,04%° + (a—80)1,04% +...+(a—20 - 80) =
=a-+1,042° +a.1,04%° +...+a—80(1,04%° +2 1,04 +...+20) =

21 21 _
1,047 -1 —80( 1,047 -1,04 _ 20 ) De donde: C = 20.882, 89 euros.

~ 870,04 0042 0,04

G 139- Dada la ecuacién x? —bx + ¢ = 0, se pide 1°) Relacién entre by ¢ para que la diferencia de
las raices sea d. 2°) Cumplida esa condicion, hallar el valor minimo de y = x?2 —bx+c. 3°)
Determinar los valores de by c y las raices de la ecuacion cuandob—-c =1yd = 1.
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Solucién:  1°) d = Jb?-4c. Luego: d?=Db?-4c. 29 c= b2-d?  por tanto:

T4
y =X2—bx+ szd siendo su valor minimo % para X = 2 3°) Con los datos indicados, se

tiene: b2 —4c = 1, b—c = 1. Resolviendo este sistema y la ecuacién dada, se obtienen los datos

>

1| X2

bic
pedidos: | 3 | 2
1/0

=N

G 140- Se compra mineral cuya riqueza en cobre es 12% a 0,18 euros el kg. Los gastos para extraer el
cobre de 1 tonelada de mineral son 57,50 euros, perdiéndose en la operacion el 2% del cobre que
tenia el mineral. Hallar 1°) Coste del kg de cobre 2°) Precio de la tonelada de mineral para que el
cobre resulte a 2 euros el kg.

Solucion: 1°) % = 2,02 euros el kg de cobre. 2°) Siendo x el precio pedido de la
tonelada de mineral, se tiene: 1)‘(25—5588 = 2. De donde: x = 177,7 euros la t de mineral.

G 141- Se han de repartir 5.000 euros entre cuatro personas de 18, 16, 14 y 12 afios, de modo que
tengan la misma cantidad al cumplir los 21 afios. La cantidad se coloca al 5% de interés simple.
Hallar el reparto.

Solucion: Las cantidades repartidas son: a, b, ¢ y d . Luego debe cumplirse que:
a(l+3-0,05) = b(1+5-0,05) =c(1+7-0,05)=d(1+9-0,05) =x. Como a+b+c+d=
= 5.000, x( T 5+ 1.05 + 1.35 + 1,45) = 5000, x = 1.612,92345. Por tanto, los importes

repartidos son: 1.402,54; 1.290,34; 1.194,76; 1.112,36 euros.

G 142- Se realiza una pelicula de una rueda que gira a la velocidad de 1650 ° por segundo. Se proyecta
la pelicula a velocidad triple de la que se tomo0 y la rueda se ve girando en sentido contrario a 450°
por segundo. Hallar el nmero de iméagenes por segundo que se tomaron al realizar la pelicula.

1650 3_60 45r(1)/3 _ 360,

Solucion: Siendo n el nimero de imégenes por segundo, se tiene:
n = 1800/ 360 = 5.

G 143- Un ayuntamiento ha emitido un empréstito de 600.000 euros por el que paga un interés del 4%
anual. Calcular: 1°) La anualidad constante que debe incluir en su presupuesto para atender al pago
de intereses y a la amortizacion del empréstito, sabiendo que puede colocar al 5% las cantidades
que dedica a la amortizacién y que desea amortizarlo de una sola vez al cabo de 15 afios. 2°) Cudl
sera dicha anualidad constante, si amortiza el empréstito en pagos parciales al finalizar los afios 3°,
6°, 99,12°y 15°. 39) A cuénto se elevaria cada una de estas amortizaciones.

Solucién:1°) a = 600000 - 0,04 + —6010%%?5' 0’105 = 51.805, 37 euros. 2°) Los intereses de cada
uno de los tres afios del 1° trienio, son: 600000 - 0,04 = 24000. Luego para amortizar al final del
3° afio, quedan: (a—24000)(1,05% + 1,05+ 1) = 3,1525a — 75660. Los intereses para cada uno
de los tres afios del 2° trienio, son: (600.000 — 3,1525a + 75660)0,04 = 27026,4 — 0,1261a. Para
amortizar al final del 6° afio, quedan: (a — 27026,4 + 0,1261a)0,04 = 3,55003025a — 85200, 726.
Procediendo de forma similar para los siguientes trienios, se tiene: amortizacion al final del 9° afio:
3,997689065a — 95944,53755; al final del 12° afio: 4,501797657a — 108043,1437; y al finalizar
el 15° afo: 5,069474341a — 121667,3842. Este importe ha de ser igual al saldo por amortizar que
es: 964848,4073 — 15,20201698a. Por tanto: a = 53.598, 22 euros 3°) Sustituyendo el valor de a
en las formulas anteriores, se obtiene: a3 = 93.308,38 euros; as = 105.074,57
euros; ag = 118.324,47 euros; a1, = 133.245,18 euros; aj;s = 150.047,40 euros.
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G 144- Resolverelsistema x + ay + a’z + a’t = -a*
X + by + b%z + b3t = -b*
X + ¢y + ¢c%z + ¢t = —c4
X + dy + d?z + d’t = —d*

Solucion: Las soluciones son las siguientes: x = abcd, y = —abc-abd - acd - bcd,
z=ab+ac+ad+bc+bd+cd,t=-a-b-c-d.

G 145- Si se pignoran por 60 dias, 20.000 euros nominales de acciones de la compafiia A, que se
cotizan a 117%, determinar el importe neto que se recibe, sabiendo que el nominal del préstamo es
el 80% del valor real cotizado, que se descuenta al 4,5% de interés y que se devengan gastos por el
1,5 por mil del nominal del préstamo recibido.

Solucion: Valor cotizado: 23.400 euros. Importe del préstamo: 18.720 euros. Intereses:

18720 '3%’845 60 _ 140,40. Gastos: 0,0015 - 18720 = 28,08 euros. Importe neto recibido:

18.551,52 euros.

G 146- Encontrar cuatro enteros tales que su suma sea igual a la suma obtenida afiadiendo al producto
del mayor por el menor, el producto de los otros dos.

Solucién: a+b+c+d = ad+bc. Suponiendo que el menor sea a =1, la ecuacion queda:
. . +.J/m2 —4m -
1+b+c+d=d+bc. Siendob+c =m,setiene:x>-mx+m+1=0, x = m=+/m 5 4m — 4 .
Param = 5, se tiene x; = 2, X = 3. Luego los nimeros pedidos son: 1, 2, 3, 4.

G 147- Un comerciante entrega a un acreedor dos pagarés, uno de 650 euros con vencimiento a los 65
dias, y el otro de 725 euros con vencimiento a los 220 dias. Pasados 40 dias, ofrece reemplazar los
dos pagarés por uno solo con vencimiento a los 360 dias. El acreedor acepta con la condicion de
que este pagaré sea de 1.426 euros. ;A qué % coloco el acreedor el dinero?

Solucion: Haciendo el célculo a interés simple se tiene la siguiente ecuacion:
65O—M+725—M:1426—W. De donde: r = 4,98%.

Haciéndolo a interés compuesto: 650(1 + i)~ + 725(1 +i)7%2° = 1426(1 +i)~*°. De donde:
i = 0,0001436. Siendo: 1 +r = (1 +1i)%°, r = 5,3%.

G 148- Se sabe que la suma de los términos extremos del desarrollo del binomio (x +y)* es 4.112 y
que el término central vale 1.536. Calcular x e y, sabiendo que ambos son positivos.

Solucion: Se tiene: x4 + y* = 4.112, 6x2y? = 1536. Luego: (x2 +y2)® = 4112 + % = 4.624,

x2+y2 =68, x?y?=256. Siendo x e y las raices de la ecuacién: z?- 68z + 256 = 0,
Z; = 64, z; = 4. Luego los valores de xeyson: 8y 2.

G 149- Un automovilista pasa ante un punto kilométrico en que estd escrita una distancia con un
numero de dos cifras. Continda con la misma velocidad y al cabo de una hora pasa por otro punto
kilométrico, que tiene las mismas cifras pero en orden inverso. Continda con la misma velocidad y
al cabo de otra hora pasa por otro punto que tiene las mismas cifras que el 1° pero con un cero en
medio. Calcular la velocidad y los kilébmetros indicados en los tres mojones.

Solucion: Los kilémetros indicados en los mojones son correlativamente: 10x +y, 10y + X,
100x +y. Luego: 10y +x—10x —y = 100x +y — 10y —x. De donde: 6x =y. El Unico valor
posible para x es 1, por lo que los mojones indican: 16km, 61km, 106km. La velocidad es:
45km/h.

G 150- Encontrar un namero de dos cifras sabiendo que escribiéndolo tres veces seguidas y a
continuacion la cifra 1, el namero de siete cifras resultante es cubo perfecto.

Solucion: Sea 100x + 10y + 1, la raiz clbica del nimero de siete cifras Su cubo es:
1000000x2 + 300000x2y + 30000x(x + y) + 6000xy + 1000y® + 300x + 300y? + 30y + 1. Pero x
solo puede valer 1 0 2 (el cubo de 300 tiene 8 cifras). Para x =2, se tiene:
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(10y + 201)3 = 8120601 + 1212030y + 60300y? + 1000y3. S6lo puede ser un nimero de siete
cifras si y < 2. La solucion es 211, que elevado al cubo da 9.393.931. Para x = 1, no hay
solucion.

G 151- Transcurrido un afio de su corta, las maderas de roble y pino pierden por desecacion los 6/13
del agua que contienen. Tras este afio, la madera contiene todavia los 21/82 de su peso en agua.
Dichas maderas, desecadas y labradas, se venden a razén de 30 euros los 50kg. Se sabe que 3m3
de roble y 2m? de pino cuestan en conjunto 2.040 euros y que el m3 de pino pesa 3/4 del m® de
roble. Averiguar: 1°) Porcentaje de agua en la madera verde. 2°) Peso del m3 de roble y de pino
secos.3°) Peso del m® de roble y de pino verdes.

Solucion: 1°) Sea A el agua que contienen inicialmente por Kkg. Por tanto:
Ly - A(l—iA). Luego, A =39%. 2° Sea x el peso del m3 de roble seco. Se

137~ 82" 13 S
tiene:  (3x+2- %x)% =2.040. Por tanto: x=7555kg/m® de roble seco
y % - 755,5 = 566, 6 kg/m3 de pino seco. 3°) EI m? de roble verde pesa: 7(5)556’15 — 1238,615kg,

y el de pino verde pesa: 3. 1238,615 = 928,962 kg.

4

G 152- Resolverelsistema x - y — 2z = -8
X + Y + t = 2

-y — 7z + 2t = -13

X - 2z + 3t = -17

Solucion: x=1,y=3,z=6,t=-2.

G 153- Un horno alto se carga con una mezcla de dos minerales de hierro compuesta por 15 t de
mineral de 30% de hierro y 5,5 t de otro de riqueza desconocida, obteniéndose 5.800Kkg de lingote.
Un 2° horno se carga con 8t de mineral de 16,5% de hierro y con 18t de 36%, obteniéndose
7.800Kkg de lingote. Sabiendo que la t de mineral cuesta 15, 12, 19 y 20 euros respectivamente, se
pide: 1°) ¢Cual de las mezclas proporciona un lingote mas barato? 2°) ;Cual es el % de hierro de la
mezcla formada por partes iguales de los cuatro minerales, a qué precio saldria la t de lingote y qué
cantidades de mineral serian necesarias para obtenerla?

15.15+5,5.12

5,8

2° horno es: 8-19;223[8-20 = 65,64 euros. ElI 1° es mas barato. 2°) Se supone que la

recuperacion del hierro en el 1° horno es igual que en el 2° es decir, del 100% (en efecto:
8.0,165+18.0,36 =7,8). Siendo x la ley del 2° mineral, se tiene que:

Solucion: 1°) El coste de la t de lingote del 1° horno es: = 50,17 euros. El del

X = w = 23,65%. La ley de la mezcla formada por partes iguales de los cuatro
minerales, es: 0,3 +0,2363 Z 0,165+0,36 _ 26,5341%. El precio a que saldria la t de lingote,
. 15+12+19+20 _ itarian” ——L___ —
seria: 4.0.265341 62,18 euros. Se necesitarian: 0265341 3,7687 t de la mezcla.
3 —-m 2 1
. 5 2 3 =2 .
G 154- Hallar el valor de m para que el determinante A = L sea positivo para
X —
3 X 4

cualquier valor de x.

Soluciéon: A = 2(1 —m)x? — (68 + 7m)x + 130 + 17m > 0. El discriminante § de A = 0, ha de ser

negativo, luego: 185m? + 1856m + 3584 < 0. Es decir: % <m< %

Para estos valores de m, el coeficiente 2(1 — m) de x2 es > 0, luego son la solucién buscada.

90



G 155- Resolver el sistema x? +y? + 22 = 14, x+y+z = 6, Xy = 6.

Solucion: De la 22 y 32 ecuacion se obtiene: y = % Z=6-X— % Sustituyendo estos valores

en la 12 ecuacion se tiene: x* — 6x3 + 17x? — 36x + 36 = (x — 2)(x — 3)(x> —x + 6) = 0. Por tanto,
las raices son:

1+.,/-23 | 1-.,/-23
X123 5 5

1-/-23 | 1+./-23
y 3|2 5 5

z|11 5 5

G 156- Dada la ecuacién ax? +bx +c¢ = 0, formar otra cuyas raices sean: 1°) iguales y de signo
opuesto; 2°) inversas; 3°) las dadas multiplicadas por m; 4°) las dadas mas h; 5°) los cuadrados de
las dadas; 6°) las inversas de los cuadrados.

Solucién: Las transformaciones son: 1°) x = -y, ay? —by +c¢ = 0. 29 x = % cy?+by+a=0.
3% x = % ay?+bmy+cm? =0. 4° x=y-h, ay?+(b-2ah)y+ah?-bh+c=0. 59
X = JY,a%y?—(b>-2ac)y+c? =0. 6% x = 1 c?y? — (b?-2ac)y+a? = 0.

N

G 157- Una sociedad tiene un capital social de 5 millones de euros, representado por 50.000 acciones
de 100 euros. Emite obligaciones por valor de 1.500.000 euros, al 4%, amortizables en 20
anualidades iguales. En el ejercicio siguiente, ha obtenido una tesoreria de 578.182,80 euros, de la
que dedica un 10% a inversiones, y el resto, después de atender los intereses y la amortizacion de
las obligaciones, lo reparte como dividendo entre los accionistas. Si las acciones se cotizan a 160%
¢qué rendimiento efectivo reciben los accionistas?

Solucion: Dividendo: 578182, 8 — 57818,28 — 0,04 - 1500000 — % — 385.364,52 euros,
que representa el 7,7073% del capital y el 4,817% de rendimiento efectivo para los accionistas.

G 158- Dada la ecuaciéon (aj +ayi)z? + (by +bai)z+ ¢y +c2i = 0, hallar la condicién que deben
cumplir los coeficientes para que: 1°) una de las raices sea real y la otra imaginaria; 2°) las dos
raices sean reales.

Solucion: 1°) Haciendo: m +ni = M p.qi= L1+ siendo A la raiz real yB+iC la
a; + asl a; + asl
raiz imaginaria, se tiene: m=-A—-B, n=-C, p = AB, q = AC. De este sistema se obtiene:
mng — q2 _ ngp -0, siendo: m = albg + aébz , n = albg — agbl p= alcé + a§C2
ar+as ar+as ar+as
q=2%2=8% 20) Haciendo C = 0, se tiene: n = q = 0, de donde: oL = b n

G 159- Una sociedad constructora de material ferroviario repara, durante un afio, un cierto nimero de
vagones a un ferrocarril, cobrando por la reparacion el importe de los jornales mas su 50%, el
importe de los materiales mas su 25%, y ademas el 50% sobre dichos dos importes totales. Al
comenzar el 1° afio, la sociedad recibe un préstamo amortizable al 5% en 34 afios. Al final del
primer afo, obtiene una tesoreria de 61.755,45 euros, igual precisamente a la anualidad que ha de
reembolsar a la entidad financiera que le concedi6 el préstamo. Suponiendo que lo que gasté en
materiales es igual a los 10/25 de lo que gasto en jornales, y los demas gastos iguales a 1/4 de lo
que gasté en materiales, se desea saber el préstamo que recibié y la cantidad que gastd en
materiales.

e D 1,05% -1
Solucion: Préstamo = 61.755,45 - 0.05.1.05%
jornales, M en materiales y V los restantes gastos, se tiene que el importe cobrado es:
1,5(1,5-2,5M +1,25M) = 7,5M, y el importe pagado es: 2,5M + M + 0,25M = 3,75M. Por
tanto: 3,75M = 61.755,45, M = 16.468,12 euros.

= 1.000.000 euros. Siendo J lo que gasto en

G 160- Un librero liquida hoy a un editor una partida de libros de dos clases, cuyos precios de venta
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son 23y 19 euros cada libro. Después de quedarse con el 20% de comision, entrega al editor una
letra a 5 meses vista, por la que le corresponde cobrar hoy, descontada al 6%, la cantidad de
485,16 euros. Hallar el nimero de libros de cada clase vendidos por el librero.

Solucion: Siendo N el nominal de la letra: N — % = 485,16. Luego: N = 497,60. El
librero vendio: 487é6 = 622 = 23x + 19y. De donde: x = 13 libros de 23 euros, y = 17 libros de

19 euros.

G 161- Las igualdades x; = 5x + 12y, y1 = 2x + 5y, hacen depender a X1, y1 de X, y. 1°) Si X, y son
enteros, demostrar que el m.c.d.(x,y) = m.c.d.(X1,y1). Si X, y no son enteros, Xi, Y1 N0 pueden
ser ambos, numeros enteros. 2° De Xx;, Y1 se deducen X Yy, por medio
de: X, = 5X; + 12y, Y2 = 2X1 + 5y, y asi sucesivamente. Calcular x, en funcion de x,_, y de Xn_z,
e Yn en funcion de y,-1 y de yn. Probar que si n > 2, se tiene que: X, > 9,8Xn-1, € Yn > 9,8yn1.
3% Demostrar que si x, y verifican x? —6y? = 1, se verifica lo mismo con X1, yi, X2, Y2, €tc.
Deducir a partir de la solucion evidente x = 1, y = 0, que la ecuacién x? — 6y? = 1 tiene infinitas
soluciones y establecer que se obtienen todas las soluciones enteras o racionales de dicha ecuacion.

Solucion: 1°) x = ad, y = bd, siendo m.c.d.(a,b) =1, x; = d(5a+ 12b), y; = d(2a + 5b),
siendo m.c.d.[(5a+ 12b),(2a+5b)] =1. Luego: m.c.d.(X1,y1) =d=m.c.d.(x,y). Sea:

k=B y-F medmm-medea-1 x- TPy, 2MIOW g

ambos fueran : Smq + 12np nq y 2mq + 5np =nq; luego: 10mq + 24np nq y 10mq + 25np rrq

np =ng; luego, n = . Similarmente, eliminando np, se tiene: mq =np, luego q = n. Por tanto, o
bien: n=¢, o bien: g=n, luego no pueden ser enteros los dos a la vez.
2°) X, = 5(5x + 12y) + 12(2x + 5y) = 49x + 120y = 49x + 10x; — 50x = 10x; — x. Luego se tiene:
Xn = 10Xn-1 — Xn-2. Igualmente Yo = 10y1 -V, yn = 10yn1 —yn 2. De estas férmulas se deduce
que: y-I- = 1

-10r+1 =0, r—5+J_4—989>98 3% Como: (5x+ 12y)% — 6(2x+5y)2 1—
= x? — 6y2 — 1 = 0, queda demostrado que se verifica para x;, y:. Las soluciones son infinitas:

X =1|x1 =5 x;=49|xs = 435 x; = 4801 ...
'y =0y =2y, —20]ys - 198 | y4 - 1960 ..

Partiendo de la ecuacion de recurrencia: Uns2 —10Unt +U, =0, se obtiene la
ecuacion: z2-10z+1 =0, cuyas raices son: z=5% 2/6. Por tanto se tiene que:
Xn = a(5+246)"! + b(5-246)"". Obteniendo los valores de ay b paran=0y n=1, se

tiene: X, = %(5+2,/€)n—1 + %(5—2£)n—1, Y = %(suﬁ)n—l - %(5—”@)&
G 162- Resolver la ecuacion: x? + (2 — i)x — (3 + 3i) = 0.
2+i+ J(2-1)?-4(3+3i i— i
Solucion: x = ‘/( 2) ( ) _1=2 i2(4+ ) . Las raicesson: -3y 1 +1i.

G 163- Se trata de construir un puente por valor de 141.800 euros, repartiéndose su importe entre
cuatro pueblos, proporcionalmente al nimero de habitantes e inversamente proporcional a las
distancias de cada pueblo al puente. Hallar el nimero de obligaciones de valor nominal de 100
euros que debe vender cada ayuntamiento para sufragar la inversion, sabiendo que los titulos se
cotizan a 80,50%, que el nimero de habitantes es 5.250, 4.800, 2.100 y 1.500, y que las distancias
son 900, 2.700, 1.800 y 3.060 metros, respectivamente.

5250 , 4800 , 2100 , 1500 _ 5 5 2 _ 0
900 + 2700 + 1800 + 3060 583+1,7+1,16+0,4902 =9,268. EI 1

: . 141800-5,83 _ . ‘ o-
ayuntamlentoA debe  vender: 9,268 -80.50 1.108,69 1.109 titulos. ElI 2%
141800 - 1,7

. ] o. 141800 -1,16
—9 568 - 80 50 = 337,89 338 titulos. El 3°: 9,268 - 80.50

141800 - O 4902 )
9,268 - 80,50 = 93,17 — 94 titulos.

Solucién:

= 221,74 — 222 titulos. Y el 4°;
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G 164- Con el importe de la venta de 10 titulos de la deuda A, de 500 euros nominales, que se cotizan
al 101%, se compran 6 titulos de la deuda B, también de 500 euros nominales, ;Cual es su
cotizacion?

10.1,01

— 30,
5 168, 3%.

Solucion:

G 165- Hallar el importe A que debe afadirse a un capital C, para que colocado a interés simple r%,

sumen los intereses de n afios, lo mismo que habria aumentado el mismo capital C si se hubiese

colocado a interés compuesto del r%, durante el mismo tiempo de n afios. Aplicarlo a C = 5.000
euros, r = 3%, n = 15 afios.

041 i L
Solucién: A = C[(1+'). 1] - Cni =C aﬂ#—l , siendo: i= =L, Aplicacion:
© in in 100
1,03% -1 _
5000(0,03—.15 1) = 1.199, 64 euros.

G 166- Hallar un namero de tres cifras, multiplo de 11, tal que intercambiando las cifras de las decenas
y de las unidades, se obtenga un nimero cuyas tres cifras estén en progresion aritmetica.

Solucion: Sea el segundo nimero: a+d,a,a+d. El primero sera: a+d,a¥d,a, y como es
maltiplo de 11, se debe cumplir:a+d+a—(a¥d) = a+2d =11. Las soluciones son:

a| 2| 4| 5| 6| 7

dl 1| 2| -3 3| -2

Numero | 132 | 264 | 825 | 396 | 957

G 167- Hace unos afos, una factoria fabricaba productos que vendia por el triple de su capital social.
De esta forma cubria gastos, dedicaba a reservas el 5% del capital, y daba un dividendo a sus
accionistas del 8% del capital. Hoy en dia, vende el 80% de las unidades que vendia anteriormente,
las materias primas han aumentado sus precios en un 50%, los gastos de personal y el resto de
gastos han crecido un 80%. El capital social se ha aumentado en un 50%. Sabiendo que
anteriormente el consumo de materias primas era equivalente al 80% de su anterior capital,
averiguar en qué proporcion debe aumentar el precio de sus productos, si se quiere repartir un
dividendo del 6% del capital actual, dotando las reservas con un 4% de dicho capital.

Solucion: Llamando C al capital y G al resto de gastos, se cumplia en la situacion anterior la
siguiente relacion: 3C —0,8C — G = 0,13C. Luego: G = 2,07C. En la situacién actual, siendo R
la relacion entre el precio de venta que se propone y el anterior, y que el rendimiento de las
materias primas no varia, se tiene: 0,8 -3CR-0,8-0,8C-1,5-1,8-2,07C = 0,1 -1,5C, cuya
solucion es: R = 2,015. Luego el precio debe aumentar en el 101, 5%.

G 168- Un préstamo concedido al 5% se debe amortizar en 15 afios. Para ello, el deudor se
compromete a entregar anualmente durante los 5 primeros afos, el 5% del capital recibido, y en los
restantes afios el 12,5% de dicho capital, con excepcion del décimo afio en el que entregara el
17,5%, y del dltimo, en el que, para cancelar la deuda, deberd pagar 117.850 euros. Hallar el
importe del préstamo.

1,05% —1,05% 1,05% —1,05°¢
0.05 +0, 125C—0,05

+ 117850 = 1,05%C. De donde se obtiene: C = 1.000.051, 05 euros.

+0,175C - 1,05°% +

Solucién: Se plantea: 0,05C

1,05°-1,05

+0,125C 0.05

G 169- Hallar el capital acumulado en 100 afios con la imposicion inicial de 0,01 euros al 5% de
interés compuesto anual.

Solucién: 0,01 - 1,051 = 1 315 euros.
G 170- Un banco tiene que cobrar a un cliente las siguientes letras: 7.500 euros el 6 de abril, 3.250

euros el 4 de mayo, y 5.500 euros el 7 de junio; y tiene que abonarle 4.000 euros el 13 de mayo y
1.200 euros el 9 de septiembre. Con fecha 6 de abril se quiere conocer el vencimiento medio
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(importe y fecha).

ian. 3250 - 28 + 5500 - 62 — 4000 - 37 — 1200 - 156 _ 96800 _ , ;
Solucion: =560 + 3250 + 5500 — 4000 — 1200 = 11050 ~ o 76 dias. Es decir, el
15 de abril. El importe que el banco debe cobrar, es de 11.050 euros.

G 171- Una empresa, con un capital social de 20 millones de euros representado por 200.000 acciones
de 100 euros cada una, explota un salto de agua que produce anualmente 30,9 millones de kW h,
que vende a 0,07 euros/kW h. Sus gastos de explotacion representan el 20% de las ventas y paga
por impuesto de sociedades un 35% sobre el beneficio. Dedica a reservas un 40% del beneficio
neto, y el resto del beneficio lo distribuye como dividendo. Con fecha 1 de enero de 2000, compra
por 6.500.000 euros, un 2° salto de agua que produce 12 millones de kW h, y cuyos gastos de
explotacion son también del 20% de las ventas. Financia la compra mediante una emision de
obligaciones por dicho importe, de 100 euros de nominal cada titulo, a un interés del 6%,
amortizables mediante 30 anualidades iguales. Un inversor ha comprado el 1 de enero de 1995,
100 acciones de la compafiia a su valor nominal y las vende el 31 de diciembre de 2001, al 128%
de su valor nominal, tras cobrar el dividendo de dicho afio. ;Cual es el total de los dividendos
recibidos y qué rentabilidad ha conseguido de su inversion?

Solucion: En cada uno de los cinco afios 1995/1999, la compafiia repartid6 como dividendo un
total de: 30.900.000.0,07-0.8-0,65-0,60 = 674.856 euros, es decir, 3,37428 euros por
accion. La anualidad constante que dedica a intereses y a amortizar las obligaciones importa:

_ 6500000 -1,06%-0,06 _ 479 517 92 euros. El aflo 2000 dedica a intereses:

a 1,06%° -1 a Y ' '
6.500.000 - 0,06 = 390.000 euros, y a amortizacion: 82.217,92 euros, con los que amortiza 822
obligaciones. El afio 2001, dedica a intereses: (65.000 —822)100 - 0,06 = 385.068 euros. Por
tanto, en 2000, el dividendo es: 0,60 - 0,65(42.900.000 - 0,07 - 0,8 — 390.000) = 784.836 euros,
es decir: 3,92418 euros por acciéon. En 2001, el importe del dividendo es:
0,60 - 0,65(42.900.000 - 0,07 - 0,80 — 385.068) = 786.759,48 euros, es decir, 3,93380 euros
por accioén. Por tanto, el total de los dividendos recibidos por el inversor, son:
100(5 - 3,37428 + 3,92418 + 3,93380) = 2.472,938 euros. La rentabilidad del inversor se
obtiene calculando r en la siguiente ecuacién: 10.000(1 +r)” = 337,428[(1 + )8 +...+(1 +r)?] +
+392,418(1 +r) + 393,38 + 12.800. De donde se obtiene que: r = 6,76%.

G 172- Una empresa emite 300.000 obligaciones de 100 euros cada una, con un interés del 5%,
amortizables en 30 anualidades iguales. Un inversor adquiere 8.620 titulos, percibiendo el 1° afio,
solo los intereses, mientras que en el 2° afio le correspondié la amortizacion de un namero de
titulos que estaban en la misma proporcion con los 8.620, que los amortizados dicho afio en
relacion al total de los que estaban sin amortizar al principio de dicho afio. ;Qué importe recibi6 en
dicho 2° afio?

30

Solucion: La anualidad constante es: 30'000'2085'35'051 10,05 _ 1.951.543 euros. Los

intereses del 1° afio son: 0,05 - 30.000.000 = 1.500.000 euros, quedando para amortizar 451.543

euros, con los que se amortizan 4.515 obligaciones. En el 2° afio se devengan:

0,05(300.000 — 4.515)100 = 1.477.425 euros por intereses, quedando para amortizar 474.118

euros,4 (%on los que se amortizan 4.741 titulos. Como la relacién entre los titulos es:

300 000—4515 = 0,016045, el inversor recibe la amortizacion de 0,016045 - 8.620 = 138
titulés, cobrando en total en dicho 2° afio: 8.620 - 100 - 0,05 + 138 - 100 = 56.900 euros.

G 173- Un comerciante adquiere cierto numero de botellas de vino de cierta calidad para venderlas con
un aumento del 10% sobre el precio de compra. Un dependiente realiza la venta en tres dias. Pero
el 1° dia sustrae el importe de la venta de una botella y el resto lo ingresa en caja. El 2° dia, sustrae
la ganancia correspondiente a la venta de una botella y el resto lo ingresa en caja. Por la noche, el
comerciante cuenta las botellas que le quedan y deduce que el importe de su venta sera de 264
euros. El 3° dia, el dependiente sustrae el importe de la venta de una botella y ademas la ganancia
correspondiente a la venta de otra, ingresando el resto en caja. Liquidada la operacion, el
comerciante comprueba que la suma entregada por el dependiente supone ganancias iguales diarias
y que la ganancia por botella sélo es de 0,60 euros. Se pide calcular el nimero de botellas
compradas sabiendo que es multiplo de cinco, el precio de compra y el numero de botellas
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vendidas cada dia.

Solucion: Sean x, y, z las botellas vendidas en los tres dias, y t el precio unitario de compra. Lo
ingresado en caja el 1° dia es: 1,1xt —1,1t. El 2° dia: 1,1yt —0,1t. Y el 3% 1,1zt - 1,1t-0,1t. La
ganancia del 1° dia es: 0, 1xt — 1, 1t. La del 2° dia: 0,1yt — 0, 1t. Y la del 3° dia: 0, 1zt — 1,2t. Como

estas ganancias son iguales entre si, siendo su suma igual a 0,60(x+y+2z) , se tiene:
X = 1tt—_618’ y = tt+—462’ 7= % El nimero total de botellas es: x+y+z = %
Ademas: 1,1zt = 264. Resolviendo el sistema, el nimero de botellas compradas es 60, el precio de

compra es 10 euros por botella, y el nimero de botellas vendidas cada dia: 23, 13 y 24.

G 174- La diferencia de areas del exagono regular y del cuadrado inscritos en el mismo circulo es
3,629547 cm?. Hallar el area del circulo circunscrito.

Solucion: %Rzﬁ — 2R? = 3,629547. Area del circulo: n%?_ﬂ = 19,065cm?.
=J3 -2
2

G 175- Hallar la diferencia entre el capital formado con 100 euros colocados a interés del 5%, durante
cuatro afios con capitalizacidn continua en un caso y con capitalizacion anual en el otro.

Solucién: 100(e®%+4 —1,05*) = 0,5896508 euros.

G 176- EIl 1° dia de este afio se han comprado cierto nimero de obligaciones al 62,20% con un interés
del 3%. Estas obligaciones quedan amortizadas a la par en 20 afios. Calcular la rentabilidad anual
de la inversion.

Solucion: Inversion inicial por 100 euros nominales: 62,20. Intereses anuales: 3 euros por 100.
Importe de la amortizacion: 100 euros. Luego: 62,2(1+1)% = 3[(1+r)" +...+1] +100. De
donde se obtiene que: r = 6,40%.

G 177- Una persona impone en una cuenta bancaria que renta el 5%, al principio de un afio, 3.000
euros, y cada afio sucesivo impone una cantidad que excede en 1.000 euros a la del anterior. Al
final del 1° afio retira 100 euros, y cada afio retira una cantidad un 10% menor que la del anterior.
Averiguar qué capital tendra en la cuenta después de cobrar al final del 5° afio la cantidad
correspondiente.

Solucién: Se plantea: C = 3000 - 1,05° + (3000 + 1000) - 1,05* +...+(3000 + 4000) - 1,05 —
—-100(1,05* + 0,9 - 1,05% +...40,9*) = 27.986, 80 euros.

G 178- Un inversor compra con 3/8 de su capital, un terreno a 3.520 euros la Ha. Con los 3/8 del resto,
compra una casa. El resto de su capital le renta 2.805 euros anuales, habiendo colocado sus 3/5 al
4,5% y sus 2/5 al 6%. Averiguar cuantas Ha tiene el terreno, cudl era su capital, cuanto costé la
casa Yy cuales fueron las cantidades colocadas.

15 10
g 64 "H> B4 O -
Solucién: C 100 + 100 = 2.805, de donde: C = 140.800 euros. El terreno tiene:

3
140.800 5

SBT = 15Ha. La casa costo: 5" %140.800 = 33.000 euros. Las cantidades colocadas

son: 33.000 al 4,5% y 22.000 al 6%.

G 179- Se compra una finca en P euros, acordandose que se satisfaria este importe en 20 anualidades
consecutivas, siendo la 12 de a euros abonada al afio de la compra. Cada una de las anualidades
restantes excedio de la anterior en 637 euros. Si las anualidades se hubiesen pagado un afio antes,
la finca hubiera costado 6.412,23 euros mas. Hallar P y a, suponiendo un interés del 3%.

Solucion:  Se  tiene que: 1,03P = P +6412,23. Luego: P =213.741  euros.
1,03%°P = 1,03%%a + 1,03*®(a + 637) + 1,03 (a+ 2 - 637) +...+(a + 19 - 637) =

20 _ 20 _
1,03* -1 + 637(M - 19). De donde se tiene que: a = 8.937,69 euros.

=470 03 0,03

G 180- Una sociedad espafiola que tiene acciones cotizadas en Inglaterra por valor nominal de 2
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millones de libras esterlinas, quiere comprarlas, para lo que emite en Espafia obligaciones al 5%.
La cotizacion de dichas acciones es del 127%, el cambio de la libra es de 1,40 euros. Hallar el
importe minimo de las obligaciones a emitir, sabiendo que a los accionistas ingleses habra que
darles una prima del 15% sobre el nominal.

Solucion: 2.000.000 - 1,40(1,27 + 0,15) = 3.976.000 euros.

G 181- Con 600.432 euros se hicieron en el afio 2000 las siguientes operaciones: En marzo se compro
un cierto numero de obligaciones A y de obligaciones B, del 4% de interés, a los cambios
respectivos de 86,90% y 91,20%, pagandose por gastos el 1,25 por mil del efectivo, mas 112,50
euros. De esta operacion quedo6 un sobrante de 24.000 euros, con los que se suscribieron el 10 de
julio, sin gastos, obligaciones C del 3%, con intereses pagaderos sin retencion, por trimestres
vencidos en 10 de enero, abril, julio, octubre, con cupén 10 de octubre. Si durante dicho afio y
hasta el 8 de enero de 2001 se habian cobrado por intereses 20.980 euros, cual es el dinero
invertido en Ay en B, sabiendo que pagan sus intereses por trimestres vencidos el 1 de abril, julio,
octubre y enero con una retencién del 20%.

Solucidén: Sean x e y los importes invertidos en A y B. Se plantea la siguiente ecuacion:
24.000+0,03 0,25+ 0,032(x +y) = 20.980, obteniéndose: x +y = 650.000 euros, Como se
tiene el sistema: 1,00125(0,869x + 0,912y) + 112,5 = 576.432, 869x + 912y = 575.600.000, su
solucion es: x = 400.000 euros, y = 250.000 euros.

G 182- Se moldea una pieza de bronce que contiene 85% de cobre, 8% de zinc, 7% de estafio. La
pieza cubica 0,52m?3. La densidad del bronce es 8,9kg/dm?®. Se desea saber el peso de bronce a
fundir, teniendo en cuenta que sélo el 92% de la fundicion es utilizable. Conocido el peso del
bronce, calcular las cantidades de los minerales correspondientes que se cargaran en el crisol,
contando con una pérdida de zinc por volatilizacion del 3%. La riqueza de cada mineral es: 99,94%
el de cobre, 99,90% el de zinc, 99,50% el de estafo.

Solucion: Peso del bronce: % =5,030435 t. Peso del mineral de cobre:
0,85 L . . 0,08 3
5,030435 - 0.9994 ~ 4,2784 t. Peso del mineral de zinc: 5,030435 093.0999 ~ 0,4332 t.
Peso del mineral de estafio: 5,030435 - % = 0,35391t.

G 183- El 1 de enero de 1990, un sefior deposita en un banco un capital igual al valor absoluto de
Al Bl Cl

100-| A, B, C, |, yelldeenerode 1991, 1992, 1993 y 1994 deposita la misma cantidad. El
A;s; B; C;

1 de enero de 1997 compra 30 acciones de la sociedad S, de 100 euros nominales, al cambio del
400%, con una comision del 1 por mil del nominal. El importe de esta operacion lo paga con
dinero que tenia en el banco. Hallar el dinero que queda en el banco tras la operacion. El interés
del banco es del 4% compuesto. A;, Bi, C; son las soluciones enteras positivas minimas del
sistema: 3x — 2yir 4z =3, x+2y-z=4, 18x—-20y+31z=9; A, y B, se deducen de

-L T
A, +Boi+e A-D° —q4 i; As y Bs corresponden a 2x y 2y, siendo x e y los valores que
cumplen /6 + /=13 = /X + JYi; C2 = E(In7); C3 = nimero de cifras de la parte no periédica
de ——L1
®25.55.37
Solucion: La inversion en acciones de S, es: 30100 -4 +3 = 12.003 euros. El sistema es

homogéneo, siendo: x = 7 _432 VY = 9 572 .Paraz=1,x=1y=2quedan: A; =1,B; = 2,

Ci1=1 Ay+Bai+(1-i)®=1+i. Dedonde: A, = B, =3. Como: 6 +i /13 = x -y + 2 /Xy,

se tiene que: x—y =6, xy = % Luego: X = 1—23 y = —%. Por tanto: Az = 13, B3 = -1.
E(In7) = E(1,94). Luego: C, = 1. Como: ———~ = 0,00000108, se tiene que, C3 = 5. El

23.5%.37
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1 21

valor absoluto de 100-| 3 3 1 | es 3.000. Por tanto, el dinero que queda en el banco es:
13 -1 5

3.000(1,047 +...+1,04%) — 12.003 = 6.274,88 euros.

G 184- Un individuo suscribe un seguro el 1 de enero de 2000, comprometiendose a abonar durante
los 20 afios siguientes, el dia 1 de enero de cada uno de ellos, una determinada cantidad. A partir
del final del afio vigésimo, cobrara una renta vitalicia de 10.000 euros anuales. Calcular la
anualidad, con un interés del 4,5%. La aseguradora estima su fallecimiento en el transcurso de
2032.

Solucion: a(1,045% + 1,045 +...+1,045) = 10000(1 + 1, 1511 ), de donde se

. 1,045 1,04
12 _ 20
obtiene: a = (10000 1’Oi'5 )+ ( 1 11’045 ) = 2.906, 65 euros.
1,045 ! 1,045 !

G 185- Resolver la ecuacion x? + ax + b = 0, siendo loga = 1,6537012y logb = 1,8759135.

Solucion: Siendo: sinf = 2‘46 . X1 = —4/2 tan % Xy = J_cot 0 9 —22°38'02"8. Luego
las raices son: —1, 734871165 y —43,31579321.

G 186- Resolver ax* + (b — 4a)x® — (11a + 4b)x? + (30a — 11b)x + 30b = 0, sabiendo que el producto
de dos de sus raices es 10.

Solucion: Por el enunciado se tiene que la ecuacion dada es igual al 5|%U|ente producto
(x2+mx+10)(x2+nx+%’) =x4+(m+n)x3+(10+mn+%’)xz+(10n+ m)x+— =0
Obteniendo las razones de los coeficientes de esta ecuacién con los de Ia dada, se tiene:

10+4mn+32  gopy30m  30b
1 _ m+n _ a_ _ a_ -2 pe donde:m:—7yn=3+%

a  Db-4a  —(1la+4b) 30a-11b 30b
Resolviendo las dos ecuaciones de 2° grado, se tienen las raices: 2, 5, -3, —%

G 187- Dada la ecuacién y = x> — mx + 12 = 0, 1°) Determinar m de modo que siendo ambas raices
positivas, la diferencia de sus cuadrados sea 7. 2°) Sustituido el valor obtenido de m, obtener los
valores de x de forma que 12 < y < 20.

Solucioén: La diferencia de los cuadrados de las raices es: mym? —48 = 7, de donde: m = +7.
Para que las raices sean positivas: m = +7. Por tanto: y = x> — 7x + 12. Para y = 12, las raices
son: 0y 7. Para 'y = 20, las raices son: -1 y 8. Luego los valores pedidos son: -1 <x <0y
7 <Xx<8.

G 188- Dada la ecuacion (m —2)x? +2(m — 1)x + m — 3 = 0, hallar qué valores hay que dar a m para
que las dos raices sean mayores que 1.

Solucion: Haciendo la sustitucion: x =y + 1, se tiene: (m—2)y?+22m-3)y+4m-7 =0,
cuyas raices han de ser positivas, por lo que su suma y su producto también lo son. Para ello:

3-2m . 4dm-7 — N : ; .
noo > 0; m_2" > 0. Es decir: 5> <m< o Ademas se ha de cumplir que:

2m-3)2-(M-2)(4m-7) >0, m > g Por tanto: g <mc< %
G 189- Dada la ecuacion x* —4x? +4ax — 1 = 0, hallar el valor de a para que haya una raiz doble, y
resolver la ecuacion.

Solucién: Siendo b la raiz doble, se tiene: x* —4x2 + 4ax — 1 = (X? + mx + p)(X? — 2bx + b?) =
= x4+ (m - 2b)x% + (b? — 2bm + p)x? + (mb? — 2bp)x + pb? = 0. Igualando los coeficientes, se
tiene: m—2b =0, b?-2bm+p = -4, mb? — 2bp = 4a, pb? = —-1. Resolviendo el sistema, se
obtienen los siguientes valores de a y de las raices de la ecuacion dada:
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a Raiz doble (b) x2+mx+p =0 |Lasotras dos raices
+1 +1 X2+2x-1=0 -1+J2

-1 -1 X2-2x-1=0 1+2
—S‘E/F g x2+—2‘é§x—3:0 —@(11@)
_Sf _f xz—z‘fx—3:0 g(lim)

G 190- Dada la ecuacion (m —2)x? — 2(m + 3)x + 4m = 0, hallar entre qué limites debe estar m para
que una raiz sea superior a 3y la otra inferior a 2.

m+3+J/-3m2+14m+9

Solucion: x = — . Para que una de las raices sea mayor que 3, ha de
+ /_ 2

tenerse que: m+3z n?T 2+ ldm+9 >3, m+3+,/-3m2+14m+9 > 3(m-2). Por tanto:

2<m«< 3—76 Para que la segunda raiz sea menor que 2, ha de cumplirse que:

Y
m+3+/3M2+14m+9 5 gl mT Tam e <2 (m—2). Luego: 2 <m < 5. El

m-2
intervalo comun es el pedido: 2 < m < 5.

2 . . .
G191- Dadoy = w, determinar los valores enteros, positivos 0 negativos, de x, tales que

x> —7x+10
y sea entero, positivo o negativo.
Solucion: y = 1—% =1-Q.
x| <-1 -1 0 |1/2/3/4|5/6|7| 8 |9 > 9
Q-1<Q<0|-16/18|-12/10 -2 |- |0|-2 | — 8/5/10/916/711>Q>0
y - - - 3|-(1]3|-|-2|-]| - | - -

Luego las soluciones para x, y son: 1, 3; 3,1; 4, 3; 6, 2.

G 192- Dada la ecuacion 4x? — 10(2m + 1)x + 14m + 5 = 0, 1°) Demostrar que tiene dos raices reales
distintas para todo m real. 2°) Hallar el valor de m que hace minima la diferencia de las raices y
calcular el valor de este minimo. 3°) Determinar m para que la suma de los cuadrados de las raices
sea 1, y calcularlas.

10m + 5+ J/100m?2 + 44m + 5

Solucion: 1°) x = El discriminante A = 100m?2 + 44m + 5,

4
siempre es positivo, por lo que siempre hay dos raices reales distintas para todo m real. 2°) Siendo
J/100m? + 44m + 5

d la diferencia de las raices, se tiene: d =

. Despejando m, se obtiene:

2
_ / 2 _
m = 224 iggd 16 , d%2 = % dmin = 20,2, m = i% =+ 0,22. 3% Siendo S la suma de

las raices y P su producto, se tiene que la suma de los cuadrados de las raices es igual a:
S2_9p = 102(2m + 1)2 -2 14m+5

42 4
de las correspondientes raices:

= 1. En el cuadro siguiente se exponen los valores de m'y

m X1 X2
_110 3 4

50 5 | 5
1|42 2

2 "2 |2

G 193- Se considera la ecuacién mx? — (8m + 1) x + 4(4m + 1) = 0. 1°) Resolverla. 2°) Determinar m
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para que el -cociente de sus raices sea —%. 3% Se considera la funcion

y = mx? — (8m + 1)x + 4(4m + 1). Demostrar que pasa por un punto fijo y hallarlo.

Solucion: 1°) x=%, X1 = 4, x2=4m—m+1. 29) mlz—%, mzz—%. 39)
8m+1+ /1+4my

Despejando x, se tiene: x =

5m . El punto fijo es (4,0).

G 194- Sean a y b las raices de x2 —2mx+m?2 =0, y sean ¢ y d los valores que toma el trinomio
y = z2+mz+m? cuando se dan a z los valores a y b. Calcular en funcion de m el valor de la

ion'E = (£ . d c . d c.d
expresmn.E—( +b3>+2( + >+4<a+b>
Solucionia=b=m,c=d =3m? E = %+12+24m.

G 195- Se da la ecuacion x2 + pX + q = 0, cuyas raices a y b son distintas de 1. Hallar la ecuacién
cuyas raices sean: a+ —1 Y b T La nueva ecuacion tiene dos raices: ¢ y d. Aplicar a esta

ecuacion la misma transformamon que a la primera.

b+1 _ 2ab — 2 __29-2
b-1 ab—(a+b)+1 g+p+1’
.b+1 _ab+a+b+1 _ g-p+1

a+ 1
Procediendo de la misma forma: -=— T b-1 ab-a-bsl - I prl Luego la nueva

2q-2 X+ q p+1 = 0, Aplicando la misma transformacion, se tiene:
g+p+1 g+p+1

a+1

Solucion: + pues: a+b=-p, ab=nq,

ecuacion es: x2 —

2 q-p+1
L d+1 _ 2¢d — 2 _ q+p+1 . o
Td-1 T cd-(rdy+1 q-p+l . 2q-2 =-p y de forma similar:
q+p+1  qep+1
g+% g = (. Luego la transformada de la nueva ecuacion es la ecuacion original:

x2+px+q—0

G 196- Se considera la funcién y = (1 —2m)x? + (1 — 3m)x + 5m — 2. Demostrar que cualquiera que
seam, los puntos (1,0) y (- 5 e ) pertenecen a la curva, y que ésta corta ay = —1 en dos puntos

de abscisas a y b, tales que son conjugados armonicos con respecto a dos puntos fijos que se
hallaran.

Solucion: y(1) =1-2m+1-3m+5m—-2 = 0. De forma similar: y(—%) = % Luego son
independlentes de m. Para y=-1, se tiene: (1-2m)x>+(1-3m)x+5m—-1=0. Luego:
a+b= ? 2m y ab = % La relacion que cumplen las abscisas de cuatro puntos
conjugados armonicos, viene dada por la expresion: 2(ab+cd) = (a+b)(c+d). Luego:

5m — 1 3m-—1 . .. (10-3d)m+d-2,
2(2—== +cd)—(1_2m)(c+d). Operando: C_(3+4d)m—2d—1’

.10-3d _ _d-2 oq _ A
independiente de m, ha de ser: 3l - _Zd_l,dedonde.d—SiJﬁyc—3+m.

para que sea

G 197- Se plantan arboles en todos los vértices de una cuadricula limitada por un perimetro
rectangular de dimensiones a, b siendo a > b. El lado mayor comprende p intervalos iguales y el
menor, g. 1°) Hallar el numero n de arboles. 2°) En funcion de a, b, n, hallar el lado x de los
cuadrados. 3°) Deducir el valor de x correspondiente a los valores: a = 140, b = 60, n = 377.

Solucion: 1°) n=(p+1)(q+1) = (& + 1)(% +1). 29 nx? = (a+x)(b+x), de donde se
a+b+ [(@a+b)+4ab(n-1)

obtiene que: x = (el signo — de la raiz no es valido, pues se

2(n-1)
obtendria un valor negativo para x). 2° Siendo: 377 =13.29, p+1=29, q+1 =13,
x — 140 _ —5y= 60 _g
28 y=12 =~

G 198- El precio unitario y la cantidad disponible de cierta mercancia han estado con los
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correspondientes al afio anterior, en la relacion k = 1,1, idéntica para uno y otra, a partir de 1980.
En cierto afio multiplo de 13, el valor es 1.000 euros. Determinar el primer afio siguiente, maltiplo
de 7, en que dicho valor es 3.138,43 euros.

Solucién: 1000 .1,12" = 3138,43; n=6; 13x+6 =7y; x =153; y=285. Luego el afio
pedido es: 285 - 7 = 1995.

G 199- Se tiene un tubo de 4cm de diametro interior, cerrado por sus extremos, que contiene aire a
presion de 7kg/cm?. El tubo esté inclinado 22°30' respecto a la horizontal, salvando un desnivel
de 50m. Se abre un grifo situado en el tubo. Averiguar el volumen de aire que sale del tubo,
sabiendo que la presion atmosférica en el exterior del tubo es de 1kg/cm?2.

Solucién: VVolumen del interior del tubo: 227 « % = 164.187,54 cm3. Volumen de aire
sin
que sale del tubo: 6 - 164.187,54 = 985.125,266 cm? = 985, 125 litros.

G 200- Dos segmentos iguales de I m de longitud, estan divididos en p y q partes iguales
respectivamente. Estan colocados de forma que coinciden los extremos. Probar que la minima
distancia entre divisiones no es inferior a I/pg, y que existen dos grupos de divisiones a esa
distancia. Aplicar al caso de p = 150, q = 253.

Solucion: Sea d la distancia que existe entre x divisiones del 1° segmento e y divisiones del 2°.

Por tanto: x%—y% =d= ﬁ(qx—py). Por lo que d serd& minima cuando: gx—py = 1,

quedando demostrado que: d « p—lq Existen dos grupos de divisiones correspondientes a:

- - . — = = = i i " +
gx—py=1 vy a px—qy =1 Para p=150, q =253, la menor distancia es: 150. 953

correspondiendo a: 1°) 253x — 150y = 1, es decir: x = 150t + 67, y = 253t + 113; luego 67
divisiones del 1° segmento y 113 del 2° segmento. 2°) 150y — 253x = 1, es decir: x = 150t — 67,
y = 253t — 113. Lo que da: 150 — 67 = 83 divisiones del primer segmento y 253 — 113 = 140 del
segundo.

G 201- Dos motoristas A y B parten al mismo tiempo, uno de Madrid y el otro de Zaragoza,
dirigiéndose A a Zaragoza y B a Madrid, recorriendo con velocidad uniforme la distancia d entre
las dos ciudades, A en a horas y B en b horas. Se cruzan m horas antes de la llegada de A a
Zaragoza y n horas antes de que B llegue a Madrid. Hallar la relacién & .

b
Solucién: a-m=b-n, (a- m)% +(b - n)% = d, ab = bm + an. Resolviendo el sistema, se
m+ /mn
tiene;a=m+ /mn,b=n+ /mn. Luego; & = — ¥ — - [
9 5 =3 Jmn n

G 202- Se extrae mineral de hierro de dos minas diferentes. Uno contiene 72% de hierro y el otro 58%.
Se mezclan cantidades desconocidas de ambos minerales y se obtiene una mezcla de 62% de
hierro. Si para hacer la mezcla se hubieran tomado 15kg mas de cada uno, se hubiera obtenido una
mezcla con 63,25% de hierro. Calcular los pesos que se tomaron de cada mineral.

Solucién:
Mineral 1° | Mineral 2° Mezcla Mezcla hipotética
Peso X y X+Yy X+15+y+15
Hierro 0, 72x 0,58y 0,72x + 0,58y | 0,72(x + 15) + 0,58(y + 15)

0,72x + 0,58y = 0,62(x +Y), 0,72(x +15) + 0,58(y + 15) = 0,6325(x + y + 30). Resolviendo el
sistema, se tiene: x = 12kg, y = 30kg.

2 2
G 203- Resolver el sistemaxs +y5 = 34;0,4(logx + logy) = 2 + log 2, 25.

Solucién: Operando en la 22 ecuacion: log(x®# - y%4) = log225. Luego: x%%.y%* = 225, Y
como: x% +y0%4 = 34, se tiene que: x°* e y%4 son las raices de: z2 — 34z +225 = 0, que son 9 y
25. Por tanto, la solucién pedida es: x = ,/@ =243,y = {25° = 3.125, 0 viceversa.
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G 204- Resolver el sistema x® +y® =513, x3 +y® = 9.

Solucion: Se hace: x3 = A, y® = B. Luego: B =9-A, A%+ (9-A)® = 513. Operando, se tiene:
A2 —9A +8 = 0, cuyas soluciones son 1 y 8.Por tanto, la solucién pedida es: x =1, y=2, 0
viceversa.

G 205- Tres motoristas A, B, C parten del mismo punto y a la vez, en una pista circular de 2.520m, a
la que deben dar 18 vueltas. Termina la carrera cuando el ganador, A, llega a la meta.
Simultaneamente con él, llegan también a la meta B y C, pero B sélo ha dado 16 vueltas y C sélo
14. Los cronometradores de meta no tomaron la hora de salida ni la de llegada. Pero un
cronometrador de ruta, anoté que cuando A alcanz6 por 12 vez a C, eran las 4h43min20s, y que
cuando alcanzo por 12 vez a B, eran las 4h51min44s. Se desea saber 1°) A qué hora comenzo la
carrera'y a queé hora llegd A a la meta. 2°) Las velocidades de los tres. 3°) Cuantas veces alcanzo A
a los otros dos y a qué horas.

Solucion: Siendo t el tiempo de duracién de la carrera, las velocidades son:
V(A) = Btﬂ V(B) = 16—,[520 V(C) = 14—,[2520 Siendo e(AC) el espacio recorrido

por A hasta alcanzar por primera vez a C, la igualdad de tiempos transcurridos da:

e(AC)  e(AC)-2520 ) B .
18.2500 —  14.2500 de donde: e(AC) = 11.340m, equivalente a 4,5 vueltas (la cuarta
t t

parte de la carrera), por lo que A alcanzé a C cuatro veces. Y siendo e(AB) el espacio recorrido por
A hasta alcanzar por primera vez a B, el tiempo transcurrido es: e(AB)  _ e(AB) 2520 de
Por P ! P 18520 T 16-2500
donde: e(AB) = 22.680m, equivalente a 9 vueltas (la mitad de la carrera), por lo que A alcanz6 a B
dos veces. Entre los dos alcances, el tiempo transcurrido es: 8min0O4s = 0,14h. Luego:

V(A) = 2268%_14%1340 =81.000m/h = 81km/h, y las velocidades de B y C, vienen dadas

por: V(B) = 871 =40,5km/h y V(C) = 84—1 = 20,25km/h. La hora de comienzo de la carrera

fue a las 4h43min20s —8min24s = 4h34min56s, siendo la hora de su terminacién las
4h43min20s + 3(8min24s) = 5h08min 32s.

G 206- Un lingote de oro y plata pesa 2kg. Sumergido en agua, su peso disminuye en 125¢g. Cual es la
composicion del lingote sabiendo que los pesos especificos del oro y de la plata son 19 y
10,5kg/dm?.

Solucion: Siendo x el peso de oro del lingote, el peso de la plata es: 2 — x. Por tanto, se plantea

que: % %o_ g = 0,125. Luego: x = 1,536764706 kg de oro y 0,463235294 kg de plata.

G 207- Dadas las ecuaciones x® —5x — 2 = 0, x3 — 3x? + ax + 1 = 0, determinar a para que tengan dos
raices comunes y hallarlas.

Solucién: Dividiendo las dos ecuaciones por x? +px+q = 0, y anulando los restos, se tiene:
p2-q-5=0, pgq=2, a=qg-p?>-3p, pq+3g+1=0. Resolviendo el sistema, se tiene:
p=-2q=-1, a= 1. Las raices comunes son las de x2 — 2x — 1 = 0. Es decir: 1 + J2.

G 208- Se consideran las tres ecuaciones siguientes: x> —px+q = 0 (cuyas raices son A y B ),
x2 —p'x+q' = 0 (cuyas raices son By C), x> —p"x+q" = 0 (cuyas raices son C y A). Hallar las
relaciones entre los coeficientes (conociéndose p, p’, p" se conocen q, q', q"). Aplicar a p = 3,
p'=5p"=09.

Solucién: Se tiene: p = A+B,p' =B+ C, p” = C+ A. Sumando dos cualesquiera y restando la
tercera, se obtiene: A = %(p -p' +p"), B= %(p +p' -p"), C= %(—p +p' +p"). Ademas se
tiene: g = AB, g’ = BC, q" = CA. Multiplicando dos cualesquiera y dividiendo por la tercera, se

!

obtiene: A = /% etc. Por tanto, se tiene que: %(p—p’ +p") = /qqi, obteniéndose los

valores pedidos: q = AB = %(p —p' +p(p+p -p"),q =BC = %(p +p -p")(p+p +p")
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q”:CA:%(—p+p’+p”)(p—p’+p”), p=A+B= qqi, + % etc. Para los valores
q
iene: A= L(3— -1 -_1 11 cq=_L o =_11
dados, se tiene: A = 2(3 5+9) > > C 5 siendo: q I q 4
//_ﬂ
q - 4

G 209- Resolver y discutir segun los valores de a, b, c el sistema x =cy+ bz, y = az+ bx,
Z =CX+ay.

Solucién: El sistema es homogéneo, luego (con independencia de la solucién 0,0,0) para ser

1 ¢ -b
compatible, el determinante de los coeficientes ha de ser nulo: b 1 -a| =
- -a 1

=1-ab%?-ac?-2bc—-a?=0. Luego: (1-bc)? = (a+b?)(a+c?), es decir que: (1-bc) es
media proporcional entre (a+b?) y (a+c?). Cumpliéndose esa condicién, y no siendo nulo
ninguno de los tres binomios, las soluciones son, por ejemplo: x = (b +ac)A, y = (a +b?)4,
z = (1-Dbc)A. En los cuadros siguientes, se exponen las soluciones para situaciones particulares
de a, b, c. a) Los tres binomios son distintos de cero:

y |z
a=0b=0/c+0|2bc=1 A b | 4
" " " 2bc = 1 0 0 |0
a#0/b=0|c*0|a+ac?=1 =+ fal-a®)A|al|L
" " " laZ+ac? =1 0 0
a#0/b#0|c=0a+ab?=1 = fal-a)A|L1 |al
" " " a’?+ab? #1 0 0 |0
b) Dos binomios son nulos:
X y |z
a+b?=0|1-bc=0a+c2+0 b=1 [A+u [A|u
" " " =1 -A-plAlp
" " " b++1|0 0|0
a+b?+0|/1-bc=0a+c>=0c= A+p | Al
" " " c=-1|-A-pu|A|u
" " " c+=xl|cd A0
c) Los tres binomios son nulos:
X |y|z
a=-1|b= cC= A+p Al
a=-1lb=-1lc=-1-A-purpu

d) Otros casos:
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Xy |z

a=0 |b=0jc+0[0|0 |0

a=0 |bx0jc=0[0|0 |0

a=1 [b=0/c=0/0{4 |2

a=-1b=0/c=0{0-2|A

a++1/b=0|c=0|0 0

a= b=0/c=0|0 0
G 210- Hallar el valor de m que hace compatible el sistema: 9% - @B+i)y + mz =0
X + B+i)y + z =0

B-x + 2y + (3-iz =0
Hallado m, calcular su logaritmo en el sistema cuya base sea el antilogaritmo del valor de la
expresion: 2n - 10~*[log(n + 5) — logn], cuando n — oo.
9 3-i m
Solucion: 1 3+i 1 =0, m=09. Lasolucibnes: x =t, y =0, z=—t. La base es
3-1 2  3-i

Ul

n
el antilog(2n - 10~*[log(n + 5) — logn]) = lim [%] S =lim [1 + i]
n—o

n = e. Luego la base

N—o0

es el nimero e, teniéndose que In9 = 2,197224577.

G 211- Resolver el sistema: x> + y? — x — y =48
Xy + X +y =31

Solucién: Operando, se tienen las ecuaciones: Xx2+y2+xy =79, (X+Yy)?2—-xy=79,
(X+y)2=Bl-xy)2=79+xy, x?>—-63xy+882=0, xy=21 06 xy=42. Luego:
X+y=231-21=10,0hien: x+y =31-42 = -11. Conx+Yy = 10, se tiene: x? — 10x + 21 = 0,
cuyas soluciones son 3y 7. Con x+Yy = —11, se tiene: x> + 11x + 42 = 0, cuyas soluciones son:

=11+ J-47
—

G 212- Dado el sistema x + 'y = -1 hallar a y b para que sea compatible sabiendo
y + 2z =9
ax — y + z =7
ax — 2by =1
X - az =38

que a es entero. Una vez obtenido un sistema de valores de a, b, X, y, z que verifique el sistema,
logh
calcular E = 2

i - '
0,5'°9X|:(—y) X — Yﬁ}

Solucién: Con las ecuaciones 12, 23, 32 y 52 se obtiene: 5a2 + 16a + 11 = 0. De donde: a = -1

(el otro valor de a es _Tll no entero). Para a = —1, el sistema es compatible si b = % siendo la

.. . 210905 1 1+43
solucion: x = 2,y = -3,z = 6. Luego: E = 0 592305 _ 1] = 71 = 5

G 213- Resolver x8+(a+b)x*-c=0, siendo a el valor que anula al determinante
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a+b 110
1 100 1 .1
, b es el valor de la parte entera de A = M,yces el niUmero de
2a—-11 0 1 0 7.3
4 321

nameros impares comprendidos entre 13.541 y 13.983.
Solucion: El valor del determinante es: b—a+10 = 0. Luego: a = b+ 10. Operando en la

PRI N S
4.37"2"14’ _ 4.3 _ 12
7 7 7

de impares es: c= 983 -1 _2(541 D _ 220. Por tanto, la ecuacién dada
queda: x® +12x3 — 220 = 0. Luego, x® = —6 + /256, es decir: x3 = 10, x3 = —22. Por tanto: x
tiene dos valores reales: ¥10 y — /22, y cuatro imaginarios:ﬁ(—l +/310), 3/% (1+J30).

expresion de A, se tiene: A = . Luego: b = 1, a = 11. El nimero

G 214- En una localidad ha llovido sin interrupcion y con la misma intensidad, dia y noche, durante

30 dias seguidos. Al empezar el temporal, tres aljibes tenian la misma altura de agua, Se sabe que
el 1°, de 60 m? de seccién, ha servido para abastecer a 20 personas durante 30 dias, quedando luego
vacio. El 2°, de 15m? de seccion, a 6 personas durante 20 dias, quedando vacio. ;A cuantas
personas abastecera el 3°, de 75m? de seccién, que se ha vaciado en 25 dias? No se debe tener en
cuenta el agua que recogen pasado el instante de nivel cero.

Solucion: Sea h la altura inicial en los tres depdsitos. Cada dia se recogen x metros de altura del
agua caida. Cada persona consume ym?® de agua diariamente. En el 1° aljibe se tiene:
60h + 30 - 60x — 20 - 30y = 0. En el 2° aljibe: 15h +20 - 15x — 6 - 20y = 0, Siendo P el numero
de personas pedido, en el 3° aljibe se tiene: 75h + 25 - 75x — P - 25y = 0. Para que sea compatible
este sistema homogéneo, el determinante de los coeficientes ha de ser nulo:

60 1800 -600
15 300 -120 = 0, obteniéndose: P = 27.

75 1875 -25P

G 215- Aplicar Sturm a x5 — 5x* + 9x3 — 9x? + 5x — 2 = 0.

Solucion: f = x> — 5x* + 9x3 — 9x2 + 5x — 2, f' = 5x* — 20x3 + 27x2 — 18x + 5.

Dividiendo f por f' : f 1 -5 9 -9 5 -2
—%f’ -1 4 -54 36 -1
-1 36 54 4 -2
%f’ 1 -4 54 -36 1
—f, 0,4 0 04 -1
Dividiendo f' por f, = 0,4x3 - 0,4x + 1 : ff 5 -20 27 -18 5
0_,—541:2 5 0 5 -12,5
—20 32 -30,5 5
02,—9”2 20 0 -20 50
s 32 -50,5 50
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Dividiendo f; por f3 = =32x2 + 50, 5x — 50 : f, 04 -0,4 1

0.4¢ 04 0,63 -0,62

32
0,63 -1,12 1
253+, ~0.63 0,99 -0,98
—f4 -0,13 0,02
Dividiendo f; por f, = 0,13x - 0,02 : fs =32 50,5 -50
0?53 fi 32 -4,9
45,6 -50
%51'36 456 7
& a3
Cuadro de variaciones: —o0 | =1|0|+1 |+
XP-Bx4+ 03 —0x2+5x—-2| —| —|—| —| +
5x%—20x3 +27x> - 18x+5| +| + +| —| +
0,4x3-0,4x+1| —| +|+| +| +
—-32x2+50,5x-50| —| —|—-| —| -
0,13x-0,02| —| —|—| +| +
431 +| + |+ +| +
NUmero de variaciones| 3| 33| 3| 2

Luego hay una raiz real > 1. Las otras cuatro raices son imaginarias.

G 216- Dada la ecuacion 2x® —3x? —12x+2 = 0, demostrar que sus tres raices son reales y
calcularlas con error menor de 1/100.

Solucion: | x |—oo|-1|0 | +1 |+ . Luego las tres raices son reales y estan en los intervalos:
fx)] — ]9 12]-11] +

—0o<X<-1 0<x<1, 1<x<+oo. Para calcular laraiz 0 < x < 1, se tiene que: f(0,1) >0y
f(0,2) < 0, y que: f(0,16) > 0 y f(0,17) < 0. Por tanto: x = 0,16. Eliminando esta raiz en la
ecuacion dada, se tiene: x? — 1,34x — 6,21 = 0, cuyas raices son: —1,91y 3, 25.

0 4 5x2 x*
4 bxz x4 0
G 217- Calcular la suma de los cuadrados de las raices de = 0.
—5x2 x4 0 4

x4 0 4  —5x2

Solucion: Desarrollando el determinante, se tiene: f(x) = ax*® + bx® +...= 0. Derivando, se tiene:

/ 0 _ 16 8b :
f'(x) = 16ax'® + 8bx’ +... Por tanto: oo X T ae +... Luego: S, = 0.

G 218- Determinar la raiz positiva de x® + x? — 27,48 = 0, con tres decimales, aplicando el método de
Newton.

Solucion: f(2) <0, f(3) >0, f =3x2+2x, f"=6x+2, f'(2) >0, f'(3) > 0. Por tanto, se

) _ =852 _ (58 Luego: xo — 3-0,258 — 2,741, Al

f3) 33
. ) . o, —f(2,741) ~ -0,626436 _
aplicar los calculos anteriores a x,, se tiene: Xz = F2.741)  28,021243 ~ 0,0223557.

sustituye: X = 3+X1, X3 =

105



Luego: x = 2,741 - 0,022 = 2,719.

G 219- Formar una ecuacién que tenga por raices las potencias sextas de las raices de x2 + px +q = 0.

Solucioén: La ecuacion pedida es: x2+ax+b =0. La derivada de la ecuacion dada es:
f' =2x+p. Di\2/idiendo f' por f, ssga tiene el giguie?te cocizen;[e: 5

2 P . p°-29  3pq-p p® —6p*q+9p°q° —2q

X = ? + X?’ + X4 +...+ X7

Luego: a = —Sg = —(p® — 6p*g + 9p2g? — 2g°). El producto de las sextas potencias de las raices
de la ecuacion dada es g®. Por tanto, de acuerdo con esos resultados, la ecuacién pedida es:

= (p°® - 6p*q + 9p?a® - 29°)x + ¢° = 0.

G 220- Formar una ecuacion que tenga por raices las potencias sextas de las raices de la ecuacion
x*+px+q=0.

Solucién: La derivada de la ecuacion dada es: f' = 4x3 +£J D|V|d|endo f' por f, se tiene:

4 _3p 49  3p®  7pq 49’ 3p° 10p’q _ 1lpg 493
X T gE T X5 X7 + X8 + N x12 X13 Sea la

ecuacion pedida: x*+ax®*+bx?+cx+d=0. Se tienen las siguientes igualdades:
a=-S¢ =-3p?, b=Se = %(S% —S12) = 3p*+20°% €= —Sgep = %(Sé — S18 — 3S126), por
lo que: c= %(Bp6 —36p2q°® + 18p% + 72p2g® — 81p®) = —10p® + 6p2g®, d = Seees = °. La
ecuacion pedida es: x* — 3p2x® + (3p* + 29%)x? + (—10p°® + 6p2g®)x + q° = 0.

Nota: Para calcular S, se puede utilizar la ecuacion de recurrencia: S, + pSn-s + Sn-4 = 0.
Utilizandola se obtiene: Si3 = 13p3q, S = 21p?g?, Sis = —3p° + 15pqg3, Sis = 3p® - 36p2q°s.
Para calcular Si,¢ se utiliza la formula: Spn = Sm + Sh — Smin, €S decir: Sy = S12 + Sg — Sis.

G 221- Hallar la suma de las potencias quintas de las raices de x* + px +q = 0

Solucion: En el problema anterior G 220, se ha obtenido al dividir f' por f, que el coeficiente de
% es cero, luego: Ss = 0.

G 222- Hallar la suma de los productos binarios de las potencias h-simas de las raices
dex"+x2+x+1=0,siendon>a+2hyh> a.

Solucion: Dividiendo f' = nx"! +ax®!+1, por f=x"+x2+x+1, se obtiene el cociente:

% +8=n . 1-n,  portanto, los coeficientes de Xhl+1 y de son nulos. Luego la suma

¥ l-a X"

pedida es: Spp = %(Sﬁ —Su;) =0.

X2h+1

G 223- Dada la ecuacion x® + px +q = 0, hallar la condicién que deben cumplir los coeficientes para
que la relacion de dos de las raices sea igual a m.

Solucion: Siendo: % = m, se tiene que: m®x® + pmx + q = 0, de donde, eliminando g, se tiene:

m3x3 + pmx = x2 + px. Por tanto: x = + /prgs'—_rln) . Sustituyendo este valor en la ecuacion dada,

se tiene: p>m3*(m + 1)2 + g?(m?+ m+1)3 = 0.

G 224- Dada la ecuacion x® + 4x* + 2x+9 = 0, calcular ) ﬁ
+
I

Solucién: Se realizan las siguientes sustituciones sucesivas: primero, y = x3, obteniéndose:
y® +64y* +8y+512 =0; a continuaciéon, z=y+1, con lo que se tiene la ecuacion:
7% + 59z — 24673 + 374z? - 243z +567 = 0; y por fin, t= % lo que da la ecuacion:
f = 567t5 — 243t* + 374t3 — 246t2 + 59t + 1. Derivando esta Gltima ecuacion, se tiene:

f' = 2835t* — 972t% + 1122t% — 492t + 59. Se obtiene el cociente de dividir f' por f, que es el

siguiente: % . 04286 1,13%6 | 05322 , Por tanto, la suma pedida es: 0,5322.

t2 t3 t4

G 225- Dada la ecuacion X’ +x® —x°> +x*+x3+x2—x+2 =0, hallar la suma de las potencias
cuartas de los productos binarios de sus raices.
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Solucion: La suma pedida S44 es igual a: %(S?1 — Sg). La derivada f/ de la ecuacion dada f, es:

f' = 7x® + 6x°> — 5x* + 4x® + 3x? + 2x — 1. El cociente de dividir f/ por la ecuacién dada es:

%_x_lz %_%+X75+ +143 ...Luego:s4,4=%(49—143):—

G 226- Dada la ecuacion x* — 5x® + 10x? — 10x + 4 = 0, hallar en funcién de n, D_x'y > xi™.

Solucion: Se tiene la ecuacion de recurrencia: Spis — 5Snss + 10Sn.2 — 10S,.1 + 4S, = 0, cuyas
raices son: 1, 2, 1+i. Por tanto: > X! =S, =1+2"+ (1 +i)"+ (1 -i)". Desarrollando este

_ Mz o nm
término, se tiene: Sn—1+2“+2[(1 ( ) ( ) ( ) ]_12+2”+2 2 cos X . Para

4
-n, setiene: Y _xi" =S, =1+2"+2"2 cos— % 4 _1+2—1n+2 2 cos%’.
G 227- Resolver por el método de Graffe, la ecuacion x3 + 5x2 —3x — 1 = 0.
Solucién:

1 5 -3/1
1 31 191
1 923 299 1
1 851.331 87.555|1
1|7,247642 - 10! | 7.664.175.363 | 1

Por tanto: —x'6 = 7,247642 - 10!, Luego: x = —5,5114. Eliminando esta raiz en la ecuacion dada,
se tiene: x2 — 0,5114x — 0,18147 = 0, cuyas raices son: 0,75254 y —0,24114.

G 228- Resolver por el método de Graffe la ecuacion x3 —7x +7 = 0.
Solucion:

0 —7 7

14 49 49

98 1.029 2.401

7.546 | 588.245 | 5.764.801
55.765.626

Por tanto: —x® = 55.765.626. Luego: x = —3,04893. Eliminando esta raiz de la ecuacién dada, se
tiene: x? — 3,04893x + 2,296 = 0, cuyas raices son: 1,35715y 1,69178.

RPlR| PRk~

G 229- Dada la ecuacion x* — 4x3 + 18 = 0, determinar por Newton la raiz comprendida entre 2 'y 3.

Solucion: x = a— 1@ _5_ 2 _ 5195 x — 2,125 S2125)

f'(a) —16 o 0T F(2,125) = 2,12%5L.

G 230- Hallar por el método de Lagrange la menor raiz positiva de 5x* — 17x2 + 8x + 1 = 0.

Solucion: Siendo f(0) > 0y f(1) < 0, se tiene que: 0 < x < 1. Por tanto se hace la sustitucion:
X = >1, obteniendo la ecuacion: y* +8y? —17y+5 =0, en la que se tiene que la menor raiz

positiva se encuentra entre 1 y 2. Por tanto, se hace la sustitucion: y = 1+ z , Obteniendo la
ecuacion: 3z% —2z2 - 11z—-1 = 0, en la que la menor raiz positiva se encuentra entre 2 y 3. Por
tanto, se hace la sustitucién: z = 2 + % , obteniendo la ecuacioén: t*> — 17t — 16t — 3 = 0, en la que
dicha raiz se encuentra entre 3 y 4. Se hace la sustitucion: t = 3 + % obteniendo la ecuacion:
15u® - 71u?-46u—-7 =0, en la que la citada raiz estd entre 5 y 6. Se hace la

sustitucion: u = 5+ % obteniendo la ecuacion: 137w? — 369w? — 154w — 15 = 0, en la que dicha

raiz esta entre 3 y 4. Por tanto: x = (0,1,2,3,5,3,...) = % = 0,698225, con error < 16192 .

En el cuadro siguiente se resume lo anterior:
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Intervalo de la raiz | Sustitucion Nueva ecuacion

0<x<1 x:% y3+8y2—17y+5 =0

1
l1<y<? y=1+% |32°-22-11z-1=0
2<7<3 z=2+% 3-17t2-16t-3 =0
3<t<4 |t=3+L1 1503 -712-46u-7=0

5<Uu<6 u=5+% 137w — 369w2 — 154w - 15 =0

3<w<4

G 231- Dada la ecuacion x® + 4x? — 7 = 0, calcular por Horner su raiz positiva con seis decimales.
Solucion:

Intervalo de la raiz Sustitucion Nueva ecuacion

1<x<2 (x-1)10 = x; | x3 + 70x? + 1100x; — 2000 = 0

1<xi<2 | (xx—1)10 = xo | x§ + 730x3 + 124300, — 829000 = 0

6<X2<7 (X2 — 6)10 = x3 | x3 + 7480x3 + 13316800x; — 56704000 = 0

4 <X3<5 (X3 —4)10 = x4 | X3 + 74920x3 + 1337788800x4 — 3317056000 = 0

2 <Xs4<3 (Xa —2)10 = x5 | x3 + 749260x2 + 133808859200x5 — 641078712000 = 0

4 <X5<5 (Xs —4)10 = X | X§ + 7492720x3 + 13381485332800xs — 10583286976000 = 0O

O<xg<l

Luego laraiz es: 1,164240.
1

G 232- Calcular por el método de Lagrange con error menor de 1000 laraiz positiva de
x* +2x3+x-100 = 0.
Solucién:
Intervalo de la raiz | Sustitucion Nueva ecuacion
2<x<3 |x=2+1 |66y"—57y3-36y2—10y-1=0

l<y<? y =1+ |382%-11x* - 189x* - 207x - 66 = 0
2<2<3 7=2+-1 |736t4 — 12113 — 657t2 — 293t — 38 = 0

t
l<t<?2 t=1+% 373u* — 974u® — 3396u% — 2823u—-736 = 0
4<u<b
Luego laraizes (2,1,2,1,4) = 2,7368.

G 233- Discutir utilizando el teorema de Roll, el nimero de raices reales de las siguientes ecuaciones,
segun los valores del pardmetro m: 1°) 16x° — 20x3 + 5x + m = 0; 2°) mx* — 12x? + 4x + 3 = 0,.

Solucién: 1°) f' = 80x* — 60x% + 5 = 0, de donde: x = + 3 i8‘/§ . Sustituyendo este valor en la
ecuacién dada, se tiene: f( 3+8‘/§ ) _ |3 +8‘/§ 1-y5)+m=1+ms0. Luego si

m > 1 — 3 raices reales; si m <1 — 5 raices reales. Para m = 1 hay una raiz doble. 2°) La
ecuacion cuyas raices son las inversas de las de la dada, es: 3x*+4x3—12x2+m =0,
f' = x(x? + x—2) = 0, luego x tiene tres valores: 0, 1, -2.

108



Valoresde x | —o | -2 0 1 +00

Valoresdef| + |32+m | m|-5+m| +

Luego se tiene la siguiente situacion:

Valores de m m<32-32<m<0/0<m<5 m>5

NuUmero de raices reales 2 2 2 0

Se tiene una raiz real doble para los valores de m: —-32, 0, 5.

G 234- Encontrar la condicion para que la ecuacion x* + px? + gx +r = 0, tenga una raiz doble.

Solucidn: Siendo a la raiz doble, debe cumplirse: f(a) = 0, f'(a) = 0, xf(a) = 0, xf'(a) =0,
x?f(a) = 0, x?f'(a) = 0, x3f'(a) = 0. Es decir:

4x3 +2px +q =0
4x4 +2px% 40X =0
x* +px2  4+gx  +r =
x® +px3 H+Ogx2 +rX =
4x° +2px3  +qx? =0
x® +px* +gx3 4rx? =0
4x° +2px*  +gx3 =0

Para que este sistema sea compatible, el determinante de sus coeficientes ha de ser nulo:

00 0 4 0 2pq
00 4 0 2p g O
001 0 p q r
010 p g r 0|=0.
04 0 2p g 0O
10 p q r 00
402 g 0 0O

De donde: 144p2q?r — 4p“*q? + 16p° — 128p3r2 + 256pr® — 27pg* = 0.

G 235- Hallar las raices comunes de las siguientes ecuaciones:
X4+ 23+ X2 +Xx+1=0; x*=x34+3x2-x+2=0.

Solucion: Las raices comunes vienen dadas por el m.c.d. de los dos polinomios:

X+1 X2 —X+2

XO4+2X3 4+ X2+ X+1 | x*—x¥+3x2—-x+2| x2+1
—x2-1 0

Luego las raices comunes son las de x2 + 1 = 0, es decir: X = =i.

G 236- Dada la ecuacion x + msinx = 0, 1°) Hallar los valores de m para los que son reales las raices.
2°) En la hipotesis de raices reales, hallar su nimero para un determinado valor de m. 3°) Hallar el
valor entero de m para el que la ecuacion tiene cinco raices reales, calculando la mayor de ellas con
error menor que 0,001.

Solucion: Haciendo: y = sinx, y = —%. Ademas de la solucién (0,0), como la tangente en el
origen tiene pendiente 1, por ser y' = cosO = 1, entre esta pendiente y la dada por la tangente
desde el origen a la curva en el intervalo 7 < X < 37” las rectas que pasan por el origen cortan a

lacurvay = sinx, en 3, 7, 11,..., «o puntos situados en el 1°y en el 3° cuadrantes, y en.o,..., 13, 9,
5 puntos situados en el 2° y en el 4° cuadrantes (incluido el origen). Las tangentes desde el origen
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delimitan las zonas correspondientes. La tangente en el punto (6,sin6) es: y —sinf = (x — 6) coso.
Para que pase por el origen ha de cumplirse que: sinf = 6cos#é, es decir, 8 = tanf. Por tanto, los
puntos de tangencia corresponden a las raices de x = tanx. Por ejemplo, el punto de tangencia en

el intervalo 7 <X < 37” es: X =4,49341rad, y en el intervalo 37 <x< 77” es:
X = 10,90412rad.

X rad X° tanx sinx  |m= =X
sinx
4,49341 | 257°4534 = 257°27/1212 | 4,49341 | -0,97612 | 4,60334

10,90412 | 624°7601 = 624°45/36/2 | 10,90412 | —0,99582 | 10,94988

Luego para: —4,6 < m < 4,6, no hay mas raices reales que x = 0. En los demas intervalos el
namero de raices reales se corresponde con lo expuesto méas arriba. La ecuacion tiene 5 raices
reales en el intervalo: 4,60334 < m < 10,94988, siendo por tanto los valores enteros de m : 5, 6,
7, 8, 9y 10. La mayor corresponde am = 10, siendo x = 5,6792.

Nota- Este problema no corresponde al dominio del &lgebra. La solucion x = 5,6792 puede

obtenerse aplicando Newton (a' = a — %). Los distintos valores calculados en el problema, se
han hallado mediante calculadora. Las ideas expuestas se clarifican dibujando la curvay = sinx, y
trazando las tangentes desde el origen.

1

0 = : ; : ' :
20 \EO
-1

G 237- Sean yi, Y2,..., Ym, donde m = (g) la suma de las raices de la ecuacion f(x) de grado n,

tomadas de dos en dos, es decir: y1 = X1 + X2, Y2 = X1 +X3,..., Ym = Xn-1 + Xn. Sean las sumas:
Sk = Yk +y5 +... 4y, ok = x§ +...+xK. Demostrar que entre estas sumas existe la relacion:
2S5k + 2ok = oook + ( '; )010k-1 +...+0k00.

Solucion: oook = (X +... X +. .. X)X +.. . +xK . 4xK)
(9)o10k1 = (KT +oxt o) O+ D)

(okoo = (X +. . 4xF +. . x) OF +. . 4x) +...4+xP)
Sumando verticalmente: 1°) los términos de igual subindice:
k — k —| k
XIXE 4+ (6 XX 4+ XEXE + L+ xExS

cuya suma es: (X1 + X)X +...+(X; + XK+ 4Ky + X)) = 2K o [A]
2°) las demés columnas:
XIX5 . xOXE
COOAXET +. . AxdxE +..)

COOEXE™ +. .+ XX +..0)
que sumadas verticalmente, dan: (X; + X2)* +...+(Xn_1 + Xn)* = y& +...+yX = 2S¢ [B]
Por tanto: [A] + [B] = 2o« + 2S, con lo que queda demostrado.
Nota: Lo anterior es independiente de que x; sean raices de f(x). Siempre habra una g(x) cuyas
raices sean X;.
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G 238- Sean a, b, c las raices de x3 +px+q =0.1% Seay = & + % + %. Obtener la ecuacién que

b
tLene por raices los distintos valores de y posibles. 2°) Hallar la que tiene por raices las cantidades:
—a C—a
c-a p_g"
Solucién: 1°) Existen dos valores para y: y; = % + % +& Yy =2+ % + %, Se tiene que:
= 2.2 =-3 e: =3 S3 abcS_; =9 p’ Luego la ecuacion pedida
yit+y2 = abe = =9, Y QUEl Yi¥y2 = +a_bc+ 3 = +?. ueg uacion pedi
3
C g2 P 0 ‘ .b-a c-a a-b c-b a-c b-c
es: y?+3y+9+ — = 0. 2°) Las raices son: t—5, b—a’ c-b’ a—b’ b_¢’ a-¢ Su
suma es: (B:g + g:g)+...: ¢—2 4 ..=3. Su producto es: (H- g‘g) =1 La
suma de los productos quinarios es: b% +...= 3. La suma de los productos binarios es:
“T-a
2 _ 3 2 3
%. La suma de los productos ternarios es: % (el célculo de estas dos
ultimas sumgs 3es tediozso). , Por taznto, , la ecuacion pedida es:
162q° — 3p 189q° — 26p 162q° — 3p
6 _ 2y5 4 _ 3 2 _ 1=0.
X3 2792 + 4p°® X 2702 + 4p3 e 2792 + 4p°® XT3 0

G 239- Demostrar que si cinco coeficientes consecutivos de una ecuacion de coeficientes reales son A,
B, C, 2B - A, 2C — A, existen raices imaginarias.

Solucién: Sea la ecuacion: AX™+ Bx™! + Cx™2 + (2B — A)X™ 3 + (2C — A)x™* +...= 0.
1+./5

Multiplicandola por: x® — 2x + 1 = 0, cuyas raices son: 1y _T se tiene que los coeficientes

de x™ y de x™?*, son nulos. Por tanto, al no haber introducido en la multiplicacién ninguna raiz
imaginaria, la ecuacion inicial tiene al menos dos raices imaginarias.

G 240- Demostrar que si en una ecuacion de coeficientes reales: aox" +a;x"* +...+a, = 0, siendo
ao > 0, se representa por A el médulo del coeficiente negativo de mayor valor absoluto, y es a, el
mayor de los que preceden al 1° negativo as, un limite superior de las raices de la ecuacion es;

Avs=7 ;
1+(a—r) S—T (reglade Tillot) .
Solucion: Sea: f(x) = aox" + arx"* +...+a X" +...—asx"*+...= 0. De acuerdo con el

n-s+1 _
enunciado, se tiene que: f(x) > ax"" — AX"S — Ax"S1 - A = ax"" - AT -1)

A g A(Xn—s+1 _ 1) anr A A :|
n-r _ — _ _ <
suponiendo x> 1. Luego, arx V] v—) [a,(x 1) vk +507 | S

0
Por tanto: a,(x —1)xs™1 -A <0, a,(x-1)(x-1)st-A <0, por lo que: (x—1)5" - A <,
1 1
ANS—T ANS—T
x—lS(a—r> ’X51+<a_r> .

G 241- Resolver la ecuacién f(x) = x> — 10Inx — 3 = 0, con error < 0,01.

Solucion: f(0,7) = 1,0 > 0,f(1) =-2 <0, f(4) =-0,8 <0, f(5) =5 > 0. Luego hay una raiz
entre 0,7 y 1, y otra entre 4 y 5 Aplicando Newton a estos valores se obtiene:

f(0,7 0,72 -10In0,7 -3 f(4 . .
x:0,7—f,((0—’7)) =0,7- 2.0,7_% =0,78, X = —% = 4,15. Las raices son:
0,78y 4, 15. ’

G 242- Resolver 2X(x —1) — 1 = 0, con error <0,01.

Soluciéon: f(1) =-1<0, f(1,5) =0,4>0, x=1+y, 2"Wy-1=0, (L +y)log2+logy =0,
y = ﬁ zlog2 +100log2 — 169,897. Para z = 38, se tiene que: f(z) = -11,68 < 0. Para

z = 39, setiene: f(z) = 0,95 > 0. Luego: x = 1,38.

G 243- Resolver 10%8s"x — x = 0, con error < 0,0001.
Solucion: Iterando, se obtienen los siguientes valores:
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X 2,6 2,5 2,59 2,596 2,597 2,5969 2,59698 2,59699

f(x) | 0,015 <0 | 0,5>0 0,035 >0 | +0,005 > 0 | —0,000096 < O | +0,0004 > O | +0,000005 > 0 | —0,00004 < O

Luego: x = 2,59698rad = 148°7959935 = 148°47'45"58.

G 244- Demostrar que si una ecuacion algebraica de coeficientes racionales tiene raices multiples
siendo todas de distinto orden de multiplicidad, éstas han de ser racionales.

Solucion: Se supone que tiene una raiz irracional ¢ de orden de multiplicidad h. Por tener
coeficientes racionales, la ecuacion ha de tener como raiz su conjugada pB, también con
multiplicidad h, pues si su multiplicidad fuera k # h, el producto (x — a)"(x — B)* no tendria todos
sus coeficientes racionales y por tanto tampoco lo serian los de la ecuacién dada.

347,23Y
0,00485% . 0,072258Y
ecuacion log[8'°9%] — log[2'°9%] = log[x*]; y el interés en % al que se colocaron 12 anualidades de
3.000 euros para reunir un capital de 46.880,51 euros; z = p — 87,9, siendo p la arista en cm con
error < 0,1 por defecto, de un cubo que contiene 700kg de agua destilada a 4°C.

Solucion: a) Célculo de x: logx - log8 —logx - log2 = xlogx, logx(log8 —log2 —x) = 0. De
donde: x =1 y x = log4 = 0,60206, siendo la menor raiz: x = 0,60206. b) Calculo de y:
3000[ (1 +r)* +...+(1+r) ] = 46.880,51r. De donde: r = 4%. Por tanto, y = 4. c) Calculo de

1

z: Como p = 700.0003 = 88,79cm, luego: z = 88,7 — 87,9 = 0,8. Sustituyendo estos valores

; 0,06 - 347,232 - log4,6 0,30103
A setiene: A = ’ ’ : _ 122,1865016.
en A, se tiene (0,004850'4 -0,0722582 - log 8 ) ’

G 245- Calcular A = [0,06 ‘/ . Iogs%J 2 , siendo: x la menor raiz de la

G 246- Hallar el polinomio de 4° grado f(x) tal que f(n) = a®+ (a+b)3 +...+(a +nb)3. Aplicar al
caso particulara =0, b = 1.

Solucion: f(x) = ax* + Bx3 + yx? + X + €,

fn) =an*+pnd+yn2+on+e=a*+(@+hb)®+...+(a+nb)® =
na®+3abd_ n+3ab?d n?+b3> nd =

nin+1) © 3ab? nin+1)2n+1) L be n’(n+1)* _

=nad + 3a2b

= ( ® ) 4 ndab? + £ )+ nz(%azb + %ab2 + ng) +nad+ %azb + agz ).

Luego a= %3 ﬁzab2+b73, y = %a2b+%ab2+bT3, S=a’+ 2a12b+ alza ,e=0.
f(x) = x4 +(ab? + &2 )x3 + (iazb + %ab2 + bTs)x2 +(@%+ %azb + ab ab” yy.

Paraa = O, b=1se tlene f(x) = 74 + XT + XTZ

G 247- En una progresion aritmética de razon 2, la suma de los 300 primeros términos representan el
valor de un capital en euros. El término de lugar 1.460 representa el interés producido en 300 dias
a un r% igual al séptimo término de la progresion. Hallar el capital y el interés.

Solucion: U; =a, v =U; =a+6-2=a+12. SeaCelc Blta| e | el interés producido. La
suma de los 300 primeros términos es: C = Sz = a+a+ - 300 = 300(a + 299). El

300(a + 299)(a 2 12)300

término de lugar 1.460 es: | = a+ 1459 .2 = 36000

a = -8, C = 87.300 euros, r = 4%.

. Por tanto, se tiene que:

G 248- Se desea fabricar 500 piezas de un material cuya composicion es: 88% de A, 10% de B, 2% de
C. Cada pieza terminada pesa 1.700g. Para fabricarlas, se dispone de 410kg de M, cuya
composicion es 90% de Ay 10% de B; ademas se dispone de N, cuya composicién es 85% de A,
9% de B y 6% de C; y también se dispone de los materiales A y B. Se funden los 410kg de M con
las cantidades necesarias de N, Ay B. Al fundir se experimenta una pérdida de 1% de A, 0,25% de
B, 2% de C. Se ha de contar con un desperdicio de 32kg por moldeo y la posterior mecanizacion,
gue no se aprovechan. Los precios por kg de los materiales, son: M, 12,5 euros; N, 12 euros; A, 8
euros y B, 25 euros. El coste del moldeo es a razon de 8,5 euros por pieza. Ademas se carga el
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30% por gastos y beneficio. Se pide el precio de 1 kg de las piezas terminadas.

Solucion: Se utilizan: xkg de N, ykg de A, zkg de B. Por tanto, la cantidad de kg de A a fundir
es:410-0,9+0,85x+y. Lade B, es: 410-0,1+0,09x + z. Lade C, es: 0,06x. La cantidad total
fundida después de las pérdidas, es de 500 piezas de 1,7kg, mas 32kg desaprovechados, en total
882kg, cuya composicion es: 0,88 .882 = 776,16kg de A, 0,1.882=288,2kg de B,

0,02 - 882 = 1777, g4llég de C. Como estos materiales sufren pérdidas en la fusion, las cantidades a

fundir son : 0.99 = 784kg de A, 0.9975 9975 = 88,421kg de B, 0,08 98 = 18kg de C. Estos
18kg de C provienen de N; por tanto se utilizan: 01—86 = 300kg de N. De acuerdo con lo

expuesto, la cantidad del material A utilizado es: 784 —410.0,9-300 - 0,85 = 160kg. La
cantidad del material B que se utiliza es: 88,421 — 410 - 0,1 — 300 - 0,09 = 20,421kg. Por tanto,
el coste de los materiales es: 410 - 12,5+ 300 - 12 + 160 - 8 + 20,421 - 25 = 10.515,525 euros, es
decir, un coste de materiales por pieza, de 21,03 euros. El coste total por pieza
es: (21,03 +8,5)1,3 = 38,39 euros, lo que da 22,58 euros por kg.

G 249- Se tiene la ecuacion f(x) = Aox™ + Ax™?! +.. . +AnaX + An = 0. Se considera la progresion a,
a+hb,..., a+(m-1)b, a+mb, en donde a y b son positivos. Se forma la ecuacion g(x) = 0,
sumando los productos de los términos de f(x) con los de la progresion dada, el 1° con el 1°, el 2°
con el 2° ..., el Gltimo con el Gltimo. Suponiendo que f(x) = 0, tiene raices reales positivas y
negativas, fijar la posicion relativa sobre el eje de abscisas, de las raices de g(x) = 0, respecto de
las de f(x) = 0.

Solucién: Se tiene: g(x) = Aoax™ +Ar(@+b)x™! +...+Ans[a+ (m—1) b |x+ An(a+mb) =
= Y aAnX™" + Y nbAx™" = af(x) + b>_nA.x™". Siendo la ecuacion dada: f(x) = > AX™", su
derivada es: f'(x) = > (m—n)Ax™"! = %Z(m —-n)AX™". Por tanto se tiene que:
f'(x) = %ZmAnxm*” - %ZnAnxm*” = %f(x) - %ZnAnxmfn. De donde se deduce que:
> nAx™" = mf(x) — xf'(x). Por tanto: g(x) = af(x) + bmf(x) — bxf'(x) = (a+ bm)f(x) — bxf'(x).
Si a,B son dos raices positivas consecutivas de f(x), se tiene que f'(a) y f'(B) son de signo
contrario, luego: g(a) = —baf'(a), g(B) = -bpf'(B), es decir que, g(a) y g(B) son de signo
contrario, por lo que g(x) tiene una raiz entre dos raices positivas consecutivas de f(x). ElI mismo
razonamiento es valido para dos raices negativas consecutivas de f(x). Por otra parte, haciendo que
Ao > 0 y siendo a la mayor raiz positiva de f(x), se tiene que: g(a) = —baf'(a), y siendo f(x)
mongtona creciente, f'(a) > 0, por lo que g(a) < 0. Pero como para x suficientemente grande
g(x) = (@+bm—Db)Ax™ +..., es mayor que f(x) = Aox™ +..., resulta que g(x) tiene una raiz
positiva mayor que la mayor de f(x). Con un razonamiento similar, se deduce que g(x) tiene una
raiz negativa menor que la menor raiz negativa de f(x). De estos dos Gltimos razonamientos, se
deduce que entre la menor raiz positiva y la mayor raiz negativa de f(x), no hay ninguna raiz de
g(x), pues f(x) y g(x) tienen el mismo numero de raices.

G250- Se tiene el polinomio: f(x) = x(X-=1)(X=2)...(x=n+1)+ (1)XX-=1)...(X=n+2)x +
HOXX=1)...(X=n+3)IX(X=1) +...+(p )X(X=1)...(x—=n). Se obtiene el polinomio:

/ 1" (n
F(x) = x"f(a) + x"*! fi?) + X2 f 2(?) +. ..+fn#. Calcular las raices de este polinomio.

Solucion:  Operando, el polinomio dado es: f(x) = (7)n!+(])( )=+
+(5)( )M =212+ 4+ DGO =K+ +(7)(§) (5 )n'O'
=Z(E)(nik)(ﬁ)(n—k)!k!—Zn!(nik)(k)—H!Z(nik)(k)—n!(znx)—
:2x(2x—1)(2x 2)...(2x—n+1). Por tanto se tiene que el polinomio F(x) es:

F(x) = > xm* k(a) ”[f(a) iy f (a) + X2 f//z(?) +...+x"f(nn$J = x"f(4 +a) =

:x”2( +a)(X +2a 1)(X +2a— 2) (% +2a-n+1). Luego las raices de F(x) =0,
. -2
son:

2 2a 1’ 2a 2 2a—n+1"

G 251- Se sabe que la ecuacion f(x) = 0, tiene todas sus raices reales y distintas. Demostrar que la
ecuacion: Ao[f()]" + AL[f(X)]" ™ (X) + AZ[f0)]"?[f (X)]* +...= 0, tiene sus raices reales si las
tiene reales la ecuacion: Aox" + Ajx"! +...+A X + A, = 0.
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Solucion: Ao[f(X)]" + AL[f(X)]" ' (x) + Az[f(x)]”’z[f’(x)]2 +...=
- [f’(x)]"(Ao[f,(—X)} FA; [ T } +...+An> - FOOT - (A& -

f(x) f'(x) f'(x)
f(x) [ f(x) } [ f(x) } . o
siendo: F Ao| o5 | +AL +...+A, = 0. Haciendo en esta ecuacion:
Foo) =L 7 f'(x)
% =y, se tiene: Aoy" +A1y" ! +...+A1y + A, = 0, que tiene sus raices reales segln el

enunciado, con lo que queda demostrado.

G 252- Demostrar que si f(x) tiene todas sus raices reales, también las tiene la ecuacion:
2f(x) + 4xf'(x) + x?f"(x) = 0

Solucién: La ecuacion x?f(x) = 0, tiene todas sus raices reales, pues son las de f(x) mas la raiz
doble x = 0. Su derivada: 2xf(x) + x?f'(x) = 0, tiene todas sus raices reales, lo mismo que la
derivada de esta Ultima: 2f (x) + 2xf'(x) + 2xf' (x) + x2f"(x) = 2f(x) + 4xf'(x) + x*>f"(x) = 0, con lo
que queda demostrado.

G 253- Se dan cuatro cantidades a, b, c, d, reales y distintas entre si. Se tiene la funcion
f(x) = x—a)(x—b)(x—c)(x—d). Se pide 1°) Encontrar una funcion gi(x), polinomio de tercer
grado, tal que se tenga: g:(a) = b, g1(b) = ¢, g1(c) = d, g1(d) = a. 2° Si se permutan en g1 (x),
las cantidades a, b, c, d de todas las formas posibles, se obtienen seis funciones distintas gi(x),
020X), g3(x), 094(x), gs(X), ge(x). Sea F(x) la suma de estas seis funciones, y sea

G(x) = f(x) + 1x3F(x) Formar G(x) y estudiar su variacion. 3°) Calcular las dos integrales
indefinidas: | = jG(x)dx J —f

G(x)
a0 . . . . (x=b)(x-c)(x—d) x-—a)(x—c)(x—d)
STWMT(lgxacgmme f(géﬁ im b¥?)®mf5%+cg(fxb??$_d)
X—a)(X X X—a)X X—C) 1(X 2(X 3(X 4(X o
Hemae-be-0 TTd-ad-bE-9 L@ he) The Thae P
Llamando: p=a+b+c+d, se tiene que la expresion de la funcion F(x) es:

S (N S el TRt

corchetes corresponde al desarrollo de (p — x), pues se obtiene de (p — x)f(x). Por tanto, se obtiene
que:  F(X) = 2(p—x), %F(x) =a+b+c+d-x Llamando: q = ab+bc+cd+da,
r = abc + abd + acd +bcd, s=abcd, se tiene que: f(X) =x*—px3+qgx®—rx + S,
G(Xx) = f(xX) + = x32(p X) = x> —rx+s. De donde se tiene: G'(x) =2qx—r =0, X =

} La expresion entre

2q
G( 2q ) = q( )2 - r% +S=85— ﬁ Para q > 0, G decrece desde +oo (para x = —), hasta
X = 2q desde donde crece hasta +oo (para x = +w0). Para q < 0, G crece desde —oo (para
X = —o0), hasta x = E desde donde decrece hasta —co (para x = +oo) 39 Las mtegrales son:
_ - 2 _ _9_rye _ -
| = [G(x)dx = [(ax? - rx + s)dx 3K - ox+sx+C, J= j G(x) = qx2—rx+s Para
calcular esta integral, si r?2—4gs >0, siendo a y B las raices de qgx?-rx+s =0,
= In X @ yC. Si  r2-4gs<0, siendo A+ui las raices de
a@-p) x=P . | 2;
2 _ _ 1 P2 _ _ _ =
gxc—rx+s=0,J= o arctan X I +C.Sirc—4gs =0, J 2qx—r+C'

Nota: La parte tercera de este problema no corresponde al dominio del Algebra.

G 254- Dada la ecuacion cuyas raices son todas reales, Fi(X) = amX™ + amaX™?! +...+a9 = 0, se
forma la ecuacion Fy(x) = bypx™ +bpn1x™t +...+bo = 0, cuyos coeficientes estan relacionados
con los de la anterior por la expresion by = (M =N+ 1)(@m-n — 2a8m-n+1). Determinar la posicion
relativa sobre el eje de abscisas, de las raices de F,(x) = 0, respecto a las de F1(x) = 0. Aplicarlo
al caso de F1(x) = x* —8x3 +23x? — 28x + 12 = 0, F»(x) = 5x* — 40x3 + 117x? — 148x + 68 = 0.

Solucién: Las ecuaciones dadas se pueden escribir de la siguiente forma: Fi(x) = > amnx™",
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Fox) = D (M=n+1)(@mnn — 28mn)X™ = D (M =N+ L)anX™" = 2> (M —n+ Dapnax"" =
= (XF1)' = 2F; = F1 + (x—2) F}. Siendo « y B, dos raices consecutivas de Fi, se tiene que:
Fi(a) y F1(B) son de signo contrario. El signo de F, = F; + (x — 2)F}, depende de la posicién
relativa de a y f8 respecto a 2. Suponiendo que a > f3, se presentan cuatro casos, que se estudian
seguidamente. Caso a) a > B > 2, Fa(a) = (a — 2)F;(a) tiene el mismo signo que Fi(a), por ser
a > 2. lgualmente F,(pB) tiene el mismo signo que F;(B). Luego F.(a) y F2(B) tienen distinto
signo, por lo que F, tiene una raiz entre cada dos raices consecutivas de F;. Caso b)
a>2> B, Fa(a) = (o — 2)Fi(a) tiene el mismo signo que Fj(a), por ser a > 2. Sin embargo,
F.(B) tiene distinto signo que F1(B). Luego F.(a) y F2(B) tienen el mismo signo, por lo que F
no tiene ninguna raiz entre dos raices consecutivas de F1, una mayor y otra menor que 2. Caso ¢)
2> a> B, Fola) = (e — 2)F;(a) tiene distinto signo que F’(a), por ser a < 2. Igualmente F,(B)
tiene distinto signo que F1(B). Luego F,(a) y F2(B) tienen distinto signo, por lo que F, tiene una
raiz entre cada dos raices consecutivas de F;. Caso d) Si F; tiene la raiz 2, también la tiene
Fo=F1+(X-2)F; = (x-2)(Q-F}), donde Q es el cociente de dividir F; por (x —2). Si F;
tiene la raiz 2 de orden p, F, también la tiene del mismo orden. En este caso d), son de aplicacion
lo expuesto en los casos a) y ¢) anteriores. En cuanto al caso b), F tiene una raiz entre a y 2, y otra
raiz entre By 2. Las raices de Fi(x) = x* —8x% + 23x2 — 28x + 12 = 0, son: 2 (doble), 1, 3. En
cuanto a Fo(x) = 5x* — 40x® + 117x? — 148x + 68 = 0 tiene la raiz doble 2, y las otras dos raices
estan situadas, unaentre 1y 2, y laotraentre 2y 3.

G 255- Demostrar que si la ecuacion f = 0 tiene todas sus n raices reales y simples, y si k es un
ndmero positivo, la ecuacion F = f2 + kf’? = 0, tiene todas sus raices complejas, siendo la parte
imaginaria de cada una de ellas inferior en valor absoluto a nyk .

Solucién: Si a fuera raiz real de F, anularia a: f(a)? + kf’?(a), para lo cual, al ser positivos los dos
sumandos, se deberian anular éstos, con lo que a seria raiz de f y de f', lo que no es posible por ser
sencillas todas las raices de f. Luego F tiene sus 2n raices complejas. Como sus coeficientes son
reales, estas 2n raices han de ser conjugadas dos a dos. Siendo: F = (f + y—kf')(f — y=kf') = 0, se
obtiene que:  f+ /=K = Aox" + Apx™ L+, +A, + /=K (NAX™ L + Ar(n — DX™2 +... +A,1) =
= AoX" + (A1 + J—knAo)x™1 +...= 0. De donde se deduce que la suma de sus raices es:
AL+ \/—_knAo Aq ‘/— . . . .

A A, + Jkn i, por lo que la suma de las partes imaginarias es Yk n. Por tanto, la
parte imaginaria de cada raiz ha de ser inferior en valor absoluto a Jkn.
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Seccion H- ECUACIONES DIOFANTICAS

H 1- Resolver la ecuacion diofantica 3x + 5y + 7z = 1323, tomando so6lo las soluciones enteras y
positivas.

Solucion: x = =441 -y -2z — 2y3+ 2 _ 441 - y—2z—t. Por tanto, se tiene:

t=2y+z, z=3t-2y, x=441-y-2@3t—-2y)-t=5t—4y. Luego: X=5t—-4u, y=u,
z = 3t—2u, siendou > 0y 5t > 4u.

1323 -5y -7z
3

H 2- Hallar la suma de las areas de todos los rectangulos de lados formados por los ejes coordenados y
las paralelas a éstos, trazadas por los puntos de coordenadas naturales (nimeros enteros y
positivos) de la recta 35x + 17y = 414.

Solucion: y = 24 —2x + 61_7X =24-2x+t, x=6-17t, y =12+ 35t. Para t=0, se tiene:

X = 6,y = 12. No hay mas soluciones naturales. Luego la suma pedida es: 6 - 12 = 72.

H 3- Resolver la ecuacion diofantica 2x + 3y + 5z = 80.

Solucion: x =40-5t+u, y =u, z =2t—u. Para soluciones con nimeros naturales se deben
cumplir las condiciones: u > 0, 2t > u, u > 5t—40, esdecir:t > 8y 5t—-40 < u < 2t.

H 4- Las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo son los nimeros a, b, ¢ primos entre si.
Hallar la suma de los perimetros de los 10 tridngulos que cumpliendo la condicion anterior, sean
tales que la longitud de uno de sus catetos sea el menor multiplo de 5 posible.

Solucion: a? = b?+c¢?, c?>=a?-b?=(a+b)(a-b) =x?.y% Luego: c=xy, a= X’ eryz ,
b = X -y . En consecuencia, se tienen las siguientes soluciones:
2 ! g 0
Numero del triangulo y a b | Perimetro
1 1 13 12 30
2 15 3 17 8 40
3 15/15] 1 113 112 240
4 25|25 1| 313, 312 650
5 35/35| 1| 613| 612 1.260
6 3B, 7|5 37 12 84
7 45/45| 1|1.013 1.012 2.070
8 45| 5| 9 53 28 126
9 55/55| 1/1.513|1.512 3.080
10 55111 | 5 73 48 176
Suma de perimetros 7.756

La suma pedida es: 7.756.

H 5- Resolver la ecuacion diofantica 5x? — 2y? = 37.

Solucién: x?> =u, y?>=v. Por tanto: 5u-2v=37, v=2u-18+m, u=2m+1>0,
v=5m-16 >0. Por loque, m>4. Param=4, u=9,v=4. Luego: u=9+2t, v=4+D5t
De donde se tiene: x = 9 +2t,y = J4+5t. Parat =0, x = £3, y = 2.

H 6- Resolver la ecuacion diofantica 7x? + 3y? = 256z2.
2
Solucion: 7>Z<—§ + 332’—2 — 256. Luego: 7t2+3u? = 256, U? = 85— 2t2 + %tz — 85212 +m,
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t?=1-3m, u?> =83+7m. Para que t>? >0, m<0. Para que u? >0, m>-11. Se tiene el
siguiente cuadro:

m-11|-10, 9| 8, -7| 6| 5| 4 -3|-2 -1
t2| 34| 31| 28| 25| 22| 19| 16| 13| 10| 7 4
u?| 160|153 | 146 | 139|132 | 125|118 | 111 10497 |90 83

Ninguno de los valores de t2 ni de u? son cuadrados exactos. Sin solucién.
H 7- Hallar un numero terminado en dos ceros, sabiendo que el producto de sus divisores coincide con
su potencia de exponente 30, y que si se escribe dicho nimero en base 9, acaba en dos ceros.

Solucion: m3 = /m", siendo v el nimero de sus divisores. Luego: v = 60. El nimero m tiene al
menos los divisores: 22, 52 y 3% Por tanto: m =22.3%.5¢.x4.y¢. . El nOmero de sus
divisoreses: (a+ 1)(b+ 1)(c+1)(d + 1)..., siendo: a > 2, b > 4, ¢ > 2. En estas condiciones, 60
se puede descomponer en los siguientes factores: 2 - 10 - 3,3 102, 2 - 15 - 2. Es decir:

alblc|d m
3/412|-2%3.34.52=16.200
21413|-22.3%.5% =40.500

H 8- Resolver la ecuacion diofantica: x2 — 6xy + 9y? + 4x — 12y - 5 = 0.

Solucién: La ecuacién dada es igual a: (x —3y +2)?2 -9 = 0. Luego: x — 3y + 2 = +3. Por tanto,
una familia de soluciones es: x = 1+ 3t, y = t. Y una segunda familiaes:x =1+ 3t,y = 2 +1t.

H9- Calcular la suma de los productos xn - Yn, siendo X,, yn soluciones enteras y positivas de la
diofantica x? +4y? +4xy —y+4 = 0, correspondiendo y, a aquéllos de los primeros 1000
numeros naturales que verifiquen la ecuacion.

Solucién: (x+2y+2)2—-4x—-9y =0, x+2y+2= A, 4x+9y =12, De donde se tiene:

2
Y= A2—4A+8 = (A-2)%+4 >0, x=—2,12+9/1—18=—2[(/1—% +%]<o. No hay

ningun valor de x que sea positivo. El problema no tiene solucion.

H 10- Hallar las formulas que dan las soluciones enteras de la ecuacion diofantica
X2 — 6xy + 9y? —6x+3y -1 = 0.
Solucién: (x—3y—3)2-15y-10 =0, x—3y -3 = A, 15y + 10 = A2. Sustituyendo A = 5t, se
obtienen los valores: x = 5t +5t+1, y = StT_Z Para que y sea entero, t no puede ser 3. Para

t = 3n £ 1, setienen los valores: X = 45n? + (15+30)n+6 £ 5, y = 15n2 + 10n + 1.

H 11- Resolver la ecuacién diofantica 2x2 + xy —37x — 3y + 57 = 0.

Solucioén: (x —3)(2x +y—31) = 36 = 22 . 32, Siendo los divisores de 36: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12,
18, 36, se tiene la siguiente tabla de soluciones:

x-3|-36|-18|-12,-9|-6|-4 3| 2| -1| 1| 2| 3| 4|, 6| 9|12,18| 36

2x+y-31| -1 2| 3|-4|-6|-9|-12|-18,-36|36|18|12| 9| 6| 4| 3| 2 1

X|-33|-15| -9|-6|-3|-1 0 1 2 4] 5| 6| 7| 9(12|15|21| 39

y| 96| 54| 46|39|31|24| 19| 11| -9|59|39 |31 |26 |19 |11 | 4|-9 | -46

H 12- Hallar las soluciones enteras de 29x — 37y = 11.
Solucion: x = 37t -6,y = 29t - 5.
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Seccion | - INECUACIONES

| 1- Resolver la inecuacion —2— + —3 _ > —2
X+1 x+2 X—3
A Bx2—17x—43 o (X=44+x)(X+16x%x) B
Solucion: Operando: A = Xt DX 2)x-3) XrDx+2)x=3) 6 c > 0
X <-2|-2 -1,6 -1 3 44> 4,4
B=X-4,4)(x+1,6) + +/+, 0 |- =-|=-1-1]-10
C=x+D)x+2)(x=-3)| - O|+| + |+, 0| -0 ]|+ +
A = 6B/C — |40 +| 0 |—|-o0|+|—0| -] 0
Los intervalos en que A > 0, son: -2 < X < 17_1— “21321; -1<x<3; 17+1— “21321 < X.
(*)17+— V1321 ~ 4,4, (x *)17_— V1321 ~ —-1,6.
12 12
; Py 3 2 3 2
I 2- Resolver la inecuacion 13 + v > ! + oo
oa_ —26(x+2,35%)(x-2,35%) _ B
Solucién: Operando: A = X131 DK -Dx-3) _ C > 0.
X <-3/-3 -2,3 -2 2 2,3 3/>3
B = -26(x+2,35)(x - 2,35) - | =1=-]1 0 |+ ]+ ++] 0 |- -
C=X+3)xX+2)x-2)(x-3)| + O/ -| - |—-1]0 O|-| —|—-10| +
A = B/C — o[+ 0 |- o —| 0 | +]|oo| —
Luego los intervalos en que A > 0, son: =3 < X < —%; —2<X<2; % <X <3
6,26
(*)T——Z,SS.

I 3- Resolver la inecuacion x — /x =5 > 0.

Solucién: Haciendo: y = /X, se tiene: y?—y—-5> 0. Resolviendo y?2—-y-5 =0, se tiene:

y = % Por tanto: x = y? = %

11 + /21
—

. Como por el enunciado x > 0 para que /X sea

real, la solucion es: x >

| 4- Demostrar que n® > n? + 5n + 3 a partir de un cierto valor de n, que se determinara.
Solucién: n® —n? —5n -3 = (n+ 1)%(n — 3). Luego la desigualdad se cumple paran > 3.

I 5- Resolver la inecuacion 4x* — 15x > (x? — 2x + 3).

Solucién: Resolviendo la ecuacion: ¢x*—15x = x? —2x + 3, se tiene, elevando al cuadrado y
simplificando: 4x® —10x2 —3x—-9 = (x—3)(4x?>+2x+3) = 0. Como 4x2+2x+3 es siempre
> 0, la inecuacion se cumple parax > 3.

X2 —mx+1
x-2)(x+1)

Solucion: La inecuacion dada tiene la misma solucion que la inecuacién:
(X2 —=mx+1)(x—2)(x+ 1) > 0, es decir que: (x—a)(X—b)(x—2)(x+1) > 0, (salvo para x = -1
m+ ym?—4 m-—ym2—4

y X =2, casos a estudiar especificamente), siendo a = —s Y b= 5

Luego la solucion depende de la situacion de a y b en relaciéon con -1y 2. Para m = -2,

1 6- Resolver la inecuacion > 0, segun los valores del parametro m.
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a=b=-1 Param=25 a=2 b=0,5 Param=2, a=Db=1. Seguidamente se analizan
todos los casos posibles, de acuerdo con los valores de m. 1) m < —2: La situacion de las raices es:
b, -1, a, 2. Luego la solucién es: x < b; —1<x<a; x> 2. 2) m=-2: La inecuacion dada

queda % Luego la solucion es: x < =1; x > 2. 3) —=2 < m < 2: En este intervalo, siempre la

expresion x2 —mx+ 1 > 0, por lo que sélo interesan las raices —1 y 2. Luego la solucién es:
x < =1; x > 2. 4) m = 2: Para este valor, siempre la expresion x> —mx +1 > 0, por lo que s6lo
interesan las raices —1 y 2. Luego la solucion es: x < —1; x > 2. 5) 2 < m < 2,5: La situacién de
las raices es: —1, b, a, 2. Luego la soluciéon es: x < -1; b<x<a; x>2. 6) m=2,5: La

inecuacion dada queda % Luego la solucién es: x < —1; x > 0,5. 7) m > 2,5: La situacion

de las raices es: -1, b, 2, a. Luego la solucion es: x < —-1; b < x < 2; x > a. 8) Parax = —1: La

inecuacion dada queda: mTJrz — oo, salvo param = -2, para el que _L =0.9) Parax = 2: La
inecuacion dada queda: % — o0, salvo param = 2,5, para el que TS > 0, siendo solucion

de la inecuacion.

I 7- Resolver la inecuaciéon mx? + (m—1)x + (m—1) < 0, segln los distintos valores del pardmetro
m.

Solucion: Resolviendo la  ecuacion: mx?2+(m-1x+(m-1) =0, se tiene:
“mtlt ‘/—B(m ~H(m+ 1)
X = 5m . Tiene raices reales para: —% <m< 1. 1) m> 1: No tiene

raices reales. El polinomio siempre es > 0. Sin solucién. 2) m = 1: La inecuacién queda: x? < 0.

No hay solucion. 3) O<m< 1. Hay solucion para Xz <X < X1, es decir:

—m+1—J—3(m—1)(m+%) —m+1+J—3(m—1)(m+%)
< X<

2m 12m . 4) m = 0: La inecuacion

queda: —x — 1 < 0. Tiene solucién para x > —1. 5) —g <X< 0: Hay solucidn para x > x; y para

—m+1+J—3(m—1)(m+%) —m+1—J—3(m—1)(m+%)
X < Xp; es decir que: X > ;X< .
2m 2m
6) m= —%: La inecuacion queda: —(x + 2)? < 0. Siempre hay solucién, salvo para x = -2. 7)

m < —%: No tiene raices reales. El polinomio siempre es < 0. Siempre hay solucion.

I 8- Resolver la inecuacion x? — 2mx + m < 0, segun los distintos valores de m.

Solucién: Resolviendo la ecuacion x2 —2mx + m = 0, se tiene: x = -m £ /m(m — 1) . Tiene raices
reales para m <0 y para m > 1. 1) m > 1. La ecuacion tiene raices reales. La solucion es:
-m- /mm-1) <x<-m+ /m(m-1). 2) m = 1: La inecuacién queda: (x—1)? < 0. No hay
solucidn. 3) 0 < m < 1: La ecuacion no tiene raices reales. El polinomio siempre es positivo. No
hay solucién. 4) m = 0: La inecuacién queda: x> < 0. No hay solucién. 5) m < 0: La ecuacién

tiene raices reales. La soluciénes: -m— /m(m—-1) <x <-m+ /m(m-1).

I 9- Resolver la inecuacion y3x -1 — Jx—-2 > 0.

Solucidn: Los dos radicandos han de ser positivos, luego x > 2. Para esta condicion, siempre la
primera raiz es mayor que la segunda. Luego la solucion es: x > 2.

I 10- Hallar los valores que hay que dar a x para que se satisfagan simultaneamente las desigualdades
X+5 4y 12¢2+13x 14 _
7 —3X y X—2 '

Solucién: 1) Resolviendo la primera inecuacion:

3xX+5
7 — 3X

3X+5-28+12x _ 15x=-23 _ g De  donde: (15x — 23)(7 — 3x) < O. Luego:
7 =3x 7 —3x 23 .

—4 < 0. Operando se tiene:

45(x — %)(x— %) < 0. Lasoluciénes: x < £2; x >

15 3 2) Resolviendo la segunda inecuacién:
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120~ £) (x+ ) s g
< 0. De donde: 12(x-— g)(x+ Z)(X_ 2) < 0. La solucién es:

X—=2
_1. 2 i N es: _1. 2 23
X < 4,3<x<2.3)Lasolumoncomunes.x< 4,3<x<15.

1 11- Resolver el sistema de inecuaciones 9 . 8 — 7 , X > 1lx+24
X X+2 8x + 11

: ; ; s 19 . 8x?>-18
Solucién: 1) Resolviendo la primera inecuacion: 8 17 X > 0. Operando: X(x 7 2) > 0.
Luego: 8(x% - %)x(x +2)>0. Es decirr x+2)(x+1,5x(x-1,5 >0. La solucion es

X<-2; -1,5<x<0; x>1,5 2) Resolviendo la segunda inecuacion: x — —181)()(:1214 > 0.

Operando: %XZ _1214 _ (x+43) (1)(1_ /3) > 0. Luego: (x+ J/3)(x+ %)(x -J/3)>0. La
X+ X+ g

solucion es: — 3 < x < —+L: x> /3. 3) La solucién comin es: —1,5 < x < —%; X > /3.

8
3x+5 <4, 12x2 + 13x — 14 <0.

7 —3x X—2
Solucién: 1) Resolviendo la primera inecuacion: 3X+57_—2??x+ 12X 0. Luego:

15.7(x— %)(x— 1) > 0. La solucion es: x < %; X > % 2) Resolviendo la segunda

inecuacion: 12(x + i)(x— %)(x— 2) < 0. La solucion es: x < —%; % < X < 2. 3) La solucién
nes x <« -t 2 23
comines: X < -7 & <X < ¢

112- Resolver el sistema
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Seccion J - FRACCIONES CONTINUAS

} ., . 1
J1- Desarrollar en fraccién continua 429, con error < 15°000"
Solucién:  Operando: m=§+%, a=@=;+%, bzm 3=; %
S B2 g1 g S L o 51041, f=‘/_ _a
S _ 1 1 1 1 1 1 _
Luego se tiene; m_5+2+ 1 =5+ I ek sty ol T
1+ 11
1+ 1
2+ 55

segunlatabla: fa|5({2 | 1|1| 2] 10
N|5/11|16|27 70| 727
D123 |5|13|13%

El calculo de las reducidas es, por ejemplo, % % Siendo el limite del error

= (5,2,1,1,2,10). Las sucesivas reducidas son: %

1 1 idqn (27 1
D2 < 1O.OOO’EI error de la reducida 135 < 15000 "
J2- Dadas las expresiones: x; = % X2 = 1 7 X = %1 etc. Hallar los valores de x
1-% 1- 1
X
tales que x, < 2 cualquiera que sea n.
e 3 1 . . D _ 1 —1_
Solucion: Siendo x, = T ox se tiene sucesivamente: X, = RS X 1-x,
1 1 1 1 X1
X4 = T 1ix - % = X1, X5 = X, etc. Para, x; = X <2,X> ?.Para,xzz 1 <2,X> 2.

Para, X3 = 1—-Xx < 2,x > -1. Para, X4 = % <2,X> % Para xs, cOmo X3, etc. Luego: x > 2.

J 3- Desarrollar en fraccion continua /28 .

Solucién:  Operando: \/E=§+%, a=@=§+%, b=@=;+%,
:@Ziﬁ-%, d= 28 +5 = 10+%, ezgza. Luego se tiene que:
_ 1 1 1 1 1 1 (e T AR
J29 =5+ - T =5+ R 10+3+...—(5,3,2,3,10).
2+ 11
3+ 1
10+3+
J 4- Desarrollar en fraccion continua ym?
fm2 _ _
Solucién: ym?2 — 2:m—1+%,a= m 2r§—+3m 1:1+%,
7 _ _ 2 _ _
ho M 22+m 2:m 2+%C:./m 25_3m 2=l+%,
d= ,/ -2+m-1=2m- 2+% % m2—2—m+1:%. Luego, e = a. Por tanto:
Jm?2 =[(m-1),1,(m-2)1,2(m-1) ].

J5- Formar el trinomio de segundo grado que se anula paraa = (2,3,5,1,6) y parab = (1.6).

3+,/15
—

Solucion: b=1+—L - Tb+1  pe  donde: 6b2-6b—-1-=0, b=
6+% 6b+1
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1 _ 37h+7 203 - /15
3. 11 16b + 3 86

5+F
369 +20/15 297 + 100415

_ _ — y2
(x—a)(x—b) =x 199 X+ >E8

J 6- Desarrollar en fraccion continua indefinida e*.

De donde: a = ——=—"—. Por tanto, el trinomio es:

Solucién: eX = 1+ X + . +X1 4 —1— X
1! n! X+1-— X
X+2— 2X 3x
X+3- X+4...
J 7- Desarrollar en fraccion continua indefinida sinx.
2
Solucién: sinx = X + X
2.3-x2+ 2:3¢
4.5— X2 + 4. 5X2
6.7 — X2 + 6 - 7x2
8:9—x2+...
J 8- Desarrollar en fraccion continua indefinida cosx.
2
Solucién: cosx = 1 + X
1.2-x2+ 1.2¢
3-4—X2+ 3-4X25 5
5.6-Xx2+ ___oe-bX
78—Xx%+. ..
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Seccion K - NUMEROS COMPLEJOS

K 1- Hallar la relacion que deben cumplir m y n para que la ecuacién x® + mx + n = 0 admita una raiz
compleja de modulo doble que la raiz real.

Solucion: La ecuacion tendra dos raices imaginarias conjugadas a + bi y una raiz real c. Por tanto:
(x—a-bi)(x—a+bi)(x-c) = x®+mx+n = 0. De donde se obtiene, igualando los coeficientes:
c+2a=0, m=2ac+a’>+b? n=-c(@+b?, 4c?= a?-+b?% Resolviendo el sistema se
obtiene: 16m?® — 27n% = 0.

K 2- Hallar la relacion que deben cumplir los coeficientes a;, a,, as para que la ecuacion
2% +aiz? +az+az = 0, tenga por raices tres nimeros cuyos afijos sean los vértices de un
triangulo equilatero de lado /3.

. i . , R
Scz)lu0|§')n: Zzz— 71 = e3'(z3—121),21 — 23 = €3 '(z2 — 23). Dividiendo entre si las dos ecuaciones:
2 — L1 3 £1

A = o Operando: z% + 25 + 2§ = 7127 + 2123 + 2223, que es la relacion que deben
17— 43

cumplir tres complejos para ser los vértices de un triangulo equilatero. Como
22 +25+17% = (21 + 72 + 23)% — 2(2122 + 2123 + 2223), se tiene sustituyendo el valor anterior:
(z1 + 22 +123)% = 3(2122 + 2123 + 2223), es decir: (-a;)? = 3a,. Por tanto la relacion entre los
coeficientes para que las raices sean los vértices de un triangulo equilatero es: a;? = 3a,. La
a2 .
31 z+ a3 = 0. Trasladando el origen de coordenadas al centro del

triangulo (zoz—%), se tiene la igualdad: z =zp+]j. Sustituyéndola en la ecuacion:
ay

2
(Zo+]) +ai(zo +j)% + a:; (zo+j) +asz = 0. Operando y sustituyendo z, por —3 Se tiene:
3 O Lo L
j3 - % +as = 0. Sus tres raices son: e, e® 37" @37 porque al ser el lado V3, la distancia

del centro a los vértices es 1, por lo que el modulo de las raices es 1. El producto de las tres raices

3
. .. a , -
es: ¥ = cos30 +isin30 = ﬁ — as, que es un nuamero real. Por tanto: sin30 = 0, cos36 = +1.
3

. . .a ;

Por lo que se cumple también la relacion: 2—; —as ==*1. Luego las relaciones son dos:

3

8.12 = 3a,, % —ajz = 1.

ecuacion queda: z3 +a;z% +

K 3- Hallar a, b, ¢ de modo que z° — 10z* + az® + bz? + cz + 64 = 0, tenga por raices nimeros cuyos
afijos sean vértices de un pentagono regular, y calcularlas.

Solucién: Siendo 10 la suma de las cinco raices, el centro del pentagono es 1—59 = 2. Trasladando

el origen de coordenadas a dicho centro, se aplica la sustitucion z = j+ 2, obteniendo:
(G+2)5-10G+2)*+a(j+2)°+b(j+2)?+c(j+2)+64 =0. Operando, se tiene la ecuacion:
j°>+ (a—40)j® + (6a+b —160)j? + (12a + 4b + ¢ — 240)j + 8a+ 4b + 2c — 64 = 0. Como uno de
los vértices es pe?, se tiene: j° — p5e5" = 0. Igualando los coeficientes de las dos ecuaciones, se
tiene: a = 40, b = -80, ¢ = 80, quedando la ecuacién: z° — 10z* + 40z% — 80z + 80z + 64 = 0.
Para calcular las raices, se parte del término independiente de la ecuacion en j, es decir:
8a+4b +2c - 64 = 96. Luego: p°e" = —96. Por tanto: sin50 = 0, O = kr, siendo el mddulo:
p=5-96 =-233. De donde se deduce que las raices de la ecuacion dada son:

7= (2—2§/§)(cosk?” +isin k?”), para k =0, 1, 2, 3, 4.

. . m
K 4- Hallar el valor de 1+S!”X+!C°SX> .
1+sinx—1cosx

Solucién: 1+sinx+icosx =z = pe, 1+sinx—icosx =2 = pe® Luego se tiene que:

T
27 = e¥, tang = —COSX =tan(%—%). Por tanto: zz=e'2 . El valor pedido es:

1 +sinx -
. H m _ m(—7-—X)i
1+s!nx+!cosx> =@ =¢"2 "
1+sinx—1cosx
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o .
K 5- Hallar la parte real y la imaginaria de 1+S'”X+'COSX> .

1 +sinXx —icosx

a )

5 o —
Solucion: Por el problema K 4, se sabe que; ( L-+SINX+1C0SX ) —e 2

: : " La parte real es:
T 1 +sinx—1icosx
cosm(% —X), Y la imaginaria: sin m(% —X).

K 6- Hallar la transformada W = z + % cuando z recorre la circunferencia de centro el origen y radio

la unidad.

Solucion: Por estar z en la citada circunferencia, se tiene: z = X+Yi = cosf +ising,
Z = cosO —isinf = % Z+Z = 2cos6. Luego: W = 2cosf = 2x.

K 7- Demostrar utilizando complejos, el teorema de Ptolomeo (en un cuadrilatero inscriptible, el
producto de las diagonales es igual a la suma de los productos de los lados opuestos).

Solucion: Sea el cuadrilatero: z;.2;,23,24. Se trata de demostrar que: di3dzs = di2d34 + d23da;. Por

ser inscriptible se tiene que su razén doble es: (z1.2,23,24) = K, siendo k un nimero real. Luego:
2123 | + | 222 212 Z3Z

|13| |24|_|12 34|:1.P0r

2273 | | 7124 2377 |

(21,22,23,24) + (21,23,22,24) = 1, es decir:
q | 2124

tanto: d13d24 = d14d23(1 + ﬂ) = d14d23 + d12d34.
d140d23

K 8- Encontrar un nimero complejo tal que su cuadrado coincida con su conjugado.
Solucién: Sea el nimero buscado a + bi. Luego: a? — b? + 2abi = a — bi. Resolviendo el sistema:

aZ—-Db? = a, 2ab = —b, se tienen las soluciones: 1; —% + @i.

K 9- Dado un triangulo cualquiera A, B, C, se construyen exteriormente triangulos equilateros sobre los
lados AB, BC, CA. Demostrar que el tridngulo formado por los baricentros de estos tres tridngulos,
también es equilatero.

Solucion: Sean zi, z,, z3 los vértices A,B,C. Sea z;, el tercer vértice del triangulo equilatero
construido sobre AB. Se tiene (ver problema K2): z% + 2% + 23, = 212, + 21212 + Z521,. Operando:

1 = %[zl +2,+ /3 (1 —Zz)i]. Las coordenadas del baricentro del triangulo zy, z,, z1,, son:

Gp = %(zl +22+1212) = %(zl +22) % %(zl — Z,)i. De la misma forma se obtienen Giz y Gos.
Operando, se obtienen: Giz + Gis + Gz = 21 +22 + 23 (el baricentro del tridngulo G12G13G23
coincide con el del ABC) y G1,G13 + G12Go3 + G13Gp3 = %(z% + 25+ 73 + 22175 + 22173 + 22523).
Por tanto: G%z + G%g + G%g —G1pG13— GGz — G13Gy3 =
=(21+12 +-23)2-— 3(G12G13 + G12G23 + G13G23) =
= (21 +22+23)% — (23 + 25 + 25 + 2217, + 22173 + 22,73) = 0, con lo que queda demostrado que el
triangulo G1,G13G23 es equilatero.
Nota: El doble signo de z;, corresponde a su posicién a un lado o a otro, de AB.

K 10- Calcular la raiz cuadrada de 3 + 2i.

Solucién: (a+bi)? = 3+2i = a? —b? + 2abi. Luego: a?-b? = 3 y 2ab = 2. Resolviendo el
sistema, se tiene que la raiz cuadrada es: i‘/ 3 +2~/E ¥ ‘/ -3 +2m

i i i Z : i 2
siendo: 3 + 2i = I35, su raiz cuadrada es: + 413 ez ™5,

i. También se resuelve,

K 11- Hallar un nimero complejo z4 que forme un cuadrilatero arménico con z; = 1 + 2i, z; = 3 + 7i,
13 = 2+1.
. . 1173 . 1273 1-i -1 —6i
Solucién: (z1,22,23,24) = -1, luego: + = - s z _ =1,
(21,2223, 24) 9 7170 T 7528 T gebi-1-21 C a+bi-3-Ti

siendo z4 = a + bi. Resolviendo la ecuacion: z4 = - + 3i.

K 12- La suma de dos nimeros complejos es 3 + 2i. La parte real de uno de ellos es 2. Determinar
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dichos numeros, sabiendo que su cociente es imaginario puro.

Solucion: Los numeros pedidos son: 2+ aiz, 1+(2-a)i. Dividiendolos se tiene:
1+(2-a)i _ [1+(2—a)|](2—a|) 2+2a-a +(4—3a)|. Luego: 2+2a—aZ — 0. De
2 +ai 4 — a2 4 — a2

donde: a = 1 + /3. Los nimeros pedidos son: 2 + (1 + J_)l 1+ @1 FJ/3)i

K 13- Hallar los coeficientes de la ecuaciéon ax® + ax? + bx + ¢ = 0, para que los afijos representativos
de las tres raices sean los vértices de un triangulo equilatero de lado 2, siendo reales los
coeficientes.

Solucién: La distancia del centro del triangulo a los vértices es: 2‘? . La condicidn para que tres

nlmeros zl, Z,, Z3 sean vértices de un triangulo equildtero (ver problema K 2) es la siguiente:
23 + 25+ 17% = 7122 + 7123 + 2223, €S decir: (z1 +22 +23)? — 3(2122 + 2123 + 2223)= 0. Por tanto:
(& ay2 _ b =0, a = 3b. La ecuacion queda: x® + x? + %x + = = 0. Trasladando el origen al
centro del trlangulo ( ) se tiene: z —j—%. Introduuendo este valor en Ia ecuacion:
(G- 1)3+(J 1)2 :]3'(] )+ + = 0. Operando se obtiene que: j° — 217
c
a

% - % 2‘/_ —X=)3, = # Haciendo a = 27, setiene:b =9, c =1 —24J§.

= 0. Luego:

K 14- Dado el cuadrilatero ABCD, cuyos Vvértices son los afijos A=8-i, B =10, C =9+ 2i,
D =6 +1, y el triangulo de vértices E = 1+ 6i, F = -3+ 7i, G = —1 + 5i, determinar el nimero
por el que hay que multiplicar estos tres ultimos numeros complejos para que el nuevo triangulo de
vértices E'F'G’, en que se transforma el EFG, tenga su baricentro coincidente con el punto de corte
de las diagonales AC y BD del cuadrilatero.

Solucion: La ecuacion de la diagonal AC es: 9 g = ;:i , es decir: 3x—-y—-25=0. Ladela
diagonal BD es: )6( 18 = 31/ , €s decir: x + 4y — 10 = 0. Resolviendo el sistema, se tiene el punto

de corte: L10 4 S i "E| baricentro de E'F'G’ es: (a + bl)( 1- g 1,6+ g +95 §). Por tanto, el

13 713
namero pedido es: a + bi = m + —|> +(-1+6i) = m - %I
K 15- Resolver la ecuacion (x +yi)® = ﬁ .

n km

- 1—i _ N . A . +km i - T+ )i
Solucién: /m = ‘/(ﬁe ) (V2edt) = +e( 4 ) Luego: X +yi —ie(“ 3 ) Por
tanto: X +yi = icos(%+%)iisin(%+k{). Dando valores a k, las soluciones son las

2y 2 POy (S g ey, (2,

sigulentes: = ) il T 4

K 16- P,, P;, P, son complejos de afijos i, 1, 0, respectivamente. Por P, se traza la perpendicular a
PoP1, cuyo pie es P3. Por P3, la perpendicular a P1P,, cuyo pie es P4. Por P4, la perpendicular
a P,P3, cuyo pie es Ps, etc. Hallar el limite de P, cuando n — oo.

Solucion: Se tiene que P3 es el punto medio de PoP;1. Que P4 lo es de P;P,..Y asi sucesivamente,
teniéndose que: 2P3 = Po +P1, 2P4 = P1 +P3, 2P5s = P, + P3, 2Pg = P35 + P4, ... Generalizando,
se tiene: 2Pny= Pns+Pn4, 2Pni1= Pna+Pns, 2P.= Pn3+Pnp. Sumando las igualdades
miembro a miembro y simplificando, quedan solamente los términos subrayados:
2P.> +2Pn1 + 2P = Pg +2P1 +2P> + Ph. Para n — o, limP, =limP,; = limP.-.. Por
tanto: 51imP, = Po + 2P; + 2P, = 2 +i. Luego: limP, = % + %i.

i

n8
T "4, Hallar C tal que sea conciclico con OAB (O es el origen), y

K17- Sean A = 4e2 yB—e
gue (OCAB) =

Solucion: Operando: A = 4i, B = e/ . es — 2,/7(% + gi) =2+2i. Sea: C=a+hi
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: _(OAB) _ _4i . _4i—a-bi __ . _a_ _
Luego: (OCAB) = (CAB) ~ 7+21 " Z+2i-a-bi 1. De donde: -8—-a+3b=0 vy

— — = " :§ 1_6-
8-3a—b=0. Luego: C et gl

K 18- Sean A = 2, B =i, C = 1 + 2i. Hallar el médulo y el argumento de D, de forma que A, B, C, D
sean conciclicos, y que D equidiste de By C.

Solucion: Sea: C = a + bi. Por ser: DB = DC, se tiene: |a+ bi—i| = |a+ bi—1 - 2i|. Operando
se obtiene: a+b = 2. Por ser conciclicos A,B,C,D se tiene: (2,i,1+2i,a+bi) =k, siendo k

P B iene: D= L + 9
namero real. Por tanto: A b| S k. Operando se obtiene: D 3 +t3h Su

madulo es: % + 295 = ‘/3_6 . Su argumento es: arctan5 = 1,3734rad = 78°41'24"24.

K 19- Siendo A y B dos puntos dados, hallar el lugar geométrico de los puntos P tales que: 1°) El
médulo de B=A sea constante. 2°) El argumento de P A sea constante.

P-B -B
Solucion: Sea P(x +yi). Tomando A como polo y B como (1+O|) se tiene: PA = —x —Vi,
P A =X —yi] A
PB = 1-x-vyi. 1° ElI médulo de es: | 22 ZP_ZB A= |1 VT = k. Operando se tiene:
(k? — 1)x? + (k? = 1)y? — 2k?>x + k? = 0 Iuego el Iugar geométrico es una circunferencia, llamada
in 20 P-—A —Za —X - i
de Apolonio. 2°) EI argumento de p_p ©s arg zp Zg = A9 T2 i Este argumento es
y_ =y
igual a: arctan—¥ — arctan 1 yx = arctan y 1__)§, = arctank. De donde se tiene que:
- 1+ -
X _
y 4 1-x
% = k. Operando: kx? +ky? —kx+ty =0. Luego el lugar geométrico es una
1+ 5« ——
X 1-x

circunferencia, llamada arco capaz (son dos arcos capaces).

K 20- Utilizando la formula de Moivre y el desarrollo de la potencia del binomio, deducir las
expresiones de sin7a y de cos7a en funcion de sina y de cosa. Aplicar la formula obtenida, en el

caso de sina = % para obtener sin 7a con cinco cifras decimales sin calcular el valor de a.

Solucion: c0s76 +isin70 = (cosf +isin@)” = cos’0 + (] )icos®dsing — (] )cos°Gsin’0 —
—( 5)icos*0sin®0 + (] )cos®Osin*g + ([ )icos?0sin®0 — (] )cosOsin®G — (] )isin’6. De donde la
parte real es: cos70 = cos’0 — (] )cos®0sin®0 + (| )cos*0sin*0 — ([ )cosfsin®0. Y la parte
imaginaria: sin76 = (] )cosﬁesine (] )cos493in39+ (! )coszesin59— (1)sin’6. Aplicacion:
sin7a = 7(@ 1 _35(2% )( )*+21(2 )( )°~(L)" = 0,98702.

K 21- Resolver la ecuacién z° — 1 = 0y aplicar el resultado para calcular los lados y apotemas de los
pentagonos regulares inscritos en la circunferencia de radio 1.

Solucién: z = 1% = CO0S 2;” +isin ZE”, para k = 0,1,2,3,4. Siendo: z; = cosO +isin0 = 1,
Z, = COS £+ 2” +isin &= 2” . El lado del pentégono es: |z — 21| = |cos isinzT” — 1|, es decir:
\/(cos 2” 1) (sm = J2-2c0s72° = % 10-2/5 =1,17557. El lado del
pentdagono regular estrellado es: |z3—z1] = |cos— + |S|n4—” —1| es decir, operando:

5 1 .
J2—2cosl144° = ?,/10+ 2J/5 =1,90211. La apotema deI pentdgono regular es:
%|21 +25| = %,/2 +2c0s72° = %,/6 +2,/5 =0,80902. La apotema del pentagono estrellado
s %|z1 +24) = %,/2+2005144° - % 6-2/5 =0,30902.

K22- Sean A=4+2iy C=2+6i, dos vertices opuestos de un cuadrado. Hallar los otros dos
vértices y el angulo (en radianes) que forman las diagonales con el eje.
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Solucion: El centro del cuadrado es: 3 + 4i. Trasladando el origen al centro, el afijo de Aes 1 —2i
y el de C, —1 + 2i. Por tanto, el afijo de Bes 2+1, y el de D, —2 —i. Deshaciendo la traslacion:

B=5+5i, D=1+3i. Los angulos pedidos vienen dados por: arctan =2 = 2,67795 rad y

1
arctan % = 0,46365 rad.

K 23- Calcular (1 +1i)° + (1 —i)°, sin desarrollar los binomios.
Solucion: Como los sumandos son imaginarios conjugados, su suma es el doble de la parte real de

gl Smi
uno de ellos. Siendo: 1+i = y2e 4, (1+i)° = (,/_> e 4 = 4,/_(—£ —LI) se tiene
que: (1+1)° + (1—1)° = 2 .4‘/7(_§ _ g

K 24- Hallar dos complejos sabiendo que su suma es 3 + 2i, que la parte real de uno de ellos es 2, y
que su cociente es real.

Solucion: Los numeros pedidos son: 2+ aiz, 1+ (2-a)i. Dividiéndolos se tiene:
1+2-a)i [1+(2-a)i](2-ai) 2+2a-a‘+(4-3a)i . Luego: 4 —3a — 0. De donde:

2+ai 4-a2 - 4_a2
a= g Los nimeros pedidos son: 2 + g 1+ %i.
K 25- Hallar la ecuacién de la curva transformada de la recta x = % mediante v = 7 1 ey
ion: x=2+Z ;-1 _41_ V¥V _ -V _ _N+V 4, _ 1
Solucion: x = 5 =5 zxvv 1,3 7 " , X VT 1 > Haciendo:
V=X+Vi, V =X-Vi, setiene: —~=2 _—— — 2 = (. De donde: 3x2 + 3y2 - 2x = 0.

K 26- Los afijos representativos de las raices quintas de los complejos A y B, son vertices de dos
pentagonos inscritos en dos circunferencias concéntricas de radios 2 y /2. El primero esta
orientado con un Vvértice sobre la parte positiva del eje del plano de Gauss. El segundo esta
desviado respecto al anterior en 9° en el sentido del giro de las agujas de un reloj. Determinar la
suma Sy el producto P, expresados en forma binémica, de los complejos Ay B.

5ri T T\
Solucion: A = 252 = 25i, B = (ﬁ)se‘r’(?’E)' — 4(1+i). De donde se obtiene que:
S=A+B=4+36i,P=AB=128(-1+1).

K 27- Determinar z de forma que su afijo y los de sus tres raices clbicas sean vértices de un
paralelogramo.

Solucion: La ecuacion cuyas raices son los cuatro afijos deI enunciado (z y sus tres raices cubicas)
es: (x—2)(x®—z) = x*—zx® —zx+2? = 0. El centro es 4 Trasladando a este punto el origen:

<x+—> —z<x+—> —z(x+4>+22=x4 3222 _ (Z +z)x—iz4 +372-0. Por

8 8 256 4
tanto: ?+z_0 z = +2/2i.

K 28- Hallar las condiciones que debe cumplir z para que ; J‘r %

sea imaginario puro.

Solucién:

z2-1 _ @-D@+Y) _ z7-7+7-1 : 7-1 _
71T Gz @rbhz+n HApatereales ety =0
Luego la condicion es: zZ7 -1 = (x+yi)(x—yi) -1 =x%+y? -1 =0, por lo que z describe la
circunferencia de centro el origen y radio unidad.

K 29- Dados A = (1 + %>V+ z(l + %)W B = (1 + %)Wer(l + %)V calcular sus valores

teniendo en cuenta los siguientes datos: z = 50 + 180i, y = 0,001i, |V| = 127.000, argV = 0,
|W| = 300, argW = arcsin(-0,6).

Solucion: zy = -0,18 + 0,05i, V = 127.000, W = +240 — 180i, A = 158.353 + 36.719i, o0 bien:
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A = 135.793 — 47.289i; B = 221,8416 — 34,61i, 0 bien: B = —214,9583 — 46, 61i.

i _ 9 A2 y2?
K 30- Dado W GiZ+ G2 hallar la transformada de (x — 4)“ + y* = 4.

Solucién: Teniendo en cuenta que: x = 22 y = 2_7 (Z+T 4) (Z_7>

2
2 _3-2i = —-3+2i
Operando: (z-4)(7 -4) =4, z(W) = VVC%T ZW) = W?’fl Sustituyendo estos
9 _3_9j 9 342
valores, se tiene: VVC%T -4 stl -4 | =4. Como WW = x? +y?, se tiene:

(9 — 15x + 6Yy)? + (6x + 15y)? = 40(x? +y?). Luego: 221(x? +y?) — 270x + 108y + 81 = 0.

K 31- Siendo Z = cosz, determinar el recinto A que describe z cuando Z describe el recinto
rectangulara < x < b, ¢ <y < d, siendo z = x + yi. Calcular el area del recinto A.

Solucion: Z = cos(X + Yyi) = COSX « COSYi —SinX « sinyi = cosX - coshy — sinxsinhy = X + Yi,
X :zcosxcosgy, Y = —sinxsinhy. Para x=a, X= cgsacoshg, Y = —sinasinhy. Luego:
X—2 — _Yz = 1. De forma similar, para x = b, Xz - .Y2 =1. Paray = c, se tiene
cos‘a  sin‘a , C0s b ,sin“b

= 1. Para y = d, se obtiene:

que: X = cosxcoshc, Y = —sinxsinhc. Luego: =+ ——

) ) cosh“c  sinh“c
X >+ Y >— = 1. Luego el recinto A esta determinado por las dos hipérbolas y las dos

cosh“d  sinh“d o ) ) )

elipses calculadas. Como estas cdnicas son homofocales, el area del recinto viene dada

por: (a — b)(sinh2d — sinh2¢) — (¢ — d)(sin2b — sin 2a).

K 32- Laecuaciontanz = z, ;admite raices imaginarias de la forma a + bi?

. I ~
sin(x+yi)  sin2x+sin(2yi) sin2x + ?(QZV —e)

Solucién: tan(x +vyi) = Cos(X T yi)  Cos2x 1 Cos(2yi) oS 2 %(eZV = Por tanto:
: 1w —e2)
X = S|1n2x Ly = 2 1 . Dividiendo entre si ambas igualdades
COS2X + E(e2y +e7) COS2X + f(e2y +e7)
e SIN2X oY —e Y e B —e W @)* @
se tiene: o ay [A]. Ahora bien: ay =1+ 3t > 1, salvo

paray = 0. Por tanto [A] es imposible, salvo que x = 0, oquey = 0.

K 33- Calcular Iog(— Ji15 + i,/§>. La parte real se calculara con un error menor que 0,01 mediante
el desarrollo en fraccién continua.

Solucion: Para facilitar los calculos se pasa de logaritmos decimales a neperianos:

In(- V15 +i . 57“
log(-v15 +iJ5) = ( Inlg /5) . Siendo: —415 +iJ5 = pel = 2,/5e 6 | se tiene:
In(- V15 +iy5 In2/5 + 2 : :

< ‘/_> _ _ In2/5 y_omi_ _ log24J5 + Smi _
In10 In10 In10 61In10 6In10

= 0,6505 + 2,618i. La parte real es: log2y5. Parzil desarrollarla en fraccion continua se tiene:
Xo = 10925, 100 =25, xo=0++, 10% =2/5, (2/5)" =10, x =1+,

1

1 1
1o=2f(2f>x_z, (52 =2/5, xe=1l+y 5B =205, 2¢=5,

Xs = 1+ 22X4 ,/‘( )X“ Xs = 6+ % Luego: l0g2/5 = (0,1,1,16,...).

L _ 2 13 1 _ 1
Las reduudas son:Ri = 0,Rz = 1,Rs = 5, Ra 3 Rs = 5 conerror < 502~ 400"

K 34- Se consideran los polinomios A, B, C, cuya variable es z (los exponentes de z son enteros) y
cuyos coeficientes, reales o complejos, son primos dos a dos, y tales que A? + B2 = C2. 19
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Demostrar que los polinomios C+ By C—B son cuadrados perfectos y, en consecuencia, dar la
forma general de A, B, C. 2°) Determinar Ay B en el caso en que C = z2 + a?. 3°) Demostrar que
si a es real distinto de cero, y A y B son de coeficientes reales, se cumple que:
A = (22 —a?)sina +2azcosa, B = (z?2-a?)cos(a + kr) —2azsin(a +kr), siendo a una
constante cualquiera y k un entero cualquiera.
Solucién: 1°) A2 = C?2 - B2 = (C + B)(C — B). Como By C no tienen ninguna raiz comin por ser
primos dos a dos sus coeficientes, es necesario que C + B y C — B sean cuadrados perfectos, para
que su producto (A?) lo sea. Por tanto: C+B = (z-121)%(z—122)%...(2-12n)? = T1(z - 21)?,
=(z-121)%@z-125)%..(z-1z})? = 1(z - z;)?. Luego: A = T1(z - z;) - T1(z - z}), con z; # zj,
C= 1 [H(z -2)?+T1(z-12)?%], B = %[H(z —2i)? —T1(z - z;)?]. 2°) Parael caso C = z? + a?, se
tiene: B -4 [(z a)’—(z+ a)?2] =-2az, A= (z-a)(z+a) =z2—a? 3° Para este caso se
tiene que: C +B = [1+cos(a +kr)]z? - 22asin(a +km)z +a?[1 - cos(a + k)], que es igual a
[le + cos(a + kr) — aJl —cos(a + km) ] .Y procediendo de la misma forma con C - B, se
tiene que: C—B = [1-cos(a + kr)]z% + 22asin(a +km)z +a?[1+ cos(a + k)], que es igual a
[z/1- cos(a +kr) +aflI+cos(a+kr) ]. De todo ello se deduce que, como:

A2 = C?-B2=(C+B)(C-B), operando se tiene que: A= /C+B -,/C-B, es decir:
= [z/1+ cos(a +kr) —af1-cos(a +kr) |[z,/1-cos(a+kr) +a/1+cos(a+kr) | =
= (z2 —a?)sina + 2azcosa = sma( al—cosa )(z +altcosa ) Paralelamente, se tiene
sina sina

que: B = (z% — a?)cos(a + kr) — 2azsin(a + kr).
K 35- Determinar una funcion analitica W = U + Vi de la variable z = x + yi, de modo que se tenga
U2+ V2 = f(x).

Solucion: WW = (U + Vi)(U = Vi) = U2+ V2 = f(x) = f(z+ 7). Si W(z) = e, W(Z) = e7,y por
tanto: WW = WW(7Z) = e*7 = e, Luego: W = e

i=n _3
K 36- Calcular Z , sabiendo que z; son las raicesde z*" -z + 1 = 0.
i=1 ]
, 1-i 1+i
; 3 _ o 2°—-1 _ t-1 _ _ 2 2 ; .
Solucién: HaC|en<-1|o 2 =1, se tlen-e. 1 vl Tri o Luego sustituyendo:
Z = 1_' ZtJlri + 1;' Ztli' La ecuacion dada queda: " _t3 +1-0. De
donde (tn + 1) es decir: t3+3t* +3t"-t+1=0. Haciendo: t+i=u, se tiene:
fu) = (u-1i)® + 3(u —D)™+3Uu-D)"-u+i+1=u—()uti+.. Luego derivando se
tiene: f'(u) = 3nu™* — (¥ )(Bn - 1)iu*2 +... Se obtiene el cociente: f((u)) 3T + % +..
Por tanto: ZtTll = Z% = 3ni. Procediendo de la misma forma con t—i=v, se tiene:
fv) _ 3n _ 3ni : 1 _vy 1 _ _ani
AR +... Por. tanto: Zﬁ =Y.+ = -3ni. Luego se deduce que la suma
pedida es: —Z L 1;' > -a

K 37- Demostrar que siendo z una raiz n-sima de la unidad, 1 +z + 22 +...+z"* = 0.

2"-1 _ 0 _
z-1 _2—1_0'

Solucién: 1 +z+ 2% +... 42" =

K 38- Hallar un polinomio que tenga por raices tan Z-, tan <% 2” , tan == 6” , Y cuyos coeficientes sean

7’ 7
enteros.
., ., 1 \" i n .
Solucién: Sea la funcion F(x) = (1+%> —(1 X') = 0. Operando se obtiene que:

. . . kri
(MY _ 1. Haciendo: z = DX = DE=D 'y gomo: g0 g — e, 7 — e H por
n—xi n—xi i(z+1) "
n(e
2kri

k7r
i(e™n

2krmi

_1)
+1)

kr

tanto se tiene que: = ntan -7~ = ny, siendo y = tan “5-. Luego se deduce que:
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FOO = (L+yD)" = (1 —yi)" = 2( 7] )yi+2(3 )y +...+2( 7 )y"i" = 0 (siendo n un ndmero impar).
Dividiendo por 2yi se tiene: (])—(5)y*+(g)y*—...&y"' =0. Para n=7, se tiene que:
Yo — (DY +(5)y - (]) = y®—21y* +35y3 - 7 = 0, que es el polinomio pedido.

0i —0i 20i
Nota; tang = & —€—_ _ €~ -1
i(e” +e™) i(e? +1)
K 39- Hallar un polinomio de coeficientes enteros que tenga por raices: tan Zn?ﬁ T tan 2;]171 Toeee
2mz _ 2 dr . 2mr_y2
tan TR Calcular P = (tan 5m 41 tan M1 " tan 2er1) .

Solucion (Ver K 38): (7)—-(5)y>+(2)y*—...2y"* =0, siendo: y = tan an n=2m-+1.

Como: tan an = —tan _E” , se tiene: yn = —y_n. Por tanto: (y —yn)(y —y-n) = y? —y2. Luego el
producto pedidoes: P = () =n=2m+ 1.

K 40- Dados los nimeros complejos wi, w2, ws, distintos de cero, se forma F = wiX + Way + W3Z.
Hallar la cota inferior del modulo de F, cuando X, y, z, toman valores enteros cualesquiera excepto
Xx=y=2=0.

Solucion: Considerando finito el campo de variacion de las variables consideradas: X, Y, z, €S
decir: [-N, —=(N-1), =(N-2)..., —=1,0,1,..., (N=2), (N=1), N], como se ha definido la
funcion F = wix +wpy +wsz, s6lo se pueden obtener [(ZN +1)° - 1] complejos distintos,
teniendo todos ellos sus modulos acotados. En efecto, suponiendo: |wi| > |wz| > |ws], Se tiene
que: |F| = [WiX +Way +Wsz| < |Wil|X| £ |W2lly| £ [W3l|z] < [W1|N + |W2|N + |ws|N < 3|wi|N. Los
afijos de estos puntos estan dentro del circulo de radio R = 3|w|N. La diferencia entre dos
complejos  del  conjunto, es otro complejo del conjunto. En  efecto:
Fi—F2 =wi(Xy —X2) +...= WiXs +... Sea 20 la cota inferior pedida. Al ser |Fi| > 26, los
[(ZN +1)° - 1] afijos de F, distaran entre si una distancia igual o mayor que 25. Trazando con
centro en cada uno de los afijos, un circulo de radio r = §, se tiene una serie de circulos que no se
solapan, estando todos ellos contenidos en el circulo de centro Oy radio R = 3|w:|N + §. El area
de este circulo es mayor que la suma de las é&reas de aquéllos. Por tanto:

a8?[ (2N +1)° - 1] < [3wiN +5]%, & < 3w |N .
JoN+1) -1 -1

= 0. Luego la cota pedida es cero.

g

Pasando al limite, se tiene:

lim 26 —lim —2-3W1IN

Noso N JON+1)3-1 -1
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Seccién L - LIMITES - SUCESIONES

. . n-1 -
L 1- Descomponer en fracciones simples )[‘nx_l y calcular el limite de x“l—l — xgl cuando
x — 1, siendo a el coeficiente de ” E T en la citada descomposicion.
Solucion: Las raices de x"—1 = 0, son e n para valores de k desde cero hasta n—1. Luego:

2r 4r 2(n-2)m 2(n-)m i
X"—1=x-e)x-en)x—en)....x—e~ 1" )x—e" " ) Tomando logaritmos:

2 4 . . . -y
In(x"-1) =In(x—1) + In(x—eT”) +In(x — eTﬂ) +.... Derivando, se tiene la descomposicion
1

pedida en fracciones simples; X— - 1,1 1 _ . El coeficiente de
XP=1 o x=1 e F x—e T
xil es la unidad, luego a = 1. Por tanto, el limite pedido es: lim (an_1 - xil) =
lim X=1-x"+1 i 1—nx"2 1-n para n X>:11 lim Para
= = = . y = —00,
w1 XMex"—x+1 0 (n+Dx"-nx"t -1 0
n<1, lim =+oo.Paran=1,Iim:L— 1__no.
x-1 x-1
L 2- Calcular U =lim ( 1 , 2 , ,_n )
now \N2+1  n2+2 nZ+n
g D _ 2
Solucién: SearV = —L 4 4—n _ 1+2+..4n  NO+D 1
n?+n n?+n n?+n 2(n%? +n) 2
. . 1) 1
Sea W —lim (=L +—2 4 4 0 y_jp R0+ 1
nﬁw(n2+1 n?+1 n2+1) now 2(N% + 1) 2
Como:V < U < W, limV < limU < limW. Luego: limU = %
. 13+12/1 234222 n®+n?/n
L 3- Calcular lim + .
rM<>(n“Jr3-13 n*+3.23 n*+3.n3
Solucioén: Aplicando Stolz se tiene que: lim 20— jim Ao Ana _
. Bn Bn —Bna
) n®+n%/n .
= lim Jn —lim n°_ - 1

oo N*+3n°-(N-1)-3(n-1)° ox 4n® 4~

1 1
L 4- Calcular lim {N-*2) 21 (n*+3n )tl‘v '
" (n3+3n2)7 —(n*+2n)

2 + 2\3 1.2
Solucion: (n*+2n)2 =n(l+{F)2 =n(l+ 5 - F+..) =n+1+..

1 1
(n5+3n4)?=n(1+§)?:n(1+l-§+...) —n+ 34
n 5°N 5
1 1
(M+3n2)3 =n(l+3)3 =nl+L .3 4.) =n+l+..
n 3°n
1 1
T 2 \7 1.2 1
(n*+2n)4 :n(1+F)4 :n(l+Z'F+'”) =Nt ooy
P . . on+l- _% 2
Luego el limite pedido es: .!I_Tc i ion o C &

1 1
(n*®+9n%)s —(n*?+6n?)6

1
8

L 5- Calcular lim T

1 1
Solucién: (n1° +9n%) s = n2(1+%)? = n2(1+% '%-‘r...) = n2+%—n+...,
1 1
(n12+6n2)F:n2(1+%)?:n2(1+%-%+...) —n?+...,
14 13y 2 3,41 2 1.3 2, 3N
(N +3nP) 7 =n*(1+7)7 :n(1+7-ﬁ+...) =N+
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1 1
(N +209)F =21+ 4)T =nA+E-F+.) =n2+ D4,
n2+ N, _n2 2
Luego el limite pedido es: lim > -0 - 22 _1p2
o p24 SN L _p2_ N _ 31 25 25
7 4 7 4
. 1—nsin%
L 6- Calcular lim T —
T (nt+3)4 —(NS+n)s
Solucic’)n:l—nsin% =1—n(%— 3!1n3 +...) = #—
(*+3)% =n(l+3)F =n@+L.3 4 ) —ns3_4
1 o 1 4 e T g T
= 1% 1.1 1
(n®+n)s :n(l+F)5 =n(l+5 -2+ =N+ gt
- n
Luego el limite pedido es: lim 6n —lim =% — — .
o n4 -8 -1 e 3 1
4n® 5n3 4 5
3 2 1 4 3 1
L7- Calcular lim <""*3" )13 —(n7+n )41 :
" (n*+3nd) 4 —(n®+2nH) s
i4n- (3 2+ 3.+ 1.3
Solucion: (n° +3n%) 3 =n(l+ 1) 3 :n(1+§ F+e) =n+l+
1 1
(n*+n3)4 :n(1+%)7 :n(l+%-%+...) :n+%+
1 1
(n*+3n%)4 = n(1+%)7 = n(1+% -%+...) = n+%+..
1 1
(N°+2n%)% =n(l+2)s = n(1+%-%+...) - n+%+..
n+l-n-4+ 3
- . i 4 4 15 1
Luego el limite pedido es: lim = == =2=
o N4 S o 2 3 2 7 7
4 5 45

L 8- Demostrar que el conjunto de todas las rectas de un plano es coordinable con el conjunto

continuo.

Solucion: Una recta situada en un plano se define por dos parametros, A y B. Supongamos que los
parametros sean, por ejemplo, dos puntos del plano situados dentro del intervalo 0 < x < 1,
0 <y <1, cuyas coordenadas son: A(0,aeim...;0,bfjn...), B(0,cgkii...;0,dhlo...). Se puede
establecer una correspondencia como la siguiente, entre los cuatro nimeros dados y el nimero N
del continuo: N = 0,abcdefghijklmnfio..., en el que las cifras 12, 5 92...corresponden a la abscisa
de A, las 28 6?2 107%.a la ordenada de A, las 3% 72 112.a la abscisa de B, y las 42 8?3 12%.a la
ordenada de B.Luego a toda pareja de puntos del intervalo definido le corresponde un nimero del
continuo. Se puede corresponder el intervalo definido con el intervalo (0,+), o con el intervalo
(—o0,+0). En resumen, el conjunto de las rectas de un plano tiene la potencia del continuo.

L 9- Se consideran todos los nimeros menores que la unidad, en cuyas cifras decimales solo se

emplean los digitos 2, 5, 7. Hallar: 1°) Los extremos del conjunto asi definido. 2°) Algin punto de
acumulacion. 3°) Limites superior e inferior de oscilacion.

Solucion: El conjunto tiene un extremo inferior accesible (minimo): 0,2. Tiene un extremo

superior inaccesible: 0,7777...= % Son puntos de acumulacién: % 9 % etc. Limite superior
de oscilacion: % Limite inferior de oscilacion: %

L 10- Dando valores a n desde 1 a «, en la expresion U, = (-1)" + 2 se obtiene un conjunto infinito

!
del que se pide: 1°) (Esta acotado? 2°) Extremos. 3°) Maximos y minimos. 4°) Puntos de
acumulacion. 5°) Limites superior e inferior de oscilacion.
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Solucion: 1°) U, = (-1)" + % n=1y 2+ T Luego esta acotado. 2°) E — 2, e — —-1. 3°)
n -

Méaximo: 2. Minimo: no tiene, pues e es inaccesible. 4°) Puntos de acumulacion: 1 y —1. 5°)
Limite superior de oscilacién: 1. Limite inferior de oscilacion: —1.

n
) i ion: S, = oy 1
L 11- Estudiar la sucesion: S, ? [2( 1) CEEN) J
il o _ 1 __o_(_1 1 1
Solucién: S; = -2 ]12, =0- (1 5+ 3) S3 2 (1 2 5.3 T 3. 4),
82n=0—( 1 )82n+1:_2 ( 1 1 )
1.2 ° 2n(2n+1) (2n+1)(2n+2)

1.
_1 oy 1 -1 v
L'ﬂl n(n + 1)_0’ zljn(n+1) _Z( n+1>_zl:n len

La sucesion es oscilante, tendiendo a: 0 l=-1lya-2-1=-3.

L 12- Demostrar que toda sucesion en la que cada término U, es interior al segmento (Un-1,Un-2)
definido por los dos términos anteriores, y ademas U, — U,.1 — 0, tiene limite.

Solucion: Por las condiciones definidas, los términos pares U, Ug,... estan agrupados por una
parte, y los impares U;, Us,... por otra. Suponiendo U, > U;, los términos U;, Us,... forman
una sucesion mondétona creciente (Uzni1), Ya que U; < Uz < Us <..., mientras que los términos
Uz, Uy,... forman una sucesion monotona decreciente (Uz,), por ser U, > Uy > Ug >... La
sucesion Uan,q tiene limite pues esta acotada superiormente por cualquier valor de la sucesion Uxy,.
Similarmente, la sucesion U, tiene limite al estar acotada inferiormente por cualquier valor de la
sucesion Uzn.. Al estar las dos sucesiones Uz, y Uanya contenidas en la sucesion dada U, de tener
ésta limite, aquéllas tendran dicho limite. Siendo: limUz.q = U’ y limUgy =u”, se tiene:

U —Ug|< € Yy Ju" —Uaz|< € y por definicion: |Uzna —Ual< €. Las tres desigualdades se
n>Nq n>Nj n>N3

cumplen para N mayor que N1, N2, N3, por lo que: [u' —u"| < €. Luego: u' = u” = limU,,.

L 13- Demostrar que son equivalentes los infinitésimos a, = In(1 + ) y b, = —.

In(1+¢)

1
Solucion: Siendo: % =¢, lim 3 =limIin(1+¢) € =1Ine=1. Luego: In(1+¢) =¢,es

e—0

decir: In(1 + %) = % (el signo = significa equivalencia).

. e 1
L 14- Demostrar que son equivalentes los infinitésimos U, = en -1y V, = %

Solucién: % =¢ (-1 =In(ec+1-1)=Inec =¢= % Luego: U, =V, (el signo
significa equivalencia).

L 15- Dados dos numeros positivos U; y U,, se forma la sucesion Ui, U,, Uz = %
Uy = % Demostrar que tiene limite y hallarlo.
Solucién: Operando, la sucesion es: Uy, U, % + %), (% 3U2 ), ( 3U1 + 2% ),
2n+1 2(2"+1)
5]':J6 11U2 ) ( 23n U]_ + 23n UZ) = An + Bn.
Luego: lim Un = Ilm(An +Bn) = limA, + limB, = A+ B (por ser A, y B, convergentes).
2"+1 22"+1)
A=limA, =lim —3— U, = Y1 B = |imB, =lim —3 U, = &Yz
N—o0 2” 3 n—oo 2“ 3
Luego: limU, = U1+T2U2

L 16- Dados dos numeros positivos U; y U,, se forma la sucesion de numeros Ui, U;,
Us; = JU Uy, Uy = JU,U3,..., Uy = JU,,Un1 . Demostrar que tiene limite y hallarlo.
a; +as

Solucion: Se forma la sucesion: a, = logU,, cuyos términos son: a;, a,, as = 5
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dn2 +dn1

an = . Esta sucesion es la misma que la del problema L 15, por tanto tiene limite y éste

es: aHTZaz_ Luego la sucesion dada cuyos términos son: antilog(a,), tiene limite, y éste es:
i 2

antilogalJrTZaz =U? U2,

L 17- Hallarel lim (Jx2 —=5x+6 — 4/x? —

X—00

Solucion: Yx2 —5x+6 — J/x2 —

o368 ()E8 ]

1
=x—%+%+...—x+ L (g) +...

1
2 X
1
El limite pedido es: lim [x % %-‘r .—x+l—(§>%+...]:—2.

X—00

1
3

2a—[4(a% +b3)]
1
[4(@?+b?)]3 —-2b
Solucion: Para a = b, el numerador y el denomi?ador son nulozs. Derivando el numerador vy el
2-47% %(a3 )32,
denominador respecto a a, se tiene: E = lim T - =£—= =1,
b 47 L@ +b%)7 342

L 18- Calcular el verdadero valor de E = paraa = b.

1 1
(X2 —ax)3 + (x*2-a?)2

L 19- Hallar el verdadero valor de E = T — parax = a.
x?-a?)3 +(x®-ax?)2
-1
Soluciéln: Multipllicando 1numerador y denominador por (x—a) 3, se tiene que:
L 1 1 1
=X +(x41ra) : (x—a)le . Sustituyendo x por a se tiene: E = —2&° — — 1 — %Q/Z
(x+a)s +x(x—a)6 23 -as 23
1 1
L 20- Hallar E = lim [(x2+x+1) 2 +(4x2-1)2 —SX}.
X—00
1 1
Solucion: (x2 +x+1)2 = [1 (1 +x_12>]2 =
1
:x[1+%(%+ =) - ( 2 ) % %)2+...:| :X+%+e.
1
L 1
2_1\2 = _L z _ 1,1 —
4x2—1)72 2x(1 K- %A+ —2xe

4x2
Luego, E =lim (x + % +2x 3X) = %

X—00

1 1 1
L 21- Hallarel limitede E = (x> +2x—1)2 + (4x> —=7x+5)2 — (9x?> + 3x—6) 2, parax — oo.
1
. 1
ia > _ 2 1 2 _ 1(2 1 _
Solucion: (x? +2x—1)2 —x[l+(7—7>] —x[1+—<7—7> .. }—x+1+e.

1
1 -5
2 _ 7 = = . 5 \|? _ (=t 5 —ox— L
(4x% —7x+5) 2 2x[1+<4 +4x2>] 2x[1+2< + )+} 2% 4+e.

X X
1
L 4
2 —6)2 = 12 )2 | _ /1 __2 - 1
(9% +3x—6) 2 3x|:1+(3x 3x2> :| 3x[1+2<3x 3x2)+"'] 3x+2+e.
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i — i _ 1 _3y_ 1 - =2
!LrgE—lLrg(x+1+2x 7] 3x 2+e) 1

L 22- Hallar el verdadero valor para x = 0, de 9E  siendo E = [M }

dx (x + 1)sin?x
2 _X_Z X_4_ 2_X_4 2_&
Squcién:E—X(1 2'+4! )— " ZJ:” :X2 23+ _
x+Dx- X 3, +.. )2 (X +1)(x2 - é +...) X2 A X+
=1- x—gx2 .. Luego: ?15 (1 X — §x2+...) =-1-3X+...
Por tanto: I|m ?15 —Ilm( 1- 3x)

n+l

L 23- Hallar lim %

n—oo I

n+l
Solucion: lim A" — |im —(n T —1) = lim (I ) = L

N—o0 I nN—oo I nN—oo

1
Nota: (n™ —1)y "}1” son infinitésimos equivalentes cuando n — .

(n+1)(n+2)(n +3)...2n }%
n!

L 24- Hallar lim [

Nn—o0

[(n+1)(n+2)(n+3)...2n }% o [(Zn)! }%

Solucioén: lim | lim P =
N—oo n! n—aw nin!
1 1
2nJr g2 n n
. (2n) < J2r . 22
= lim 5 =lim| ———— =4,
n—oo n n+1 72“ 27[ n—oo l l
N2 e 2

L 25- Hallar lim [(n3+n2 1) H -(n®-n?2+1)

nN—o0

wl-
|_|

1 1
Solucién: lim [(n3 +n2-1)3 —(n®-n2+1)3 ] =
)

-t [ (i b= )ik ) |-

=lim [n(1+%(%—n—13)+...>—n(l+%(—%+#)+...)} = %

n—oo

1
L 26- Hallar lim [n—(nz—an) 2 ]

n—oo
1 1
Soluci6n: lim [n—(nz— ?] lim [n_n@_ ays ] _

N—oo n—oo

an)
—ILn; [n—n(l——% +>} -~ %.

1
L 27- Hallar lim (cosax) sinbx .
x—0

cosax—1

Solucion: Siendo de la forma 1=, lim (cosax) Fry — "M o lim LOSAX—1 _

) X0 -0 x—0  Sin®bx
] % 1 i Cosax-1 _a?
=lim e = 5. Luego: lim (cosax) sin’bx =g sin’bx =g 20,
x—0 b X 2b x—0

L i
L 28- Hallar lim xsm(smxﬁ) SN X

x—0
i Xsin(sinx) — sin®x sm(smx) sin2x .
Solucion: lim g =lim ( — e ). Sustituyendo x en el desarrollo de
x—0 x—0
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3 . .
sinx = x — 2= + )é— —..., por su propio desarrollo, se tiene:

|
sin(sinx) 3(x—x—3 )5(—?— —%(x—é—?+)é—?—...)3+é(x—é—?+4>5(—?—5...)5+..:
:x+x3(_—€_—(13)+x4(— )+x5(120+112 120)+ —x—%x3—%+%+..
Luego: S"r](;%x) = x_l“ - 3)1(2 + % +... Elevando al cuadrado el desarrollo de sinx, se tiene:
5in2X—(>_<—3—T+£— )P =x —?+x6(3—16+6L)+ —xz—_x—4+24—)g3+
Luegozs')?%=x—14—#+%+ Por tanto: UI?(S'”(;'”X) S'Q;X):
=lim G~ 5 * 10~ % * 3¢~ 45) " 18

L 29- Demostrar que son equivalentes los tres infinitésimos X, sinx, tanx, cuando X — 0.

Solucion: Aplicando el desarrollo en potencias de x, se tiene: sinx = x — ? +... Luego: sinx= x
X3 x—0
: sinx _ 731 " X
Siendo: tanx = Z5sx = COSX . Luego: tanox Osx = X

x-0

L 30- Hallar los equivalentes de la forma axb de (1-cosx)y de (tanx —sinx), cuando x — O.

Solucién: 1 —cosx =1-1+ 72 - F +... Luego: (1 —cosx) = X72
x—0
(tanx —sinx) = (x+ X +..) —x-= X 1), Luego: (tanx —sinx) = X
x—0 3 6 x—0 2

L 31- Hallar lim n[ yb —1].

nN—o0

Solucion: lim n[ ¢b — 1] = lim n[b —1} =n- %Inb = Inb.

N—oo n—oo

L 32- Hallar lim [1 +sin % ]n.
n—o0
Solucion: lim [1+sin+ | =lim (1+ 1
tim [Lesine ' =1im (1) -

L 33- Clasificar los infinitamente grandes V' y () cuando n — oo, siendo m = kn, donde k es un

numero natural dado.

1
| kn+ > A—kn /A~

Solucién: Aplicando Stirling: VE'= k(kn). - = (k)" 2 ? 2r =

(kn —n)! (kn — n)k" 7 gk o7

nN—oo

n n kkn+% ' '
- <F> —F————. Por tanto: VK" es de la clase potencial-exponencial.
(k - 1) n(k71)+7 N—o0
1
lim (k) = U0 ()" e 2 B kkmi
- h 1
N0 (kn = n)!In! (kn — n)kn n+7e7kn+n 27 -n™2e" /21 (k l)kn ne m

Por tanto: ( kn” ) es de la clase exponencial.

N—o0
11
L 34- Hallar lim X2 =X2_
1 1 1 1
R >y . X4 (x4 -1 . .
Solucion: lim X2 =X2 _|im XEx4 D i =lim
>l x3 —x5 >l x5 (x15 —1) *1 x5Inx1s 1 x

13

1 1 X4 = |nx
X4 Inx4 4 15
T )
5 -2 |nx 8

[N

5
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H
L 35- Hallar lim -2arcsin°x

roo ANX—X
Solucion: Al ser de la forma % se derivan numerador y denominador, teniéndose que:
1
. in3 . 2.3arcsin®x - (1-x%)2 . in2 . . )
lim 2&rCsin*x. _ jjm - ( )2 _im LSZ'”X. Volviendo a derivar, se tiene:
o tanx-x 7 . tan2x o  tan®x
. Barcsinx - (1 -x3)2 . inx - cos3
lim ( - )2 _|im Barcsinx - cos*x _ ¢
x—0 tanx - x—0 sInx
C0S2X

L 36- Hallar lim (sin®x)@"™,

X—»Z

Solucion: Al ser de la forma 1, lim (sin?x)#™ = glimenGinx-1) — glimcsin) — g1,

X—>2

a
L 37- Estudiar la convergencia de la serie U, = (In %) para los distintos valores de a.

Solucion: U, = [In<1+ ngl )]a Como In(1+ n31> = ngl’ U, = ﬁ Aplicando

L . S CORo! I o N
el criterio de la integral de Cauchy.{ -DF - 2 [ 1 p -
—a+l —a+l
_ za,im[ == (-1

-a+1 -a+1
y la serie es convergente. Para a < 1, la serie es divergente.

J. Como (p — 1) es positivo, para a > 1, el limite es > 0,

L 38- Estudiar la convergencia de la serie U, = n(sin %)a para los distintos valores de a.

Xa
nafl '

Solucién: Siendo: sin% = % para n -» o, U, = Aplicando el criterio de la integral de

nat 2-a 2-a 2-a
U, es convergente. Para a < 2, U, es divergente.

3 4 n
L 3o Hallar lim LH2Y2 +3¥3 +444 +.+nyn

n—oo n 2

*® *® _ 0 _ 2-a
Cauchy: | ﬁ =x* [ nt2 = xa[ nz? } = xf"lim[tz—a _ P ] Por tanto, para a > 2,
p
p p

14242 +33¥3 +444 +...+nyn

Solucion:  Aplicando el criterio de Stolz: lim

nN—oo n2
T n{‘/ﬁ T n{‘/ﬁ T n _l
= lim T (n_1)? = lim T —Ilm—2n_1 =5
1 1
L 40- Hallaray b paraquelaserieU, = (N*+n2+n+1)3 —(n?+1)2 +a+ % sea convergente.
ion: li -1 - T _Un o b 5
Solucion: limU, = 3 +a=0a 3 lim (1 U.. )n .5 >1,b> 18"

18

1
L 41- Hallar lim (/0 +n)|oga[1+(2n2 +1)’?].

N—o0

1 1
Solucion: lim (Jn + n)loga[1+ (2n? + 1)_7} =lim (/A +n)@2n2+1)"2 . ﬁ -
nN—oo

N—oo

1 ‘/n2+n+2nJﬁ 12

=1 = .
m 2n? +1 Ina . J2 2Ina

now INA

L 42- Hallar lim n(b% - 1).

nN—o0

solucion: lim n(b¥ —1) =lim ninb = lim n-% Inb = Inb.

N—oo nN—oo nN—oo
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L 43- Hallar lim (tanhx)"*.

X—00

Solucién: lim (tanhx)"™ = eliminxtanhx-1) " [im |nx(tanhx — 1) = lim In_x2 = 0. Luego el limite
_ X—00 x—o COShX
pedido es: e® = 1.

1 1 nx
. aX +...+an
L 44. Hallar lim (%) .
X—00
1 1
at +...+an ) —Inn

In(
1 1
Solucion: Tomando logaritmos: nx[ln(alX +...+an" ) —Inn} = =

1
1 1
-1 |: a* Ina; +...+an* Ina,
X2 1 1
_ art +..+an

X

= Ina; +Inaz +...+Ina, = In(a1a,...a,). Por tanto el

=1
X2
limite pedido es: antiln[In(a;az...an)] = a1@z...an.
L 45- Estudiar la convergencia de U, = % =
n

_ 1 7 17 31
- 74.7-10-13 " 7.10-13-16 ' 10-13-16-19 ' 13-16-19.22

Solucion: Los numeradores forman una progresion aritmeética de 2° orden, de diferencias 6 y 4.
Luego: Ay =1+6(7)+4())=2n*+4n+1. Siendo: B, = (3n+1)(3n+4)(3n +7)(3n + 10),

; . _ 2n°+4n+1 _ _ 2n°+4n+1 :
se tiene quet Un = 30 Ty@n+ 4)@3n + 1)@n+10)  BIn®+504nd .. Phcando el
2. 3

—— e 2e
criterio de Raabe: lim (1 _|Un Dn —lim | 1 -81n%  243n° n=2>1 Luego U,
N—oo Un—l N—oo 2 _ 20 +

81n?  243n3
es convergente.

a(@a+@+2)...(a+n)
b(b+1)(b+2)...(b+n)
Solucién: Aplicando el criterio de Raabe: n(1 — ‘ n ‘) - n(1l-|a+n |) —nb=a ,p_ 4

Una b+n n+b
Sib-a > 1, U,esconvergente. Sib—a < 1, U, es divergente.

L 46- Estudiar la convergencia de U, =

, siendo a y b mayores que cero..

L 47- Hallar lim (% — X) tanx
o7

Solucion: lim (% —X)tanx = lim sin(% —Xx)tanx = lim cosxtanx = lim sinx = 1.
I ol g x

x> ~% 7 7
L 48- Hallar lim (=i— - —L1).
0 (smx tanx
X2
Solucion: lim (=i— — —L_) —lim (ZLo — €0SXy _jjm L1=COSX _jim 2_ _|jim X - o,
wo | sinx tanx” 0 tsink sinx” 5 sinX ‘0 o 2

P - P - P3 P n- _ Py
Lao. Hallar fim M2t = DPY2 + (1 =2)°¥3 +..+2°yn -1 + 1Py

n—o neP+l
Solucion:
P+ (n-DP+(n=-2)P +.. +2P +1P . L 1
Por una parte, LLrQ pr = lim T (- prl
Por otra parte, lim yn = 1. Por tanto, el limite pedido es: Dl
n—o0

L 50- Estudiar la convergencia de U, = (=1)"sin(z4/n? +1).
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1
Solucién:  Jyn?+1 = n(1+ )7 =n(1 #+...). lim U, =lim (-1)"sin(z4/n?+1) =

N—oo N—oo

=lim (=1)"si Y —lim (=1)" T in-Z_ | =
=lim (-1)"sin(nz + 2n) lim ( 1) [smnncos + oSNz sin - -

n—o0 n—oo 2n
_ n T N = T nUn _ 2 _
LLT( 1)"cosnssin 2n InLT sin 50 = op Siendo: LLT n(nn) .LT nann 0, U, es
divergente.
L 51- Estudiar la convergencia de U, = (-1)"sin(z4/n* +1).
Solucion: yn*+1 =n?(1+ 1 )2 =n?(1l+ 214 +...). Por tanto se tiene que:
lim U, =lim (- 1)”sm(7r./n4 1) =lim (=1)"sin(n?x + #) =
n—oo n—o N—o0
—h _1\n| einn? T 2 Qi T i H _1)\n 2 i T _
LLT (-1 [smn 7 COS TS + cosn?zsin e } LLT (=1)"cosn?zsin TS
I3 n 202
_n - _T n_ _|i T —
_m sin 2 = 2 . Siendo: LLT Inn 'n'ﬂ;‘ N 2, U, es convergente.
L 52- Calcular L =lim | 8n Z n? + 4nh + h? :
oo 1 (n+h)2 [h(2n® +5n2h + 4nh? + h?)
n 1+ 4nh +h—§
Solucion: L = lim 82 n - . Haciendo: %zx, y
i (1+ﬂ)2‘/h (2450 +ahZ , 03)
pasando a integral, se tiene: L = 8[ 1+4x+ X2 dx = 6/6.
O (1+x)2/X(2+5x+4x2 +x%)
. 1 1 -1 _
L53- HallarL =lim 473 875 .. .(2™1) @Dt
n—oo
Solucion:  InL = IN(43 - 831 «....(2") <2”i1>!)=Z#In2“+l—ln22 n+1
) 2n+1)! @n+ D!

n+1 _ 1 2n+2 _ 1 2n+1 1 _
im > onsnr ~ 2 mMX Gy~ 7 im [2 @n+1)! 2(2n+1)!]

Ll _ 1 L=
= 2(e 2). Luego: InL In[22(e 2)] Luego: L =e-2.

1
**n

L 54- Estudiar la convergencia de U, = a**

1 1
Solucién: U, = a**2** = aHn: lim H, = Inn + C, siendo C la constante de Euler, cuyo valor
nN—oo
In Ul In %ﬂ
es 0,5772156649... Luego se tiene: lim L =|im a

I C I N—o0 I N—o0 I nN—oo I n—oo In n

. —(Inn+ na .

=lim % = —Ina. Por tanto, para —Ina > 1, es decir, paraa < 1, U, es convergente.
N—o0

Para —Ina < 1, es decir, paraa > 1, U, es divergente. Paraa = 1, es dudoso.

1 1
- 4 1
L 55 Siendoh  k # |, hallar lim X2 =0« (g5

T (x+h)3 —(x+k)3

Solucion: El limite pedido es igual a: lim

141



1lh = k 1
—lim 4% 1 1y_4 _3
MRkt Y 1T "
3 X 3
] - - - _n%*
L 56- Estudiar la convergencia de U, CESOLE
. . o I . InUL . pIn(n+1)—-qglnn
Solucién: Aplicando el criterio logaritmico de Cauchy: lim Tnn = lim inn =
n—-o0

=p-0. Luego, sip—q > 1, U, es convergente. Sip—q < 1, U, es divergente. Parap—-q = 1,
es dudoso.

1 1
L 57- Estudiar la convergenciade U, = e 2n —e 2n+1 .

Solucion: Aplicando el criterio de la integral:
o 1 1 o
— 1 1 .1 N2 1 L 1 2 _ —
_[l(e2x —e2x+1)dx—j [ + w) Tt T r(5ar) - Jdx =

- Inﬁ+2,( )2 +.. +m T %%—...—m(n e In1/7+An B,
Any By son convergentgns luego la integral lo es y por tanto Un.
L 58- Estudiar la convergencia de U, = @ +11)p +...+ (2%1)" .
Solucion: A, =# +...+n—1p= # B, = (23\)" +...+ (2%1)" = Zpr%p*l’ An > U, > Bn. A, €S
n veces n veces
In BL

convergente si (p—1) > 1. Aplicando el criterio logaritmico de Cauchy a B,: lim —Innn =

nN—o0
=lim pln2+l(r$n_ Dinn _ p—1. Luego, B, es convergente si (p—1) > 1. Por tanto, U, es
nN—o0

convergente si (p —1) > 1.

L 59- Demostrar que es convergente U, = %(Un,l + Ua ) y calcular su limite..Se supone que
n-1
U;>0ya>0.
Solucion: lim U, =lim U,; = x. Luego: x = 1 (x+ X) X = Ja. Por tanto, U, es convergente,

n—o n—o0

siendo su limite ,/a.

n
L 60- Hallar lim Unzl[2+3_2+4_3+_“ (n+1) }

fooo n2 2t 32 nn-1
(n+1)" 1
. Tt (n+nn o A+F)" e
Solucién: Por Stolz: LLT U, = LLrQ —nz—( 1) —Lrg T —LLrQ — 1 % =5

1 1 1
e+ Hra+ L o a+ T

1
1 2045 A2 Ao "
Solucién:  UR = ”Jﬁl nﬁz... ntn — %(Zn). - e e yann 231. Luego:

n n! 1
n"n™2e"/2zn

L 61- Hallar limU,

1
nmufmm(?T m_
N—oo n—oo e
L 62- Estudiar la convergencia de U, = (-1)"(sin %)a(l — C0S %)b.

Solucion: Por ser la serie alternada y de términos decrecientes, es necesario y suficiente para su
convergencia que |U,|- 0. Luego: |U,| = lim (sin %)a(l—cos %)b = lim (%)a(#)b =
n—oo n—oo

nN—oo0 n—o0
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1 .
_LLT e = = 0. Luego, paraa + 2b > 0, la serie es convergente.

L 63. Estudiar la convergencia de U, = [In N+l % }

Solucion: fim Uy =lim [In -1 i ~tim [In(1+ -2 )T lim

U, es convergente. Si a < 1, es divergente.

L 64- Estudiar la convergencia de U, = _nm
g " (Ina)"’
- . o o 1 _ dnn. 1 g 2
Solucién: Aplicando el criterio de la raiz: lim (U,)™ = lim Ina —me“mT:
n-o nN—-oo
(In)2 2Inn o1
=L gimT— o1 g o L1 MM 1 g0 1 yego, si a>e U, es
na ~Ina ] Ina Ina Ina
convergente. Sia < e, U, es divergente.
L 65- Estudiar la convergencia de U, = W
In - Inn + Innlnb
Solucién:  Aplicando el criterio logaritmico: lim —x2- = lim % a+Inb.
N—0 N—0
Luego,sia+Inb > 1, U, es convergente. Sia+ Inb < 1, U, es divergente.
- Estudi i _y (4.8, .2n-17
L 66- Estudiar la convergencia de U, Z}[z 1 on }
n=.
1 p
L 2n—1N 7P - @nt! 7° 2 @™ ze 2x
Solucion: U, = (@n-Dhi = = | = _
" Z[ @mn ] E[zzn(n!y nzi 2:nnHlg-2n) s

n=1
0 p o
:Z 1 = Z 1 Comparandola con la armonica: si P > 1, es convergente; si
Jan - 2
n=1 (7n) 2
% < 1, es divergente.

L 67- Estudiar la serie cuyo término general es U, = (-1)"n?(In

n+1)b

Solucion: Por ser alterna, para que sea convergente es suficiente y necesario que lim |U,| = 0.
N—o0
] _I|m nd(=%)P =lim n3(%)° =

N—oo

lim |Uy| =lim n*(In -2 n+l )b =lim n2[In(1 + -4
N—o0

Nn—o0 n—o0
=lim na°2°, Luego, SI (a b) > 1, laserie es d|vergente Si (a—b) < 1 laserie es convergente.

N—o0

L 68- Estudiar la serie cuyo término general es U, = % sin ﬁ
In Ul
L n _ 7 Aplicando el criterio logaritmico: Iim s T
n—o0

Solucion: LLrE Un :InLrE Wﬁ =T
_ %Inn— Inz 3 _
=lim 4———— = = > 1, luego la serie es convergente.
Inn 2
n—o0
) n|nx+l
L 69- Hallar [0 = lim = 0 x D)

1
xIn"2 e ,/271 nx+t

3
X|nn+x+?ex+l

., InlnXx+1 .
Solucién: TI(x) =lim (x+nxn+ ol =lim —I|m -
e e (n+x+1)n+X+ e™>1 2 " (n4x+1)"™2
3
=lim x!(——)"*2 ex1 —[im x! 1 el =lim x!—L_gx1 = xI
Nooo n+x+1 Nosoo (1 R X+ 1 )n+x+% o XL :
n
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L 70- Estudiar la sucesion definida por la ley de recurrencia: (zZ,; — 1)(Zn + Zn1) = 2Z041(ZnZn1 — 1).
Aplicaraz; = 1yz, = J2 - 1.

Solucidn: La ley de recurrencia se puede escribir: IntZng _ 22””

17 =1 . Haciendo z, = tana,,
—énén-l - n+1
resulta: tan(a, + an-1) = tan(2an.1). Es decir: apag = %. La ecuacion caracteristica de a,

es: 2x*-x-1=0, cuyas raices son 1y —%2. Su ecuacién de recurrencia es
=A-1"+B- (—1)” Se obtiene: A= 21t

3 y B= __(al a;), quedando:

ap = 8.1+T28.2 (—%)”%(al—ag). Para los valores dados, a; = T’ a, = % Por tanto:
Z+% lwd x _ =« r r 3
— (LN > A - h i 1 — I N
anh = —3 5)"3 (4 g ) Luego: Ilmfn 5 limz, = tan 5 3

X
p=n 1
L 71- Hallar y, = lim |:% D ap :| , siendo a, > 0. Seguidamente calcular el valor de y, para
p=1

X—00

ap = 2p. Llamando Y, a este valor, determinar el lim A.
e (n-1)(n)T
1
i i 22+ +an I I
. : a +...+an : —
Solucion:  Iny, =  lim xIn =+—="""— = |im n = (x)D81t..+iNan _

n
X—00

1
X

X—00 l
X

1
= In(al...an)%. Luego: y, = (al...an)%. Por tanto: Y, =[(@2n)!]" = 2(n!)%. Luego:

1
lim 2rNnYn —lim 2rn2(nh ™ 4r. (%)
e (n-DMDT e (n- 1T
(x)Aplicando L "Hopital.

L 72- Siendo a positivo, hallar X = lim (1 + ni‘z)(l + %). L+ %).

N—oo

Solucién: InX = lim #[In(1+ %)“2 +...+In(1 + %)”2} = lim = [Inea+ +lnem] =
n—oo n—o0
:LLT #[a+2a+...+na] :LLT % = %.
L73- Calcular lim (1+ L D+ l)(l— %)(1 + %)(1 + %)(1 - %)...
N—o0
ion:lim2.4.1,.6 .8 3 @m!t  @n-DIf _
Solucion: lim - 3+ 5 - g -7 3 m GO @ - 2 W

(x)Aplicando Stirling.

- 1 . d "
L 74- Calcular lim (a,) ™, siendo a, = + Z p—-

n—-o0 p=1 p'
n"
Solucion: Aplicando Stolz para calcular lima,, se tiene: lim a, =lim I”—'1| =
nhe" nhe" " re Nl =(0=1)
Jim 12N n"y2zn = lim e Por tanto:
e (N=DIN=1) e (n-1)ne™ 2z(n—-1) = (n-1)"2z/n(n-1) '
2n-1
lim (a,) ™ =lim e T =lim e _m—&
n-se e (n— 1)t ; Qr)mnm ™ (n-1)¥m i 2r)7nw e (n—1)nm

L 75- Se considera la sucesion definida por la ley recurrente a,.1 = k2, siendo k > 0. Estudiar su
limite cuando n — oo.

Solucién: Inan,: = anInk. Para Ink > %, an es monotona divergente. Para 0 < Ink < %, la
ecuacion xInk = Inx, tiene dos raices: a y . Paraa; < 5, a, » «a, la sucesion es monétona. Para
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a; > B, a, » oo, la sucesion es monotona. Para Ink < 0, la ecuacion xInk = Inx tiene una raiz
real doble, pero a, no es monotona.

1

L 76- Hallar lim (sm sm2—7r sm—)T
nN—oo 2n 2n

sinnf n-1cin _ oin 2T nr N _ onlain L ain 20 nr
Solucion: “Sin_ —22 sin 2= Znn sin £ 2n .Sin =2 on Para® — 0, n = 2"1sin 2 o sin &4 on 1 .Sin =22 on
T nrw _ _
Luego: sin 5 -sin -5 -...sin 5 - = 2 . Por tanto, el limite pedido es: (2n ) e

L 77- Estudiar la sucesién definida por la ley recurrente Un,; = cosU,. Calcular su limite U y hallar
el caracter de la serie > (U, — U).

Solucion: La ecuacion x = cosx, tiene como solucion x = 0,739. La sucesion U, se compone de
dos sucesiones monétonas, una creciente y la otra decreciente. La serie > (U, — U) es convergente
en virtud de la regla de Leibniz. En el cuadro siguiente se incluyen los términos de la sucesion

partiendo de U; = 0,5, quedando patentes las dos sucesiones mondtonas, una creciente y la otra
decreciente.

U; U, Us U, Us Us U- Us Ug Ui Ui U
0,5 0,639 0,695 0,719 0,730 0,735
0,877 0,803 0,768 0,752 0,745 0,742
i : n—12 n—22 n—n?
L8 Ha"a”n'ﬂ.?[l 2-h+1) 2.3 (n+2) '+n(n+1)(n+n)]
2
Solucion: Se tiene que: lim —p =lim) = -lim) —— —I|m =
q MZ p(p+ D(p+n) nqu; MZ Moo Z P+ n

_Ii 1 1 1 L _ 1 _
_LLT(l n+1 n+1 n+2 n+n) InLT(l n1  HentHo)

=1-(C+In2n)+ (C+1Inn)(x) =1-1In2.
(x) La suma de los primeros n términos de la serie arménica H,, cuando n —» oo, es equivalente a
C + Inn, siendo C la constante de Euler 0,5772156649...

L 79- Demostrar que Si m->o Yy n - oo, siendo %:k (k es finito), se tiene que:
m .
— i Z \_ 77 Sinz
A =Ilim pEn(1+pn) k .
. i *© 2 © . m .
Solucion: 24 =I1 (1- ) =11 (1+ g7)(A - gr). A=lim IL (1+57) = S£B,

. . T m B B (x+n+1)...(x+kn) _
siendo: B = lim p:rn£l (1+piﬂ) =1+ m) 1+ k—) (%) D). (k) =
(X + kn)!n!

7z .

_ e A _ pxSinZ _ 5 sinz
= kx4 )] k* (* *). Luego: A = k*=4 k7w =35,
(#)x = L (x %) Aplicando Stirling.

L 80- De la serie armonica Z% se suprimen los términos cuyos denominadores contengan alguna
cifra 5. Estudiar la convergencia de la serie resultante.

Solucion: En 10" términos hay 10" — 9" que contienen alguna cifra 5, y 9f1‘ gue no la tienen. Sea S
la serie resultante tras la supresion mencionada. Luego: S < Z% =(9- 1)2(19—0)”*1.

Como ésta es convergente, también lo es S, por ser menor que ella.

L 81- Sea A, = [1 + % + % +...+ 2n1— T %Inn] 1°) Hallar A = limA,. 2°) Determinar la parte

principal de an = A, — A, respecto a % 3°) Sumar la serie S =) an.
n=1

Solucién: 19 Z% =H,=C+Inn (ver: L 78), 22% = %Hn = %CJF %Inn. Luego:
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2n1+1 = Hon1 — %Hn = %C +In(2n+1) - % Inn. Por tanto, se tiene que: A =lim A, =
n—o0

= lim (%C+ In %) = %C+ In2. 29 Aplicando Stolz: limjan| = lim| — n _“"11 :

n>  (n+1)?

|im|anl_an+1|1: Iim|A1n ~A- An1+l + A|1: |im|A1n — Ant| = %n—i - % Inn + % In(n + 1)
ﬁ W_W'F...-FE—W'FW—... 524n3.
1
. ; N H On — On41 —1i 24n3 ; . _ 1
Como: limjan| = lim T 1 = lim 1 1 , se tiene: an= PTTYR
n> (n+1)? n> (n+1)?
Comprobacion: limjan — apt| = lim| —+— — 1 - Lijm-2n+l 1
probacion: fimlan = ana| =i ‘48 2T Bz 48 M n+D? | 2403
39S = A; +.. +An——ln(n')—n( C+In2)—nAn+%An————(nlnn—n+|n,/2nn>—
_C+In2-Inz_
4
n
L 82- Sean A, 2 —3 - %Inn yBn=>_ 4k—1—1 - %In n. Calcular 1°) Sus limites Ay B para
k=1 k=1
n — oo. 2°) La parte principal de (A, —A) y (B, — B) respecto a l
Solucion: 19 A+B = ﬁ+%+%+%+...+4n1_1 —%I n= H4n—%H2n—%lnn =
- _ 1 _Lhn= c 1 1.1 1. _ =
=In4n+C 2(In2n+C) 2Inn In(2,/_)+2 A-B 1 sts-T+H= T
Por tanto: A = = [In(Z,/_)+ 4] %[In(zf)+ 4]
o) limay = Ay — A = & — lim An= Ao
29 lima, = A, = lim %_ 1 lim %_ 1 . Ahora bien:
n+1 n+1
_ =1 _ 1 1 - __1
An—Ana ant 1 ﬁlnrj; 7 In(n +11) Ton? - 1
< i — lim-Pn=Ana  _ _ 1 i — lim-Bn=Bna _ 1
Luego: lima, = lim T 1 16" Igualmente: limg, = lim T 1 16" Por
= N n+1 Ee N n+1
tanto: (A, —A) = Ten” (Bn—-B) = Ton
L83 Estudiar la serie y= —X— — X _ X __ eq uniforme su convergencia en el

_ _ 1+x  14x3  1+%°
intervalo abierto (0,1)? Calcular su limite lateral parax - 1 —e€.

Solucion: Evidentemente la convergencia de la serie es absoluta para |x| < 1, pero no puede ser
uniforme, ni siquiera en el intervalo abierto (0, 1) porque si asi fuera, se llegaria a la contradiccion

de que la serie 1 1,1 1 seria convergente, en virtud del teorema de paso al limite.

2 2 2 2
Para hallar el limite lateral pedido, se hace: Un(x) = AUp = Uy —Upyg =
_ X2n+1(1 _ XZ)

(1 +X2n+1)(1 +X2n+3) '
positivas, monotonas e infinitésimas. Se puede poner: y=Uo—Ui+U;-Uz+...=

X2n+1
1+ X2n+l !

Se observa que, para cada x del intervalo (0, 1), tanto U, como AU, son

— AUo + AUs +...= Ug — AU; AU; —...— UT +L(AUs-AU +.). En virtud de las
propiedades de las series leibnizianas, resulta para 0 < x < 1, que % <y < % + AlZJO
Tomando limites parax - 1 — ¢, se obtiene: lim y = %
X—1l-€
2(MtanZ +3(")tanZ +...+(n+2)(")tan
L 84- Hallar A = lim —— 3 - 42n - nt3
Nn—o0

[P . _ _ T i ST aoYo +...+anyn

Solucién: Sean: an=(p), Yn=(n+2)tan i3 Por tanto: A = InLT BT oTar =
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sin

—lim “y” =lim y, =lim (n +2)tan —Z— =lim (n+2 n+3 =
n—o0 n—oo yn n—o0 ( ) n+3 N—o0 ( ) 1—28IHZL
2(n+3)
T

—lim (n+2)—N+3____ _ 7

n-co 1_2 T

22(n + 3)?
L 85- Hallar el radio de convergencia de la serie:
2 3 4 5 3 3n+1 3n+2

pox_x o x _oxt o x X"1 X o x¥

3 52 ﬁ 3 5 <2n2> v <3n2+l> rll <5n2+1> ﬁ o

., 3n
Solucion: Por el teorema de Cauchy-Hadamard: X—l—>|x3|<2—> Convergente;

<2n2> n+l

X3n+l 3
- |x°] <5 - Convergente. Luego:

3 X3n+2
- |x3| <3 > Convergente;

1 1
241 1 241 +1
<3n > n+ 1 <5n n > n

X3 <2 X <2%.

L 86- Estudiar la convergencia de U, = #jm y hallar su suma en los casos posibles.
Solucion: lim U _ = lim D=1y — x Para x> 1, divergente. Para x < 1, convergente. Para

N—oo Un 1 n—oo n + 1
x=1, se trata de una progresion hipergeométrica con « =1, f=-1, y =1, cuya suma es:

—(m -1
Sm = m(m + 1) =1- M Param —» o, S = 1.
-1 m(m+1)"

© n
L 87- Hallar el recinto en el que puede variar z para que H [1 + ( ; B g ) } converja.

Solucion: T converge si Z( b) converge. U” = (;:g) < 1. Luego el recinto es:
z-al-(b—-a)z-b) =0

L 88- Dada la ecuacion 4x* — x3 + % =0, con a > 0, se considera la serie cuyo término general f(n)
es aquella raiz de la citada ecuacion que tiende a 0 paran — . Estudiar el caracter de la serie.

Solucién: x3(4x — 1) + % =0, x= % La raiz indicada es: 11 . Cuando % > 1,
n% (1-4x)3 3 ns
es convergente. Si % < 1, es divergente.

L 89- A cada elemento a; de un conjunto dirigido C, se le hace corresponder un nimero y; = f(ai). Se
dice que L es el limite del conjunto dirigido y si fijado un entorno de L se encuentran en él todos
los valores de y posteriores al valor y; correspondiente a un a;. Demostrar: 1°) Este limite L es
unico. 2°) Que si aj es posterior a a;, yj; > yi Y el conjunto y esta acotado superiormente, y tiene
limite. 3°) Que este limite es el extremo superior del conjunto.

Solucion: 1°) Suponiendo que haya dos limites L;, L,. En el entorno de amplitud 2e:
(L1 +€,L1 —€), se encuentran para n > N todos los posteriores a y,. De la misma manera, en el
entorno (L, +¢€,L2 —€), para m > M , todos los posteriores a yn. Luego parap> My p >N,
todos los posteriores a y, se encuentran en los dos entornos, es decir, L1 —yp, < 1Y Lo —yp < 02,
siendo 61 y 0, tan pequefios como se quiera. Por tanto, Ly = L, = L. 2°) y, > Yo, K> yn. Se
puede hallar N > k tal que: N—y, < € - 0. Luego, limy, = N. 3°) Como y, > yn1, Se puede
formar la serie monotona N > y, > yn1 >... Luego, N es el extremo superior del conjunto.

1 1
an — bn . .. .
L 90- Hallar A =lim (L+an) 2 —(1+Dy) ,silima, =0ylimb, =0.

n—oo an - b n n—-o0 n—-o0
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1-a ,  (A-a)d-2a)

Solucion: (1 +a)% =2+ o1 3 +...,
1
(1+a)%—(l+b)?= bz—la 3b - §?+ 6b ‘61?.4- 10b %?a+ +o.,
1 1
Ql+a)a -A+b)p 1 3 1+2+..4n s 142440
a-b (G + 3+t M+ 2 M+l

n-oo
n=1

L 91- Sean ay b dos nimeros irracionales y % irracional. Sea N = ma + nb, tomando m y n todos los

valores enteros independientemente. De esta forma se obtiene un conjunto E de nimeros N.
Demostrar que cada nimero de E es un limite de nimeros de E.

Solucion: En el entorno de un N cualquiera hay infinitos nL’lmeros de E. En efecto:
N =ma+nb, N+e=m'a+nb, am —m)+b(n'—n) - 0. Luego, & T mn’_—nr;w . Esta fraccion
se puede desarrollar en fraccion continua, de forma que a partir de una determinada reducida, la

- - —_— / ~ - - -
diferencia con 1. nm sea tan pequefia como se quiera. A partir de esa reducida, todas las

siguientes daran infinitas ecuaciones resolubles en m' y n’, con limite ma + nb.

L 92- Demostrar que si »_z; converge y los nimeros complejos z; son tales que —a < argz; < a,
siendo a < £, la convergencia de la serie es absoluta, es decir, que también converge > |zi|.

Solucion: Sl Y zi converge, también lo hacen > x; y > yi. También converge absolutamente
D Xi ya que por ser |argzi| < % X siempre es positiva, es decir: > x; = >_|xj|. Dado que las
series D Xi, D_Yi ¥ D_|Xi| son convergentes, también es convergente > (xiyi). Aplicando esto a las
series D _(xi +1iyi) y D (xi —iyi), se obtiene que Y (x? +y?) = >_|zi| también converge.

n
> h%(Inh)3
L 93- Calcular L =lim h=1
o (n+a)3[In(n+h)]*’
Solucion: L =lim An —jim An=Ant e tiene que: Ap —Ang = n%(Inn)3, y que: By —Bpy =

n—-oo Bn n—-oo Bn_Bn— '
= (n+a)’Inn+h)]*-(h+a- 1)3[|r11(n +h-11 =3n+a)?[In(n+h)]®. Luego el limite

2 3
pedido es: L =lim n“(Inn) -4
o 3(n+a)?[In(h+h)]® 3

L 94- Hallar el radio de convergencia de la seriey = 1+ =+ X2 X
g Y= (1 D taL T e
n veces

Solucion: y =1+ -4 U + A— Uz +.. +U +..., siendo U, el término n-ésimo de la serie de
n
n_ n

Fibonacci. Por tanto: U, = (1+5)"-(1-45) . Luego: lim U _ 2__ El radio es:
2”,/3 Una 1+ ‘/g

1+./5
> —

1 1
@ +ax+x?)2 —((a?—ax+x?)2

L 95- Hallar el verdadero valor de A = , cuando x — 0.

Ja+x — Ja=x
a x , x? —X
a+o(g+<7)+ L—a- 2 (=X a +—)+
Solucion: A = 2 J%z 2 G 2’ = i+€ = Ja.
‘/E+T%+...—‘/§+T%... f'FG
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L 96- Calcular A =lim

e X(TX)

e A Lpim _n*nixE n*(x—1)! - .
Solucion: A _LLT x(n +x)! _LLT (M+x)(n+x-1)...(n+1)° Operando, - se _ tiene — que:
— 1!
A =lim (X 1)' = (xx-1)!
-0 (1+n)(1+ ) (1+n)
x factores
1 i1 .
L 97- Hallar el verdadero valor de A = (n+1) i il i -n12 paran - oo.
(n+1)3 —n3
3 3 ) 3 3 .
Solucion: Operando, se tiene que: A = (h+1) 142 il 142 ‘niz = (n+1) 142 —n 142 ‘niz =
. 3(n+1)§—nf (n+1)12 —n12
.
_ ﬂ+~%+”)12—1u _ 1+E§ TT—1+”.:_§
1 1
A+4 4 )T -1% 1+1—12 A 14 4
L 98- Estudiar la convergencia de U, =Y, [ L 234 (2n —1) ] :
n=1
Solucion: @nt! 7° (2n)2e-2" [272n 1 ,
olucion: Uy = 227 ” - — Por tanto:
- 22 n"e"y2zn ] ~(Jmn)
P
In(lnn—nn)z = % Luego, si % > 1, U, es convergente. Para % 1 es divergente.

L 99- Determinar una funcion que para x = +o, tienda a +oo méas lentamente que /X, pero méas

rapidamente que x¥, siendo k un nimero cualquiera racional menor que %

Solucion: Es de aplicacion el siguiente teorema: Si se divide un infinito fundamental por otro
inferior, el orden queda comprendido entre aquél y el que resulta de disminuir el pardmetro tan

poco como se quiera. Dividiendo /X por (log,x)™, la funciony = L)m para b > 1, al tender

(log,x
X -+, tenderd a +oo mas lentamente que /X y un poco mas rapidamente que x¥, para k < %
Otra funcién que cumple es: /X (Inx)™®.

L 100- Siendo P = (1 + n%)(l + %). L1+ %). .., donde a es un namero finito y positivo, hallar
lim P,

N—oo

Solucién: Tomando logaritmos neperianos: lim InP =lim | In(1 + & 2 <) +In(1 n—a)+ }z

2
n—o0 N—o0

:LLT %[%+ % +.. +3nn ] —I|m :‘ [1+2+...43n] _LLT :‘2 m = 9—23. Luego se

tiene que: limP = eT.

L 101- Dada la sucesiéon Ui, U,,..., Uy,..., calcular lim U,, sabiendo que U; =1, U, = 22,
n—o0
Us =3%2yque3Up3 — Upia —Upy —Un = 0.
Solucién: Ecuacién caracteristica: 3x® —x?> —x—1 = 0, cuyas raices son: 1y # (cuyo
modulo es g y la tangente de su argumento 0 es /2, por lo que: sing = ‘/g cosH = g :

Luego se tiene: U, = A« 1" +( ‘/_) "(Bcosnd + Csinnd), U = A+ (5 )(Bcos(9+Csin0) =

:A+%+@C: 1, U, =A+(%)2(Bcos29+Csin29) :A—§+%cz4, Us = A+
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+(§)3(Bcos30+Csin30) —A_9B | ﬂc — 9, Dedonde: A =10, B =0, C = -2 por

_ 21 " 27 2
lo que: U, = 10 — 5_—; . s;n_%ne Por tanto: InLT U, = 10.

L 102- Se dan cuatro nimeros positivos ag, bo, m, p y se considera la serie de razones ‘3—2, z—i, e
‘g—: sabiendo que an = an1/mpZ+1 +mpbos y que by = pans+bns/mpZ+1.

Considerando la diferencia a3 — mb2, demostrar que la serie de dichas razones tiene limite cuando
n - ooy calcularlo.

Solucién: Elevando al cuadrado: a3 = a2 ,(mp?+ 1) +m?p2b2 , + 2mpan-1bn1,/mp? +1,
mb2 = mp2a2_; + b2 ;m(mp? + 1) + 2mpa,_1b, 1 /mp? + 1. Restando ambos valores, se tiene:
a2—mb2 = a2, —mb2,, y asi sucesivamente, hasta: a? — mb? = a3 — mb3. Sumando estas n

: : a2 a3 —mbj ,

igualdades, se tiene: a2 —mb2 = a3 — mb3. Luego: b—g =m+ % Como: lim b, — oo,
n n nN—oo

N i @n

lim =2 = m. Luego: lim =% = /m,

n—oo bn N—oo bn

L 103- Dada la expresion E = xz—%ﬂ[al SinX + @, sin2x + assin 3x +...+an sinnx + sin(n + 1)x], elegir

las constantes a de tal manera que la expresion tenga limite finito cuando x — 0y calcularlo.
3y3 5y5 2n-1y,2n-1
n°x n>x i Gl

Solucion: Desarrollando sinnx, se tiene: sinnx = nx — 30 £l —...._m F... Por
3
lo que: E-x* =x(a;+2a;+...+ha, +n+1)— %(al + 2%, +...+nfay + (n+1)3) £...+
2n-1 :
raﬁgﬁTml+%m%2ﬁ”+mm%n+m+1ymh$
_ o xemi 2+l 2n+l 2n+l x2n+3 -
+—(2n+1)!(a1+2 az +...+n“"ap, + (n+ 1) )i—(2n+3)! (....) F.... Anulando los

coeficientes de x, x3,..., x?™! (un sistema S de n ecuaciones con n incégnitas), queda como sigue:

limE = i#[al +221a, +...+n?"a, + (n+1)2™1] = (-1)". El sistema S que determina
o n +1)!

las constantes a, es el siguiente: a; + 2a, +...+ha, +n+1 = 0,
ap+2%; +...+nfap + (n+1)° =0, ..,a; + 2" a4, +...+n*"ta, + (n+ 1)1 = 0.
El determinante de los coeficientes de las incognitas es:

1 2 ... n 1 1 .. 1
1 22 ... nd 1 22 ... n?
=nl = n!Vandermonde(1,2?,...,n%) =
1 22n—1 n2n—1 1 22n—2 n2n—2
= 113!5!...(2n - 1)!1. El valor de a; viene dado por:
1 2 ... —-(+1) ... n
1 22 ... -n+1D® ... nd
1 21 . —(n+1)t . pt
1 22 . —(n+D>t o
= 113151 (2n - 1)! -
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1 ... 1 L1
122 ... (+D?* ..on?
~1.2«..(n+1)-..on T
1 222 (n+1)2h’2 _ ph2
1 222 . (n+1)™2 ., p2
) 113151, (2n - 1)! =
_—1.2...«n+1)....n-Vandermonde (1,2%,...,(n+1)?,...,n%)
. 113151 (2n— 1)) -

En el cuadro siguiente se exponen los valores de los coeficientesay de E paran =1, 2, 3, 4:
ni a;| a|as|as E

1| -2 -1
2, 5 4 1)
3/ -14 146 -1
4| 42 |-48 |27 8| 1

L 104- ¢Se podria demostrar el teorema de Bolzano-Waierstrass del maximo y minimo de una funcion
continua exigiéndose la continuidad de dicha funcion sélo en el intervalo abierto (a, b)?

Solucion: Supongamos una funcion monotona, continua en [a,b], tiene un méximo absoluto en
un extremo del intervalo, y un minimo absoluto en el otro. Si sélo fuera continua en (a,b), tiene
extremo superior e inferior, pero no maximo absoluto ni minimo absoluto, ya que (suponiendo que
a es extremo inferior), siempre se puede encontrar un punto del intervalo (a,b), mayor que otro
dado de él, por ejemplo a+ 2¢, pues se podria coger el a+¢, a+ ?, a+ Z , por lo que la
funcion carece de maximo absoluto. Siguiendo un razonamiento similar, también carece de minimo
absoluto. Luego la continuidad en [a,b] es necesaria, aunque no suficiente.

L 105- Demostrar el teorema de Darboux: si f(x) es continua y derivable en el intervalo (a,b), f'(x) no
puede pasar de un valor a otro en este intervalo sin pasar por todos los valores intermedios.

Solucion: Si f(a) y f(b) son de signo contrario, f(x) es creciente en uno y decreciente en otro,
luego el méaximo no se puede alcanzar en ellos, sino en un punto interior donde, por tanto, debe ser
f'(&) = 0. Si k esta comprendido entre f'(a) y f'(b), la funcién f(x) — kx cambia de signo, luego en
algun punto intermedio debe ser f'(£) — k = 0, es decir, f'(¢) = k.

L 106- Dada la ecuacion f(x) = ax* + bx® +¢x? + dx + e = 0, hallar la condicién que deben satisfacer
sus coeficientes para que las ecuaciones f'(x) = 0 y f"'(x) = 0 tengan una raiz comdn. Supuesta
cumplida dicha condicion, indicar un procedimiento para resolver la ecuacion f(x) = 0, y aplicarlo
para f(x) = 225x* + 1800x® + 5366x? + 7064x + 3465.

Solucion: f'(x) = 4ax® + 3bx? + 2cx +d, f"(x) = 12ax? + 6bx + 2¢, f"(x) = 24ax + 6b. Luego la
raiz comudn es: X = Z—g. Sustituyendo este valor en f', se tiene la condicion: 8da? — 4abc + b® = 0.
Al desarrollar f(x) en serie de potencias de (x- m) se tiene la expresion:
f(x) = f(m) + ——= (m) (X—m) + f (m) ———(X-m)?2+ f ?Em) (x—m)3 + ( )(x m)4. Siendo f'(m) y

f"(m) nulas param = =b , se tiene: f(x) = f(m) + —+—= f (m) (Xx—m)? + f ( ) ——%(x—m)* =0, es decir,

4a
una ecuacion bicuadrada cuyas raices son: +a, +ﬂ y por tanto las ralces de la ecuacién dada
son: m+ a, m+ . Para la ecuacion dada se tiene que: m = —1800 _ -2, f(-2) =1, f'(-2) =0,

4.225
f'(-2) =68, {"(-2) =10, {#(-2)=>5400. Por tanto, se tiene la siguiente ecuacion:

f(x+2) =1+ %(x +2)% ¢ 5400 5400 (y 4 2y4 = 14 34(x +2)2 + 225(x + 2)*. Las raices de esta

ecuacion en (x + 2), son: += Las raices de la ecuacién dada son: -2, - £, 9 11

M
5 373 "5 5

1
3 l
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In(1 In(2! In(n!
(O (IS )
L 107- Hallar lim n
n—oo 2“_1
In(1! In(2! In(n!
BB R i) |
Solucion: A = lim n - . Aplicando Stolz se tiene que:
I(nr)oo (P +(3)+..+(7)
n(n 1 1
(n)— N+ oon ninn+ =Inn-n+1Iny2x
A=—lim —— 10" _ i, Inn72etyom) 2 Y
fosoo @) Nosoo ninn Nosoo ninn
1 \P 2 \P 3 \P 2n \P
=)+ (&) () (2
L108- Hallarlim A = ——— gzn)l (zzn)p (f“) B Gy —
Nooo (74—%) +(7+E) +(7+E) +"'+(7+E
Solucién: Dividiendo numerador y denominador por 2n, se tiene:
1
p p
L4 (2P +( )P (R [ oo T
lim A = __0 - A=A 1, B
p p p +
o ()" + (&) +(2n) +. (5 }(1 o (L 0™ i
2n 7+X X
1 _ 2p+l 0
I O S e

(n+az)...(n+ax) o _
L 109- Siendo U, = CETRRCEL AL donde >_a;j = b, se sabe que

= T(1+by)...T(1+by) [ _ax J
lim IT U, = FTA+a). Td+ta) Calcular lim H 1 07 |

o © LZ
Solucion: lim H[l—‘l—xz}:lim H|:1——(7f) :|:

2 X \2
1 (N7 + x) 1 n+)

0 2X 2% w n4eX  po X

lim 11| 1+ —Z5 1- L5 =lim II = =
1 n+7 n+7 1 n+7 n+7
[r(1+¥)7T

r+3Xy.ra-X)

Y (n+az)...(n+ax) o _
L 110- Siendo U, = CETRGELDR donde >_a; = b, se sabe que

= T(L+by)...I(1+by) w[ _4_x2J
lim TIU, = Tdtay) . TAra) Calcular lim 1 1 r+ %2 |

LS i
(n+2)?

|
U

|
8

Solucién: lim IT [1— 4—)(22} = lim IT-
1 (I’]7Z+X) 1

oo

XN 72 _ 2X
= [Fg)]('—'—n')] " (—3)I|m 1—}|:1+ ﬂx :||:1_ 77.'X :|:
M+ -Td-4) - N+ N+
X\7? » 2X 2X
= m[fgi;?()l] X)(—S)Iim n[u nf - :||:1— n7+rx J:
T/ T ! IR N+
XY7? » n— 3X X
= [rg)]('+7r>:| ; (=3)lim TI n 7)2 I‘I+7)€ _
ra+=4).rd1-+%4) , n-X p- X

Sra+HTIra-H7

T+ 39ra - X)ra-3ra+ X
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(n+ay)...(n+ax)

L 111- Siendo U, = (N+Dby)...(n+ by’

donde D a; = >_bj, se sabe que

.o ~ T(X+Dby)...T'(1+by) . X X
lim 1;IUn ~ TAzan. . Td+a) Calcularllm(1+T)(1—§)...
solucion: lim(1+ X)(1- %)... = lim(2EX)(25X). . = lim %I[(ZHZH}IX)(ZHZEX):
e n-4+% n-% i rr($) i /7
fim 1;[( n_l )( n ) F(X+1)F(2_x) F(X+1)1—~(2—X)'
2 2 2 2 2

L 112- Sea idénticamente f(x) = f(2x). ¢Se puede afirmar sin mas, que la funcion f(x) es una
constante? Estudiar lo que sucede en el origen, si se supone ademas la continuidad.

Solucion: Con solo la primera condicion, la funcién no tiene por qué ser una constante, como se
puede observar en la funcion de Dirichlet, en la que f(x) = 0, si x es irracional, y f(x) = 1, si x es
racional. Ahora bien, si f(x) es continua en el origen, ha de existir el limite ordinario, y al tender
hacia él por valores de x del tipo % los correspondientes valores de y = f(%) = f(x) forman

sendas sucesiones idénticas, luego para la existencia del limite en x = 0, es preciso que todas las
f(x) sean iguales entre si. Es decir, que f(x) sea una constante.

b
L 113- Hallar el limite al que tiende | = L, cuando a - b, siendo a y b dos raices
£ JFX)
consecutivas de F(x) = 0, siendo F(x) > 0 en (a,b). Este problema necesita del Célculo para su
resolucion.

Solucién: F(x) = (x —a)(b —x)f(x). Sean a’ y a”, los valores de x que corresponden al mayor y
menor de los valores de f(x) en el intervalo (a,b). Por tanto el valor de | se encuentra en el
b b

intervalo definido: —L J' dx <1 1 f dx . Como se tiene

<
Ji@) & Jx-ayb-x) Ji@") & Jx-a)b-x)

b b
. dx X—a ; ; i3
que: = ‘Zarctan [2=2 | = 7, el valor de | esta comprendido entre
{ [(x—a)(b—x) b—x 1, Ji@)
T__ Cuando a—-b, a —»a”, por lo que: | = —Z—. Ahora bien, se tiene que:
Jf@" /(@)

F'(x) = 2000 ~ 40~ 25000 + (- )b -0f (x). Para x=a=b, F'(a) = -2f(a),
f(a) = _F@ por tanto: liml = —2

ﬂ: =T .
2 ‘/@ F//(a)

L 114- Sea (C) un conjunto infinito de puntos situados sobre una recta, y sea (C') su derivado.
Demostrar que si (C") es numerable, lo es también (C).

Solucion: El conjunto (C) se descompone en dos conjuntos: (Co) formado por los puntos
aislados, y (C,) formado por los puntos de acumulacion. El conjunto derivado (C') esta formado
por los puntos de acumulacién de (C), de los que (C,) pertenecen a (C), y (C}) no pertenecen a
(C). El conjunto (Co) es numerable por ser sus puntos aislados. El conjunto (C,) es numerable,
pues loes (C') = (C,) + (Cy). Luego (C) es numerable, al serlo (Co) y (Ca).

Nota: Conjunto numerable es el coordinable con el conjunto natural (1, 2, 3,..., n,...). Si (C)
no es infinito, no tiene puntos de acumulacion. El punto A es de acumulacion del conjunto (C), si
en cualquier entorno reducido de A, hay infinitos puntos de (C). Los puntos de un conjunto, o0 son
aislados o son de acumulacidn. El conjunto (C) es denso, si (C) esta contenido en (C'), por tanto
(Co) =0y (C) = (Ca). El conjunto (C) es cerrado o completo, si (C') esta contenido en (C), por
tanto (C,) = 0y (C") = (Ca). El conjunto (C) es perfecto (denso y cerrado), si (C) coincide con
(C"), por tanto (Co) =0, (Cy) =0y (C) = (C") = (Ca). Si (C) es infinito, es cerrado, pues todo
A de (C') tiene puntos de (C).

y

L 115- Calcular L = lim [ ail -3¢ n )a:|_ Este problema necesita del Calculo para su

N—oo
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resolucion.

Solucion: Se tiene que: L =lim n[ﬁ -> 1+ %)—a . % } Se considera % = X, con lo que:

-0 n=1

o —at+l |

j(l +X)72dx = A+ -1 _ por tanto, 1 _ esel 4rea de la curva y=(1+x)? La
5 —a+1l |, a-1 a-1

suma: n>_ (1 + %)*al, corresponde a la suma de las areas de los n rectangulos de base % y

n=1
altura igual a las ordenadas de la curva citada, correspondientes a las abscisas % , % ,... Luego, el

limite pedido corresponde al area de los n triangulos incluidos entre la citada curva y los
rectangulos indicados. La suma de las areas de estos triangulos viene dada por la expresion:
n[ £ 0 - yD]+ 3 E YD) -y@] +..+3 F ¥ - 1) -y(m] |, cuyo limite para n - =,

es: %[y(O) —y()] = %[1 -0] = % Luego el I|m|te pedido es: % .

y=(1+x)?

1/n

L 116- Calcular L = lim [Tﬂ >

+h2 } Este problema necesita del Célculo para su
Nn—o0 n=1

resolucion.

Solucion: Se tiene que: L = lim n|:% - 24 . % :| Se considera % = X, con lo que:

o h
n n=1 1+ (W)Z
j dX = |arctanx|y = % Por tanto, % es el area de la curva y = (1 +x?)~*. La suma
nZ(l + n) al , corresponde a la suma de las areas de los n rectangulos de base , y altura
n=1
igual a las ordenadas de la curva citada, correspondientes a las abscisas % % ... Luego, por el

mismo razonamiento que el del problema L 115, el limite pedido corresponde al area de los n
triangulos incluidos entre la citada curva y los rectangulos indicados. La suma de las areas de estos
triangulos viene dada por la expresion:

n[ £ -yD]+ 3 E YD) -y@] +...+2 F (- 1) - y(m] ], cuyo limite para n - o,

es: —[V(O) y(0)] = %[l -0] = % Luego el I|m|te pedido es: %

L 117- Siendo M = jf(x)dx hallar L = lim |:nM Zf( . ):| siendo n namero natural. Este

nN—o0
problema necesita deI Calculo para su resolucion.
k
Solucién: Sea f(x) = ap + aiX + ax?> +...+apXx™ +... Como M = jf(x)dx, se tiene que:

k
_ B X2 X3 xm+L k _
M = g(ao +aiX +axx? +...+apX™ +...)dx = |a0x+a17 +a2? oA |0 =
" . . . :
= aok + a, k2 + azk? +.. .+ krl T+ f(4) = a0 + aiqy + ax(f)2 +...+am(F)"™ +
- m m
Ademés: Zf( ) = (kn+1)ao+(M)a +.. +[ 1+2 +n',;]'+(kn) }am+ Luego
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i i S f( k2 14244k
se  obtiene  que: lim| nM — Zf(%):| = (nk —nk —1)ao + (n7 A1+ Jﬁ+ N )a, +
i=0

kMt 142+ +(kn)™

+...4+(n ] o )am+.... Como se tienen los siguientes limites:
. 2 2 kn(kn+1) k . k3 1+22+...+(kn)?
||m(nk__M) - nk__— - _R. ||m(n__ ) =
2 n 2 2n 2’ 3 n2
= n%3 _ Ik(nk +ér)](22nk D _ —kTZ; y como finalmente  también  se  tiene:
kmi 142"+ (k)" (kn)™m+t
am m + 1 nm _ nm+2 _ nm+l _ ..
a,; = lim km Ly 2ty st &)™ k, se deduce que el coeficiente de
"m nm—l nm+l —_nM
. 1ym
am €s: — 5 k™, i
Resumiendo: L =lim |:nM — Zf(%):| =-ap— %alk - %asz - _%amkm —_—
N—o0 i=0
L= -—Lag L Lok Llakeo _Llggm_ __1
Operando: L = > ao > ao 5 ak 5 azk > amk™ —... > [f(0) + f(k)].

n

L 118- Siendo S, = Z tan ”' (1 +tan’ 2y caleular S= limS, y T= lim (Sn—S). Este

i=1 4 nN—o0 nN—o0

problema necesita del Calculo para su resolucion.

n . sinZL .
Solucién: Operando se tiene que: S, = %Z% AN Haciendo: x; = I, dx; = _di, se
1 ' cos3ZL i 4an 4n
. 4n
16 H xsinx 16 X 1 T Ar-2)
asa la suma a integral: S = limS,, = = dx = =2 — —tanx‘ =
P gral: S S ™ £ c0s3X 72 | 2cos?x 2 0 2
T _qy_ b-a _ ; _ _ :lxsinx%:n_z
T = lim(S, - $) = B52[f(b) - f(a)), siendoa = 0, b = Z-. Luego, T = 2 ‘ sin ‘0 z
L 119-
n—oo i=
. . 1 & S S 1S (L)X . i 1
Solucion: lim —— > —L— =lim + > —L— =lim + >~ Haciendo: + =y, +dy,
oo N _i:l el n-o0 i=1 Ye'n* now i=1 e%
( X

se tiene: lim 1 Z .

n—oo i=1 eT

Ty—idy =T (X+1) = xI'(x).
0

L 120- Encontrar una serie S ordenada segun las potencias enteras y positivas de x, de forma que la
expresion F = Xx(1+X)[2+ (2 -p)X]S" +[(p?2 —p—-2)x?> —4x—2]S" + +2p[1+ (2-p)X]S, sea
idénticamente nula, siendo S' y S”, las series de las derivadas primeras y segundas de los términos
de S, respecto de la variable x. Estudiar la convergencia de S y especialmente las soluciones que se
anulan para x = 0. Analizar los casos en que p es un nimero entero y positivo, especialmente los
casos en que p esigualal,2,—-1.

Solucidn: Siendo S = ag + aiX +...+an 1 X" + anX" + anaX™ +...,

S’ = a; +2aX +...+(n = Dan_1X" 2 + nanx"* + (n+ Danax" +...,

§" = 2a +6azX +...+(n—1)(n—2)an_1x"2 +n(n — Dax"2 + n(n + a1 x"* +...

Aplicadas estas series a F, se obtiene el coeficiente de x", que al igualarlo a cero, se obtiene:
(n=-3)(n-p-1(2-pans+("n-2)[(4-p)n—-pla, +2(n?>-1)a,1 =0, que es una ecuacion
de recurrencia que permite obtener los coeficientes de S. Por tanto, los sucesivos coeficientes en
_pP-Dp-2) o _PE-DE-2(P-3) ,

3! 4o, 41
an _ Pp=D nlz) (p=n) ao = (F)ao. No se obtiene ninguna condicion para a,, que puede

ser cualquiera. Por tanto: S = ao + (} )aoX + azx? +...+(  JaoX" +...=
=laz = (5)IX? +ao[l+ (DX + (5 +..+()X"+...] = [az — (5 )]X? + a1+ X)P =

funcion de ap, son: a; = pag, as =
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= bx? + ao(1 + x)P, donde b y ag pueden ser cualesquiera. La convergencia de S, es la misma que
la del binomio (1 + x)P. Por tanto, converge si |x| < 1, diverge si |x| > 1, y para [X| = 1, converge
sip >0, ydiverge si p < 0. Las soluciones que se anulan para x = 0, son de la forma S = bx?.
Para p entero y positivo, S es un polinomio entero de grado p. Para p = 1, S = bx? + ao(1 + X).

Parap =2, S = bx? + ao(1 + x)2. Parap = -1, S = bx? + l—+0x

L 121- Calcular L = lim n|: Z( )f :| Este problema necesita del Calculo para su
n+i

i=1

N—oo

resolucion.

Solucion: Haciendo las sustituciones: % = X, % =dx, se pasa de la suma
i n > 2 . :
ZL = %Z _1 —, a la integral f . Haciendo: x = tan?, se tiene:
i=1 (n+|)ﬁ i=1 (1+L) 1 \/_(

n)ym
o 7 1
2d0 = x. Por tanto, = es el area de la curva y = —————. La suma
{,/7(1+x) { Y= kA%
ny ——— N =ny %+ corresponde a la suma de las areas de los n rectangulos
1 (n+ I) \/T n=1 1+ L) 1
n’4m
de base =, y altura igual a las ordenadas de la curva citada, correspondientes a las abscisas

% % Luego el limite pedido corresponde al area de los n triangulos incluidos entre la citada

curva y los rectangulos indicados. La suma de las é&reas de estos tridngulos es:

u
n[%— [Y(0) ~ Y] + 3£ D) -y@] +...+3 &y - 1) - y(m] ], cuyo limite para n - o,
es 5[y(0) y(0)] = 1 [oo 0] = . Luego el I|m|te pedido es .

L 122- Demostrar que si f(x) es una funcion positiva no creciente, y cuyo limite es cero para X - oo,
X X X X
la serie > f(n), es convergente si lim erf(e”) < 1, y es divergente si lim erf(e’) > 1.
X—00 f(X) X—00 f( )
- . - . eXf(eX)
Solucion: Suponiendo que se verifica que lim ————=

xoo  F(X)
_eff((xe)) <p, siendo 0<p<1, es decir que e*f(e*) < pf(x). Integrando, se tiene:

X X
jexf(ex)dx < pff(x)dx. Haciendo las sustituciones: e* = t, e*dx = dt, e* = x/, eA = A/, se tiene:

A A
X

< 1, entonces desde un x > A, se tiene

que

X
ff(t)dt<pjf(x)dx. Luego se obtienen las siguientes relaciones entre las integrales:

1-p) j f(t)dt < p|: [foodx - | f(x)dx:| = p|: [ fo0dx + j fX)dx + j foodx — | f(x)dx:|

Al Al A’ Al
!

A A A
[ [foodx - | f(x)dx:| <p j f(x)dx. Es decir: (1-p) jf(x)dx <p j f(x)dx. Como A'y A’ son
A g
fijos, la integral jf(x)dx esta acotada y como f(x) es no creciente, al tender x' a o, tiene limite
A

finito. Luego jf(x)dx es convergente y la serie D_f(n) también lo es. Analogamente, si
.exf(e) e
lim W >1, e*f(e*) >pf(x) para un valor de x> A. Integrando, se tiene:

jexf(ex)dx > pjf(x)dx, de donde jf(x)dx > pjf(x)dx, y procediendo como antes, se tiene
A A A A
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/

que: jf(x)dx > Kk, luego ff(x)dx es divergente, siéndolo también >_f(n).

Al A

N—o0

n-1
L 123- Calcular E =lim n2|:jf(x)dx - -2 ¥ fa+ % —a :| Este problema necesita del
k=0

Célculo para su resolucion.
Solucion: Desarrollando f(x) en un entorno de a, utilizando la formula de Taylor, se tiene que:
n-1
_ fP(a .
gf(mL;l .boa, 2 (2) (b ~8)p5,, siendo Sy = 1+3° +5P ... +(20—1)P +..

- p!

p=0

Aplicando la formula sumatoria de Mac Laurin, se tiene la siguiente igualdad:
— 1 p+l _ p(p - 1) p-1 p(p - 1)(p - 2) p-2 :|

Sp 20+1) [(Zn) 30 (2n)Pt + ] (2n) . Tomando valores para

p>2, So=n, S;=n% Luego se obtiene que: 2k+ 1. Ea) =

k=0
F)' Teniendo en cuenta el

Zf@(n) (b-a)t (b- a)zif(p(a) (b— a)pl +0(

p+1 24n2 = p!
5|gn|f|cado de los coeficientes en el desarrollo de Taylor, esta Gltima expresion es igual a:
b _a)2
jf(x)dx - (bz4—az)[f’(b) f'(a)] + O( ) Sustituyendo este valor en la definicion de E, se tiene:
—_li 2 (b a)z ! 4 _ (b_a) ! _f!
e —tim n?| 285 0) - r@) + 0k | - C5 ) - @)

L 124- Encontrar una funcion que en el punto (a,b), tenga limites distintos en distintas direcciones.
Demostrar que la funcion z = y_z, definida en el conjunto abierto formado por los puntos
interiores al circulo x? + y2 = 4, es continua en él, pero no uniformemente continua.

ax + py

Solucion: La funcion z = ,
126

tiene limites distintos en (0,0), segun las distintas

ax+ py —aa —bp En
yX+0y—ay —bo -
y

cualquier punto del intervalo abierto, 0 < x? + y? < 4, la funcién z = —> €S continua, ya que el
limite de z existe y coincide con el valor que toma la funcién en dicho punto En los puntos en los
que x = 2, la funcion no es continua, pero estan fuera del conjunto definido. Ahora bien, la
funcion no es uniformemente continua, pues dado un punto (x,y1), tal que Jx2 +y? =2 —¢, se

tiene que: |z(X1,¥1) —z(X1 + &,Y1 + €)] ¥ n, ya que la funcion pasa de valores finitos a valores
mayores que cualquier nimero por grande que este sea.

direcciones. Trasladada al punto (a,b), se tiene la funcion pedida z =

o0
L 125- Calcular lima Y n'-*, para a - +0. Este problema necesita del Calculo para su resolucion.
n=1

1,1 1

Solucion: Como se tiene que: Ti 2““ +... +( 1)M —f i 11“1

= 1, se obtienen

n 0 0
i : -1- -1- dx
las desigualdades: M < Zn v <1 +f e Luego, [ -dx e Zn <1+ L Como
w 1 1 1
_|-Lye|”2 L S -i-a 1§ bien: i
- _| ZX|, = o se tiene que: 1 ; §1+a,ob|en.1§a;n <a+l
1

Luego, lim o> n~te =1,

a-+0 n=1

L 126- Sabiendo que lim[ A(ana — an) + (1 - /’L) n] = A, donde A > 0, calcular lim (an.1 — an).

N—oo

Solucion: Como a, no puede depender de potencias de n iguales o superiores a 2, pues en caso
contrario % seria infinito, y A también, se pueden plantear las siguientes igualdades:
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an =ap+ain, ang =ap+ai(n+1). Luego se tiene que: ani—an=a;. Por lo que:
A=[ra+(1 —l)w] —da;+(1-Aas + M. Por tanto, para n - o, A = aj.

De donde se deduce que: a,=ao+ain =ap+An, apni =ap+ai(n+1)=ap+ANn+1),
obteniéndose que: lim (an1 —an) = A.

N—o0
L 127- Se sabe que f(x) es una funcion positiva, mondtona decreciente, tal que f(x) - 0, cuando

X — 00, Y que ff(x)dx es divergente. Calcular lim[f; — (f; + f2)x + (f; + f2 + f3)x? +... ], en funcién

a

deS = i(—l)”flf(n).
1

_ 2 _
Solucion: im[fs — (fy + f)X + (Fy + 5 + fo)x2 +...] = lim 2= feX*fXP = 5
ol 1+x 2
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Seccion M - SERIES

) 3 5 7 201
M 1- Calcular la suma 0.3 + 534 + 345 +...+100_101.102.
Solucion: U, = 2n+1 -l ,_2 3 Desarrollando, se tiene:

n(n+1)(n+2) 2n  2n+2 2n+4°
U, :%+%—6(a) U, —%+g(a)——(b) Us = 1(a)+—(b)— O(c),

) (b) + (C) - (d) o Ugg = ]8' §

. 19? ®+ 1982(9’) 300 ",
Ugy = m(g)Jr 200 (h) ~ 505+ Yo = (h)+ 500~ po4 -os lres fracciones marcadas

con (a) se anulan. Lo mismo sucede con Ias marcadas con (b), (c), (d),..., (h), quedando como

suma de los cien términos las siguientes fracciones:

1,2,1_3 2 3 _5__1 _ 3 _425 49

2 4 4 202 202 204 4 202 204 3434

100

M 2- Calcular > - fg;r(r}+4) :
-1

P _ 2n+1 _ 1 6 _ 7 .
Solucién: U, = "+ 2T ) an + 8(n 2 Bnid) Desarrollando se tiene:

Ui = 3+ 7~ 2@ V2 = %* 37~ 2g O Ve = 27 + 45 @ - 55 ©)
Us = 55 + 25 (0) = 25 (@), Us = =@ + 20 - (@),

1 4 7 1 7
Ue = 5.960* 5.8 @ 5100 ™ U‘”‘ B 57 () + grgg () - g- 101"
Uss = 5798 (@ + 3 - 100 (-5 702 Y2 = 5200+ g.101 ~ - 103"

__ 1 7
Ui = 8100 (h) + 8.107  8-104" Las tres fracciones marcadas con (a), (b), (c),..., (h)
se anulan quedando como suma de los cien términos las siguientes fracciones:

1,6 L L I | 7 _ 7 6 7 6 _
+724+ + +24*&32 310 8-102 " 8-101  8-103 ' 8-102
. 104 ﬁ 808 ~ 816 824 832 " 09228
. : 1 1 1
M 3 Calcularlasumadelaserle1.3.5+2.4.6+3.5.7+...
_ 1 _ 1 1 1 _1 1.1, 1)\_
Solucion: Un = s 2m+d) 80 an<2)  B(+d) i3 5+%)

101 1Y _ 11 |
5(3+7) -5 =01
M 4- Demostrar por induccion que la suma de los cubos de los n primeros nimeros naturales viene

2 2
dada por la formula %

Solucion: Se cumple para n = 1, n = 2, etc. Suponiendo que se cumple para n = h, hay que
comprobar que se cumple para n = h+ 1. En efecto, para n = h se tiene: 13 + 2%+ 3% +...+h® =
)

2 2
_h (h+1 , Yy para n=h+1 se tiene: 13+23+3%+...+h3+(h+1)% = (h+1)%h+2) .

2
2 2 _h2
(h+1) [(h4+ 2°-h"] _ (h+1)2 . 4h4—+4 = (h+1)3, con lo que

Restando ambas expresiones:
queda demostrado.

M 5- Demostrar por induccion que para todo valor de n se verifica que:
P-DA+p+p?+...4p") +1 = p™,

Solucion: Parap = 1, p = 2, se verifica. Suponiendo que se verifica paran = h, se tiene:
(P-D@+p+p?+..+4p") +1 = p"t Luego paran = h+ 1, se debe tener:
(P-D@+p+p?+..+p"+p™) +1 = p™2. Restando ambas expresiones:

(p—1)p"t = p™2 —pM con lo que queda demostrado.
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- : 1.2 2-3 3.4
M 6- Calcular la suma: S = T I s st e s T tE e T
Solucién: Uy = nn+1) __ 1 __9 18 10

(n + 2)(n +3)(n+4)(n+5 3(n+2) 3(n+3) - 3(n+4) 3(n+5)
U, = 3——294-@——(3)
-1 9 _8 _
Us = 15 ~ E(a) + 57 (b) - (C)
Us = 45 @)~ (b) + (C) - (d)
Las cuatro fracmones marcadas con (a) se anulan, asi como las cuatro marcadas con (b), etc.
~1_9 .18 1 9 .1 _1_g1
Luego.S=g -1 *1s iz 15 15~ 9 - Ot

M 7- Calcular: S = 12(%) + 22(%)2 + 32(%)3 T _._,_1002(%)100_

110
=)0 _]
Solucién: Partiendo de: 1 + L + (l)2 + (l)3 +. ..+(l)1°° Y S— y haciendo 1 _xse
2 "\ 2 2 1 _ 2
2
tiene:l + X + X2 +...+x10 = x;(’l__—l Sea la funcion: ¢(t) = % =

= 1+ xe' +...+x1%e0% Derivando respecto a t: ¢'(t) = xe' +...+x1%0100e1% =

1024102t _ 1014101t t . . .
— 100x"*e x2e 101+ X6 \olviendo a derivar respecto a t, se tiene:

(xet —1)2
@' (t) = xe' +...+x1001002g 00t —
~(100x1°2102e02t — x101101210M 4 xe')(xe' — 1)% — 2(xe" — 1)xe'(100x%2e102t — x101e1011101 + xe')
a (xe! —1)*
Haciendo las siguientes sustituciones: x = % , t=0, se tiene la suma pedida:

S=¢'(t=0x= 1) - 40800( )02 _ 4044( Y101 _ 404( )0 6~ 6+ 3;39%7 -6

M 8- Calcular: 12( )2 + 22('%° )22 +...+1002( 1% )2,

Solucién: Se parte de la igualdad: ('9°)2+ ()22 +...+( 15 )2¥° = (1 +2)1° - 1. Se hace:

f(t) = (' )xe' + (' )x?2e +...+( 13 )x!®100e® = (1 +xe')'® — 1. Derivando dos veces, se

tiene: () = ("9 )xe' + (19° )x22e +...+( 00 )x1°100e = 100(1 + xe!)®*,
/(1) = (1 )xet + (1 )x?22e? +...+( 15 )x100100%e1 =

= 100[99(1 + xe')%®x2e? + xe'(1 + xe")*].

Luego: f'(t = 0,x = 2) = 100[99 - 3%22 + 2 - 3%9] = 13.400 - 3%

M 9- Demostrar por induccion que la suma de los n primeros términos de la sucesion a, b, a+b,
a+2b, 2a + 3b, 3a + 5b, 5a + 8b,..., esigual al término (n + 2)-ésimo disminuido en b.

Solucion: Se comprueba facilmente que la férmula es cierta para los valores de n = 1, 2, etc. La
h

ley de formacion es: Un., = Uy + Unia. Se supone que: > U, = Upso. Sumando Uy a los dos

h n=1 hel

miembros de la igualdad, se tiene: D" Uy + Uniy = Unsz + Unar. Luego: Y- Un = Up.s, puesto que

n=1 n=1
por la ley de formacion Un,z = Uni2 + Upia, con lo que queda demostrado.

M 10- Calcular: C = (7 )cosa+2( 7 )cos2a+...+m( p)cosma.

m m m
Solucién: C =) (M )cosna. Y sea: S =»_ (1)sinna. Por tanto: C +iS =>_ (7 )em.
n=1 n=1 n=1

Haciendo: x = e®, C +iS Z (M)x"= (1 +x)"-1=y. Derivando: y' = m(1 +x)™?,

n=1
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. . ~ai(m-1) —ai ai m-1
Luego: C+iS = x -y = med(1 +ed)™! = mede 2 [e 2 +e%2 } =

ai(m+1)
me

-1 m+l .
A _ icind a | a]m _ mom-la e Tai anen-1
cos & —jsin% +cos& +isin& =m2™le 2 ¥cosmi .

2 2 2 2 a 2

Luego la suma pedida es: C = m2™1 cos(mTJ“la) cos™* 5.

sin(a+ b) 223|n(a +2b) . n2sin(a + nb)

M 11- Calcular las sumas: S = i + . o ,
cos(a+h)  22cos(a+ 2b) n cos(a + nb) '
C= +...+
1! 2! n!
Solucién:  C+iS = %e(‘“b)i % gl@2i - 4 N ” — (@i — ea'( 1 ebi 4 + e"b') ai L A,

Haciendo: e = x, se tiene: A = X +...+ fr‘“ X", Como X =1+. +r? X"t multlpllcando por X y

derivando: 1 +...+10 r)](n L eXtx% —eX(1+x?). De donde: A = xe*(1+x?). Por tanto:
C+i S — ealebleebl(1+ ezm) — e(a+b)iecosbeisinb(l +62bi) — ecosb[e(a+b+sinb)i +e(a3b+sinb)i]. Luego Ias
sumas son: S = e®?[sin(a + b + sinb) + sin(a + 3b + sinb)],

C = e®P[cos(a + b + sinb) + cos(a + 3b + sinb)].

m
M 12- Calcular Y_ n( ™ )cos?nx.

n=1
m m m
Solucién: Sean: A =>_ n( " )cos?nx, B =>_ n( 7 )sin’nx. Luego: A+B =>.n(1)=m.2m",
n=1 n=1 n=1
m m m )
A-B =D =) n(T)cos2nx. Sean: E =)_ n(T)sin2nx, F = D +iE =Y_ n( T )e?™. Haciendo:
n=]m rrf‘lzl m n=1

y=eX, F=3_n({)y" se tiene: 35 (T)y"=@+y"-1, > (FHny™ =mL+y)™* =

ooon=1 . . n=1, . . n=1
=F = me?¥(1 +e?)™! = me2XigXMDi(gx 4 )Ml — meMmIXi(2cosx)™:, De donde se tiene
que: D =m-2™1cos™!x.cos(m+1)x, 2A=m.2™1+D. Por tanto, la suma pedida es:
A =m-.2™2[1+ cos™x . cos(m + 1)x].

= (n? +n)cosna
M 13- Calcular )’ (0" +mcosna
n!
n=1
0 2 o0
Solucion: 3. (n +n)cosna Z n2cosna 2 ncosna _ A+B. Siendo: B =% nNcosna
' nt
n=1 n=1
se hace: D =Y Dsinna HaC|endo. ed =x, se tiene: B+Di=3Y DXL _xex  Sjendo:
n! n!
n=1
- 2 = 2gj . 2yn
A :Z n Cr(])'SI']a, se hace: E :Z % Luego: A+ iE = Z% = X(xex)’ = X(e* + xe¥).
n=1 : ) -

Por tanto, la suma pedida es la parte real de la siguiente expresion:
XeX + X(e* + xe¥) = xe*(2 + X) = (cosa + isina)e®saisna(2 4 cosa + isina) =

= (cosa+ isina)e®?[cos(sina) + isin(sina)](2 + cosa + isina). Operando, dicha parte real es:
[cosacos(sina) — sinasin(sina)](2 + cosa) — sina[sinacos(sina) + cosasin(sina)] =

= (cos2a + 2cosa)cos(sina) — (sin2a + 2sina)sin(sina).

M14- Calcular:S = (7)+(T)+ (D) +...

Solucidn: Se parte de las siguientes cuatro igualdades:
A=@+x)"=1+(TX+(TXE+(TE+ ()X +
B=(1-x"=1-(T)x+(5)Xx*=(F )X+ (7 )x* -
C=(@+x)™=1+(T)xi— (5= 5+ (7)x*+
D=(A-xD)"=1-(T)xi—(5)X*+(Fi+(7)x*+... Para x=1, se tiene que:
w =(3)+(§)+(p)+.., que es la suma pedida. Luego se obtiene que:
2"+ (1+D)™+ (2 -D"
S=(P+(P+(H)+..= 7] =
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_ 2’“+22(cosT+|sm m”)+2%(cos —Tﬂ _le )
4
2m 427 cos% o
= m-2 mr
- Z —2m2 4275 cos 7}
m
M 15- Calcular ), () cos?na sin’nb.
n=0
m m
Solucién: S =3 (7 )cos?nasin’nb =3 (7 )L+ cgsZna LA cgsan _
m m n=0 n=0
=Z ” ) (1 + cos2na — cos2nb — cos2nacos2nb) =
—Z ) (1 + cos2na — cos 2nh — SIN2N@+ D) 5 sin2n@-b) , _

_Z ( ) +Z (?‘1) cosZna—Z (o )c032nb 2 (o )S|n2n(a+b)+2 ['T‘]) sin2n(a —b).

n=0 BO0 n=0 n=0 n=0

: ('r?) _2m 2 ( ) -2
Siendo: A =) A Rl =24, B Z cos2na = 2™ cosmacos™a,
m ( m S:O n=0

C=y 4~ cos2nb = 2™2cosmbcos™b,

2 )
D=) é sin2n(a+b) = 2™3sinm(a + b) cos™(a + b),

n=0 "

n

E=>" (8) sin2n(a—b) = 2™3sinm(a—b)cos™(a —b), se tiene que: S=A+B-C-D+E =

= 2m2 4 22 cosmacos™a — 2™2 cosmb cos™ — 2™ 3 sin m(a +b)cos™(a +b) +
+2M3sinm(a—b)cos™(a - b).

M 16- Calcular C = cos*a + cos*2a +...+Ccos*ma.

m m
Solucién: C =), cos*na = % > (1 +2cos2na + cos?2na) =
n=1 n=1

m m
= % > (1+2cos2na + %) = % > (3 +4cos2na + cos4na).
n=1 =1
m sin % cos m; 1y
Como: ) cosnx = sin X , Se tiene que:
-1 2 .
Z (3 + 4c0s2na + cos4na) [Bm L4 sin macqs(m +Da N sin 2mac_052(m +1)a
= sina sin2a

m
M 17- Calcular > () cos®na.
n=0

Solucién: cos®a = %(2 cos3a+ 3cosa+ 3).

m m
S=> (7)cos®na =) (?)%(Zcos3na+3cosna+3) =A+B+C.

n=0 n=0
m m

A=X (’;‘)%Zcossna = % > (™ )cos3na = 2™2(cos %)mcos _3r£1a,
n 0 n=0

B —Z (m )23 3cosna = 3 52" (cos a)mcos 2 = 3.2™3(cos a)’“cos rga
n=| 0

c-X(HE -3 (p-3-2m0
n=0 n=0
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S=A+B+C =2™2(cos %)mcos% +3.2m3(cos %)mcos% +3.2m3,

M 18- Calcular S = cosﬁx + €0s%2x + cosé3x +...+cosémx.

Solucién: coséx = 26 (2 C0S6x + 12 cos4x + 60cos 2x + 20)

S = 6 =2 Z cos6nx + 12 Z cos4nx + 60 Z Cos 2nx +2 20) = 15 (A+B+C+D).

n=1 n=1 n=1 n=1
A2 Z COSBNX = 2 sin3(n + 1)xcos3nx B=12 Y cosdnx = 12 sin2(n + 1)xcos2nx ,
= Sin3x - sin2x

m H m
C =603 cos2nx = 603NN *;iln))fcosnx . D =Y 20 = 20m.

n=1 n=1
g_ 1 sin3(n + 1)xcos3nx 46 sin2(n + 1)xcos2nx 430 sin(n +_1)xcos nx +10m |

25 sin3x sin2x sinx

m
M 19- Calcular S =3 (3" )cos®n.
n=0

m m m
Solucion: § =3 (gryLaggsan - L5 (2 L3 (aycoson = SA+ 1B,
n=0 n=0 n=0
(L4 = (20) + (20 )X+ (2K 4.+ 20 xem,
(@=0 = () = (x50 oG
[(1+x)2’“+(1 X)2M] = () + (X2 4.4+ 50 )X,

HaC|endo. x =1,setiene: () +..+()=A= %2”‘ = 2™,
B=(%)cos0+ (% )cos2+ (% )cos4+..+(35")cos2m,
C=()sin0+ (% )sin2+ (3 )sind+...+(2")sin2m,

B+Ci= (2(;‘ )e% + () + (et +. . +( 5 e,

Haciendo: e’ = x, se tiene: (%" )x? + (2" )x + (5 )x? +...+( 50 )x2™ = (1 +x)*",
X0 = 7 X+ (X% — 45 X2 = (1 —x)2™,

B+Ci= $[(1+X02+(1 -0 = 1[(L+e)? + (1 -e)2"] =

= %[emi(e%I +e%)2m Jre”‘i(e%I —e%)zm] =

= %[(cosm+ isinm)(2cos %)2”‘ + (cosm + isinm)(2isin %)2"‘].

La parte real es: B = %[(cos m)(2cos %)2"‘ + (=1)™(cosm)(2sin %)2”‘].

e_ 1 Ap _ 9me2 2m-2 I vom , _1ymicin L y2m
Luego.S—2A+ZB 2 +2 cosm[(cosz) +(-1) (sm2) }

M 20- Calcular S = ( 2m-1 ) ( 2m )( 2m-2 ) + ( 2m )( 2m- 3 —...+(—1)m( 2nr]n )( m(;l )

Solucién: S = Z( DAY = (D™

n=0

M 21- CaIcuIarS:l—i+l—%+%—...

3
Solucién:f(x)=X—X?3+X?5—X7—7+---,f/(X)=1—X2+X4—---: 1+1x2’
f(l)zSzarctanlz%.

] 1 1 1 1 __ 5
M 22- Calcular S = ;[Gn— ten-2 "6n-3 "en-2 " Bn_5 Gn]
n=
XGnl X6n2

Solucion: Sea: f(x) = Z ( —56X—:1). Se tiene que: S = f(x = 1),

T n_2 "
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. > 4 3 2 _Ey5
Derivando: f/(x) :Z (XGH—Z + X6n—3 T, _5X6n—1) _ X+ X+ )](_ +X)é +1-—5x —
n=1

X A3+ 2x+ (L -x) (X +4x3+ 32+ 2x+ 1)
OC+x* +x3+x2+x+1)(1—x) OC+x4+x3+x2+x+1)
Integrando: f(x) = In(x®> + x* + x® + x2 + x + 1). Luego: S = f(1) = In6.

M 23- Calcular S = sinx _ sin2x n sin3x _ sin4x

5 3 +... Y
C =14 COSX _ €OS2X , €OS3X _ COS4X
1 2 3 4

., . . 2Xi nxi . . R
Solucién: C— 1 +iS = eX — eT +...+(-1)" & +... Haciendo: z = eX, se tiene:

+...

C-1+iS= z—%+...+(—1)”1% +... Haciendo: W = z — 22 +.. . +(-1)"z" +...=
Z 1 2 non
= =1- , =1-W=1-z+2z°—..—(-1)"z2"+
1+z . 1+z 1+Zz2 g _
Integrando: In(1+2) =z - 5 +o. D+ =C-1+iS.

Luego: C—1+iS =In(1+2) = In(1+eX) = In|(1 + )| + iarg(1 + e¥).

ComO' |(1+e9)| = |1 +cosx +isinx| = 2cos X. Y como: tand = ——SINX_ _ t5n X
2 1+ cosx 2
0= 7 + k. Portanto se tiene que: C — 1 +iS = In(2cos X)+ |§
De donde; S = 2 : C =1+In(2cos X)
. 1441 1 _ 1 1 1
M 24- CalcularS =1+ >t+t3tta 1+ PO RATTR N Pl R oPE
i6n: S =3 1 1 1 _a
Solucién: S =>_ [ S —a 1 T Taca szt tha " Ta }
_ * Xna—a+l Xna—a+2 Xna _ axna
f(x)_zl[na—a+1+na ar2 tna na }
n=
f/(X) :Z [Xna—a 4 xaatl 4 yna-l axna—l] :Z [Xna—l 4. . 4xNa-a _ axna—l] —
n=1 n=1

- 1, _x 1, _x® _a ., _xt ]
_Zl[x 1—X""+Xa 1-—x2 T TX 1—Xa]

n=
= T 1xa XL 4. . 4+x22 4 X0 —axa 1] =

n=1

®© a-2 _ a-3
_y R DXE @2 ot oy et exa2 4 41), S = F(D) = Ina,

xalpxa2 4 41

[
sy

n

M 25- Calcular S =Y (-1)ntSINNX - COSNX.
n=1

Solucién: S = Z( 1) 1sm2nx . C Z( 1)~ 1COZZI’]X C+iS = %eZXi_%em_'_

n=1 nl

3
Haciendo: e =y, se tiene: f(y) = fy - Zyz +o= 2f(y) = _y2 + yT -

1+y 2
2xi
2f'(y) =1-y+y>—..= %er Integrando: f(y) = In(lT+y) Luego: C+1iS = In(1+e) =

; > Ln[eXi(e™ +e9)] = %[xi +In(e™ +eM)] = %[xi +In(2cosx)]. Luego la parte imaginaria es:

?.
M 26- Calcular S = 2:1+1 an+1
aleulars 13+3-12+2-1Jr +n3+3n2+2n

2n+1 _ 1 1 3
Soluuon.—3+3nz+2n 2n+n+1 TR

Dando valores a n, se tiene:
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nl L 1 -3
2n n+1 | 2n+4
1 1 _3
Vs 13 6 (&
2 % %(a) —%(b) . Las fracciones marcadas con (a), (b), etc, se anulan.
1 1 _3
3 1@+ -S0©
1 1 _3
4 £ +0© -S5O
e_ 1,1 ,1 1 3 _ 3
LUego:S = S+ 5+ T Y i T "2  Inid
- _1.,1.1_5
Paran —» oo, S 2+2+4 1

M 27- Calcular la suma de los productos ternarios de los n primeros nimeros naturales.

1 @O @
Solucién: La suma pedida es: Sq1.1,1) = % QD 1 @ |= %(SE + 2S5 — 35,51).
1) @ 1
2 2
Como: S; = M, S; = nn+1)@n+1) , S3 = % se tiene que:
S _ n®—n%—3n%+nd+2n?
11,1 48 .

M 28- Calcular S = (") -3(% ) +5( %) ...
Solucién: Dada la igualdad: (1 +x)2" = (%" ) + (3" )x + (%' )x? +..., se tiene que:
2m(L+x)#™1 = (2" ) +2( %" )x +... Sustituyendo x por los valores de las raices cuartas de la
unidad, y sumando los resultados (x), se tiene:
2m(1 + 1)2™1 + 2m(1 - )™ + 2m(1 +i)2" ! + 2m(1 - i)?™! =
=A[()+5( ) +...]1 =4Sy = 22"m + 2m[(1 +i)** + (1 - i)®™*]. Multiplicando por x* y
efectuando las mismas sustituciones que antes, y sumando los resultados, se tiene:
2m(1 +1)2m112 4 2m(1 — 1)2™1(=1)2 + 2m(1 + i)®™ti2 + 2m(1 — i)2™1(-i)? =
= AB(P)+T(A ) +...] =4S, = 22™"m+ 2m[—(L + i)2™ — (1 —i)>™1].
2m+1
Porlotanto: S =S; —S; = m[(L+1)*™ 1+ (1-i)* '] =m-. 27 . COS(%”)'
Param=4ym=4+1,S=2"m Param=4+2yparam=4+3,S=-2"m,
(x) La suma de las potencias k de las raices n-simas de la unidad, es cerosik # n, yesnsik = n.

m
M 29- Calcular ) h?( 2" )cos2hé.
h=0

m m m
Solucion: Partiendo de C = (3" )cos2hd, S =) (57 )sin2ho, se tiene: C +iS =) (57 )e?™.
h=0 h=0 h=0

m

Haciendo: e” = x, se tiene que: f(x) =) (37 )x*" = %[(1 +x)?"+(1-x)°"]. Derivando:

m m h=0
' =3 2h( 3" )x?1. Luego: xf' = 2h( 3" )x*". Derivando esta Gltima expresion:

h=0 m h=0 m
f 4 xf’ =43 h?2( 2" )x®. Porlo que: > h2( 30 )x*" = %(Xf' +x2") =

h=0 h=0
= ?x[(l +X)2M 1 — (L =x)2™ L 4 x@m - D[ (L +x) 2+ 1 -x)*"?]] =
_ Te9i|:(1 +ef)2ml — (1 — )21 4 efi(2m — 1)[ (1 +e%)*™? + (1 - e?)*™?]], cuya parte real
0i —pi \m

es la suma pedida. Operando y teniendo en cuenta que: (eTI + e7'> = 2™(cos %)m, la suma
es: 22™4m[cos®™2-£[cosmd + 2mcos(m + 1)0] + (—-1)™*sin®™2 £ [2mcos(m + 1)0 — cosmA]].
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M 30- Sumar (1)%+(1)*+(0)* +...+(})2
Solucion: Se parte de las igualdades siguientes: (1+x)" = () + (7)x+(5)x% +...+(7)X",

L+ )" = (D + (D5 + (DL (D)5 Luego: (142"« L+ 4)" = A0 lyo

término independiente es: (g ) +(] )xx +(5 )x2 1, A+ )xn 1 _
suma pedida es: <2n” )

]
M 31- Efectuar la siguiente suma: S}+SZ+SP+...+S), sabiendo que S =) Si? y que
p=1
St =1+2+...4n.

., L — , nin+1
Solucion: Son de aplicacion las S|gU|entes formulas: St =1+2+...+n = i+l = (M)

(’"1)+(m2)+("‘3)+ A )+ (D) = ('“) o bien, haciendo m = 2n + 1, la formula es:
(2 )+ = D)+ (7 s 2)+. (] it D+ (M) () = (2”“) Operando, se tienen las siguientes
igualdades S1 = (”+1) S2 = (“*2) SE = (n+3 = (M) =(2). Por tanto, Ia suma es:
Sl+82+53+ +Sn:(n+l)+(n+2)+ +(2nl) (2n+l) (n—l)_(n— (2n+l)

i=p+k

j=k+1
, hallar  >_ aj, siendo a;

i=p
=1

M 32- Dado el triangulo de Pascal cuyas dos primeras filas son

el elemento perteneciente a la fila iy a la columna j.

Solucidn: El triangulo de Pascal planteado, en el que los elementos iniciales son 3 y 5, es el
siguiente:

1.3 1.5
1.3=3| 1-3+1-5=8 1.5=5
1.3=3/2.3+1.5=11|1.3+2.5=13 1.5=5
1.3=3/3-3+1-5=14|3.3+3.5=24/1.3+3.5=18 1.5=5
1.3=3/4.3+1:.5=17/6-3+4.5=38/4.3+6-5=42|1.3+4.5=23|1-5=5
El elemento aj; es igual a: )3 + ( 5. La suma pedida es:

() + s (P o [0 e () Jo = ()34 (248

M 33- Calcular la suma de los productos binarios de los n primeros términos de la sucesion de
Fibonacci.

(1+45) -(-45)

Solucion: Sea U, el término n-ésimo de Fibonacci: U, = o . Sea S, la
1+ /5 n+2 _(1- /5 n+2
suma de los n primeros términos de dicha serie: S, = ( ‘/_>£ 2<n+2 ‘/_> — 1. Siendo

P, la suma de los productos binarios de los n primeros términos de dicha serie, se tiene:

Py =Pni1+Up+Sp1 =Prag+ <1+‘/§>n_<1_‘/§>n |: <1+‘/§>n+2_<1_‘/§>n+2 _1:|

J5 20 J5 - 2m2
En el siguiente cuadro se incluyen los primeros términos:

ni 123 4,5 6| 7 8
Us| 1|12 3] 5| 8 13| 21
Sn| 1|24 7,12 20| 33| 54
Pn 1151752148 | 408 | 1101

Tambien se puede calcular P, teniendo en cuenta que:
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o3 (£0) £u]

2 |:<1+‘/—>n+2_<1 ‘/—>n+2 1 _%A

ﬁ 2n+2
3+/5\" 3+45 3- ,/§ 3-8
siendo: A = 2 2 -2 (D"
o 3+45 3_5_1
2 2

M 34- Dada ag + aiX + a,x? +...+anx" +..., hallar la suma de la serie sabiendo que an.> = ans1 +any
queag =1ya; =3.

Solucién: Ecuacion caracteristica: R™2 —R™! —R" = 0, R2—R -1 = 0. La suma de la serie es:
S = A+—8X2 =A+(A+B)x+... Como a;=a,—ap=2, se tiene que: A=ap =1,

1-x—-X
A+B=a; =2,B =1 Portanto;: S = —L+X
1-x-x?
M 35- CalcularS=1+2- % + 32% +...+an 3 3n +..., sabiendo que an., = 3an1 — 2an.
Solucion Se tiene que a; =2, a;=4, az;=28,... Luego: a,=2". Por tanto:
S=1+2 +( )2+( ¥4..=—L1_ -3

M 36- Hallar la suma de la serie ) f(n)3—1n, donde f(n) = 1 +2+22 +...+2".

n=0
., * ad 2 n 1
Solucién: Zf(n)% => 1+2+%n+'--+2 2 32“n(+2 1 22( )" Z 3 =
= n=0
-3 -9
2 2

M 37 Caloular (X9°)” (90 4. +(-1)P () 4. +( 10

Solucién' Partiendo de Ios desarrollos: (1 +x)% = (5)+ (5)x+ (5)x2 +...+(3)x?,
2 _ a
a-$H = (H-(DF+(HL +DE Ly LCZDF

cuyo término independiente es: ( 3 ) (1) ()2 = (a‘;‘Z). La suma pedida es: (22 ).

se tiene que: (1+x)?(1-

M 38- Calcular S :if(n)%,si f(n) = (2 + () + (22) 442
n=0

Solucion: Como (""‘l ) +( DR G 1) = ("), se tiene que: f(n) = (") —1. Luego la

sumaes: S Zf(n) 5 —2 (&) - 1]

(agl) (322) (a+n) 1 1 1
—(2)4- + ( = _+”_+_>—
(agl) (aZZ) 2 (a+n) 1 1 12 n

_ + 5 4+ - <_+_2+ 4 n)_

Como: —(1—1x)a+1 = (L=t = (B - (X (B 4=

=1+(aII)X+(a§2)X2+---=1+(""21)X+(a;2)x2+...,parax=%,setiene:
(1_l)—a—l:2a+l:1+ (agl) + (a;Z) "

2 2 22
=28 2 = 2(22 1),

“’I
'_\

Por tanto: S = (231 - 1) -

l|pol
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M 39- Calcular Z 5n , siendoao = 1,a; = 4y an2 —5an +6a, = n?+1.
n=0
Solucién: Como: a, = An? +Bn + C. , se tiene que an,1 Y an.2 Valen:
ans = AN+1)2+B(n+1)+C =An>+n2A+B)+A+B+C,
an2 = An?2 +n(4A+B) +4A+2B + C.

Luego: an:2 —5an;; +6a, = n?2A+n(-6A+2B)—~A-3B+2C =n?+1. Por tanto: A= %
B = g , C =3. En consecuencia: a, = C;3"+ C,2" + %nz + %n + 3. Aplicando para n = 0,

ao=1 vy para n=1, a; =4, se obtienen las coeficientes: C; =3, C, = -5. Por tanto:
~3.3"-5.2n+ 1p2y 343 Aplicando esta igualdad, se tiene que:

o o 2

25— 23( )" - 25( )n+225n 22 B +Z5n—
n=0

2.9 .,5,1 .3, 3,5 5 _ 1405
=3ty e T 16t T T 3ea

M 40- Calcular la suma de los cuadrados de las raices del polinomio f(x) = (1 + %)” -(1- %)”
donde n = 2m + 1, y hallar su descomposicion en factores binomios.

Solucion: Se tienen los desarrollos: (1+ )" = (g )( )+ (] )( )+ (] )( )0,
A=) ==(DHE)+(MHE™ - =()(F)° (paran |mpar) Restando dividiendo por 2e
igualando a cero, se tiene: ( )” +( )( )"2+...+(7)=0. De donde se obtiene:
X"+ (N2 4+ . +(7)n" = 0. D|V|d|endo su derlvada por este polinomio, el coeficiente de x3
corresponde a la suma de los cuadrados de las raices, es decir: D_x? = —2( Pn? = ;n3(n —1). De

n
+ A
% 1. Luego: D
) -3
(raices n-ésimas de la unidad), por lo que: x = M Por tanto, la descomposicion en factores

l+e
%) = 0, siendo & las raices n-ésimas de la unidad.

1
:1n :gn

la ecuacion: (1+%)"—(1-%)" =0, se deduce:

binomios pedida, es: 121 (x—
k=1

M 41- Calcular S = csc?0 + ¢sc2360 +...+csc?(2n —1)0, siendo csc el simbolo de la cosecante.
Aplicacion para § = %

Solucion: cosnd + isinng = (cosO + isind)" = cos"0 + (] )cos"™ 0 «i-sinf +...=
= €0s"0 - (} ) cos"™20sin?0 + ( ] )cos™*0sin*d +...+i(...). Haciendo: x = cos6, se tiene que:

cosngd = X" — (9)X"2(1=x3) + (] X" (A =x2) 2 +...= A(X = X1)...(X = Xn) =

—B(l——) (1- X) Para: cosnd =0, nb = 23+k (2k+—1)”, 9=(2k;—nl)ﬂ. Por

tanto, se deduce que: cosnd = A(x — cos—)(x cos 2L B(l- —*—)1-—%—)...,
Ty cos gﬁ

@@+ -@a-1"

=1+(5)+(5)+.. =2"1  Para n=2m, se tiene que:
cosnd = cos®g — (7" )cosz(m‘l)esinze +... En esta misma igualdad, haciendo y = sin6, se
obtiene el desarrollo: cosnd = (1 —y?)™ — ()L -y)™y2 +...(x) = As(y —y1)...(y —¥n) =

=Bi(1- —)(1 - L) Para el valor cos2mfd =0, 0 = (2k4+—ml)ﬂ el desarrollo es:
2 m-1
cos2mé = B; H 1- y—) =B; IT (1-y? CSCZME). El coeficiente del término
h=0 S|n2Mﬂ- h=0 4m
4m ’ 1
en y? es: —csczﬁ - CSCZ% _—csc2d m4— )™ pero este coeficiente en la ecuacion
sefializada mas arriba con (x), es: —(7 ) — (") = -2m?. Luego: S = 2m?. Para g = Aﬁw , el valor
es: S = 2n?,
M 42- Se sabe que ap; = 0 y que en la sucesion ao, ai,..., an, S€ cumpnle la siguiente relacién entre
dos términos consecutivos: an.1 — 2a, = 2" + n? + cos % Calcular > ap.

h=0
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Solucion: Para la obtencién de a, se tiene, de acuerdo con la relacion del enunciado, que:
an=bn+cn+dy+f,, donde: by =k-2" ch=an?+pBn+y, C1=an+1)2+p(N+1)+y.
Luego: Cni—2Ch = —an®?+ (Ra—-pB)n+a+pP-y=n? Por tanto: a=-1,8=-2,y =-3,
Ch = -n?2-2n-3. Ademas: d, = pn2", dn1 = p(n+1)2™1, Luego dn+1 -2d, =2p-2"=2"

Por lo que: p = % dn = Ln2" = n. 21 Ademés: f, = Acos 4 + psin nf. De donde:

fres — 2fn = Acos% + usin n+Dm _ Zlcos% —2usin %’ = cosT Operando,
dando valores a n, se obtiene: A= —3‘/§3+16 U= % Por todo ello:
_ 3ﬁ +16 n 5ﬁ +4 n
— k2N _n2 _ _ . on-1 _ N Move T T —
an=k-2"-n*-2n-3+n-2 — g C0S T+ — =g sin —= 4 Como para n =0,
ao = 0, se tiene que: k = % obteniéndose la expresion definitiva para a,, es decir:
_118+43/2 0 o, oo 1 32416 onr, 5V2+4 o onp
an = 37 n“—2n-3+n-2 7 cos Y sin 4

Los primeros términos de la serie son: 0, 1, # 22+ J2,.. La suma es:

n n
> an =Z 118+3/2 5, an ZZn—23+Zn 2nt Z—3ﬁ+16cosn—”+

34 34 4
L 52 44 118+342 ., ‘nn+1)@nr1
py 22t yne 1184372 oy gy DOEIX n+1) —2n(n+1) - 3n+ (n+1)2" -
. 34 4 34 6
n=|
(3J_ +16)sin (n +81)7T cos néf (542 + 4)sin (n 81) sin ”ér
I I '
34sin 3 34sin 3

M 43- Descomponer en forma de producto de factores binomios en las dos formas f(x) = AII(X — Xi) ¥
f(x) = BIT(1 - %-), el polinomio f(x) = %[(1 + %)n +(1- %)n] paran = 2m.
) ) . (2k+1)ri
Solucion: Partiendo d;az:k 1><1 )+ (- =0 (ﬂ%ﬁ:)n i
+1)ml

niz-1) n e nm -1 2k + D)z (2h+ Dz )

= m = T . T kimi = ntan T, Xh = ntanT = —Xn. Por ello:
l+e n 5 1

f(x) = A2 =x})...(x2 —x3) = A(x2 — nztanzﬁ). (X2 - nztanz%), siendo A el

coeficiente de  x*" en:  f(x) = %K%)u(—l)"%i“] - (_nln) . Por tanto:
fo) = %(X2 n?tan?-2- .(Xz—nztanzw).

2n 2n
_ X _ x? Arming i : :
f(x) = B(1 - ~Ttan? )...(1 S m-)r ). B es el término independiente, igual a 1.
2n n2tan s
2 2
Luego: f(x) = (1 - 5 25—7)...(1 - X ).
n<tan a0 n2tan2 (2m2—n 1)77,'

M 44- Hallar sin90 —sin9a en forma de polinomio en x = sin@, y obtener su descomposicion en
factores binomios de las dos formas f(x) = AIT(x — x;) y f(x) = BIT(1 — Xii).

Solucion: Se parte de la ecuacion: sin99 —sin9a =0, 0 =a+ % Se establece la funcion:

8 8
f(x) = A H [x—sin(a+ Zk”)} =BII|1- # — 0. Como se tiene que:
k=0 k=0 sin(a + ”)
c0s90 +isin90 = (cos@+|sm9) = c0s%0 + (? )|005895|n9+ A+( §)i%sin%) =
= (...) +i((J)cosBgsing — (3 )cos’9sin®0 +...+( 5 )sin’0, se deduce para sin®9 la siguiente
expresion: sin99 = (‘j)(l —x2)4x— (3)A—x?)33 +...+( S IX® =
= X[(3)+(3) + AT+ +( 5 )x = 289 +.. +9x Por tanto: A =28 pues en efecto:
%[(1+1) -(1-1)° ]_( YH() +..H(3) = 29—28 Por otro lado, al igualar los
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términos independientes de las dos formas de f(x), se tiene para B la expresion:

B = —Asinasin(a + 2T”)...sin(aJr 16—”) = —28 3'289"" — —sin9a. De donde, en definitiva:
8

f(x) = 28 II [x—sin(a+ %)} _singa 1 (1- #).
k=0 k=0 sin(a + —9” )

M 45- Sabiendo que Uy =1, U3 =2, U3=5 Yy que Ups—6Up, +11Ung — 6U, = n+sin ”T”

calcular U,.

Solucion: De acuerdo con el enunciado, sea: U, = an + by + ¢y, donde: @y =a+ 2"+ 7y « 3",
bn = {n? + pn, Ch = /’Lsin”T” + [ Cos nTﬂ Para  calcular b,, se tiene  que:
Pnig — 6bni2 + 11bn1 — 6bn = N(68 — 248 +220) + (9 — 24 + 11) + p(3 12+11) =

=4{n—-4{ +2p =n. Luego: { = % p = % Es decir: b, = Tz + ? Para calcular c, se tiene

QUE: Cnea — 6Cniz + 11Cn — 6Cy = (<A + 34 + 33+ 114 11434 —6A)sin DL
) 2

3
11# 1132 ne _ «jin N7 A | _ 543
+(—,u+3,u—3,/§/'t+ ) J_Z —GM)COST=S|nT. Luego. /’L_ﬁ’ [J—T
- 1 nct 5 nr
Es decir: ¢, = ir sir/w_s 25 0S5~ Para calcular a, s;/a_ﬂene qje_
_ _ 53 _ _ 1.1 43 543 _
ago=a+p+y 12 =1, al—a+2ﬁ+3y+4+2+ 8 8a =2,

J3 | 5/3 Co_ 11,243 5J3
az—a+4ﬂ+9y+1+1+2—8+ 81 =5. De donde: o = 7 p=-1- 7

S J3 Es decir: a, = 1— 2‘/_ <1+ 5‘/_> (5 +£>3".Por tanto: U, =

0]

r= gt -8 21 814
__1 243 5‘/_ n 2 ﬁ n, N2 . n L'n_ﬂ_s‘/_ nr
=8 = (1 1 2 8+14 3+4+2+145m3 cos3

) - 1-4.7. (3n 2)  cosnd
M 46- Calcular C —Z} 3.6, 9 3 3
n=
e~ ie N L1447+ BN—-2) cosnf+ising _ 5 @Bn-—2)NU - gnoi
Solu0|on.C+|S—Zi 6. 9 3 3 —22 3T CImE
n= n=
. * — i
Con X = e C+iS Z (3nn'i) -(3) > 1-2 ) —33(3 c059—|3m9)3.
; Ca_ — rpoi . 2 2 qip? _ _—sin@
Haciendo: 3 00509 ising = re , se tiene que r J(B cos@) +sin<0, tanw = 3= 050’
_ —sin _ _ _ Yoy ®
o = arctan 3-c0s0 " Luego: (3 —cosf —ising) 3 3 =r 3 e =) =r 3 (cos 5 3 +isin 3) Por tanto:
1 [0) 2, «in2plE arctan 3EI2(?SQ
C=r3 cosgz[(3—cose) +5sin%0 ] ¢ cos 3 =
1 arctan SN0 __
= [10 - 6c0s6]® co ( 33— cosf |
N
M 47- Hallar la suma de los n primeros términos de la sucesion U, = %
oo Upn _ @n+DU @M on4d .
Solucion: U~ @ni2)ll  @n_Di ~ 2ni2 Se trata de una progresion
. . .U an+ p ) Un(an+ ) — Usy
hipergeométrica, pues: U, — an¥y por lo que: S, = a+ﬂ— . Siendo: a = 2,
=1, y = 2, setiene que: S, = @n+ DU -2V, _ @n+ 1N -1,
1
M 48- Calcular P = cos - cos(0 + 2T”)...cos(0+ M).
Solucion: cosnew +isinnw = (cosw +isinm)" = x" + (1 )x"isinw + (5 )x"2i2(1 - x?) +...=
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= X"+ (5)x"?(1=x?) +...+i[...], siendo: x=cosw. De donde se deduce que:
cosnw = x"[1+ () +(})+..]+x"2[...]+... Se plantea la ecuacion: cosnw —cosnf = 0,
=0+ % Luego la ecuacion queda: A(x—cosf)(x —cos(f + ZT”). ..= 0, siendo:
A=1+(3)+(})+..= %[(1+ D"+ (@1-1)"1=2"1 Por tanto, se tiene la expresion:

n-1
A(-1)" TI (cos6 + Zth) = (-1)"2"'P. Paracosw = 0, ® = % cos I _ cosnf = (-1)"2"P,
h=0

coszn—” —cosnf
pues los demaés términos de la ecuacion son nulos. Luego: P = (=1)" 22n71
Paran = 2m+1 P = -9 _2%915”9 _ Cgﬁif}@ .
Paran = 2m,y m par: P = cosmz;nilcosne _ 1—2crlglsn9 _ sig:ge .
Paran = 2m, y m impar; P = £0S mféntlcos n _ -1 —ngcl)s ne _ _ Co;nzfgw _

M 49- Hallar ) %, siendo a, la factorial n de base a y diferencia d, y b, la factorial n de base b y
-0 n
diferenciand.

Solucién: a, = a(@a+d)...(a+ (n-1)d) = a"™, b, = b(b+d)...(b+ (n-1)d) = b,
. _a(a+d)...(a+(n-1)d) _a(a+d)...(a+nd) U,: _ dn+a
Por tanto: Un = 455 d) b+ =Dd)' "™ ~ bo+d)..(b+nd)’ Us _dntb" -
trata de una progresion hipergeométrica (Rey Pastor - Analisis algebraico, pag. 209), en la que:
a(a+d)...(a+md)

(md+a)—- &b A" 14 ay_a

a B hoxn an . b(b+d)...(b+md) b~  pmy
@=dfmay =g e dra-b = dva-b
M 50- Calcular —=& 1 1 é,siendo ndmero impar.
sin%0 | sin230 © sin’50 +sin2(p—2)9 P P

Solucion: cosnw + isinnw = (Cos® + isinm)" = cos"w + (] ) cos™ wisinw +...+( 7 )i"sin"o.
Siendo n par: coshw = cos”a)—(g)cos“wsinzw +...+(7)i"sin"w. Haciendo la sustitucion:
y = sinw, siendo n = 2m, se tiene: cosnw = (1 —y?)™ — ()1 —y?)™y2 +...+(7)(=D)"y*" =
=1"+y?[-(7)—-(5)]+...= 0. Haciendo z = % se tiene: z2" —[(T)+(5)]z*2+..=0.
Dividiendo la derivada de este polinomio por él mismo, el coeficiente de z3 corresponde a la suma
de los cuadrados de sus raices, que es: 2[( ] )+ ()] = n? Las raices lo son de la ecuacion:

= _ o, kn = -9 =1 = = LT _
cosnw =0, o= N + 7 1F’ara k 10 w1, =0 an. Para k=1, w> o + 30,.
= (2n-1)0. Luego: + +...4———=——— =n?2 (n par; el nimero de
on = ( ) 9 Sino " Sin30 sin?(2n — 1)0 (np
p-1 ndo- p-1 e (P—1)2
sumandos esn = T)' Haciendo:2n-1=p-2,n = 5 La suma pedida es: g

M 51- Hallar la suma siguiente:
1. @n-D" an  @n-3" 31 (@n-5HN N +(2n—1)!!
@2n)i 211 @2n-=2)11 4t @2n-41t T (2nm!!

Solucion: Ver en Rey Pastor - Analisis algebraico, pag. 211, que: a™ = (-1)"ntd"( 5 ).El

. 1.

1 1
2 2
_ . h-—DU@n-2h-DN g2, qane  \ 5 )( nh ) _
término general es: @hli2n 20 = ow L yan = ) ) . De donde:
h 2
_% _% término en - término en (n—h) término en (n—%)
n h n-h (1 )__1 (1 )__1 ((1—)1) término independiente
> +X) 2 +X) 2 +X)~ y ’
- - - 1+X - 1. Otra forma
E AR @+x)7t Q+x)1 1+x)? ( )
% n-h término en %término en (n-h) término en (m%)

de encontrar la solucion, es pasando a factoriales en el término general:
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Ch-DN2h-2)112n-2h-DHN2n-2h-2)11
2hN(2h -2)11(2n - 2h)!11(2n — 2h —2)I1 Bl
_ (2h-D!@Zn-2h-1)! (2h1)( 2n- 2h1
2hh!2h‘l(h - D12 (n - h)12""1(n—h-1)! 22n -2

Como: Z (A1) = A+ A +x)> 2t Para x =1, esta suma vale:

h=0

1 +X)2n 2 _ g2n-2 . Luego la suma pedlda es: gz:_i =1

} 4T 421 4107
M 52- Calcular S = tan 51 + tan 51 +...+tan 51

Solucion: Generalizando la suma pedida: S = Ztan4 2nr1]7il' Partiendo de la ecuacion:
h=1

f(x)=%[<1+xﬁi>n—(l—xﬁi n]:O, se tiene: [HLXiT:l:Zn, (- N@-1) _

_ i(z+1)
n[e S 1}
=

= ntan k”. Para k=0, x=0. Para k = h, x=ntanhT”. Para k = —h,

i+ien !
X = ntan —™= h” = —ntan h” . Luego hay una raiz nula y las restantes raices forman parejas con
signo camblado Por ello: f(x) Ax(x+ xr)(x X1)...= AX(x? — x?), donde A es el coeficiente de
_ m
X", es decir: A= 21| [i— o }: (nln) , siendo n=2m+1. Por tanto:
(- 1)m L D™D
f(x) = e X" 4, .=
m 1 m -1 -1 m-2¢n
= X #xm ) ( ) X" + ( )7(4)x“*5+... =0. La suma de las cuartas
n nn- nn4

potencias de las raices es: 2( ) ) “nt - 4( 3 )n*, que es el coeficiente de x~° al dividir la derivada del
polinomio por él mismo. Como la suma pedida es su mitad dividida por n*, se obtiene que la suma,
paran = 21, es: (%)* - 2(2) = 32.130.

i I
M 53- Hallar lasuma S = Z %

Solucion: Aplicandqolas S|gU|entes igualdades: (2h)!! = 2" . h!, (2h +6)!1 = 2" . (h + 3)!, se tiene:
_ 1 _ 11 1
Z (h+3)| E (h+3)(h+2)(h+1) E(Z(h+1) h+2+2(h+3)

cuadro siguiente para los sucesivos valores de h:

). Se obtiene el

h 2(h1+1) _h—1+2 2(h1+3)
°7 7 8@
14 S@ | §b
ARJORNE SOREHC)
350 | Z0© | HO
AR OIEESCONE S0

Los sumandos marcados con (a) se anulan, lo mismo sucede con los marcados con (b), (c), etc.

g1 1.1 _1
Luegjo.S—2 >ty T

M 54- Hallar el término general y la suma de los n primeros términos de la sucesion: 15, 105, 315,
693, 1287.
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15| 105 | 315 | 693 | 1287
90| 210 | 378 | 594
Soluciéon: En el cuadro se establecen las sucesivas diferencias: | 120 | 168 | 216
48 | 48

0

Luego el término general es: Uy = 15+90( ] ) +120( ) +48( ) = 8n® + 36n? + 46n + 15. Por
tanto, lasumaes: S = 15(]) +90( ) +120( 5 ) +48(} ) = 2n* +8n®+ 7n® — 2n.

M 55- Hallar la suma de las potencias cuartas de los n primeros nimeros naturales.

1| 16| 81|256 | 6251296
15| 65|175|369|671
Solucién: Las sucesivas diferencias son: | 50 | 110 | 194 | 302
60| 84108
24| 24
Portanto: S = () +15(} ) +50(5) +60(})+24(7) = 3—”O(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1).

1 1 ; _ =z
M 56- Calcular SinZo +...+ Sinkg ! siendo 0 = TSR
Solucién: Se parte de: cosnw +isinnw = (cosw + isinw)" = i"sin"w + (] )i"*sin"'wcosw +...=
=i(=1)"sin"o + (])...+(} )(=1)(=1)"sin"2wcos?w +...(siendo n =2m+1). Teniendo en
cuenta la parte imaginaria, se tiene: sinnw = (-1)"sin"w - (-1)"(} )sin"™ 2w cos2m +...=
= (=D)"[x" = (5 )X"2(L = x?) +...+(=D"( 5 (1 —x?)"], siendo x =sinw. Para sinnw =0,
T

wsz. Como sinkr = —sin(—krx), las raices son: —kT”OkT” Por tanto:

. . . 2 2 )
sinnw = AX(x2 = x2)(x2 — x2)..., 0 bien: sinn® = Bx(1 — %)(1 - %). .. Del desarrollo anterior
1

se tiene: sinnw = (=1)M[x"(...) —x"2(...) +x3[( 21rT:‘_Z)Jr(z':n)('fz)]( DM+ (XD,

X . _ . Xp F. .. pendltimo coeficiente
La Suma pedlda €s: X1 + Xo +"'+W - §(1X2.n. Xn 1) dltimo coeficiente
+ 2 -
(2m2)( (1) __n2-1 _ (2k+1) 1=;k(k+l).
() 6 6 3

5)1(2n — 2h + 3)!!
(2h)!1(2n — 2N

M 57- Hallar lasuma S = Z (2h
h=0

Solucién:  Operando: S Z(Zh 5)(2n-2h+3)1l  (2n-2h+3)1I@2n-2h+2)1 _

— 2nmh@n-2n)N (2n—2h+3)”(2n—2h+2)” B
:z“: (2h - 5)1(2n — 2h + 3)! _
0 2"h120-3(h — 3)12"™"(n — h)12"™1(n — h + 1)!
_ sy (M=h+3)(n-h+2) ,_ 2h+3 2h=5 \/ 2n- 2h+3 ( Hsz ) _
hz:; 22n- 2( ) (h 3)(h 4) ( ) = 22n—2 Z( ) (h;3) o
3° coeficiente
1+x n-h+3 n-2
= Zzlnfz (L +x)*5(L + x)2n-2ms ((1 +>2)h—3 = zzlnfz (L+x)*2(L+x)"= 2 = 1.
coef indep.
para x=1 3° coeficiente para x=1
G
I = I = I =_ I =
Nota: 0! 1, (-1 1, (-3)! 1, (-5)! . Es decir: [-(2n + 1) (2n—1)”
M 58- Hallar la suma S = arctan % + arctan % +...+arctan # cuando n — oo,
1 a—p ir-
Solucién: arctan T arctana — arctan g, n = tan(arctana — arctan ) = Trap" Es decir:

2n?(a — B) = 1+ afB. Haciendo: a — B =k, se tiene: 1+ af = 2n?k. Resolviendo el sistema:
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a— B =k, af =2n%k -1, se obtiene: a®? —ka +1-2n?k = 0, a = %[ki JkZ —4 +8n2k ] Para
k=2, la raiz es exacta: a =2n+1, f=2n-1 Luego se tiene la siguiente igualdad:
arctan % = arctan(2n + 1) — arctan(2n — 1). Por tanto:

- =
arctan ; = arctan3 — arctan1

1
arctan = arctan5 — arctan 3
2 .22

arctan 5 13 = arctan7 — arctanb

arctan 5 1n2 = arctan(2n + 1) — arctan(2n - 1)
Sumando las igualdades anteriores, se tiene: S = arctan(2n+ 1) —arctan1. Luego para n — oo,

_ _ - _ & _ T
S = arctanoo — arctan 1 > 7] q

M 59- Calcular S = k(§)+(k—1)(k§l)(‘;)+(k—2)(ki‘z)(g)+...+(§)(k§1).
Solucion: Como: (k—n)( 2 ) = a( kf;fl ), se tiene que:
S=a(f)+a(i) () +a(is)(5) +..+a(3 () =
=al( )+ o)+ ()G + ()] =

arh (a+b-1)!
=) = AT b —Rr

M 60- Calcular S = (™" )( ") - (mTl )( m,”;ﬂ) +HEDPCE DR

Solucién: Como: ("™ )( ) = (5)(}), se tiene que:
S=(I))-CI D +E=DPCE(p) = (D) = (D) +..+=DP(p)] =
= (9)A-x)". Parax=1,S=0.

M61- CalcularS = (")) + ("2 ) (0 )+ (DR

m—p-+n

Solucién: Como: (7 )(mBin) = (5 )( P, se tiene que:

S=(M)+(ME) +..+(T)(H) =
:(rg)[(g)+(f)+...+(§)]=(fg‘)(1+x)p. Parax:l,Szzp(g‘).

M 62- Demostrar que [1— (1) + (1) —.. P+ [(1) = (D +..1 =1+ (1)+ (D) +..
Solucion: Sea: A=1-(5)+(3)-(g)+.., B=(])-(3)+(Z)—.. Se tiene que:
A+D)"=1+(Di+(iP+..=1-(5)+ () —..+H[(])-(3)+..]=A+Bi. El cuadrado
del modulo de (1+1)", es |(1+1)"|* = A2+ B2 Pero: (1+1i)" = (J2Ze#")", siendo el cuadrado
de su modulo: 2", que es igual a: (1+1)"=1+(])+(5)+.. Por tanto, se tiene que:
A2+82=[1—(2)+(2)—...]2+[(’1‘)—(g)+...]2,esiguala2”=1+(’1‘)+(2)+...

M 63- En una progresion geométrica de n términos, se da la suma S de los n — 1 primeros y la suma S’
de los n — 1 Gltimos. Hallar la razén y el primer término.

- . - , . p . -1y _ n__
Solucién: Siendo a el primer término y r la razén, se tiene que: S = arr_rl a _ ag_la_
"r — n— . S r-1 1_ S"-S
g arr—ar _ ar —a, |yego:r==>,a=S — gn-l .
r—1 r—1 g S 1 S _gnl

M 64- En cada intervalo formado por dos términos consecutivos de la progresion geometrica 1, q,
q2,..., q", se interpolan k medios aritméticos, de los que se pide su suma total expresada en
funcion de g, n, k, Hallar el valor de esta suma cuando la progresion geométrica dada sea
decreciente e indefinida.

Solucién: En el intervalo, " — g™, los k mediog aritrrléticos son: g"+d, g"+2d,..., q" +kd,
+1
siendo: q" + (k+1)d = g™, Por tanto: d = % siendo la suma de los k medios:
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%kqh(1+q). La suma en el total de los n intervalos es: %k(l+q)[1+q+q2 +...+q"1] =

n—1
= %k(1+q)%_l
. qQ"-1 1
lim 2k(1+q)—q_1 = 2k

N—oo

. En el caso de la progresion decreciente ilimitada (g < 1), la suma es:

1+
1-q°

M 65- Hallar la suma S de los k sumandos siguientes:
S=1:23c..k+2:3¢4e . o(k+1)+34-..o(k+2)+...+k(k+1)...2k - 1).

Solucion: Up =n(n+1)...(n+k—-1), Upys = (n+1)...(n+k), % = ”%k Se trata de una
n

progresion  hipergeométrica en la que: a=1, pB=k y=0, cuya suma es:
o k+k) B 2k @k-1D12k  (2k)'k
S=Uigg Kk Dok k=Dl = 4o hias D ~ G ol

M 66- En la progresion hipergeométrica 1 -3+3+:5+5+7+...+(2n—1)(2n+ 1), la suma de los m
primeros términos vale 215, y la suma de los m ultimos términos vale 1.655. Hallar el numero de
términos y la suma total.

Upa _ @2n+D@n+3) _ 2n+3 C o _ __ :
U, ~ @n-D@En+D  2n-1° Luego: @« =2, B =3, y =-1. Por lo tanto:

_ 2 _

Un = @m-1)@m+1), Sp - (2m—-1)(2m +61)(3+2m) +3 _ m(4m gGm 1) _ 915 De

aqui se tiene: 4m3 + 6m? —m — 645 = 0. Esta ecuacion tiene la raiz entera m = 5, es decir que

dicha suma corresponde a los cinco primeros términos. La suma de los n términos es:

S _ n(4n? + 6n - 1)
N =

Solucion:

, Yy la suma de los primeros (n—5) términos es la siguiente:

3
_ _5)2 _5)_
Sphs = (n=5)[4(n = 5)° +6(n = 5) 1]. Luego la suma de los cinco ultimos términos es:

3
Sn —Sns = 20n% — 80n + 115 = 1655. Esta ecuacion tiene las raices: —7 y 11. Por tanto, la
progresion tiene 11 términos, y la suma total de estos 11 términos es: S;; = 2013.

M67- Dada la serie |+—|, |-+, |-++—-|, -++—+——+, F++—+——++——+—++—|,...,
hallar el signo correspondiente al lugar n.

Solucién: Dentro del intervalo 2",2™1, el lugar n—2" puede estar en el subintervalo 2',2",
Dentro de este subintervalo, el lugar n — 2" — 2" puede estar en el subsubintervalo 21,21, etc.
hasta que se llega al lugar 0 6 1, correspondiendo al 0 el signo +, y al 1 el signo —. Seguidamente
se cambia el signo tantas veces como intervalos se hayan encontrado. Por ejemplo, para n = 37,
37-32 =5, 5-4 =1; luego le corresponde el signo — por ser 1, y como se han encontrado 3
intervalos (37 estd en el tercer intervalo) tres cambios dan el signo +. Otro ejemplo: n = 18,
18-16 =2, 2-2 =0, luego le corresponde el signo + por ser 0, y como se han encontrado dos
intervalos (18 esta en el segundo intervalo), se mantiene el signo +. Lo anterior es similar a poner
el nimero n en base 2. Si n(, termina en 0, le corresponde el signo +, que se cambia tantas veces
como digitos 1 tenga n¢. Si n(; termina en 1, le corresponde el signo —, que se cambia tantas veces
como digitos 1 tenga n,.

M 68- Hallar la suma S=a+%+2<a2+$>+3(a3+%> +...+n<a"+a—1n>. Aplicar para
a=10,n=3.

Solucion: S=S:+S, = a+2a%+...+na"+alt+2a?+...4na", S;= a+2a’+..+na",

S1 S2
am™l—a nal
aS; = a2+...+na™, S;(1-a)=a+a?+..+a"—na™!, S = —&= % — De forma
al-al ?fl ~nat a8 _pgri 2 = ifl —na-t
similar, S, = —& = = . Luego, S-= a_l - +—2a _1 = =
_na?™?—(n+ 1)a2”+]I +2a™ —(n+1a+n

@-12ar . Aplicacion: a = 10, n = 3, S = 3.210,123.
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M 69- Demostrar que S, = 2% + Lon2 4 4D ops, N+ D..@GN-2) 4oy

1! o2t (n-1)!
Solucion: La suma es: Sp=2"1+ (])2" 24 (M1)2"3 4 (222 + (2224 ().
Sny = 2" 24 ("1)2"3 4 ())2m .. +(2"4)2+(2”4) Como: (™ )—( ), setlene

que S _2n1+(nl)2n2+( )2n3+(n+1)2n4+ +(2n5)22+(2n—4)2+(2n3)+(n1)2n2+
2n2
+(r11)2n—3+(n)2n—4+ +(2n—5)22 (2n4)2+(2n—3)_28n1+(2n3)+ ( ) LUGgO'

Sn=4Sy1+2(27})—(*2) =4S, Siendo: S; =2° =1, S, = 4,.S, = 4™ 12 , con lo que queda
demostrado.

M 70- Estudiar la serie 3 +x—5x% — 7x3 + 3x* + 17x° + 11x% — 23x7 — 45x8 +... y sumarla si es
posible.

Solucidn: Para comprobar si hay una ley de recurrencia entre los coeficientes, se calcula su
-45 -23 11 17 3
-23 11 17 3 -7
determinante y sus menores: 11 17 3 -7 -5 | =0. Los menores de 4° y 3° orden son
17 3 -7 5 1
3 -7 -5 1 3
nulos, los de 2° no. Luego hay una ley de recurrencia del tipo: A-Up, +B-Upy +C U, = 0.

Resolviendo el sistema: -5A+B+3C =0, -7TA-5B+C =0, 3A-7B-5C =0, se obtiene:
A=1, B=-1, C=2 Luego laley de recurrencia es: Un;» — XUny +2x2U, = 0. Las raices de

X2 —-Xx+2 =0, son: # siendo su modulo /2. Por tanto, la serie converge para x| < %
L §= 3-2x
a suma es 1o X2
f(n)

M 71- Aplicando la teoria de las diferencias sucesivas, sumar la serie de término general U, = -
siendo f(n) un polinomio de grado p.

Solucién: Sea la suma: Zf(—nl)x“ = [Z (XV) }f(O) eV)f(0) = e4f(0) = e*[e*A]f(0) =

:ex[l+ﬂ+xA +.. +XpAp ]f(O). Luego para x=1 se tiene la suma pedida:

1! 2!
A A
|:1+T+T+ s :|f(0)
- i armi = X"
M 72- Sumar la serie de término general U, nn—Dn-2)
3
Solucion: Derivando tres veces Uy, se tiene: ?d)l(J)g = x"3. De donde: (d )3 =Y _x"3, 0o que
2
es equivalente: X" = —. Integrando: -4 = [-9X_ _ _|n(1 - x). Volviendo
; (Gos = 2" = g Imegandor G = [ 385 =m0
a integrar: g_s jln(l x)dx = =xIn(1 —x) + X+ In(1 — x). De donde integrando se tiene:
S = [[-xIn(1 —x) +x+In(1 - x)]dx = 3 4_2X (1-x)2InyI-=
M 73- Calcular S ZZ
m? n
m=1n=1
5 - 1 v 1 7% _ - 1 _
Solucién: S szzz_z Z_Z_ZF%_%ZW_EG
m=1n=1 m=1 n=1 m=1 m=1

M 74- Demostrar que 2€9S. — S~ (_1yr_ p (PHame.
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Solucién: In[1 + x(x —2co0s0)] = In(l + xga@') +In(1 +xe™¥). Desarrollando en serie e igualando
néi —noi
los coeficientes de X", queda: £—HE— = ZC%S”Q = (-1)? n_p(“pp )q™2, con lo que

queda demostrado. La suma sale de tomar los términos de x"en el desarrollo de
S (-1)r X"(Xx —2cos0)"
_ - _

In[1+ x(x —2cos0)] =

M 75- Hallar = 4 4 n :
z:[2+12 n2+ 22 n2+(n—1)2}

N—o0

Solucion: 1 Z = jl dX__ _ jarctanx(} = T

( ) 0 1+x?

M 76- Dada la serie 1+x—x?+x3+3x*-3x>—x8+..., hallar la funcién racional equivalente a
dicha serie y el intervalo de valores de x para los que es cierta dicha equivalencia.

1 1 -1 1

., . L. 1 -1 1 3
Solucién: El determinante de los coeficientes es: L1 3 .3 = 0. Los menores de 3°

1 3 -3 -1

orden no son nulos, por tanto existe una ley de recurrencia del tipo:
AUz + BUyo + CUp + DU, = 0. Resolviendo el sistema: A-B+C+D =0,
3A+B-C+D=0, -3A+3B+C-D=0, - A-3B+3C+D =0, se obtiene: A=1, B=0,
C =1, D=-2. Luego los coeficientes verifican la ley: a,.3 +ana —2a, = 0, y los términos
verifican la ecuacion de recurrencia: Up,s + X2Upa — 2x3U,, = 0. Dando valores a n, se tiene:
paran = 0: Uz + Usx? —2Uex® = 0

paran = 1: Us + Upx? —=2U1x3 = 0

paran = 2: Us + U3x? —2U,x% = 0

paran = n: Ups + Upax? —2Ux3 =0

Sumando estas ecuaciones, y considerando que: S =Ug+U;+U;,+...+U,, se tiene:
S—Up—-U;-Uz+x3(S-Ug)—2x35 =0, S(1+x>-2x%) =Ug+U;+Uz+Uex?  Como:

Up=1, Up=x Up=-—x2, §S= L+X=x2+x* _ 1+X __ |as raices de la ecuacion
0 rt e ’ 1+x?%-2x8 1+x%-2x8
caracteristica, 1 +x?>-2x3 =10, son: 1y # siendo por tanto sus moédulos: 1y %

luego el radio de convergencia (inverso del mddulo) es 1, por lo que el valor hallado para S es
cierto parax < 1.

©  na+b+n)

M 77- Calcular P = H utilizando la funcién T.

(n+a)(n+b)’
Solucién: P — f‘c[ n@a+b+n) TI'A+a)l(l+b)  al(abl'(b)  abl'(@I'(b)
(n+a)(n+b) T@Ir(@+b+1) (a+b)(a+bh) (a+b)@+hb)’

M 78- Demostrar que en el intervalo (0, 7), ? % = —7rX(7r X). Calcularz = 1)1)3
Solucién: Sean las series: S = % +'sig% +..., C=1+ Cgix + ‘303?—33)( +... y sea la
funcion:  F(Xx) =C+iS=1+ 13' e;:' +... Haciendo: y=e4, se tiene que:

3
fy) =1+ % + % +.. Derivando dos veces F(x): F'(x) = |? +i 633;' +.o..,
) = & _ e _ =TIV A A L lty
F'(x) = 1 3 e Luezgo, F'(x) = Tt3tE =5 Inl—y' Integrando dos
veces, se obtiene: —2F(x) = yTIn itz +yin(y? -1) + % In zti —y. La parte imaginaria de
F(x) es: i[%arcsinzl— XTzarcsinl] Luego en el intervalo (0,7) se tiene que:
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S = |%arcsin21—XTZarcsinl Z%HTZ—XTZ%=%7[X(7T—X). De donde se deduce:
0

= (D" & sin(2n + 1)X _ay_ 1 m.  my_ #m

? 2n+1)° _§ ani1)p PARX=5)=gry(m-5) = 3

O X2 D G
M 79- Calcular f(x,y) —nI:Tl [(1+ @nr —y)? ><1+ 2n7 +y)? )}

® VYA 2 2 2
Solucion: Operando, el producto es: f(x,y) =IT [(Zn” Y XT | (2nr+y)”+X }

n-1 (2nz —y)? (2nz +y)?
_1‘13[ @nr-y-ixX)@nr -y +ixX)2nr +y —iX)2nwr +y +1X)
—n:1 (4n277:2 - y2)2 -
()’ ()
1- 2 1- 2
_pp [ntr? -+ 0an’n? - (v - ix)?] [ J[ J _
n=1 (4n2772_y2)2 n=1 |:1_ (%)2 :|2
n2g2
sin( %*Z'X) sin(%) . .
BALS y X 2sin RALS sin i
= = 2 _J 2( 2 ). 2( - ), Desarrollando y teniendo en cuenta que:
|:sm(%) :| (y* +x)sin“(5)
BA
2
sini = isinh#, coshi = cosh#, sinZ% = %, cos? & — 1+C0s0 sinhzg - C()Sh%,
20 _ 1+coshf T _ _Y?(coshx — cosy)
cosh > > , el producto pedido es: f(x,y) W7+ ) (- cosy)

M 80- Determinar el valor de U, en funcién de Uy, sabiendo que U,1U2 — Uyyg +2U, = 0.
Solucion: Upy = 2U, . Haciendo 0 = arctanU,, se obtiene: U; = tan20, U, = tan4d9,...,

1-U2
U, = tan2"0.

M81- Hallar S = (1) + (") + ("™2) +...+(2).

Solucion: Uy = (§) + (") +("2) +...+(3).

Un+1 = (ngl)+(n;2)+(nz3)+"'+(§2:§ '

Uniz = (") + (") + (%) +. . +(503).

Vo= (D) + (") + (") +.. 40500,

Vi = (") + ("2) + (") + (20,

Viz = (") + (") + (0 +. 4503

Se verifica que: Uy +Vh = Viaa, Un+Via = Una, 2Up+ Vo = Upa, 2Una + Via = Uneg,
Vi = Upiz = 2Up1 = U — Uy, es decir: Up, = 3Upg — Uy, La funcidon generatriz  es:

ﬁ — 1+ 2x+5x2+13x% + 34x4 +89x° +... Por tanto: Up=1, U; =2, U, =S5,
Us = 13, Uy = 34, Us = 89,... Para hallar estos valores en funcion de n, se tiene que la ecuacion
caracteristica es la siguiente: x?>-3x+1=0, cuyas raices son: 3 iz‘/g . Luego:
n n
Uy = A( 3 +2‘/§ +B 3 _2‘/§ . Dando wvalores a n, se obtiene: A= > +16/§ ,
~5-/5 o _5+5(3+y5\" 5-45(3-/5)"
B = 10 . De donde: U, = 10 ( 5 >+ 10 5 .
M 82- HaIIareIZvalor delzproductozinfinito , , , , ,
P=21-7)0-5-)0-3)0+7)A-4-)0 -5 )0 -5 )0+ 5.
Solucion:  Tomando  logaritmos en el  producto infinito % se tiene:

In% =In(1-£)+In1- ﬁ) +In(1 - é) +In(1+ %) +... En esta serie hay tres términos
que tienen signo negativo (son logaritmos de nimeros menores que la unidad) por cada término

178



—

con signo positivo. Luego la relacion entre términos positivos y negativos es: k = 3 Ordenando

P e _Z A __Z Z
los términos de In , se tiene: In(1-2)+In(1+2)+In(1 2ﬂ)+|n(1+2n)+...+

N=o00 .
z _ z? _ In Sinz ;
+In(1 - 1) + In(1 + W) =>" In(l— 7 ) = In=7%. En esta serie ordenada, en el
n=1

conjunto de los 2n términos expuestos, se tiene que: g =lim 2nUy, =lim 2n|n(1+#) =

N—o0 nN—oo
22

=lim 2In(1 + n—=2lner =
lim 21n( Tor)

suma S" de una serle dada con la suma S de Ia serie ordenada, se tiene:

smz + 12z sinz _ = sinz
In = In>3% + 5% In In( <37 ) Luego: P = 37 sinz = 3L

. Aplicando la formula: S' = S+ —glnk gue relaciona la

M 83- Hallar la funcion f(x,y) definida por el producto infinito:

P= (1+7TL—Y><1_ ﬂ)iy}<1+ 3nx—y><1_ Snx—y>(1+ SnX—y>(1_ 57rx—y>"'

Solucion: Multiplicando los dos términos generales, se tiene:

_ (x=y?
[1+—X }[1_ X J— @n+ 1) - (x=y)? _ °  (2n+1)?
@n+Dr—y @ +Dz+y ] @+lZi-yr oy
(2n + 1)272
1_ (X_y)2 COSX y
n=co 2.2
Luego: P =TI1 (2n+3)ﬂ = 5
n=0 l—y— CcoSs ?
(2n + 1)272

M 84- Haciendo (1 +x)" = >_apxP para todo valor de n natural, demostrar que las tres sumas:
So = X Asq, S1 = X Az, S2 = X aaq2, SON tales que siempre dos de ellas son iguales y difieren
de la otra en una unidad.

Solucion: Siendo 1, ¢, 2, las raices cubicas de la unidad:
A+X)" =1+ (] )X+ (5)X2+...+(] X"
(L +ex)" =1+ (] )ex+ ()&% +...+( 7 )e"x".
L+2x)" =1+ (])ex+(; )EXX2 +...+(N)&"x". Sumando las tres igualdades, se obtiene:
Q+)"+ L +ex)"+ (1 +2x)"=3[L+(3)+(g)+..].
2" + 2¢0s ”T”
Luego:1+(3)+(g)+...= —3 = So.
Procediendo de la misma forma con x(1 + x)", ex(1 + ex)", €x(1 + €x)", se obtiene:
XA +X)"+ex(L+ex)"+exX(L+&ex)" = 3[(")+(” )+... ]
2" cos— - J_S|n
Luego: (5)+(¢) +...= 3 = S,.
Procediendo de la misma forma con x2(1 + X)", £2x2(1 + ex)", 2°x2(1 + &x)", se obtiene:
X2(L+X)" +e2X2(L+eX)" + 25X2(L+ 2" = 3[(1) + (1) +...].
2n —cos”T” + ﬁsin”T”
(D+ () += = 5.

3
Con las tres |gualdades obtenidas, se demuestra el enunciado. En efecto: )
Para: n=6, S;=S;=S—-1. Paraa n=6+1 So=S;=S;+1 Para n=6+2
So=S2=81-1 Paraan=6+3, S1 =5, =S0+1 Parain=6+4, So =S; =S, — 1. Y para:
n:6+5, So =S, =5 +1.

M 85- Sea f(x) = H (1+ k"x) Z anx", siendo k una constante. Hallar el término general a, del

n=0
desarrollo.

Solucion: El producto s6lo converge si k| < 1 independientemente de lo que valga x, salvo en el
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caso x = 0. Como f(kx) :10‘01 [1+k"(kx)], se tiene: (1 + kx)f(kx) = f(x). Al desarrollar ambos
n=1

9]
miembros en serie de potencias: (1 +kx) D_ a.k"x" = > anx", se obtiene la ley de recurrencia:

n=1
_ _k" oa o _k kK2 k"
an = T W an-1, de lo que se deduce: a, = -k Tk Tk
0 _ n_ (_ _ n
M 86- Calcular el producto infinito IT (1 + Xﬁ" ), siendo a, = (5 -D"-CV5-1) .
n=1 2n‘/§
Solucién: El producto es: (1 + x)(1 — %)(l + %)(1 = %)(1 + %)...z
1- (1 +x)?
_ o1 X Xy _ - 9n%  _
—(1+x)I;I(1 3n—1)(1+3n+1)_(1+x)? 1 =
9n?
sin (1l +X)
- 3 . m(l+X)
=(1+x) 3 - 2 ginZ .
71(13+ X) sin% J3 3

1 2 n
1-3-5 " 3.5.7 "t oan—D@n+DH@n+3) |

Solucion: La serie es convergente, descomponiéndose de la siguiente forma:
3

_ 1 _
)2 (2n—1)(2nn+ D@n+3) )2 16(2n 1) t2 8(2n — 1) o> 16(2n+3) N

M 87- Calcular la suma de la serie S =

-1 1.1 1 11,11 _ 1 1
—16(+3+5+7+)+ (+ +7+) (+ +...) =
= %(1 + %) + %( 1) pues el resto de los sumandos se anulan entre si, como es el caso de:
1.1 . 1_3 _1
5 ( 678 16 —-) = 0,etc. Por tanto: S = 5"

M 88- Calcular S = cosxcosy + cos 2x20052y + cos3x30053y 4.4 LOSDXCOSNY nxncos ny |

Solucion: cosxcosy = l[cos(x +Y) +cos(x—Y)]. Portanto, S = A + B, siendo:
cos(2x + 2y) - cos(nx + ny) N ]

A= l[cos(x+y) +

> 5 A
B = %[COS(X—y)Jr 003(22_23/) +m+cos(n>r<l—ny) - ]
D - %[sin(x+y)+ sm(2x2+2y) +m+sm(n>r<1+ ny) +]

E= %[sin(x—y)+ sm(2x2— 2y) +m+sm(n>;]— ny) +... }

. . . i 0i R
Se tiene que: A+|D=%[e<x+y>' +...+e(nxr?mI +...}:l[e"'+ +e;' +.. } siendo:

2
0 =x+y. Derivando A+iD, se obtiene que: (A+iD) = ?[e"'+ AeM 4 ] =
_ i e i cosh+ising _ —sind+i(cosd - 1) ,_ _ —sind
C2T-e 7 1-cosg-ising 4-cosd) Luegor A = - cosh) "
—sin __1 _ __1 _ dloga:
A= j 4(1 00s0) do = 7 In(1 — cos6) 7 In[1—cos(X +VY)]. De forma analoga:

B = _Z In[1 -cos(x—y)]. Luego: S=A+B= —% In[1 —cos(x+Yy)] - % InN[1-cos(x—y)] =
= —% In{[1—cos(x+Yy)][1—-cos(x—-Yy)]} = —% In(cosx — cosy)? = —% In(cosx — cosy).

3 _ 3-5 _ 3.5.7 _
X+3)(x-5 X+3)X-5+7) X+3)IX-5+7)(X-9)
3X __3 3-5

H+3H(=9) T X+3 T x+3)(x=5)"

—3 - 5X — -3.5 3.5. . L
KI5+ 7) ~ K+3)(x-5)  ®rx-sxr7 o Stendo el polinomio

M 89- HallarS =

Solucion: Se tienen las siguientes relaciones:
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1+ X1 X4 X (=1)"x ; S e _ 3 1
Pn(x) = (1 + 3)(1 5)(1+ 7)...(1+ 2n—1)’ se tiene que: xS, = X+3  Pr0)” Para

hallar su limite se agrupan de dos en dos los factores del polinomio:
o 1- (1 X)2 ﬂsin”(l_x)

m P“”I@[(“ﬁ)(l—ﬁﬂ:“ NS i(l—x) -

! sin &
4 4
cos 72( —sin 72)( 3 _ %
= % LuegO'S:X(X+3)+COS”TX—sin”TX'

; — Ui Uy eUzeUg-e. U i _ _n%—-10n*+31n%2-30
M 90- Calcular P = Uy Uy « U3 « Uy ..U, -..., sabiendo que U, 10t T 47T 343

(n2-2)(n>-3)(n?-5) _ (1- %)(1 - %)(1 - %)

Solucion: Operando: U, = nZ=7) = - L)s Luego:
n2
Y nNAl-5)00--5)na--3) Y .
P=IU,=- L L " Como:H(l—L)zm, se tiene:
1

[n 1- %)J 1 i
1
singy2  sinzy3  sinzy5
P = nJ2 nJ3 nJ5 33403 sinzy2 -sin/3 -sinzy5 ~ 1,00553.

sin®z {7 sin®z {7
(nJ7)3
= x®1cos(2n + 1)9
M 91- Calcular 20: T
® 2n+1 ® 2n+1 o
Solucién: Siendo: C =>_ X Czor?(frr 1)9, S=> X Szlrrl(in; 1)9, se tiene que:
0
C+iS Z 2x2r:11 ien+1)o _ %m %J_r—?(g:z. La parte real de esta expresion, es la siguiente:
c_ 1| Lxe? ‘ _ 1 J1—2x2c0s20 + x*
2 11— xe® 2 1 —2xc0s0 + x?
= (—1)"x2”+1cos(2n+1)9
M 92- Calcular ? T

e A e (ED'xPeos2n+ 1) o & (=1)"x®sin(2n + 1)6 . .
Solucién: Siendo: C =) T , S=) T , se tiene que:
( 1) X2n+1e(|)(2n+l)0 1 1+ ixei9 L,
C+iS Z T} =57 In 1o ixe? La parte real de esta expresion, es:
_ 1 1+ixe? _ 1 2xcos€
C==; |arg 1 ixe? 2 arctan 1 x
n
M 93- Siendo 1, Xz, ...,Xn, las raices de x" — 3x + 2 = 0, calcular ) ﬁ
T
=l
S, . ] 1 14y ) A+y)" L1+y _
Solucion:  Haciendo: T =Y X=y Luego: v 3 y o+ 2 =0,

A+y)"=3A+y)y"t+2y" =0, (n=3)y™ +(5)y"*+(3)y"*+...= 0. Por tanto se tiene que:
. ( ) _ n(h-1)
Zx—l 2=~ 3~ " 2(n-3)°

i=l

n
M 94- Siendo 1, Xa,...,Xn, las n raices de x" — 3x + 2 = 0, calcular ) i x-)l(l )
[ j

i#]
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— — n _
Solucion:  Haciendo: vy = 1 X = u. Luego: d yny) -3 ! y Y 2= 0,

1+x’ y
(L-y)" =3 -yt +2y" =0, YD) +5]+y (1) -3] +y"2(-1)"2(}) +...= 0.
n -1 n-2¢(n -1
Por tanto: Iz#: (1+Xi)1(1+Xj) = 2V = ((_i)—ni%) Para n par: Y = % Para n
impar: > = w

M 95- Calcular > (3n—5—2™2)x", hallando el intervalo de convergencia. El calculo se hara por

0
descomposicion en sumandos.

Solucion: D (3n—-5-2")x" = 3 3nx"+ D 5"+ D -2MEXVN =3 4+ D+ D ..
0 0 0 0

_ _ 3X i ; : _ -5 . .
2. T-x)7" siendo su intervalo de convergencia |x| < 1. >, Tox siendo su intervalo
de convergencia |x| < 1. 23 = T-ox :42x’ siendo su intervalo de convergencia x| < %.Luego:

_ X -5 -5 _ _9-—26x+20x2 1
Y. = (1—x)2+1—x+1—x (X_1)2(2X_1),para|x|< >

M 96- Calcular > (3n—5—2™2)x", hallando el intervalo de convergencia. El célculo se hard como

0
serie recurrente.

ag + aiX + asx?
bo + b1X + bzX2 + b;:,X3
operando se tiene: ap +aiX +axx? = (Co + C1X + CoX2 +...+CnX" +...) (Do + b1X + byX? + b3x3) =
= Cobo + x(C1bo + b1Co) + X?(Cob, + c1b1 + C2bo) +... Dando valores a n, se tienen las igualdades:
Co=-9, c1=-10, c,=-15 ¢c3=-28,..;bg=-1, b1 =4, b,=-5 bs;=2 Luego:
Ao + aiX +axx? = (-9 — 10x " 15x2 — 28x3 +...) (=1 + 4x + -5x%2 + 2x3) = = 9 —26x + 20x%. Por
. 9 — 26x + 20x 1
tanto: » | = , con [x| < =.
2 —1+44x—5x%+2x3 Xl < 2
1 — 2x 4 2x2
1-3x+4x%2 -3x3+ x4’

Solucion: Descomponiendo en fracciones sencillas: y =

= Co + C1X + CoX2 +...4CnX" +..., De donde

Solucién: Sea la division:

M 97- Desarrollar en seriey =

1 1 1-x  _
(x-1)? X1 T T ox+ %

= (L4+2X+3x2+43 +5x4+...) + (-1 X=X =x3=x*—.) + (1 -xX2=x3+x3+x8+...) =

:Z (n+ 1)x" _Z XN +Z (=1)x3n +Z (—1)"Mix3m2 =
0 0 0 0

=> " [(6n + 1)(XE" + X611 4 xEM2) 4 (6N + 2)XE™3 + (6n + 4)x5M4 + (BN + 6)X6™°] = 1+ X + X2 +

0
+2X3 4+ 4x4 + 6X5 + X8 + 77 + 7x® + 8x% + 10x10 + 12x! +...+(6n + 1)X®" + (6n + 1)x6™L +
+(6n + 1)x5™2 + (6n + 2)x5™3 + (6n + 4)x®"* + (6n + 6)x5™5 +.... Estos valores se obtienen
también al efectuar la division del enunciado.

M 98- Calcular S = 3 — x+ 13x2 — 9x3 + 41x* — 53x® + 141x5 —. ..

141 -53 41 -9
-53 41 -9 13
Solucion: = 0. Los menores de 3° orden no son nulos, luego los
41 -9 13 -1
-9 13 -1 3

coeficientes tienen la siguiente ley recurrente: AU, + BUp,2 + CUpq + DU, = 0. Resolviendo el
sistema: —9A+13B-C+3D =0, 41A-9B+13C-D =0, -53A+41B-9C+13D =0, se
tiene: A=1, B=0, C=-3, D=2 Por tanto: Upz—-3Un1+2U, =0. De donde:
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_ _ _3-—x+4x?
Un+3 —3X2Un+1 +2X3Un =0.S= m, para |X| < 1.

Pl o
M 99- CalcularS =) M—:rﬂg), siendok <2p-1y#6 = qr

p

Pl o p-1 p-1 .
- . B sink(a + nf) B cosk(a + nf) - pikamo)
Solucion: - Sean: S _Z sin(a+ no) '’ C-2 sin(a+ng) C+is _Z:() sin(@+nd)

p-1
zlelk(a+n9) ika elkn9 i-1)a elkn9 _
_Z pi(@md) _ a-i(atné) = 2ie Z i@md) _ a-i(@+nd) = 2ie Z gind _ a-i(2atne) -
n=0

- . (keDn
Pl pitkenno -l

= 2igik-ba 3~ S g Haciendo: 2 = t, e = ¥, se tiene: C + iS = 2ie®a " ttn ix .
n=0

n=0
Descomponiendo en sumandos: o1 > T A, _IXLT o1 - lim oxP 1
f(t") kil 1 g1 Letn ﬁ;l
ket . _ .
= oD =t'2" Comop > 5=, se tiene: 23 —{m = 1 Sustituyendo x por e 2ai-
n
p-1

‘o miitke gikend  2jpePd  p(cospa+isinpa) . _
C +iS = 2igikba 3 el e sinpa = pcotpa+ip. Luego:

n=0

S=p.

= 4n? + 43
M 100- Calcular S =Y n*+4n° + 15n% + 10n + 152 °

n2—2n+8+n2+6n+19
- 1 R 1 1 _ 1.1 1
zo:n2—2n+8 zo:(n—1)2+7 §m2+7 8+7+21: mZ +7 213m2+7
Z 1 3
0

1 N~ 1 @ ~>~_ 3 __3 _ 3 1
nZ+6n+19 201(n+3)2+10 zs:m2+1o 11 14+321: m2+10

o0
Solucion: Descomponiendo en fracciones sencillas: S:Z( 1 3 )
OOO

o0

_ =I5 : 1 _ racothar—1 i - :
= Je4 3 Z . Como: Z T Al 23 , se tiene que la suma pedida es:

_ 15 ﬂJ—COthJ—n 1 i 3
S = £6 154 + 1 + 55 (7410 coth /10 7 — 1).

M 101- Calcular >’ # para todo numero natural donde p # q.

Soluci6n: - 3. —% 7 1 Z >k —Zp = HsH, —Hs.  Como: Hz=%2, H4=g—8,
1 _ _#8
He = 945,setleneque Zp i~ 260"
. o Hp _ 2%Bap
Nota: s = (-1)P @)

M 102- Calcular S = tana + tan(a + %) +tan(a + ZT”) +tan(a + 3Tﬂ) +tan(a + 4Tﬂ)'

Solucion: tanb5a + tan(5a + =) + tan(5a + 2x) + tan(5a + 3x) + tan(5a + 47) = 5tan5a, ya que

difieren todos en mudltiplos de =. Haciendo x = tana, se tiene: tanba = %
Luego: x° —5tan5ax* — 10x® + 10tan5ax? + 5x —tan5a = 0. La suma pedida corresponde a la
suma de las raices, por lo que: S = 5tan 5a.

M 103- Calcular P = cos(-& + %)cos(% + g—ﬁ). ..cos(& + %).
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(2D e & aae(d 4 T a,2n a, @n-Dr
Solucion: Py =cos - COS(f- + 5 ) COS(- + 5 =) COS(y + =——5=—).

2n factores

P, = cosicos(% + 2—”)005(% + g—ﬁ)...cos( a
(h-Dm 1)71

(2n —2)7r) _

—n )

a
=cos & cos(& + £ )cos(& + r{[)...cos(ﬁ+

n factores
El modulo del término independiente de la ecuacion (z-1)*-e® =0, es:
|1 —e%'| =|1-cosda—isinda| = y2—2cosda = 2sin2a. Las raices de dicha ecuacion son:

2a+km . . , .. .
1+e n ' siendo sus madulos: |1+cos%+|sm%|=2cos(%+§—ﬁ), es decir:

2cos(), 2cos(d + 2—’%), 2cos( + %—ﬁ). Por tanto, su producto es:

20 cos & cos(& + %)cos(% + %—ﬁ)...cos(% + %) — 22'P,, siendo igual a 2sin2a.

Por tanto: P; =22"!sin2a. ElI moédulo del término independiente de la ecuacion

(z-1)"-e% =0 es: (-1)"-e% =|(-1)"—cos2a—isin2a| = 2+ (-1)"!2cos2a = 2sina,
para n par, 0 igual a 2cosa, para n impar. Las raices de dicha ecuacion son: 1+e 2 n2k”' Sus

madulos son: |1 + cos 222« 4 jsin 222 | = 2¢cos(-d + ”) Es decir: 2cos(2), 2(:05(n +£),
2cos(%+2T”) Por tanto, su producto es: 2" cos g cos(n + 17 )cos(n + n Ly...= 2"P,,

siendo igual a: 2sina, para n par, o igual a: 2cosa, para n impar. Por tanto: P, = 2™"*!sina, para
Pi _ 27sin2a _ 5-nigpgg

n par, o bien: P, = 2-"1cosa, para n impar. Por tanto: P = =+ = -

P ? : P P P2 2™lsina
paranpar,y P = 20-8iN2& _ -niging para n impar,

2"lcosa
w L
M 104- Hallar la serie cuya suma tiene el valor A = fl x(e x® —1)dx.

Solucién: e* = 1 X X" % =1 1 1

olucmn.e =14ty e ex1 =1+ 1'x3 Fobe e t

¥ o_1=-1_ 1 T _ 1
ex -1= e e wx(ed -1y = 1lx2 T
I 1 X = -1 .

nix3n-1 _ nl@Bn- 2)x3n-2

DA -1 _ 1 1 1
Luego: A E N3N 2 L+ ror g+t @2 +...
M 105- Hallar la fraccién continua equivalente a la serie > Pn :
0
Solucién: La serie Y —L se convierte en la fraccion continua: —& Ui U:
' U, "Ur Ui+ U =" U+ Uz ="
2 Ve

% (Algebra Superior - Hall y Knight - pag 443). U; = x, U, = x—-1, Uz = x+2,

n-1 n—

Uy = Xx-3,..., Upia = (-1)"(x + n). Luego la fraccién continua es:
1 x2  (x+1)? (x+2)? (X+n)?

X— 1 1= 1o )i
- - S p_ x2mt
M 106- Calcular S, nz::; 2n+1) Gni Dl
L B _ * x2n+1 i
Solucion: Parap = 0, Sp § —(2n T sinhx.

(@n+ x>
Z (2n i = coshx,

(2n + 1)x21
XSy = 81 =Z -————— = xcoshx.
~ @n+1)!
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® 2y 2n
Si =Z Cn+ DX coshx + xsinhx.

@0+ 1)!

2y 2n+l
xS1 = S Z % = xcoshx + x?sinhx.
3y2n+l
S3 Z % = xcoshx + 3x2sinhx + x3coshx = 3x2sinhx + (x + x®) coshx.

(2n + 1)*x2mt

Se —2_3 2n + 1)!

= xcosh X + 7x2sinhx + 6x3 coshx + x*sinhx =

n=l
= (x* + 7x2)sinhx + (6x3 + x) cosh x.
(2n + 1)5x2mt

= — 4 2N i 5 3
S Z 2n+ 1)1 = (10x* + 15x?) sinhx + (x® + 25x* + x) cosh x.
6y, 2n+1
Se —Z % = (x® + 65x* + 31x?) sinh x + (15x° + 90x® + X) cosh .

n

(2n + 1)7x2"t

S7 —Z G~ @LX 350X + 63x7)sinhx + (' + 140x° + 301 + X) coshx.
(2n+ 1%t g 6 4 2 qi
Ss —Z BT - (x® +266x° + 1701x* + 127x?) sinhx +

+(28x7 +1050x%° + 966x° + X) cosh x.
Sp se obtiene de Sy_1 derivando y multiplicando por x.

2
M 107- Calcular la suma de la serie Y %, en la que S, es la suma de las potencias n de las
raices de x*® +x+1 = 0.
N 0 i) 10O ') _ 5 _Sa

Solucion: f(x) = x*® +x+1 =0, f'(x) = 10x° + 1, 00 > x”*l :

f e (n+1)S, d f/(x) (n+1)S, d ') (n+1)%S,
dx f(x) D3 xm2 *ax f(x) Z XML ( dx f(x) Too) T2 xm2 o

d & (+1)%Sy 10x°
(de f(x) Too ) "X et Xt ( dx x1°+x+1)

_ 10x29 870x20 1180x*° + 579x!! + 1330x10 +810x° + X* =X
(X +x+1)3
La suma pedida se obtiene sustituyendo x por a:

> (N+1)°Sn _ 10a? — 870a% — 1180a™ + 579a' + 13302 + 810a° +a’-a

am! (@®+a+1)>3

M 108- Se fijan los puntos A(1,1), B(=1,1) y N(4n,0), siendo n un nimero entero. Calcular la suma:
—
6 = Y ANB, cuando n varia de —oo a +oo.

B (-1,1) A(1,1)

I

o N (4n,0)

Solucion: Siendo O el origen de coordenadas, el angulo ANB es la diferencia entre los angulos
ANO y BNO, es decir: ANB = ANO — BNO. Siendo: tanANO = tanBNO = se

1 1 in-1" dn+1"
tiene, para n > O: tanﬂ\l\B — 4n-1 4n+1 _ 12 . Para n < 0, los &ngulos son simétricos
1 + ; 1 8n
dn-1 4n+1 o
de los anteriores respecto a la mediatriz de AB. Para n=0, ANB = % Luego:
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14

N=+0o0 o0 o0
1 1 T P 1 1 8n?
0 arctan —=- = 2 ) arctan -~ + >- Ahora bien: arctan —=—— = = ) In—%1— =
n:z—oo 8n? Z 8n? " 2 ; 8n?2 2i ; 1- i
_ ) 8n2
14— m 1+-=L) -
-1 8n? _ 1 In—8r_1. Como: smx —H 1- Xy ycomo:i=e3
2i 11— 20 M- ) n?rm?
8n? L 8n?
. |
Ji =e4' haciendo: x=Z&1 e tiene que: S' —H 1——_) Por otra parte:
zﬁ q ( 8 2 ) p
. | . 01+ 5h)
SI Xh —H 1+ 2 ——) —H 1+ '2 ). Por tanto: Zarctan% = iiln;—n =
&n ) " ma--4
1 8n
sinh(ﬂ +il

1 jpsinhx _ 1 4, —4. Para calcular el numerador del logaritmo, se tiene:
T2 sinx 2i sm(— + |_)

sinh(ﬂ + |—) = sinh ﬂ cosh 'T + cosh Esinhi% = sinh Ecos% +icosh lsin % =

‘/_ (smh— +icosh ”) e cosh Z (1 —itanh ”) Analogamente, para calcular el

: Z L) sink sinh Z — J2 ) _
denominador: sm( + i) S|n4cosh +|cos43|nh4 5 (cosh +isinh & )

i T i T 71'

> T _ 1 smh(zﬂz) 1. -1 1 —itanh %

= Y2 coshZ(1+itanhZ ). Por lo que: =Ih—2 4° L= 4 _
2 i ( 4> T i@ gy T AT T £

i i ; T
1—itanh 7] 1 +itanh 7}

=1 . 1y 4 1,=_1\,__ 4 _n_ n
2 R In1+itanh% 5 In : 5 Inl—itanh% 7} arctan(tanh4). De

| |
5

- g= I 3 1 _n, zm_ Ty _ o n
donde: 6 = > +2)_ arctan a2 >t 2arctan(tanh 4) 7 — 2arctan(tanh 4), cuyo

valor aproximado es: 1,98 radianes.

M 109- Calcular C = > x2(n—x)3( % ) cosxa.
Solucién: Siendo: S = > x2(n—x)3( % )sinxa, C+iS = >_x3(n-x)3(%)e™. Considerando la
funcion: f(a, B) = >_ (7 )(e¥)*(ef)*, derivandola dos veces respecto a oy tres respecto a S, se

tiene: 5;(0(; ) =3 (MH(xD)2[(n —x)i]* ()X (eﬁ')”X—IZ( X% (N — x)3exdig0p, Para
203 x=0

65f(a,ﬁ) L i . . .
B =0, 55 i (%)x3(n—x)%e = i(C+iS) = -S+iC. Teniendo en cuenta que, para
atv B x=0

p =0, dicha quinta derivada tiene el valor:

o) ai | afiyn — i N\El(pdi n-5 _
5,207 (e” + e i(5)5!1e"+1)

i(2)5!(1+cosa +isina)"® =i(] )5!(20052% + isin%cos%)"*5 =

= [( 151205 cos“% cos ”T_Sa]i +(1)512m° cos"*’% sin %a = -S+iC, resulta que:
_ (N\E|9n-5 n-5 0 n-5,_  _ n! n-5 n-5 0o n-5
C = ()52 cos 5> C0S—5=a = -5 2" cos 5 C0S —5=a.
M110- Calcular S = Z(—l)"flm, para —m <x <. Deducir A=) (-1)"! consznx y
n-1 Sln nx n-1 7T_3
B=> (1 Demostrarquez 90 yZ( 1) @n 1)3 R

Solucion: ~ Siendo: C =Y (-1)"1LBMX 56 tiene  que: C+iS:Z(—1)"*1%Xi:
—Xl i

ZZ( 1)”1(e )" |n(1+ex')—lne2(e 2 e%)_
= In(cos X _isin% +cos— +isin X) +In(2cos X) Luego: S = % Por tanto:

2
Stg = = 7. Integrando S, se tiene: I[Z( 1)t SIr;]nx ] =3 (-1)" COnSZ”X - A=

5
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+
= XTZ +ki. Integrando  entre —w<x<m  Se tiene: I[Z(—l)“%}dx =

_ n+1smnx x3 T nd : : __r? :
= ‘Z( 1) ‘7 =0= 12 + kix =% +2kym;  luego: ki 15 Por tanto:
_ 7r_2_X_ . [ _1yn-1 cosnx} n-18iNNX _
A= R Integrando A, se tiene: j > (-1) o dx = > (-1) e
2 _ e R e ‘R _ X=X
=B = 12x 12 +k,. Para x = &, se tiene: B = 0, luego: k, = 0. 2P;)r tan’io. B = o
Integrando B, se tiene: I[Z( 1)n-1 S'” X }dx =Y (-1)" COS”X - ”ZZ 48 +ks. Integrando
en el intervalo -7 <x <, se tiene: I[Z(—l)“m}dx - ‘Z(—l)"”% =0=
_ | =% x5 Y A Tt . )
= | 7 540 + K3X T 120 + 2ksm. Luego: ks = 50" Introduciendo este valor:
ncosnx_nxz_ﬁ_h _ ncosnz _ 1 . 1 _
Y (-1) =50 285~ 700 Para x = 7, se tiene: Z( 1) o RIS
_ L_ﬂ_“_ﬂ_“_h“:ﬂ_“ Altimo: n-1 -4 1 .1 _
D il Tl Por ultimo: Z( 1) @n 1)3 5 T3 TEs
sinnZ n? L (L3
— 2 _ Bix=Z) = _
ns3 2 12 32
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Seccion N - VECTORES

N 1- Dados los vectores a(3,-2,5), b(-1,5,2),T(3,-1,-1), hallar: 1°) la suma: @ + b +T; 29 el

producto: 3a(2b — 4¢); 3°) los vectores My i que tengan las direcciones de b y €, y cuya suma sea
a.

Solucion: 1°) @ + b +¢ = (5,2,6). 2°) 3a(2b - 4¢) = (9,-6,15)(-14,14,8) = —126 — 84 + 120 =
= -90. 3° no existen los vectores m y i, pues los vectores a,b,C no definen un plano; en

3 -2 5
efecto: | -1 5 2 |=-89=+0.
3 -1 -1

N 2- Dados los vectores a(3,-2,5), b( 1,5,2), ©(3,-1,-1), hallar 1°) a(b AT); 2°) @ A (b AT),
b A (T A @), c(a ADb); 3% un vector d tal que (@ Ab) A (TAd) =0.

3 -2 5 _
_ ) P _
Solucion: 1°9 @MAT) =|-1 5 2| =-63. 29 aA(DAC) = ‘ ) C |-
a a-c
3 -11
_11512 31_1,1 - _
= 3 16 = (-7,77,35), bA (€ AT) = (9,-9,27), E(A@ A D) = (-2,-68,-62). 3°)

Sea: d(a,B,7). Se tiene: —63(a,B,y) = (-29a — 118+ 13y)(3,-1,1). Luego: a =3, B = -1,
y = 1. Por tanto: d(3k, —k, k).

N 3- Dados los vectores a(3,-1,2), b(-2,2,1), t(1,5,-4), hallar: 1° @ (b +¢); 2°) (@ -b) AT;
) aADAT); 4 b-(CAT).
Solucion: 19 @« (b+¢€) = —16. 2°) (@ -b) AT = (7,21,28). 3°) @A (b A T) = (26,10,-34). 4°)
b.(@€A@) =-56.

N4- Dados los vectores a(-1,1,3), b(3,-2,1), ©(4,-3,2), hallar: 1° cosaA(bACT); 29
sin(@ Ab)ACT; 3° tanbA (& A T).

-1 1 3
3 21
., - a-(bAT) 4 32 4
Solucién: 19 cosa A (b AT) = = = :
) bAg) a-(bac) JI+1+9J1+4+1 J66
Xo Yo 2o
7 10 -1
. _ (@Ab)AcC 4 3 2 [2167
29 sin(@ Ab)AT = = = .
(aAb)-c Xo Yo Zo 2175
-1 1 3 |J16+9+4
3 21
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Xo Yo Zo

3 2 1
_ b o |11 14 1

39) tanbA (A A C) = bé\(g\g )C) _ _ 1108
3 21
101 3
4 -3 2

Nota: El simbolo A indica el angulo entre los vectores situados a su izquierda y a su derecha.

N 5 Dada la recta X_axl = y_byl = Z_Czl y el punto Po(Xo,Yo,20), hallar la formula vectorial que

da la distancia de P, a la recta dada, en funcion de los dos vectores V(a,b,c) y PoPy, siendo
P1(X1,Y1,21).

Solucidn: La distancia es: |PoPy|sin PoP1 AV = %

N 6- Dada el plano A(Xx—x1) = B(y—-y1) = C(z—121) y el punto Po(Xo,Yo,20), hallar la férmula
vectorial que da la distancia de P, al plano dado, en funcién de los dos vectores p(A,B,C) y PoP1,
siendo P1(X1,Y1, Z1).

Solucion: La distancia es: PoP;cos pA PoP; = %
N 7- Hallar la distancia minima entre las dos rectas:
X—X1 _y—yl _1—-1 X — X2 _y—yz _L—1

ai b, - Cp ! a» - b, Co ’_ _
en funcion de los vectores P,P1 (X1 — X2,Y1 — V2,21 — Z2), Vi(a1,b1,¢1), Va(az, bz, cy).
Solucion: Sea d la distancia minima pedida. EI volumen del tetraedro formado por dichas rectas y
A d . v ) (P2P1 V1 Vy)
unarectar que se apoyaen ellas, es: Y2 — 917, AV, Luego: d = ~—2 1YL ¥2)
N 8- Dado el sistema V1(2,-1,0), P1(1,2,-3), V2(3,2,-1), P2(2,-1,2), V3(4,0,-2), P3(1,-1,0),
V4(=2,-1,1), P4(0,1,2); 1°) hallar su eje central; 2°) hallar el lugar de las rectas que pasando por
el origen (0,0,0) tengan un momento axico = 3.

Solucién: 1°) Resultante del sistema: R = Vi + V2 + V3 + V4 = (7,0,-2).

. 2 -3 2 -1 2 1 -10 0 1
Se tiene: , luego los momentos
2 -1 0 3 2 -1 4 0 -2 -2 -11
coordenados son:
2 -3 -1 2 -1 0 1 2
Lo = + =-1
-1 0 2 -1 0 -2 -11
-3 1 2 2 0 1 2 0
Mo = =0
0 2 -1 3 -2 4 1 -2
1 2 2 -1 1 -1 0 1
No = =8
2 -1 3 2 4 0 -2 -1

El momento central del sistema es: (-1,0,8). Luego el producto escalar de la resultante R por el
momento central G, es: (7,0,-2)(-1,0,8) = -23 +# 0. La ecuacion del eje central es la

y 2 Z X Xy

-1- 0- 8- 54
o 0 -2 -2 7 70 o Y+t ;
siguiente: > = 0 = — . Es decir: T =g =5
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a& Pg yE

2 3= x; y1 71 | =a(-1)+B-0+y-8 Luego: —a+8y =3, a’?+pZ+y?=1,
X1 Y1 Zy

% = % = % = A. Resolviendo el sistema se tiene que la ecuacion del lugar pedido es:

8x2 +9y? — 5522 + 16xz = 0.

N 9- Dado el sistema V1(3,-2,1), P1(1,1,0), Va(=2,1,-2), P»(2,-1,-1), V3(-1,3,2), Ps(1,1,-2),
V4(1,-2,-3), P4(3,-1,1); 1°) hallar su momento central Go; 2°) hallar su eje central; 3°) hallar el
momento central G respecto a A(1,2,-2); 4°) hallar el momento central minimo |Gmin|; 5°) hallar

el momento axicodex = L = Z=1.

2 3
10 -1 -1 1 -2 -1 1
Solucion:  1°) Lo = + =17. De forma
-2 1 1 -2 3 2 -2 -3
analoga: My = 15y No = —6. Luego el momento central es: G, = (17,15,-6) y |Go| = 54/11. 2°)
17— y 2 zZ X 6 Xy
0 -2 -2 1 10
R =YV =(10,-2). Luego: T = 5 = — . Por tanto,
y+40
la ecuacion del eje central es: 2x = 0 3 _15-2 3% El momento central respecto a A es:
Xo Yo Zo
Ga=Go+A0OAR=(17,15-6)+| -1 -2 2 = (21,15,-4). Luego: |Ga| = 4/682. 4°) El
1 0 -2
momento central minimo es: |Gmin| = R|]Q(|30 = 5% = ng . 59 Siendo «a, S,y los cosenos
directores de la recta, es decir: o = 1 - , B = 2 , Y = 3 , el momento
as v T T m
" ) 29 29./14
axicoes: 17a + 158 — 6y = = .
p=br i 14

N 10- Dado el sistema V1(2,5,-3), P1(1,1,0), V2(4,10,-6), P»(1,~1,2), V3(-6,-15,9), P3(1,0,3),

\74(—1,—%, %), P4(2,2,2); 1° hallar su centro; 2° hallar el eje central; 3°) hallar el momento
central G respecto a A(1,1,1).
. : > Vixi
Solucion: 1°) Las coordenadas del centro vienen dadas por: T Luego:
i
Xc = 2-1 +24+ 411 — g ’_11_ 1-2 _ 2, Yc=4, zc =12. Las coordenadas del centro son:
(2,4,12). 29 R = (—1,—%, %). La ecuacion del eje central es: x_—12 = y—54 = £ _312 . 39 El
2 2
Xo Yo Zg
momento central respectoa Aes: G, = | 2—-1 4-1 12-1 | = (32,—275, %).
4 5 3
2 2

N 11- Dado el siguiente sistema vectorial plano: V1(3,-2,0), P1(1,-5,0), V2(-3,1,0), P2(1,-1,0),
V3(=5,4,0), P3(3,3,0), V4(-1,2,0), P4(2,-3,0), V5(4,-2,0), Ps(1,3,0); 1° hallar su centro; 2°)
hallar el eje central; 3°) hallar el momento central Ga respecto a A(5,-3,1); 4°) lugar del punto B
tal que |Gg| = 5.

2 ViXi
2V

Solucion: 1°) Las coordenadas del centro vienen dadas por: Luego se tiene:
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_ —2+1+12+4-2 _ 13 13 0\ P _
Xe= 5 T a12-2 = 3 ;/—6 zc = 0. El centro es: (=2,6,0). 29 R = (-2,3,0). La
ecuacion del eje central es: _23 =Y ; 6 _ O =0 . 3% El momento central respecto a A es:
Xo Yo Zp
G = 13—3 -5 6+3 0-1 = (3,2,16). 4° Viniendo dado el momento central respecto a
-2 3 0
2 2
13 13
= 6-y -z -7 5 -X = -X 6-
B(x,y,z) por: |Gg| = y + 3 +] 3 . 5, operando,
3 0 0 -2 -2 3

se tiene la ecuacion del lugar pedido: 9x? + 4y? + 13z2 + 12xy — 150x — 100y + 600 = 0.

N 12- Sea un sistema tal que R - Go # 0. Hallar la suma de los volimenes de los tetraedros que tienen
por aristas opuestas dos vectores tomados de todas las maneras posibles.

Solucion: Sea el sistema: Vi,P1, Va,Pa,..., Vi, Py, EI volumen de uno de los tetraedros es:
Voly, = %(m,\n,vz) = %(P_ZVNZ ~-PiV1V,) = ——(V2V1P2 +ViV,P;). La suma de los
volimenes de los tetraedros que tienen una arista en comdn, es: > Voly =
-1 [Vle(ZV)+V2 > ViPi] %[\71@0 +RGi] = %[\7,@0 +RG;]. Luego la suma pedida

es: ZVoI 6G0

N13- El eje ZZ' es el eje central de un sistema de vectores cuyo |R| =10. La recta
X+y =4, y+z=4, es la base de uno de los momentos centrales del sistema. Hallar 1°) el

momento central; 2°) su punto de aplicacion; 3°) el momento minimo; 4°) el momento central Ga,
siendo A(4,0,4).

Xy z _
Solucién: | 1 1 0 |, luego: @ =1, =-1,y = 1. R|’I§| =|Go|]. Ry Go son paralelos. El
011

origen pertenece al eje central, y como el momento en el eje es minimo, Go es el minimo.
Go = (0,0,¢), R = (0,0,10).1° El momento central es: G¢ = (20,-20,20). 2°) Las coordenadas
del punto de aplicacion de dicho momento es: Pc = (2,2,2). 3°) El momento minimo es:
Gmin = Go = (0,0,20). 4°) EI momento central respecto a A es: Ga = (0,-40, 20).
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Seccion N - MECANICA

N 1- Expresar 1C.V. en el sistema C.G.S. (centimetro, gramo-masa, segundo) y en el sistema G, o de
Giorgi, (metro, kilogramo-masa, segundo).

Solucion: Se tiene: 1C.V.= 75kgm/s = 75 . 1kgfuerza-1m/s = 75 -980dinas-1000cm/s =
= 735 . 107 erg/s (sistema C.G.S.); 1C.V.= 735 - 107 = 10’W = 735W (sistema G).

N 2- Las agujas de un reloj tienen las longitudes: a el horario, b el minutero, ¢ el segundero. Calcular
las velocidades angulares y lineales de sus extremos. Nota: a, b, cen m.

Solucién: 1°) Horario: @ = %80 ~30%h =30"/s =0,0001454rad/s, v = 0,0001454am/s.

2°) Minutero: o = 360°h =6'/min =0,1"/s = 0,001745rad/s, v = 0,001745bm/s. 3°)
Segundero: w = 360°/60s = 6°%s = 0,1047rad/s, v = 0,1047cm/s.

N 3- Un hombre empuja un carruaje que pesa 2,5 toneladas, con una fuerza de 20kg; la resistencia del
camino equivale a una fuerza constante de 5kg. ¢Cuénto tardara en alcanzar una velocidad de
16 km/h?

Solucion: Es de aplicacion la férmula "fuerza por tiempo = masa por velocidad". Se
tiene: (20 -5)kg - tiempo = 2500 172, 40 71, Luego el tiempo viene dado por:

2500 40 1 %8 )
W.?.E :75,65.

N 4- El minutero de un reloj tiene 1,2m de longitud y el horario 0,9m. Hallar en cm por minuto las
velocidades de los extremos del minutero y del horario, a las 3 horas y a las 12 horas.

Solucion: Las velocidades del minutero y del horario son constantes en su cantidad, no asi en su

direccion. La velocidad del minutero es: é—’élZO = 12,566cm/s. La velocidad del horario es:
21

7—2090 = 0,7854cm/s. A las 3 horas, las dos velocidades son perpendiculares. A las 12 horas,

son paralelas.

N 5- Se deja caer una piedra desde lo alto de una torre de 30m de altura, y en el mismo instante se
lanza otra piedra desde la base de la torre verticalmente hacia arriba. Si se encuentran a la mitad de
la altura de la torre, calcular la velocidad de lanzamiento de la segunda piedra.

Solucién: Tiempo que tarda la primera piedra en caer 15min: 15 = 9’—28t2, t= % . Tiempo
que tarda la segunda piedra en subir 15m: 15 = Vot — %atz, 15 = Vot-15, t = 3—2 Los dos
tiempos son iguales: 30 _ &, Vo = 17,1464 m/s.

9,8 Vo

N 6- Una locomotora ejerce una fuerza constante de 4.000kg sobre un tren que pesa 200 t, subiendo
una rampa del 8 por 1.000. La resistencia de los carriles es constante e igual a 4,5kg por t. Hallar
el tiempo que tarda en alcanzar la velocidad de 40km/h a partir del reposo y la distancia recorrida
en ese tiempo.

Solucion: EIl peso del tren (fuerza vertical de 200.000kg) se descompone en dos fuerzas: una,
perpendicular al suelo de la rampa (200.000 cos6kg, siendo 6 el &ngulo que forma la rampa con la
horizontal) que es absorbida por ésta, y la otra, paralela al suelo de la rampa (200.000 sin0kg).
La resistencia de los carriles equivale a: 4,5 - 200cosfkg = 900cosfkg. Por tanto, la fuerza de
traccion es: 4.000kg — 200.000sinfkg — 900cosfkg. Como tan® = 0,008, la fuerza de traccion

es: 4.000 — 1600 — 900 = 1.500kg. Por tanto, la aceleracion es: W = 0,0735m/s2. El

9,8
: : : 40.000 _
tiempo que tarda en alcanzar la velocidad de 40km/h es: 606000735 151,2s. La
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distancia recorrida en este tiempo es: %0,0735 - 1512 = 840m.

N 7- Una masa de 250kg de peso, cayendo libremente, introduce un pilote de 270kg de peso, 5¢cm en
tierra, siendo la resistencia media de ésta de 25 t. Hallar la altura desde la que debe caer la masa
para que se cumpla lo descrito.

Solucion: Se plantean las ecuaciones: 250 [2gh = 250 +270 Lot £irV; 25000 - 0,05 = 210+250 2

9,8-2
250+270
( pag -+ 6.864)
2:9,8

Resolviéndolas, se tiene: V = 6,864m/s, h = = 10,4m.

N 8- La velocidad de retroceso de un cafién que pesa 40 t, queda anulada en 84cm, por la accion de
una fuerza media de 70 t. Siendo 700kg el peso del proyectil, hallar su velocidad inicial.

Solucion: Siendo V., la velocidad de retroceso, se tiene: 70.000 - 0,84 = Aéo 803 - V2. De donde:

V. =5,3677m/s. Siendo V, la velocidad inicial del proyectil, se tiene: 4d90800 V, = gogv
Luego: Vo = 306,7m/s.

N 9- Dos pesos, uno de 12kg y el otro de 11kg, estan unidos por una cuerda que pasa por la garganta
de una polea, que se supone sin rozamientos. Estando en reposo, se sueltan y al cabo de 2s se
quitan 2kg del peso mayor. Hallar el tiempo que tardan en detenerse y el recorrido realizado.

Solucién: Siendo a; la aceleracion durante los dos primeros segundos, se tiene:
(12.000 + 11.000) - a; = (12.000 — 11.000) - 9,8, a; = 0,4261m/s2. Siendo a, la aceleracion a
partir de los dos primeros segundos, se tiene: (10.000 + 11.000) - a, = (10.000 — 11.000) - 9,8,
a, = -0,4667m/s?. Por tanto, la velocidad alcanzada a los dos segundos, es:
V =0,4261-2 = 0,8522m/s. Siendo t el tiempo que tardan en detenerse a partir de los dos
segundos, se tiene: 0,8522 — 0,4667 -t = 0. De donde: t = 1,8265, es decir: 3,826s desde que
se sueltan. Siendo e; el recorrido en los dos primeros segundos, se tiene:

e1 % - 0,4261 - 22 = 0,8522m. Siendo e, el recorrido a partir de los dos segundos, se tiene:

0,8522 - 1,826 — % +0,4667 - 1,8262 = 0,7781 m. El recorrido total es: e; + e, = 1,63 m.

€2

N 10- Un ascensor tiene una aceleracion ascendente de 0,981 m/s2. Hallar 1°) la fuerza que ejerce
sobre el piso del ascensor un hombre que pesa 70kg; 2°) la fuerza que ejerce la misma persona
siendo descendente la aceleracion de 0,981 m/s?; 3°) la aceleracion ascendente del ascensor para
que la fuerza ejercida por la persona sea 85kg.

Solucion: 1°) 70 + 97% .0,981 = 77kg. 2°) 70 — 7—% .0,981 = 63kg. 3° 8570 = 7—% .a.
Luego: a = 2,1m/s?. ’ ’

N 11- Un tren de 400 t marcha cuesta abajo por una pendiente del 2% a 90km/h. Se aplican los frenos
de manera que la fuerza de frenado sea proporcional al tiempo, logrando parar el tren en 6min.
Hallar la fuerza de frenado.

Solucién: Sea f la fuerza de frenado, f = k -t. Siendo a la deceleracién, se plantea la ecuacion:

400.000 . . _ 9,8:k-t . 90.000 [ 98-k-t
ket= 38 @ De donde: a= o5 5s0-. Por tanto: oo j 200000 Ot =

90.000 9,8 k-t |*® . .
= — = 0. Luego: k = 15,747. Por tanto: f = 15,747 . tkg m, estando
3.600 | 400.000-2 |, g g

dado t en segundos. La fuerza méaxima de frenado se produce a los 360 segundos, por lo que:
f = 5.668,93kg m.

N 12- Un tren de 300 t se pone en movimiento, alcanzando una velocidad de 80km/h tras recorrer
2.000m en horizontal, con movimiento uniformemente acelerado. En ese momento aplica los
frenos, deteniéndose en 15 segundos (siempre en horizontal). Hallar 1°) el esfuerzo de traccion de
la locomotora y duracion del periodo de arranque; 2°) el esfuerzo de frenado y la longitud
recorrida durante el frenado.
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Solucion: 1°) Siendo t el tiempo de aceleracion, se tiene: 2.000 = 1. 8060000 -t. De donde:
180 = 3%0008 %O 000

t = 180s. Siendo f; la fuerza de traccién, se tiene: f; - 9.8 Luego:
fo = 3.779,3kg m. 2° Siendo f; la fuerza de frenado, se tiene: f; - 15 = 308%00 830 600000 , de

donde se obtiene: f; = 45.351,5kg m. Siendo e la longitud recorrida durante el frenado, se tiene

1 . 80.000 _
que:e = 5 - 3600 «15 = 166,67m.

N 13- Un tren de Pkg de peso, estd parado en el punto A de una rampa AB, recta y con una
inclinacién 6 con relacion a la horizontal. Se le sueltan los frenos, y el tren rueda por la pendiente
AB, y luego por el trayecto horizontal BC, parandose en C, sin que se hayan aplicado los frenos.
Conociendo la longitud AB y la fuerza de rozamiento, hallar la longitud BC.

Solucién: El peso P del tren, se descompone en una fuerza perpendicular a la rampa, (Pcos#), y
otra, paralela a la rampa (Psin@). Siendo s la longitud AB y p el coeficiente de rozamiento, el
trabajo realizado en el trayecto AB es: (Psin@ — pPcos6)s. El trabajo realizado en el trayecto BC,
siendo e su longitud, es: pPe. Por tanto se tiene que: (Psin@ — pPcosf)s = pPe. Luego:
(Psin@ — pPcos)s sin®
= = S(
pP

—€0s0).

N 14- Calcular la profundidad de un pozo sabiendo que desde que se deja caer una piedra desde su
brocal, hasta que se oye el ruido de su llegada al fondo, han transcurrido 6 segundos. La velocidad
del sonido es de 340 m/s.

Solucion: Tiempo de caida t. = /92—h , siendo h la profundidad del pozo. El tiempo que tarda el

Luego: te+t, =6, |20 4 N _ g h=1512m

sonido en llegar al brocal es: ts = 9,8 ' 340

_h

340°

N 15- La atraccion de un planeta sobre su satélite varia proporcionalmente a la masa del planeta e
inversamente al cuadrado de la distancia entre ambos. El cuadrado del tiempo de una revolucion
del satélite en torno al planeta, varia proporcionalmente a la distancia entre ambos e inversamente
a la atraccion. Hallar el tiempo de una revolucion de un satélite de Jupiter cuya distancia a éste, es
a la distancia de la Luna a la Tierra como 35/31. La masa de Jupiter es 343 veces la de la Tierra. El
tiempo de una revolucion de la Luna es de 27 dias.

Solucion: Sean: F la fuerza de atraccién, D la distancia entre satélite y planeta, y M la masa del

planeta. Se tiene que: F = c,-M -Cc, 2 = KB En el caso de la Tierra: 272 = K I\?IT En

E F M
)3D3 ( )3 , _
343|\/|T = 343 277 = 3,05881. Luego: Ty = 1,7489. El tiempo
en que el satélite de Japiter da una revolucion en torno a éste, es de 1, 7489 dias terrestres.

el caso de Japiter: T3 = K

N 16- A un movil en reposo se le aplica durante un tiempo t una fuerza igual a su peso y luego se deja
al cuerpo moverse libremente durante un tiempo suplementario T, tal que el camino total recorrido
sea e. Hallar: 1°) la expresion algebraica de T ; 2°) los valores de T y de la velocidad del movil al
final de su recorrido parat = 5sy e = 200m.

Solucion: 1°) P .t = %V, V=g-t,e=T:-V=T-g-t, T= ﬁ, siendo g la fuerza de la

gravedad. 2°) T = 928#5 ~ 4,085,V =9,8-5=49m/s.

N 17- Se da un cable de acero que soporta una carga maxima de 2.330kg con un coeficiente de
seguridad de 10. Est4 compuesto por 7 cordones de 37 hilos cada corddn. Individualmente, cada
hilo se rompe cuando se le aplican 120kg/mm? de seccién, pero su resistencia disminuye 1/8 al
retorcerlo para formar el cable. Calcular el didmetro del cable, sabiendo que es 21 veces el de cada
hilo. Nota: Coeficiente de seguridad = carga de ruptura/carga maxima.

Solucién: Carga de ruptura del cable: 10 - 2.330 = 23.300kg. Siendo S la secciéon en mm? de

cada hilo, la carga de ruptura del cable es: 7-37-120-8-%=23.300. De donde:
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S = 0,856775mm?2. Por tanto, el diametro de un hilo es: % = 1,044452 mm. EIl didametro del
cable es: 21 - 1,044452 = 21,9 mm.
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Problemas de Trigonometria

Seccion O - OPERACIONES - ECUACIONES

O 1- Poner en forma de producto la expresion E = 1 + cosa + €0S 2a.

Solucion: E = sina + cos?a + CoSa + c0S2a — sina = 2COSa<COSa +1) =

o+ 60° oo o —60°
o0

= 2cosa<cosa + %) = 2cosa(cosa + cos60°) = 4cosacos

0 2- Poner en forma de producto la expresion E = cosa + cos2a + cos 3a.

Solucién: E = 2cos a+23a cos a—23a +c0s2a = 20052a<% + cosa) =
— 2c0s2a(cos60° + cosa) = 4cos2acos 2+ 60° o5 60°—a

2 2

0 3- Demostrar la identidad sin3x + cos®x = (1 — sinxcosx)(sinX + cosx).

Solucion: sin®x + cos®x = sinx(1 — cos?x) + cosx(1 — sin?x) =
= SiNX + COSX — SiNXC0s2X — cosxsin?x = (1 — sinxcosx)(sinX + cosX).

0 4- Poner en forma de producto la expresion E = 1 — cos?a — cos?b — cos?c + 2cosacoshcosc.

Solucién: E = (1 — cos?a)(1 — cos?b) — cos?acos?b — cos?c + 2cosacosbcosc =

sin2asin®b — (cosacosb — cosc)? =

= (sinasinb + cosacosb — cosc)(sinasinb — cosacosb + cosc) =

—[cos(a —b) — cosc][cos(a+ b) —cosc] =
a-b+c,a-b-c a+b+c

— _Aci : at+b-c
= —45sin 5 sin 5 sin 5 sin 5 .
; ; 1 1 _ 2
0 5- Demostrar la identidad fana T cota - Sinoa
Solucién: £osa sina _ 1 __ 2

= + = < .
sina cosa sinacosa sin2a

0 6- Demostrar la identidad 2(sin“a + cos*a + sin®acos?a) = sin®a + cos®a + 1.

Solucidn: 2(sin“a + cos*a + sinacos?a) = 2(1 + cos*a — cos?a)? =
= 2 4+ 6cos*a — 4cos?a + 2cosa — 4cos®a = (1 — cos?a)* + 1 + cos®a = sin®a + cos®a + 1.
A B C

O 7- Demostrar que si A+ B+ C = 7, se tiene que sinA +sinB —sinC = 4sin 5 sin 5 C0S -

Solucion: sinA +sinB —sinC = sinA +sinB —sin(A + B) =
— sinA(L — cosB) +sinB(1 — cosA) = 4sin 2 cos A sin2 B 1 4sin B cos B sin2 A =

2 2 2 2 2 2
A B A

_acinAcin B cin A+B _ 4cin A cin B ¢0c C
_4sm25|n25|n > 4sm25|n2c052.

0 8- Hallar el valor simplificado de la siguiente expresion:

sin2.645°[cos?(£~ — 35°) — sin®(—1.855°%)]

sec1.295°cos(-3.170°) '

sin125°[c0s?235° — sin?(-55°)]  sin’55°[c0s?55° — sin*55°]
sec 215°cos(—290°) B —sec 35°cos 70°

_ sin55°c0s110° _ sin55° = sin?55° = 0. 671.

Solucién: A =

—sec 35°cos 70° sec 35°

09- Demostrar la identidad (1 + tanx)? + (1 + cotx)® = (secx + cscx)?.
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) <1+cosx> (sinx +cosx)® 1.1 2

Solucion: (1 +
COSX sinx sin2x cos2x COSX sinx

= (SecX + cscx)?.

. . 5-1 , . " . .
0 10- Sabiendo que sinx = ‘/—4 , calcular las demaés razones trigonométricas, racionalizando los

resultados.
10+2,/§ . (3J_ 5) 1/10+2
anx =

Solucién: cosx = t—————,

(J‘+1),/10+2 S ,/‘),/10+2 ssox = /5 41

cotx = + ,

011- Si2cosf =a+ %, hallar el valor de 2cosn@, en su forma mas sencilla.

Solucion: eX¥ = cosx+isinX, e™ =cosx—isinX, 2cosx =eX +eX =X 4 % =a+ %,
siendo a = e*. Por otra parte: 2cosnx = e™ +e™™ = e™ 4 e%x' . Luego: 2cosnf = a" + %.

012- Calculary = sec6°7'8".
Solucion: y = 1,005729786.

0 13- Calculary = sin sin sin82°,
Solucion: y = sin[sin(sin82°)] = 0,0003016378815.

O 14- Demostrar que sin(a — b) + sin(b — ¢) + sin(c — a) + 4sin a5 . E -

Solucion: sin(a—b) +sin(b —c) +sin(c —a) =
— 2sin@=Ccos @+ C=2b | ogjn C—a (o Caa =

2
= 2sin CEa(—cos a+c2—2b +COS CEa) = —4sin CEa sin bEC sin aEb, con lo que el
enunciado queda demostrado.
) ; o _ _cosacosl3a _ T
O 15- Hallar el valor simplificado de A = 0533 -+ cOS5a " para a = 4=
13r _ A
Solucién: A — cosacosl3a _ €517 _ €057 __1
' 2cos4acosa 2cos A% 2cos A 2°
17 17

O 16- Demostrar que tan3a — tan2a — tana = tan 3atan2atana.
sin3acos2a —sin2acos3a _ g —

Solucion: tan3a —tan2a —tana =
) cos3acos2a

_ sina _tana = SN a(cosa —cos2acos3a) _

cos3acos2a cos3acos2acosa _ )
_ sinafcos(3a —2a) —cos2acos3a] _ sina(cos3acos?2a + sin3asin2a — cos2acos3a)

~_ cos3acos2acosa cos3acos2acosa

— Sinasin2asinda_ _ tan4tan2atan3a

cos3acos2acosa '

017- Siendo A+ B+ C = 90°, calcular el valor de la expresién E = COtA+COtB + cotC
cotAcotBcotC

Solucion: E = tanAtanB + tanBtanC + tanCtanA. Como para A + B + C = 90°,

tanA+tanB+tanC—tanAtanBtanC _ ; .
tan(A+B+C) = _tanAtanB —tanBtanC — tanCtanA ' >° tiene que:

l—tanAtanB—tan BtanC —tanCtanA = 0. Luego, E = 1.

018 Siendo A+ B+ C = 180°, calcular el valor de la expresién E = SIN2A +8in2B +sin2C
cosAcosBcosC
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2sin(A+B)cos(A—-B) +2sinCcosC _ 2[sinCcos(A—B) +sinCcosC]

Solucion: E= cosAcosBcosC B cosAcosBcosC
_ 2sinC[cos(A—-B) +cosC]  2sinC[cos(A—B)—cos(A+B)] _ 4sinCsinBsinA _
B cosAcosBcosC - cosAcosBcosC ~ cosAcosBcosC

4tanAtanBtanC. Como para A+B+C =180° se cumple que: tan(A+B+C) =
tanA+tanB +tanC —tanAtanBanC_ _ 5 gequciéndose que: tanA+tanB +tanC =

~ 1-tanAtanB —tanBtanC — tanCtanA _ _ -
tanAtanBtanC. Por tanto, el valor de la expresion del enunciado es el siguiente:

E = 4tanAtanBtanC = 4(tanA +tanB + tanC).

2_
019- Simplificar lo mas posible la expresion E = arccos% + arctan‘l)(T9 — 2arcsec 23)(
siendo x > 2, y considerando los arcos iguales 0 menores que %
Solucién: E = arccos% + arccos 1 > 2arccos% =
J ( Jax? -9 )
1+ ————
3
— ArcCoS -3~ + arccos - — 2arccos - = 0
2X 2X 2X '
i — 08 - cos 27 cos S cos AT ~os DT o5 BT os 17
0 20- Calcular el producto P = cos 15 COS ] COS -5~ COS &= COS < =~ COS <= COS
Solucion: Siendo: cos :_%75[ = €0s36° = 1+4‘/— (decagono regular), cos?—g = C0S72° =
_ 1 ﬁ (pentégono regular) se tiene'
_ T Ar 2n in 3r br ST _
(cos 15 cos )(cos 15 cos )(cos 15 cos )cos 15

_ 1 St 3 O 5r O 3r 5z _
(cos +cos ) (cos 15 +cos ) (cos 15 +cos )cos 15

15
:_(l+1+‘/_ 1 J_ 1 J_ 1+‘/_):L
z 4 +3) 4 27"

sin 32d cos(a +d)
ind
sin 5

Solucion: cosa + cos(a + 2d) + cos(a + d) = 2cos(a + d)cosd + cos(a + d) =
3sind - 4sin3%

0 21- Demostrar que cosa + cos(a+ d) + cos(a + 2d) =

= cos(a+d)(1+2cosd) = cos(a+d)(3— 4sin2%) = cos(a+d) 2_ g =
sin o
2
cos(a + d)sin 32d
_ —
sin 5

sin%sin(am)
- d :
sin 5
Solucion: sina + sin(a + 2d) + sin(a + d) = 2sin(a + d)cosd +sin(a+d) =
= sin(a+d)(1 + 2cosd) = sin(a + d)(3 — 4sin? g ) =

0 22- Demostrar que sina + sin(a + d) + sin(a+ 2d) =

3sin% —4sin3% sin(a + d)sin 32d
=sin(a+d) — = —
sin > sin >

023- Siendo I, = cos2X + €0S22X +...+€0s%nX, J, = COS2X + COS4X +...+cos2nx, hallar la relacion
. sinnxcos(n + 1)x
existente entre I, y Jn. Calcular 15 y J;. Demostrar que J, = sin(x )

Solucién: Siendo: cos2a = 2cos?a — 1, se tiene que: J, = COS2X + COS4X +...+C0S2NX =
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= (2c0s?x — 1) + (2c0s22x — 1) +...+(2cos?nx —1) = 2l,—n. Como (ver * mas abajo):

n cos (1D g na

— 5 5 . . cos(n + 1)xsinnx
Zcosha = 2 ) 2 , haciendo: a=2x, se tiene: J, = ( . ) ,
ho1 sin & sinx

cos(n + 1)xsinnx

Jo+n sinx TN cos(n + 1)xsinnx + nsinx . )
Iy = =5 = § = SN . Aplicando estas formulas,
se obtiene: J; — €0S4XSIN3X | _ COSA4XsIN3X + 3sINX
sinX 2sinx

(n+1)ai _nai_ —nai
n n n ) ) e 2 (e 2 —e 2 )

(¥) Y cosha+i) sinha =) e = el —edl _ . : =
h=1 h=1 h=1

et -1 e% — e_Tal
(cos% +isin %) sin %
= S @ , Cuya parte real es:
n Coswsinﬁ
cosha = 2 2
hz:; sin%

0 24- Efectuar lasuma C = cos®a — % cos®3a + % cos®3%a —... +(—1)”% cos®3"a +...

Solucion: Siendo cos®a = £0538 | 3C0SA g6 tiene que:

Cc — cos3a _ 3cosa _ cos3%a _ cos3a , cos3%a , cos3?a _ cos3‘a _ cos3®a
4 4 3.4 4 32.4 3.4 3.4 3.4
= % (los restantes sumandos se van anulando dos a dos).

+...=

0 25- Transformar en forma de producto, la expresion E = tana — 2tan2a + tan 3a.

Solucion: E = tana —tan2a + tan3a —tan2a = sin(a — 2a) + sin(a—2a) _
cosacos2a  cos3acos?2a

sina -1 1 ) sina

= + = cosa—cos3a) =
cos2a \ €C0sa " cos3a c0s2acosacos3a ( )

_ sina 4(cosa — cosa) — 4sinacosasin®a _ _4sinasin?a
cos2acosacos3a cos2acosacos3a cos2acos3a’

0 26- Demostrar que en un tridngulo plano, se cumple que
a+b+c -1
a(cosB + cosC) + b(cosA + cosC) + c(cosA + cosB)

Solucion: En un tridngulo plano se cumple que: a = bcosC + ccosB, b = ccosA+acosC,
c = acosB + bcosA. Sumando las tres igualdades, se tiene:
a+b+c=a(cosB+cosC)+ b(cosA+cosC) + c(cosA + cosB).

0 27- Demostrar que sin*acos(b — ¢) + sin®bcos(c — a) + sin®ccos(a — b) = 3sinasinbsinc, cuando
a+b+c=180°.

Solucion: En la demostracion se utilizan las siguientes igualdades, paraa + b + ¢ = 180°:
sin2a + sin?b + sin?c = 2(1 + cosacosbcosc), sin2a -+ sin2b + sin2c = 4sinasinbsinc,
tana + tanb + tanc = tanatanbtanc. Se trata de demostrar la igualdad:
sin®acos(b — ¢) + sin®bcos(c — a) + sin®ccos(a — b)
cosacoshcosc
Y sin*acos(b—c) D _sin*a[coshcosc + sinbsinc]
cosacosbhcosc cosacosbcosc B

- g . _ _
— 3" sin‘acosbcosc , 3~ siN-asinbsine _ $anasin?a + tanatanbtanc Y sin?a =
cosacosbcosc cosacosbcosc

= > tana-— ) sinacosa +tanatanbtanc_sin%a =

=Y tana-— %Zsin2a+tanatan btanc)_sin%a =
= tanatanbtanc — 2sinasinbsinc + 2tanatanbtanc(1 + cosacosbcosc) =

= 3tanatanbtanc.

En efecto:
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= tanatanbtanc — 2sinasinbsinc + 2tanatanbtanc + 2sinasinbsinc = 3tanatanbtanc.

. 2
028- Demostrar que Inx = iarccos %

. X241
Solucion: x = e 2.~ — cos(arccos )(22—;1) + isin(arccos —XZZ”)L( 1y-
2 . 2 2 2 2 . )
= Xt 2;1 * "/1— (—X 2; 1) = X 2;1 FX 2;1. Con el signo + se cumple la igualdad
propuesta.

0 29- Hacer calculable por logaritmos la expresion E = 1 + 2sina — sin2a.
Solucién: E = 1+ 2sina(1 —cosa) =1+ 4sinasin2%. Haciendo tan6 = 4sinasin2%, se tiene:
sin(0 + %) J2 sin(6 + %)
E=1+tanf =tanZL +tang =

4 cos % cosf coso

0 30- Resolver la ecuacion 4sinxcosx = 1.

Solucion: 2sin2x = 1, sin2x = % obteniéndose para 2x los valores: 30° + 2kz, y 150° + 2kr, y
para x, los valores: 15°+kz y 75°+ kz. Luego las soluciones dentro de los cuatro primeros
cuadrantes, son: 15°, 75°, 195°, 255°,

0 31- Resolver la ecuacion sin5x = sin 3x.

Solucion: 5x = 3x+ 2kw, 5x = 7 —3x+ 2kr. Luego se tienen las siguientes soluciones:
X =kr, X= (ZkJrTl)n Luego las soluciones dentro de los cuatro primeros cuadrantes, son: 0°,
45°,90°, 135°, 180°, 225°, 270°, 315°.

0 32- Resolver la ecuacion tan2x — secx = 1.

Solucién: sin?x — cosx — cos?x = 0, 2c0s?X + cosx—1 = 0, CoSX = _14i 3 % y —1. Luego:
X = arccos % = 2k +60°, x = arccos(-1) = (2k + 1)x. Luego las soluciones dentro de los cuatro

primeros cuadrantes, son: 60°, 180°, 300°.

0 33- Resolver la ecuacion sinx + sin3x = sin2x + sin4x.

Solucion:  2sin2xcos(—x) = 2sin3xcos(—x). Una familia de soluciones corresponde a:
cos(-x) =0, x=Z +kr. Otro conjunto de soluciones a: sin2x =sin3x, de donde:

2
2X = 3X+ 2km, X = 2k, y 2X = w — 3Xx + 2Kz, X = (ZkJFTl)” Luego las soluciones dentro de los

cuatro primeros cuadrantes, son: 0°, 36°, 90°, 108°, 180°, 252°, 270°, 324°.

0 34- Resolver la ecuacién 2sin?x + 3cosx — 3 = 0.
3

X = arccos1 = 2kz. Otra familia es: x = arccos%

los cuatro primeros cuadrantes, son: 0°, 60°, 300°.

I+

1 Una familia de soluciones es:

Solucién: 2cos®x —3cosx+1 =0, COSX =

e

2km + 60°. Luego las soluciones dentro de

0 35- Resolver la inecuacién tanx + sinx > 0.

Solucion: sinx(WlSX +1) > 0. Luego para sinx > 0, es decir, 0 < x < 180° ha de cumplirse
que: ﬁ +1 >0, es decir: —90° < x < 90° siendo la solucion comun: 0° < x < 90°. Para

sinx < 0, es decir: 180 < x < 360° ha de cumplirse: Wlsx +1 <0, es decir: 90° < x < 270°,

siendo la solucién comun: 180° < x < 270°. Luego x ha de encontrarse en los cuadrantes primero
y tercero, no valiendo sus valores extremos.

1

0 36- Resolver la ecuacién sin®2x — 2sin’x = I
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Solucion: 16sin*x —8sin®x+1 =0, sinx = J_r%. Las soluciones son: 2kz +30°, 150°+ 2kr.
Dentro de los cuatro primeros cuadrantes, las soluciones son: 30°, 150°, 210°, 330°.

1 —sinx < 1 +sinx
1-2sinx = 1-4sin%’

0 37- Resolver la inecuacion

Solucion: _L=sinx_ _ 1 + sinx _ (1-sinx)(1 +2sinx) -1 —sinx _
' 1—_2sé|nx (1-2sinx)(1 + 2sinx) (1 —2sinx)(1 + 2sinx)
—25In°X < 0. Luego, siendo el numerador negativo, ha de verificarse que:

N (1—2sinx)(1 + 2sinx)
(1-2sinx)(1 + 2sinx) > 0, es decir, que los dos factores han de tener el mismo signo. Para

1-2sinx >0, 1+ 2sinx > 0, la solucion es: _71 < sinx < % es decir: 150° < x < 210°, o

bien: 1-2sinx <0, 1+2sinx<0, es decir: 0°<x<30° y 330°<x < 360° Para
1-2sinx < 0, 1+ 2sinx < 0, no existe solucién.

: y _ 2 ]
038 Resolver la inecuacion —L98X_— - 1=2C0S°X ' ¢ando x varia entre 0° y 360°,
4c0s°x — 3 3 — 4cos“x

_ _ 1
cosX 1 -—2cos?x cosX + 1 — 2cos?x (cosx — 1)(cosx + 2)

Solucion: = = > 0.
4cos’x —3 3 —4c0s?x 4cos?x — 3
(cosx — @)(cosx + g)
Numerador y denominador son ambos positivos para: g < cosx < 1, y son ambos negativos
para: — 23 < COSX < _71 Luego x puede encontrarse en los siguientes intervalos: 0° < x < 30°,

120° < x < 150°, 210° < x < 240°, 330° < x < 360°.

039- Resolver la inecuacion 4+ =28INX o 1+5siNX 3040 x varfa entre 0° y 360°.
1+ 3sinx 1 — 9sin2x

1—2sinx 1+ 5sinx _ (1-2sinx)(1 - 3sinx) — 1 —5sinx

Solucmr-]: 1+3sinx  1-9sin® (1 +3sinx)(1 - 3sinx) B

_ __2sinx(@sinx—10) 2sinx(3sinx - 5) >0. Como (3sinx—5) es siempre
(1 + 3sinx)(1 — 3sinx) —9(sinx+%)(sinx— %)

negativo, se tendra: sinx > 0. Por tanto, las soluciones para sinx, son, o bien:

(sinx + %)(sinx - %)
sinx > % 0 bien: _Tl < sinx < 0. Luego x puede encontrarse en los siguientes intervalos:
190928'16"4 < x < 160°31'43"6, 180° < x < 199°28'16"4, 340°31'43"6 < x < 360°.

0 40- Encontrar un angulo tal que la suma de sus seis razones trigonométricas sea un valor dado m.

Solucion: Operando en dicha suma: sinx+ COSX + tanX + COtX +SecX + cscX, se tiene:
sinx + cosx + SX  cosx 1L giny 4+ cosx+ ——L— 4 SINX+COSX _
S|r>x sinx SinXxcosx SinXxcosx

_ - 2 _ . . o . _—
= J1+sin2x (1+ SN ox + Snox — m. Haciendo: y =sin2x, se tiene la ecuacion:

2 Y _m_2 2)\% _ _2Y 2 (m2_ _
/1+y<1+ y_) =m-, (1+y)<1+ y) - (m y) , Ye—(m2 -5y +4(2+m) = 0. Para
que esta ecuacion tenga sus raices reales, su discriminante A = (m? —5)2 — 16(2 + m), ha de ser
> 0; es decir, A = (M2 -5)2-16(2+m) = (m+1)2(m-1-2/2)(m-1+2,2) > 0.

Luego las raices son reales para m > 1+2/2,y para m<1-2,/2 (para m = -1, se obtiene
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y = =2, solucién no vélida). Los valores de m que hacen que s6lo haya una raiz en el intervalo
(-1,+1), vienen dados por: y(-1) - y(1) < 0, es decir:
1-m?+5+8+4m)(1+m?-5+8+4m) = (-m? +4m + 14)(m? +4m + 4) =
=-(M-2-3y2)(M-2+3J2)(M+2)2 < 0. Luego para m <2—-3,/2 y param > 2+3,/2,
hay una sola solucion valida para el angulo pedido. Los valores de m que hacen que haya dos
raices en el intervalo (-1,+1), vienen dados por las siguientes inecuaciones: a) siendo la suma de
las dos raices S = m? — 5, ha de cumplirse: =2 < m?2 -5 < 2; luego: —J/7 <m < J7, m> /3,0
bien, m < —/3; b) siendo el producto de sus dos raices P = 4(2+m), ha de cumplirse:
-1 <4(2+m) < 1; es decir: —=2,25 <m < —1,75; c) para que haya dos raices en el intervalo
(-1,1), han de cumplirse las condiciones: y(-1) >0, y(1)>0, es decir:
1-m2+5+8+4m >0, 1+m?—-5+8+4m > 0, es decir: para 2—-34/2 <m < 2+ 3/2.(para
m = —2, se obtiene para y los valores 0, y —1, que son soluciones validas). EI conjunto de las tres
inecuaciones se cumple en el intervalo comun: 2-34/2 <m < 1-2J2, donde hay dos
soluciones validas para el angulo pedido. Para los valores frontera, se tiene: 8) m = 2 + 3/2, una
raiz valida; b) m = 1 — 2/2, una raiz doble valida; ¢) m = 2 — 3,/2, dos raices validas. Por tanto,
los intervalos definitivos son: a) para una raiz valida, los intervalos son:
m<2-3J2, m>2+3/2; b) para dos raices vélidas: 2 - 3J2 <m < 1-2,/2, con el detalle
de que param = 1 —2,/2, laraiz es doble.

0 41- Encontrar un arco x tal que la relacion de su tangente a la cuerda que subtiende, sea igual a un
namero dado m.

X
cos X
Solucién: La cuerda mide 2sin %, Luego: —@NX - m = —XZ Haciendo y = cos £,
2 2sin 2c052§—1 2

se tiene la ecuacion: 2my? —y—m = 0. Para que esta ecuacion tenga sus raices reales, su
discriminante A = 1 + 8m?, ha de ser > 0, lo que sucede siempre. Para que sélo haya una solucién
en el intervalo (—1,1), ha de cumplirse que: y(-1) - y(1) < 0, es decir: (m—-1)(m+ 1) < 0, por lo
gue: -1 < m < 1. Para que haya dos soluciones en el intervalo (-1,1), han de cumplirse las
siguientes inecuaciones: a) siendo la suma de las dos raices S = L, ha de cumplirse:

2m
-2 < % < 2; luego, m > 0,25, m < -0,25; b) siendo el producto de sus dos raices constante,
P= % no implica ninguna condicion; c) para que haya dos raices en el intervalo (-1,1), ha de

cumplirse para m >0, que: y(-1) >0, y(1) >0, es decir: m>1; y para m<O0, que:
y(-1) <0, y(1) <0, es decir, m < —-1. El conjunto de estas condiciones se cumple en los
intervalos comunes: m < -1, m > 1. Para los valores frontera, se tiene: a) m = 1, dos raices
validas; b) m = -1, dos raices validas. Por tanto, los intervalos definitivos son: a) para una raiz
valida: =1 < m < 1; b) para dos raices validas: m < -1, m > 1.

0 42- Resolver la ecuacién sin®x + 2sinXcosx — 2¢0s?x = m.

Solucion: tan?x + 2tanx — 2 —m(tan®x + 1) = 0. Haciendo: y = tanx, se tiene la ecuacion:
y2+2y-2-m(y?+1) =(1-m)y>?+2y-2-m =0 EI discriminante A de esta ecuacion, es:

A=1+(1-m)@2+m) :—m?—m+3:_(m__—1—2~/E ) — —1+2JE N

4 -2 2
51
Para que esta ecuacion tenga raices reales, A > 0, para lo cual: _1_T /13 <m< _1+T “13. En
este intervalo siempre hay dos raices reales distintas cuyos valores son:
1+ /= 2 _ 14+ / ;
y = tanx = 14 1”1 - m+3 . Param = 1_T13 hay una raiz real doble.

203



043- Resolver la ecuacion tan(a + x) tan(a — x) = +—=2€0s2a

1+2cos2a’
. 1-2cos2a _ _tan?a-—tan?x _ 3tan’a-—-1 _
Solucién:  tan(a + x)tan(a — x) — 11200523 ~ 1-nlataniy  —tan’as3 0. Luego

operando y simplificando, se tiene la ecuacién: 3tan?x(1 —tan*a) — 1 + tan*a = 0, de donde se
. _ 3 i
obtiene: tan®x = _l-tan'a _ 1 , tanx = +— /3 , X = krr +30°. Dentro de los cuatro primeros
3(1-tan*a) 3 3 d P
cuadrantes, las soluciones son: 30°, 150°, 210°, 330°.

O 44- Resolver la ecuacién sinxtanx + 2cosx = m.

Solucién: 1 —cos?x +2c0s?X —mcosx = cos’Xx —mcosx +1 = 0. Haciendo y = cosx, se tiene:
y?2—my+1 = 0, cuyas raices son reales cuando su discriminante A = m? —4 > 0, es decir, en los
intervalos: m < -2, m > 2. Param = £2, hay una raiz doble, y = £1, que es vélida. Param > 2,
siendo el producto de las dos raices 1, hay una sola raiz < 1, que es valida. Para m < 2, hay una
sola raiz > -1, que es valida.

0 45- Dada la ecuacion f(x) = (m — 1) cos?x — 3m cosx +2m = 0, demostrar que param = 15 , hay
un unico valor de x comprendido entre « y , 'y calcularlo. Demostrar que no hay ningun valor
de m que haga que la ecuacion tenga dos ralces comprendidas entre £ 3V 7.
. ~ 3m+ J/m?+8m 1 2
Solucién: cosx = 2(m-1) . Param = 15" cosx tiene los valores: 2 y < luego x
adquiere los valores: (2k + 1)7r+ L 'y 2kr £73°23'54"4. Luego entre © y 3”, s6lo esta la

1 > cosx > 0. Para que haya dos squC|ones de cosx en ese

solucion: x = 240°. Entre % 3y 2, >
intervalo, han de cumplirse las siguientes condiciones: a) A = m? + 8m > 0, luego, m > 0, o bien,
m < -8; b) la suma de las dos raices debe estar entre 0 y 1, es decir, 0 < % < 1, luego,

—0,5 < m < 0. No es necesario seguir con otras condiciones, pues los intervalos calculados son

incompatibles, luego la ecuacién dada no puede tener dos raices comprendidas entre 2 TV 5 2
046- Resolver la inecuacion | = sin3x —sinx
tan?x — (1+J_)tanx+J_
sin3x — sinx _ —2sinx(2sin’x - 1)

Solucion: | = = =
tan?x — (1 + ¥/3)tanx + /3 (tanx — 1)(tanx — /3)

—4sinx(sinx - %) (sinx + %
= > 0. Dentro de los cuatro primeros cuadrantes, se tiene

(tanx — 1)(tanx — 4/3)

el siguiente cuadro de signos para cada uno de los cinco factores dependientes de x, y para |

FaCtoreS 0°-45° | 450-60° | 60°-90° | 90°-120° | 120°-135° | 135°-180° | 1809/225° | 225°-240° | 240°-270° | 270°-300° | 300°-315° | 315°-360°
(@) sinx . N N N + N

(b) sinx— 2| | .| .| . | .

(c) sinx+ % + + + + + + + - - - - +
(d) tanx—1 - + + - - . . + N

(e) tanx— /3 | - - N . . . . . N

| = —4bc/de N N - - - N - - N + .

Luego la solucion corresponde a los intervalos: 0° — 60°, 135°— 180°, 240° — 315°. Como casos
particulares, en el cuadro siguiente se estudian los valores de | correspondientes a los siguientes
valores de x: 0°, 45°, 60°, 135°, 180°, 240°, 270°, 300°, 315°.
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X — | 00| 45° | 60°| 1350 | 180° | 240° | 270° | 300° | 315°
>0 |+(x) | —0| O | 0 |+(*)| O | + | 0

Teniendo en cuenta esto Gltimo, los intervalos son: 0° < x < 60° 135° < x < 180°,
240° < x < 270°, 270° < x < 315°.
(x) Aplicando L’Hopital

7 C0S 2X

0 47- Resolver la ecuacion f(x) = 3(cotx —tanx) — =242 = (
1 + cos2x
soL L _ 6cos2x _ _7cos2x  _ 6 7 _
Solucion: Operando, se tiene: f(x) = Sinox T+ COS2X COS 2X Snox ~ 15 cosox )

_ C0s2x(6 +6cosax— 7sin2x) _ 0. Para: cos2x = 0, se tiene: 2x = 2kzr +90°, x = kz + 45°,

sin2x(1 + cos 2x)
Para: 6 +6c0s2x—7sin2x =0, se tiene: 6+

12 — 14tanx = 0, tanx = 9 X = 40°36'04"66 + kr.

6(L-tan™) _ 14tanx _ 3 pe donde:
1 + tan?x 1+ tan®x ' '

O 48- Eliminar x e y entre las expresiones:
asin®x +a'cos?x = b, acos?y +a’'sin’y = b’, atanx = a'tany.
b— a’ b'—a

-, . / - /_ —
Solucién: sin?x = =2 gipzy— b -a 5 a-a __ a/za—/a. Operando y
a—a a —a 1- b a’ 1_b-a

—-a a’
dividiendo por a — a’, se tiene: aa'b —abb’ + aa'b’ —a bb’ =ab'(-b+a’)+a b(a b") = 0.

0 49- Dividir el angulo de 45°, en dos, de forma que sus tangentes estén en la relacion 5 a 6.

i tanx _ 5 _ tan x _ tanx(1 + tanx) .
Solucion: a5 —x) 6~ tndS—tnx_ ~  1-tanx Operando se obtiene la
1 +tan45°tanx

siguiente ecuacion: 6tan®x + 11tanx —5 = 0, cuyas raiz valida (la segunda raiz es negativa) es:
tanx = 0,3770145583, x = 20°39'25"82, 45° — x = 24°20'34"18.

050- Resolver el sistema sin(3x — %) = cos(y + %), tanx = cot2y. Las soluciones se
circunscribiran a los cuatro primeros cuadrantes.

Solucion: De la primera ecuacion se obtlenen las siguientes igualdades: a)

——(3x—l)—y+6, es decir: 3x+y—T” ) (3X——)—27r (y+l) es decir:

y—-3x=rm; c) —[?—(3x—%)]:y+€, es deC|r. 3x-y=m; d) —[?—(3X—%)]:

=2r—(y+ %), es decir: 3x+y = STH De la segunda ecuacion: €) x = % -2y, es decir:

X+2y = %; fyx = % — 2y +, es decir: X + 2y = 37” Emparejando las igualdades a), b), c), d)
con e) y f), se tienen ocho sistemas de ecuaciones que dan las siguientes soluciones:

Soluciones | a-e | a-f b-e b-f | c-e |c-f| d-e d-f
X | 89 | 265n | 27x | 5 | m | 297 | 23¢

6 30 14 14 14 | 2 | 30 30
y | 283n | 52 | 1lx | m | m | B3x | 1lx

6 30 14 14 14 | 2 | 30 30

051- Resolver la ecuacion sin2x — 2 cos2x + % = 0.

2 _ _
Solucion: Haciendo: y = tanx, se tiene: y Jg}: 1 2 = y y?-(kyf 2) = 0, Luego las raices son:

x = arctanl = 45° + kr, x = arctan(-2) + kzr = 116°33'52"18 + k.

0 52- Resolver la ecuacion sinx + sin2x + sin3x = 1 + cOSX + COS 2X.
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sin % sin2x  sin % cosx  (3sin % - 4sin3%) cosx(2sinx — 1)
Solucion: £_o - £ o = £ -

SIn ? SIn ? SIn ?
= (3 —4sin2§)cosx(25inx— 1) = 0. Las soluciones son: a) 3 —4sin2% =0, x =120°+ 2k,
X = 240° + 2krz; b) cosx =0, x = 90°+kzx; c) 2sinx—1 =0, x = 30°+ 2kz, x = 150° + 2kr.
Dentro de los cuatro primeros cuadrantes, las soluciones son: 30°, 90°, 120°, 150°, 240°, 270°.

053- Dividir un cuadrante en tres partes tales que el coseno del arco intermedio esté con los cosenos
de los otros dos arcos, en las relaciones my n.

io L cosb _ cosh _ —_ ono . —
Solucién: ¢osa =M, ¢osc =N a+b+c =900 Por tanto: mcosa = ncosc,

cosbh = sin(a+c) = sinacosc + cosasinc, m = tanacosc +sinc, tanacos’c = (m-sinc)?,

1- n2cos?c

m?2 2 m?2 — ncos?c SN2 ‘4 : m2n2 — m2 + n?
Wcos C= B (m —sinc)4, obteniéndose: sinc = rn? ,

2
. 2n2 2 2 . 2n2 _m2 _ n2 . . 2n2 2 2
sina = MN TnT N°  sinp = M=N 2mn:1 N°  Las soluciones son: arcsin =N ZTnTn n-
arcsin M2n2=m? —n? o.q m?n? —m? + n

2mn ’ 2mn?2 '

0 54- Resolver la ecuacion 3sin?2x + sin?4x — 3 = 0.
Solucién: 3sin?2x + 4sin?2x(1 - sin?2x) — 3 = —4sin*2x + 7sin?2x — 3 = 0, cuyas raices son:
sin2x = +1, sin2x = i@. Luego: 2x = 90°+ 2kz, 270°+ 2kz, 60°+ 2kz, 120°+ 2k,

240° + 2kzr, 300°+ 2kz. Por tanto: x = 45°+ kr, 135°+ km, 30°+kmz, 60°+ km, 120°+ kr,
150° + kz. En los cuatro primeros cuadrantes, las soluciones son: 30°, 45°, 60°, 120°, 135° 150°,
210°, 225°, 240°, 300°, 315°, 330°.
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Seccion P - TRIGONOMETRIA PLANA

P 1- Resolver un triangulo del que se conocen: 2p = 285,3742, A = 49°51'50"03, B = 53°45'57"25.

Solucién: El &ngulo C mide 76°22'12"72. Aplicando la formula; —&— = —B_ — _C_ _§ e
SinA sinB sinC

obtienen las igualdades: a = 0,7645153788k, b = 0,8066086946k, ¢ = 0,9718385698k. Luego:
a+b+c = 2542962643k = 285,3742. De donde: k = 112,2211531. Por tanto, los lados miden:
a = 85,79479737, b = 90,51855781, ¢ = 109,0608449.

P 2- Resolver un triangulo del que se conocen: r, = 10,5, r, = 14, r. = 12.

Solucidn: rarp +rpre + rera = p2 = 441 = Lrbrc r=4, ra+rp+rc—r=4R, R = 8,125,
cot% = r_F: =2, A =53°07'48"37, a =2RsinA = 13. De forma analoga: B = 67°22'48"49,

b = 15, C = 59°29'23"14, ¢ = 14.

P 3- Se necesita trazar una curva de 800 metros de radio, entre dos alineaciones rectas AB y CD de
una linea de ferrocarril, que se cortan en E. Se han colocado banderolas en los puntos By C, y se

han medido los angulos ABC = 110°20’ yB/C\D = 120°30', y la distancia BC = 166 metros. Hallar
las distancias de los puntos de tangencia Gy H a los puntos By C.

Solucién: Los éngulos miden: BEC = 180 — (180 — 110°20') — (180 — 120°30') = 50950,

EBC = 69°40', ECB = 59°30'. Luego: —66 _ _ _EC __ _ __EB __ pc _ 200,766,
o sin50°50 sin 69°40 sin59°30

EB = 184,481. Como: tanizc — tan25025' = %, se deduce que: EH = EG = 1683,532,

BG = EG — EB = 1499,051, CH = EH — EC = 1482, 766.

P 4- Resolver un triangulo del que se conocen a, h,, A.

aha b ; 2./bc cos% 2./aha, cos% .
+¢c=—2_ siendo tang = = . Luegoby
~ cosO a aJ/sinA

c son las raices de la ecuacion x? — &x s?rTZ = 0. Si se quiere resolver esta ecuacion por

_ |_aha go _ [aha @
logaritmos, se pueden aplicar las siguientes relaciones: b = SnA cot SnA tan

ah,
SinA -’

Solucioén: bc =

siendo: singp = 2cos@

P5- Hallar el area S de un triangulo en funcion del perimetro 2p’ del tridngulo értico y del radio R de
la circunferencia circunscrita.

Solucion: El perimetro 2p’ del triangulo ortico es igual a: 4RsinAsinBsinC. Por tanto, siendo:
S = 2R%sinAsinBsinC, se tiene: S = Rp'.

P 6- Demostrar que si en un triangulo se verifica que ra + rp + r. = pJ/3, el triangulo es equilatero.

Solucién: Como: p(tan 'g‘ +tan7 +tan—) = J_p, tan &+ +tan% +tan% = tan% +tan% +
180°-A-B A B A+B A B 1_“"”9“"”%
+tan=Y"=A=-D _ /3 tan& +tan2 +cot 2L —tanL +tan2 + =
2 2 2 2 2 2 A B
tan 5 + tan 5
= J_ Llamando: S = tan% +tan g’ y P =tan 'g‘ tan B 5 las raices de x2—Sx+P =0, son:
Ly tan g’ Como: S+ 1=P P =43, P=52-,/3S+1, con lo que la ecuacion anterior
queda —-SX+S2 - J/3S+ 1 =0, siendo su discriminante: S2—-4S2+4,/3S-4 =

= —(ﬁ8—2)2. Para que no sea negativo (para que las raices sean reales), ha de cumplirse:

J35-2=0, S= L, P = =, siendo por tanto: tan A =tan B = tan Q, y el tridngulo es
/3 3 2 2
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equilatero.

P 7- Resolver el tridngulo en el que b = 25, su area S = 230, y sus angulos estan en progresion
aritmética, siendoa < b < c.

a - _25 _ c La

sin(60°—d)  sin60°  sin(60°+d) "

25sin(60°~d) (oo o
sngoe— Sin(60° + d) =

Operando se obtiene la siguiente

Solucion: Los angulos son: 60°—d, 60° 60°+d,

altura sobre b, mide: hy = % = 18,4 = asin(60°+d) =
50 .. ) 50(-c0s120° + cos 2d)
= —~23in(60° — d)sin(60° + d) =
7 ( )sin( ) e
- : 18,4/3 .
igualdad: cos2d = —5p T COS 120° = 0,774789395, de donde se deduce que:
d = 19°36'25"30, A = 40°23'34"70, C = 79°36'25"30, a = 18,7069, ¢ = 28,3939.

P 8- Con origen en un punto A dado, se trazan dos lineas quebradas ABC y ADE, cuyas longitudes y
angulos horizontales con una direccion dada, y angulos verticales, se indican en el cuadro
siguiente:

Alineacion | Longitud (m) | Angulo horizontal | Angulo vertical
AB 97,66 310022’ +1°20'
BC 87,26 35530’ +2°01'
AD 127,12 24041’ +2°54'
DE 139,78 343°16' +18°16'

En E se traza una vertical EF, siendo el angulo vertical de CF: +arctan0,02. Hallar la longitud de
EF, el &ngulo horizontal de CF y la longitud de CF.

Solucion: Se construye la siguiente tabla:

Triangulo | Lado | Proyeccion horizontal | Proyeccién vertical Angulos
—
ABC AB 97,63358 2,27245 ABC = 134°86666
—_—
BC 87,20675 3,04787 CAB = 21°22375
AC 170, 73466 5,32032 Orientacion AC = —28°40958
—_
ADE AD 126,95720 6,43137 ADE = 138°58333
—
DE 132,73620 43,81265 DAE = 21°19032
AE 242,92389 50, 24402 Orientacion AE = 3°49301
—_
ACE CE 133,19621 - CAE = 31°90260
—_
ACE = 105°45532

Longitud EF = 50,24402 - 5,32032 — 133,19621 - 0,02 = —42,26 m.
Orientacion CF = 180° — 105°45532 — 28°40958 = 46°1351 = 46°08'06"36.

. _ 133,19621 _
Longitud CF = cos(arctan0,02) 133,223 m.

P 9- Nueve individuos estan situados a igual distancia en una circunferencia de 60 metros de radio.
Ocho de ellos van a reunirse con el noveno siguiendo el camino més corto. Calcular la suma de las
distancias recorridas por los ocho individuos.

Solucion: Las distancias recorridas son los terceros lados de triangulos isésceles de lados iguales
al radio y angulo comprendido igual a 40°, 80°, 120° 160°, 200° 240° 280° 320° Los cuatro
altimos son iguales a los cuatro primeros. La suma de las distancias recorridas es:
2 -+ 6042 /2 (sin20° + sin40° + sin60° + sin80°) = 680, 5538 m.
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P 10- Resolver el triangulo del que se conocen los siguientes datos: a = 3428m, h, = 5824,1m,
B — C = 60°49'40".
Solucién: Se aplican las férmulas: 2SsinA = a?sinBsinC = aTZ[COS(B —C)-cos(B+C)],
2hsinA —acosA = acos(B—C), sinA— %COS(B -0), % =tanf, de donde se tiene:
0 = 16°39886064. Como: sin(A — 0) = sinfcos(B — C), luego: A = 24°30867458 = 24°18'31"23.
B = 108°15'34"39, C = 47°25'54"38, b = 7908,104m, ¢ = 6132,911m.

P 11- Resolver el triangulo del que se conocen los siguientes datos: ab = 2000, R = 30,
B = 63°04'14".
Solucion: Se aplican las férmulas: b = 2RsinB = 53,4939, a = % = 37,3874,
SinA = asiTnB, A = 3895445724 = 38°32'40"46, C = 78°384872 = 78°23'05"54, ¢ = 58,7713.

P 12- Resolver el tridngulo del que se conocen los siguientes datos: A = 47°28', b —c = 47,32,
r = 50.

Solucién: Se aplican las férmulas: a = 2rtan% + \/4r2tan2% +(b-c)?+4r? =163,01348,

b+c=a+ 2rcot% = 390,46022, obteniéndose los siguientes valores: b = 218,8901,
¢ = 171,5701, B = 81°40'37"87, C = 50°51'22"13.

P 13- Dada la alineacion MAC, se levanta en M la perpendicular MB. Se fija en AB, el punto N, cuya
—_
perpendicular sobre CAM, corta a ésta en P. Se conocen: AC = 31,56, o = ACB = 14°31'46"81,
—_ —_—
B = ACN = 13°16'34"27, y = MAB = 17°28'31"60. Calcular h, = BMy h; = NP.

Solucion:
B
N
M P A c
B . ACsinBsiny B . ACsinasiny
h: = ANsiny = SinG B 29,7224, h, = ABsiny = S —a) 46,2669.

P 14- El area S de la superficie engendrada por un triangulo al girar alrededor de su lado a, es ns?.
Calcular los lados del triangulo sabiendo que: A = 15°12'13", B = 92°13'47", s = 12,47.

Solucion: —&— = —D_ - _C_ _ a=0,26225k b =0,99924287k, ¢ = 0,95406619K. El
sinA  sinB sinC ]

area de la superficie engendrada es: S = m(b+c)h, = w(b+c)bsinC = 1,86217516k?*r =

= n12,47% k = 9,138105964, a = 2,396468, b = 9,131187, ¢ = 8,718358.

P 15- Una plaza tiene forma triangular, midiendo uno de sus lados 87 m,y sus angulos adyacentes
84°29'36" y 64°12'12". Se trazan paralelas a las tres fachadas, a 10m de ellas, para dejar calles de
ese ancho, dedicando a jardines el espacio central, Calcular el area destinada a jardines.

Solucion: Sean A,B,C, los vértices de la plaza, siendo su lado BC = a = 87. Sean A',B/,C’ los
vértices del &rea destinada a jardines, siendo a’, su lado paralelo a a. Los dos triangulos son

semejantes, teniéndose que: a’' = a— 1OB - 1OC . Siendo h' la altura desde A’ sobre B'C’,
tan 7 tan 7

; c Al _ 1 1 4 ; ; o

se tiene que: a’' = h (tanB + nc ) Por tanto, el area pedida viene dada por la expresion:
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a—10 1 1

B ..C
tan = tan =
S - a/zh’ - - 2 - 2 — 3109, 864871 m2.
2(tanB + tanC

P 16- Supuesta la Tierra esférica, hallar a qué altura deben encontrarse dos globos y a qué distancia
estaran entre si, para que desde la Tierra puedan verse bajo un angulo de 4°. Los dos globos estan a
la misma altura sobre la superficie de la Tierra.

Solucion:

El radio R de la Tierra, mide % km. Se tiene que: cos2° = R E o siendo h la altura a la que
_ 0
se encuentran ambos globos. Luego, h = % = 3,88048km. La distancia entre ambos

globos, es: 2Rtan2° = 444,625km.

P 17- Resolver un triangulo del que se conocen: A = 123°34'10", h, = 400, b +c¢ = 2000, siendo
b>c.
Solucién: h, = csinB = bsinC, 1l 1 _ b+c _ 5, sinB+sinC -5sinBsinC =
sinB ~ sinC ha
= 2sinB+C cos B=C | S1c05(B + C) - cos(B - C)] = 0. Como: B+ C = 56°4305, se tiene:

2 2 2
100032% —4sin B er C cos B > C _5[1+cos(B+C)] =
=10 coszfC — 45in28°21527 cos % —5(1 + c0s56°4305) = 0. Resolviendo la ecuacién,
se  obtiene:  cos B > C _ 0,9807934005, % = 11924761497, B = 39°46289274 =

= 39927'46"41, C = 16°9676628 = 16°58'03"59, b = 400 _ 1.370,652, c¢ = 629,348,

. sinC
a = BSINA _ 1 796 867.
sinB

P 18- Se da un angulo recto XOY y una recta OZ que forma con OX un angulo 6 < 90°. Desde un
punto P, de coordenadas OA = ay OA' = a/, situado sobre OZ, se traza PA perpendicular a OX,
después AB perpendicular a OZ, después BC perpendicular a OX, y asi sucesivamente. Calcular el
limite L de la suma de estas perpendiculares. De forma similar, se traza PA’ perpendicular a OY,
después A'B’ perpendicular a OZ, después B'C’ perpendicular a QY, y asi sucesivamente. Calcular
el limite L' de la suma de estas perpendiculares. Demostrar que el cociente % es independiente de

la posicion de P sobre OZ. Calcular el valor de 6, cuando % = 13—0
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Solucién:

O C A

Las Iongltudes del primer grupo de perpendiculares, son: a', a’'cos6, a’cos?6, a'cos®0,... Luego:

L= m Las longitudes del segundo grupo de perpendiculares, son: a, asme asin?o,
. 3 o a L _ a(-sing) _ tand(1l-sind) . .
asin°6,... Luego: L' = Tosing’ 17— a(l — cos6) = T—cosf "’ que es independiente
de la posicion de P. Para resolver: w 130 se hace: t = tan g , con lo que se tiene

la ecuacion: 10t2 +13t—-3 =0, t = 0,2, § = 22°37'11"51.

P 19- En un tetraedro SABC, la arista SA, que mide 427,854 m, es perpendicular a la base ABC. Las
aristas SB y SC forman con SA &ngulos iguales de 55°18'27". El angulo BSC mide 28°44'35".
Hallar las longitudes de las aristas SC, AB y BC, el &ngulo BAC y el volumen del tetraedro.

Solucion:  En el  triangulo  rectdngulo  SAB, se  tienen  las  relaciones:

AB = AC = 427,854tan55°18'27" = 618,0725m, SB = SC = —220.8%4 _ _ 751 7131 m. En
€0s55°18'27

1800 — 28°44'35" _ 75037'42"50

2 )

= 373,1632m. En el triangulo ABC, se tiene que el angulo BAC

-7 . . — —
el triangulo SBC, se tienen las relaciones: SCB = SBC =

BC — 751,71315sin28%°%4'35"
sm75°%§4 "50

o 632
mide: 2arcsm2 6180725

% . % .373,1632 - 618,0725 - cosw . 427,854 = 15.679.551 m>.

= 35°08'26"52. Por todo ello, el volumen del tetraedro es:

P20- Para medir la altura de la punta P de un campanario, se mide en el suelo una base
AB = 1.582,6m. Luego se mide el angulo bajo el cual se ve el campanario desde A, siendo

PAH = 3°684 (H es la proyeccion de P sobre el suelo), y los angulos PAB = 5328 y
—
PBA = 31°84. Calcular la altura del campanario (PH) y la distancia AP.

Solucién:

1582, 65in31°84
sin(180° — 31°84 — 53°28)
PAH, se tiene: PH = 837,9365sin3°684 = 53,8405m.

En el triangulo APB, se tiene: AP =

= 837,9365m. En el triangulo

a? —b?
cotB — cotA’
Solucién: Se aplica la férmula: a = ccosB+bcosC, luego: a? = accosB+abcosC =
= acsinBcotB + absinCcotC = 2S(cotB + cotC). De forma andloga: b? = 2S(cotA + cotC).

P 21- Demostrar que en un triangulo se cumple que 2S = siendo S su area,
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Luego: a2 — b? = 25(cotB — cotA).

P 22- Demostrar que en un triangulo se cumple que a? + b? + ¢? = 4S(cotA + cotB + cotC).

Solucién: a2 = b% +c2 —2bccosA, b? = b? + a2 —2cacosB, c? = a2+ b2 —2abcosC. Sumando
las tres igualdades y simplificando, se tiene: a2 +b? + ¢? = 2bccosA + 2cacosB + 2abcosC =
= 2bcsinAcotA + 2casinBcotB + 2absinCcotC = 4ScotA + 4ScotB + 4ScotC.

P 23- Un globo libre comienza su ascension partiendo de un punto A situado en una llanura. El viento
que sopla horizontalmente en la direccion AH, con intensidad constante, le hace seguir una linea
recta ABC, que forma con la vertical un angulo de 11°47'20". Al llegar a cierta altura (punto B de
su trayectoria), el angulo de depresién de la visual BH, es de 24°27'25". Momentos después, al
Ilegar al punto C de su trayectoria, que esta a una altura superior en 200m a la del punto B, el
angulo de depresion de la visual CH es de 48°32'58". Calcular la altura BB’ correspondiente a la
primera observacion y la longitud AH.

Solucién:

A B’ H

Sea D un punto de CH, que se encuentra a la misma altura que B. En el tridngulo BCD, se tiene
—_ —
que: CBD = 90° — 11°47'20", BDC = 48°32'58", y la altura del vértice C sobre el lado BD mide

200m. Por tanto: BD = 200 1/\ + 1/\ = 218,3793m. En el triangulo BDH , se
tanCBD  tanBDC /\
tienen los siguientes valores: DBH = 24°27'25", BDH = 180° — 48°32'58" =

H ! "
— 131927'02", DHB = 24°05'33", BH = 218:3793sIn131%2702° _ 404 970om, En el
$in 24°05'33

triangulo ABH, se tienen los valores: B/A\H = 00°—11°47'20" = 78°12'40", A/I-E = 24°27'25",
—_—
ABH = 180° — 78°12'40" — 24°27'25" = 77°19'55", Luego la longitud AH viene dada por la

H ! "
siguiente  expresion: 4002?5?;?27/31001/? 25 =399,6409m, y la altura BB’ por:
399,6409

= 166,0062 m.
1 N 1
tan78°12'40"  tan24°27'25"

P 24- Siendo A'B'C’ el triangulo que tiene por vértices los puntos de contacto del circulo inscrito en

un tridngulo ABC, demostrar que: 1°) % = 2sin%sin %; 29 R (; N = 4sin%sin%sin %;
39) ab’'c’ _ r?
abc 2R? "
Solucién: 1°) a' :2(p—a)sin%, siendo: 2p =a+b+c. Por otra parte: p—b = rB ,
tan =
2
1 1 rsinﬂ
p—c= rC,Iuego,a:p—b+p—c:r 5t — ¢ | = 5= Por tanto:
tan? tan? tan? sin7sin?
_a)sinAsin B sin & _ A inBsin & _ inB sin &
a _ 2(p—a)sin 5 sin 5 sin 2 2(p—a)tan 5 sin 5 sin 2 2(p —a)rsin 5 sin 2
a rsin B+C r r(p—a)

2
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= 2sin=sin =

B % oy RED ¢ 42 ahi  A4p-a@-b)p-0

2 R abc abcp  abcp abc
4S

— — _ 2 _ 2 _ 2

sinZ% = W sinZ%sinZ%sinZ% _ (-3 ({Eszz)z (p—c¢) . De donde se deduce
- RED _ 46inAginBsin 30 @ _ 56in B sin Cosin A sin C2sin B sin A —
que: R —B4S|né sin 5 sin 5> 39) abo 2sin 5 sin > 2sin 5 sin 5 2sin 5 sin 5 =
A B o2

_ (4sin 5 SIn-5-sin 2) o

2 2R?’

P 25- Se tiene un angulo A = 44°20'12". Se toma sobre uno de sus lados un punto B, tal que
AB = 107m. Se traza una recta BC de forma que la superficie del tridngulo ABC, sea 6.527 m?,

—
Hallar AC y ABC.

_ 2 . 6527 _ B-C_b
Solucion: AC = 107sin44920 12" 174,5667m. Por otra parte, tan 5 = b

B - C = 60°9'31"35, B+ C = 180° — 44°20'12", B = 98°19'39"68.

—C A
+cC cot 2’

P 26- Un observador colocado a 120m sobre el nivel del mar, comprueba que su visual sobre el
horizonte forma con la perpendicular de su emplazamiento, un &ngulo de 89°39'. Hallar el valor
del radio terrestre.

Solucion:
120m M
Siendo R el radio terrestre, se tiene: sin89°39' = %120 De donde despejando se obtiene:
_ 120sin89°39" _
= 1 <in89%39’ 6.431.520,586 m.

P 27- La solucion de la ecuacion sin®x — 2cosx + 0,25 = 0, corresponde al angulo de elevacion de la
recta que une un punto cualquiera del borde del foso circular que rodea a una torre AB, con el
extremo superior A de ésta. La sombra que proyecta dicha torre en un momento determinado del
dia, alcanza a un punto D exterior del foso, distante 45m del borde de este. Al transcurrir el dia, en
un momento determinado, la sombra forma un angulo de 90° con la posicion anterior, alcanzando
ahora a un punto F distante 120m del borde del foso. La distancia DF entre los dos puntos
alcanzados es 375m. Hallar la altura de la torre sobre el borde del foso.

Solucién:

cos?x +2cosx—1,25 = 0, cosx = 0,5, x = 60°. Sea C el punto del borde del foso cruzado por la
sombra en la primera posicion, y sea E el correspondiente a la segunda posicion. Siendo x la altura
pedida AB, se tiene en el tridngulo rectangulo BDF, como BC = BE = W, que:
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2 2
(W“"S) +<W+120> — 3752, Operando se obtiene la siguiente ecuacion:
= 180,

2
) +2(45 + 120)—X__ + 452 + 1202 — 3752 = 0, cuya solucién es:

_ X _ X
tan 60° tan 60° tan 60°

X = 18043 = 311,769m.

P28- En el triangulo ABC, se conocen S = 547.381m?, A = 164°47', b+c = 4.090m, siendo

c > b. Se toma un punto P situado al otro lado del que ocupa A respecto a la recta BC, definido
T —
por BPA = 59°56" y por APC = 38°53'. Hallarb, c y AP.

Solucion: S = bCS+A bc =4.171.000. Los lados b y c¢, son las soluciones de:
X2 — 4090x + 4171000 = 0, de donde: b = 1.940, c = 2.150. Por tanto:
a = 19402 + 21507 — 2 - 1940 - 2150c0s 164%7' = 4054,0882, C = arcsin 21208In164%47 _

4054, 0882
— 8%004"64, B — arcsin 19408 5230247/ — 7912'55"36. Sean: a = BAC, f§ = BCP, y = CBP.

Se  tiene la  igualdad: a +8°0'04"64 + B+ 38°53' = 180°, a+ 8 = 133°06'55"36,

B +38°3" +59%6' +y = 180°, B+y = 81°11', a —y = 51°55'55"36. En los triangulos ABP y
H 019/ " H 019/ 1" 011/ _

APC, se  tiene: AP — 2150sin(7°12'55"36 + y) _ 2150sin(7°12'55"36 + 81°11' — B) _

19405in(8°0'04"64 + ) sin59°56 5in59°56'
- + . 21508IN38%53' i oomaiErian My - <irraonon
sin 38953’ . Luego: 10405in59956" sin(88°23'55"36 — B) = sin(8°0'04"64 + B),

: 8
2150sin38°53" ri88023'55" _ 023/55"36si _
19405in 5056’ [sin88°23'55 36cosﬁ- c0s88°23'55"36sin ] - o )
= sin8°0'04"64 cos B + cos8°0'04"64sin 3. Para obtener tan se aplica la siguiente expresion:
2150sin38°53' .: TN~ : YU
Lol o 2= 5in 8802355736 — sin8°0'04"64
tanp = —1940sIn59°56 — 0,6559926708, f = 33°15'52"49,

on'nAl 21505sin 38°53’ 099/EE!
€0s8°0'04"64 + 19405in59°56" €0s88°23'55"36

y = 47°55'07"51, o = 99°51'02"87, AP = 2.038,3306m.

Nota- En este problema, para solucionar un triangulo del que se conocen dos lados y el angulo que
forman, se ha utilizado la féormula a? = b? + ¢ — 2bccosA, aplicada mediante calculadora como
en otros muchos problemas de este libro. Antes del uso generalizado de las calculadoras, era muy
conveniente resolver este problema, como en otros casos, utilizando logaritmos, para lo cual se

an (B+C)
obtienen primero, los angulos B y C, mediante la férmula b+c _ 2 , para
b —-C tan ﬁ
. 2
seguidamente calcular a = RSINA
sinB
P 29- En un triangulo rectangulo OAB, la relacion entre los catetos es OA _ m. Se unen A y B con

. . , —_ ., /O\B —_—
un punto P de la bisectriz del angulo recto AOB, teniéndose x = OAP, y = OBP. 1°) Demostrar
que: mtanx(1 +tany) = tany(1 +tanx). 2°) Hallar la condicion que debe cumplir m para que
exista un punto P y sélo uno, tal que x = 2y.

Solucion: 1° Tomando como ejes coordenados, los catetos, se tiene: A(a, (8), B(O,b),CP(c,c),

tany(1 + tanx) b—c<1+ a-c

tanx(1+tany) ¢ c
= (R

c

_ __¢C a
tanx = g=¢, tany=

T m= ' Luego:

-C
= % =m, con lo que queda demostrado. 2°) tanx = %. Luego haciendo: tany =t, se
tiene: m 1 Zttz (1+1t) - t(l + 1 Zttz ) =0, de donde: t>?+2(m-1)t+2m-1 = 0. Haciendo

nulo su discriminante, se obtiene: m = 2 + /2, que son los valores que ha de tomar m, para que
solo exista un punto P.

P 30- Se da un triangulo ABC, cuyos lados miden a = 13m, b = 14m, ¢ = 15m. Por el punto A se

traza una perpendicular al lado AB; por el punto B se traza una perpendicular al lado BC; por el
punto C se traza una perpendicular al lado CA. Las tres perpendiculares trazadas definen un
triangulo A'B'C'. Calcular su area.
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Solucién:

“m B’
B
A
., . — —_— —
En el triangulo ABC', se tiene BAC' = 90°, ABC' = 90°-B, AC'B = B, AC' = tanB , luego su
area es: ¢ El area del triangulo A'B'C’ viene dada por la expresion:

2tanB
Sasc + Sage’ + Seca’ + Scap’ = Sasc + 2tg:18 2,[2:1(: 2tznA El area del triangulo ABC es:

_ B _c - : A_ [(-D-0) _
Saec = Jp(p—a)(p—b)(p—c) =84 Se tiene que: tan 5 = (- ) = 0,5,

tanA =2 tanB - 4 tanB = 56 , tan = C _ , tanC = 15—2 Por tanto, el &rea del tridngulo

2
30 =T 2 33

R e 33.225°0 5.16 -196 _ 87025 _ 2

ABIC',es: Sype = 84+ 33£0 o 5180 513 322 = 250,0029762m?.

P 31- Enun triangulo equilatero ABC, se trazan con centro en cada veértice, arcos comprendidos entre
los lados, con un radio igual a la altura. Hallar el area del tridngulo curvilineo que se ha formado,
siendo 2m el lado del triangulo dado.

Solucidn: Los arcos trazados son tangentes a los lados en A’, B’, C', y se cortan entre si en los
puntos A", B”, C". El area pedida esta formada por seis sectores circulares iguales como el
definido por A A'C", siendo A su centro, A’ el punto de tangencia con el lado BC, y C" el punto de
corte con el arco trazado con centro el vértice B, a los que hay que restar seis triangulos como el

AOC", siendo O el centro del ABC. En el triangulo AOC", se conocen: AO = 243 (es decir 2

3 "3

de la altura AA’), AC" = = /3, @ = 120°. Para calcular el angulo AC”O, se aplica la
— 2‘/_ sin120° 3 —

formula: sinAC"O = 3 =3 de donde: AC"O = 35°26438968. Por consiguiente,

s tiene:  OACT = 180° — 120° — 35°26438968 = 24°73561032.  La  altura  sobre
AC' — Sin24°7356103251n 3526438968 3 _ 0,4831632477. Luego el édrea pedida es:

0

Sin
6( 7(J/3)?24,73561032  0,4831632477,3
360 2

) = 1,374870704 m2.

P 32- En una esfera de 10cm de radio, se trazan en el mismo hemisferio, dos circulos menores,
paralelos al ecuador, a las latitudes 40° y 50° respectivamente. Sobre la superficie esférica se toman
dos puntos: uno O, situado en el primer paralelo, y otro A, en el segundo, de modo que el angulo
rectilineo del diedro formado por los dos planos meridianos que pasan por O y por A, sea de 10°.
Seguidamente se determina una superficie conica de revolucién, con vértice V, y que tiene en
comun con la superficie esférica, los dos paralelos citados. Se desarrolla esta superficie conica
sobre su plano tangente correspondiente a la generatriz VO, abriéndola por la generatriz opuesta a
VO, con lo que el punto A, considerado ahora como de la superficie cénica, ocupa el punto A en el
citado desarrollo. Calcular las coordenadas de A', respecto de OV, que se toma como eje YY', y de
la perpendicular en O a OV, que se toma como eje XX'.
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Solucién:

En el triangulo VOC, siendo C el centro de la base del cono, se tiene: OC = R (radio del paralelo

40°) = 10c0s40°, 9 = OVC, g = VO = 10#59400, h=VC = %. Siendo r (radio del
paralelo 50° = 10cos50° se traza el radio MN =r, paralelo a OC, teniéndose:

' _ym _ 10c0s50° i _ N - 10c0s500 _ 10(cos40° —cos50°) _ T
9 =VM=-"TGno + M =VN="Ttno  ©%= ToGins0°o —sinaoe) = 74"
g = 1042 cos40° g’ = 1042 cos50° En el desarrollo del cono, el angulo ¢, formado por los

radios VO y VA', es: ¢ = %”Tg % =5J/2. Por tanto, las coordenadas de A’ son:

360

X =g'sing = %sin(&/ﬁ) — 1,119030327,

y = g-g'cose = 1042 [ cos40° - cos50°cos(5,/2) | = 1,812254309.

P 33- En un triangulo is6sceles ABC, en el que b = ¢, se conocen a y la bisectriz w del angulo B.

B
Calcular 5

Solucion: La bisectriz w corta al lado b en W. En el triangulo BWC, se tiene: BC = a, BW = w,

CBW =0 = R BCW = 20, BWC = 180° - 30, Sin30 ~ Sin%0 " Luego se tiene la siguiente
. sin30 _ 3sinf—4sin®0 _ 3-4sin’0 _ -1+4co0s’0 _ a _ y
CXPTesIOn: §in20 = ~ 2sinfcos@  2cosf 2cos6 = w k. obteniendose la

12
ecuacion: 4cos?0 — 2kcos® —1 = 0, de donde: cosd = w El angulo % viene dado
8+ [(&)2+4
por: arccos w 4W . Como % < % cosf > 0. Pero como k < k2 + 4, la ecuacion
tiene siempre una raiz negativa que, por tanto, no es valida. Por otra parte, la raiz positiva ha de ser
12
< 1, para lo cual: w < 1, esdecir, k = % < % 2a < 3w.

P 34- Se da un punto P en el interior de un angulo AVB, situado a una distancia d de su vértice V.
Calcular el radio R de la circunferencia que pasa por Py es tangente a los dos lados del angulo, en
funcion de d y de los &ngulos a y 8 que VP forma con los lados del &ngulo. Aplicar la solucién al
caso: d = 12,47, a = 15°13'12", B = 27°15'03".

Solucion:

A

El centro O de la circunferencia esta sobre la bisectriz de AVB. Sea T el punto de tangencia con el
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4 iz . =T a+p ===
lado VA del &ngulo. En el tridngulo VOT, se tiene que: OVT = , OTV = 90°,

2
oV = ++/3' En el tridangulo VOP, se tiene que: owp = 4 J2r B _ a= b ; ¢ , planteandose
sin — 2
la ecuacion: R2 = — R~ ;g2 -2 R dcos p_a . Operando y simplificando, se
sin2a+ﬂ sina+ﬂ 2

o+ a . o+ ..
b cos ﬁ +d25|n2—ﬁ =0, cuya solucion

tiene la ecuacion: chosza+ﬁ 2dRsin 5

o+ pf
dsin 5 (cos /smasm3

2a+ﬁ

es: R = . Para el caso dado, se obtienen para R los

valores: 6,97244717 y 3,36760696. Siempre hay dos valores de R, puesto que al ser
a+ f < 180° tanto el valor de sin a+p como el de cos 2% son positivos, siendo ademas,

2 2
p-a s iana- a B
Cos ——5— > [sinasin B, pues elevando al cuadrado y operando, se obtiene: tan 4 tan = < 1, es
decir, a + 8 < 180°, lo que se cumple siempre.

2 2

P 35- Resolver un triangulo conociendo un lado a, el angulo opuesto A, y la suma s de la altura h
correspondiente al lado a, mas la diferencia de los otros dos lados b y ¢, es decir,s =h+b—c.
Aplicar la solucion al caso: a = 438,275m, A = 86°30'24", s = 291,946 m.

Solucién:  a? = b? +¢? —2bccosA = (b—c)? + 2bc(1 — cosA) = (b —c¢)? + W =

= (s —h)? + 2ahtan '3‘ , Operando, se obtiene la ecuacion: h? + 2h(atan % -s)+s?-a? =0,
cuya solucién es: h =s—atan é + aztanzé‘ 2astan% +a%. Conocido h, se conoce:
b—-c=s-h, ybc= ah , de donde se obtienen los valores de b y c. Para el caso dado, se
obtiene: h = 227,958, b = 349,984, c = 285,996, B =52°50'02"98, C = 40°38'33"02. En
general, para que haya solucién, debe cumplirse' a? tanzé‘ 2astan & +a2 >0, es decir,

haciendo: k = 2, tanZ% _2ktan & 2 +1= (tan k- ,/ )(tan— k+vk?-1)>0.
Luego: k> 1, tan% >k+yk?-1, o blen tan - Jk? - Ademas, como:

A

+1, para k> tan&- 5 hay dos soluciones validas, y para

2
k < tan % hay una solucion valida.

h = k—tan JtanzA —ktan &

P 36- Calcular la diagonal BD de un cuadrilastero ABCD, del que se conoce la diagonal
— —_ — —_
AC = 200,27m, BAC = 80°05'20", DAC = 84°10'04", ACB = 57°40'05", ACD = 71°01'02".

Solucién: En el triangulo ABC se tiene: ABC = 180 — 80°05'20" — 57°40'05" = 42°14'35",
: oAN' A !
AB — 200.27SIn57°4005° _ »59 7130216,  En el  triangulo ACD, se tiene:

/\ sin42°14'35" oo
ADC = 180° — 84°10'04" — 71°01'02" = 24°48'54", AD = 200:27SINTI01 02" _ 451 534768,
sin 24°48'54

En el tridngulo  ABD, se  tiene:  BAD = 80°05'20" + 84°10'04" = 164°15'24",
BD? = AB? + AD? — 2 - AB - ADc0s 164°15'24" = 485613,9743, BD = 696,8600823.

P 37- Resolver un triangulo conociendo r, = 10,5, r, = 14, r, = 12,

Solucion: Falp + Fplc + rera = 441, rarprc = 1764, r= 1474614 = 4, p = 4441 =21,

a= p(r?_—a—r) =13, b=15 c =14, Cot% = r% =2, A=53°07'48"37, B = 67°22'48"49,
C =59°29'23"14.

P 38- Se eligen dos puntos A y B del terreno, situados al mismo nivel, siendo AB = 10m. Ambos
puntos estan situados en un mismo plano vertical que pasa por un pararrayos. Desde A, se dirigen
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visuales al pie C y a la punta D del pararrayos, cuyos angulos de elevacién son respectivamente,
28°26' y 50°58'. Desde B se dirige otra visual a D, siendo su angulo de elevacién de 38°04'.
Calcular la longitud CD del pararrayos.

Solucion:

B A

En el triangulo ABD, se tiene: ABD = 38204/, BAD = 180° — 50958’ — 129°02’, ADB — 12954’
D = 10sin38%04 gy ¢ frigngulo ACD, se conocen los siguientes angulos:
sin12°54
— —
CAD = 50°58' — 28°26' = 22°32', DCA = 90° + 28°26' = 118°26', por lo que el lado CD es:
_ ADsin22°32' _ 10sin38°04'sin22°32" _ 15 93571
sin118°26' sin12°54'sin 118°26' ' '

P 39- Se observa una torre (de base O y extremo superior P), desde tres puntos conocidos A, B, C,
situados sobre una misma recta horizontal que pasa por el pie de la torre. Siendo A el més lejano de
los tres, el angulo de elevacion de la visual AP es 6. Desde el punto intermedio B, el angulo de
elevacion de la visual BP es 20. Y el angulo de elevacion de la visual CP es 360 (C es el punto mas
cercano a la torre). La distancia AB es a, Yy la distancia BC es b. Hallar en funcion de ay b, la
altura h de la torre y la distancia ¢ = OC.

Solucion:

A B c O

En el tridngulo ABP, se tiene: PAB =0, ABP =180°-20, APB =6, BA=BP = a,
— — —

AP = 2acos6. En el triangulo BCP, se tiene: PBC = 20, BCP = 180° - 30, BPC = 0, BC = b,

BP = a, planteandose: =2 = P& — _a__a _ sin30 _ 3_44in2g, sing = /—3b45a ,

sinf  sin20  sin30’ b sing
_ /b+a _ bsin26 _ _ ‘s :
cosf = b PC = sind = 2bcos® = /b(a+b). En el tridngulo COP, se conocen:
—_— —_ -
COP = 90°, OCP = 30, PC = /b(a+b). Por tanto, los lados OP y OC vienen dados por las

a/(@a+hb)((Bb-a
expresiones: OP =h = /b(a+b) sin30 = ,/b(a+b) sind(3 —4sin?) = [ z)t()( : ’

OC =c¢ = /b(a+b) cos30 = /b(a+Db) cosd(4cos?0 —3) = @+ b)z(t?_ 2b)

P 40- Desde un puesto de vigilancia A, se avistd un avion que se acercaba a altura constante con
velocidad 300km/h. En un momento determinado, el avion estaba en B, siendo el angulo de
elevacion de la visual AB, 40°23'. Medio minuto mas tarde, el avion estaba en C, siendo el angulo
de elevacién de la visual AC, 55°45’. Medio minuto més tarde, el avién se encontraba en D. Hallar
la altura h a la que volaba y la distancia AD.
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Solucién:

- . —_ —_—
En el triangulo ABC, se tiene: ABC =40°23', BAC = 55°45" —40°23" = 15°22’,

B/C\: % = 2,5km, AC = % = 6,11236km. En el triAngulo ACD, se tiene:
ACD = 55%5', AC = 6,11236km, CD =2,5km, h =6,11236sin55%5" = 5,05241km,
AD? = 6,112362 + 2,52 -2 -6,11236 - 2,5c0555%45' = 26,410613, AD = 5,13913km.

P 41- Calcular las alturas de un triangulo en funcion del perimetro y los angulos.

Solucion:  h, = %Jp(p—a)(p—b)(p—c), p—a= rcot% = ptan%tan%tan%cot% =
= ptan %tan % de donde: a = p(l —tan%tan %) Introduciendo estos valores en la formula
de la altura: hy = 2 Jpptanﬁtan thangtan AptanAtanE =
(1_ B an C 2 2 2 2 2 2
p tan 5 tan >
AwanBianl AwanBianl AwanBianl
_ 2ptan > tan 5 tan 5 - 2ptan 5 tan 5 tan 5 he < 2ptan 5 tan 5 tan >
—tanBtanl —tanAan S _tanAtn B
1-—tan 5 tan > 1-tan 5 tan 5 1-tan 5 tan 5

P42- En el cuadrilastero ABCD (en el sentido de las agujas del reloj), se conoce:
— — —
AD = 2150m, AB =1940m, BAD = 164°47'12", ACD = 59°55'52", ~ACB = 38°52'56".
—_—
Calcular AC, CD, CB, ADC, ABC, vy la superficie S del cuadrilatero.

Solucién: A +B+C+D = 164°%7'12" + B + 59°55'52" + 38°52'56" + D = 360°. De donde:
~ A , 5 - 1940sinB i
B+ D =96°24". En el triangulo ABC, se tiene: AC = —2====_ En el tridngulo ACD, se

sin38°52'56"
2150sin(96°24' - B) 1940sin59°55'52" sinB .. N
Por lo tanto: SN SINB. _ jn(96°24' — B) =

iene: AC = - : -

tene: AC =~ Sinsoss5T oo 2150510385256 R

= 5in96°24' cosB — °24'sinB. L :( SN 024’) B = sin96°24/,
sin96°24' cos B — c0s96°24" sin uego 5150 sin 38°52'567 + Cc0s 96 tan sin96

a

tanB = 0,8774650137, B = 41°15'56"95, D = 55°08'03"05. En el triangulo ABC, se tienen los
— H ! "
valores: BAC = 180° - 41°15'56"95 — 38°52/56" = 99°51'07"05, AC = 1240SIN41°1556 95 _

5in38°52'56"
H ! "
— 2038,3776m, BC = 194&?%3%2’1523 05 _ 3044,9665m. En el triangulo ACD, se tiene:
CAD = 164°47'12" — 99°51'07"05 = 64956'04"95, CD = -2150Sin64°56°04795 _ 5950 372m,
sin59°55'52

De todo ello se deduce que la superficie del cuadrilitero ABCD es la siguiente:

S - w(2250,3725in 5Q°55'52" + 3044, 9665in38°52'56") — 3.932.964,03m?.

P 43- Los lados del triangulo ABC miden: a = 12, b = 16, ¢ = 14. Con centro en cada uno de los
tres vértices, se trazan tres circunferencias de radios: 11, la de centro A; 9, la de centro B; 10, la
de centro C. Estas circunferencias forman un tridngulo curvilineo MNP (M corresponde a las
circunferencias de centros By C; N a las de centros C y A; P a las de centros A y B). Hallar las
longitudes de sus tres lados.
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Solucién:

Aplicando las formulas tan% = fm;(l;)—fzgc) , Y sus andlogas, se tiene que los angulos de

ABC, son: A = 46°56746344, B = 75°52248782, C = 57°91004874. Analogamente, en el
triangulo BCM, de lados: 12, 9, 10, se obtienen los angulos: @:54"64058038,
MCB = 47°22144229. En el CAN, de lados: 16, 10, 11, NCA = 42974556922,
NAC = 38°10029749. En el ABP, de lados: 14, 11, 09, P/A\B=39°98312145,

PBA = 51975338012. Luego el arco curvilineo MN, de centro C y radio 10, tiene una longitud:

o] 0 _ o]
2710(47°22144229 + 4232?)556922 57°91004874) = 5,595. Procediendo similarmente con los

otros dos arcos, se tienen sus longitudes: MP = 4,849, NP = 6,051.

P 44- Resolver el cuadrilatero ABCD (en el sentido de las agujas del reloj), del que se conocen:
AB = 59,09, BC = 37,58, A = 82°10'20", B = 104°32'37", C = 88°56'10".

Solucion: D = 84°20'53", CD = 63,2416, DA = 51,5983.

P 45- Hallar el area S del triAngulo ABC del que se conoce su lado a = 35,42m vy sus angulos
B = 48°52'13", C = 75°18'25".

0. o _ a2sinBsinC _ 2
Solucién: S 2sin(B + C) 552,4407 m?,

P 46- Dos alineaciones MT; y MT, forman un &ngulo de 120°, siendo MT; = 100 y MT, = 120. En
el interior de este angulo, se traza una circunferencia con centro O y radio 40, tangente en T; a
MT,. Hallar el radio de una circunferencia, situada también en el interior del angulo citado, que
sea tangente a la circunferencia de centro O y a la alineacion MT; en el punto T,.

Solucién:

o

T, M

y . : . TR 40
En el triangulo rectdngulo MT;0, se tiene que: TlMO:arctanW=21°80140949,

_ 40 _ i4 4
OM = ——>og0140949 — 107, 7032961. En el triangulo OMT,, se conoce el angulo

OMT, = 120° — 21980140949 — 98°19859051, OT, = 172,2967095, MT,0 = 38°22234982.

Siendo P el centro del circulo buscado de radio R, se tiene en el triangulo OPT; :

—_—

OT,P = 51977765018, (40 + R)ZZ: R2 4 172,29670952 — 2R172, 2967095 cos 51°77765018. De
o 172,29670952 — 1600 B

donde: R = 54— 172 2067095 05 51977765018 ~ 2> '

P 47- Resolver un tridngulo rectangulo conociendo la hipotenusa a, y la bisectriz w del angulo recto.
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Aplicar la solucién al caso a = 55, w = 22.

Solucion: Siendo D el punto de corte de la bisectriz con la hipotenusa BC, se tiene en c()el triangulo
ADC que: DC = WSIN45% = £ ol trigngulo ADB, se tiene: DB = WSIN4S® ) g0

sin sinB
DC+DB=a-= Wsin45°€ i S ) Elevando  al cuadrado y  operando:
sinB cosB
. . . 2 + ww? 2 . .
a?sin?2B — 2w?sin2B —2w? = 0, sin2B = W EW avg +2a . Haciendo m = %, se tiene:
sin2B=m2+mym2+2. Como sin2B > 0, sélo es valida la solucion

sin2B = m? + mym?2 +2 < 1, paralaque m < 0,5, luego siempre ha de cumplirse que w < 0, 5a.
Para el caso dado: sin2B = 0,7478775384, B = 24°2034283 = 24°12'12"34, C = 65°47'47"66,
b = 22,540, ¢ = 50, 165.

P 48- Resolver un triangulo rectangulo conociendo el cateto ¢ y tané, siendo 6 el angulo formado por
la hipotenusa y la mediana del cateto b. Aplicar la solucion al caso ¢ = 3,164, tanf =

?.
-, . —_— —_— .
Solucion: Sea M el punto medio del cateto AC, sea 6 = MBC, y sga @ = ABM. Se tiene:
-2 _b - _ _ _tang +tand ..
tang = 20 tan(p +0) = &, luego: 2tane = tan(e +0) = T_tangtand’ de donde se obtiene:
1+ 41-8tan?0

2tanftan?p —tang +tan® = 0. Luego: tang =

An0 . Para que el discriminante sea

> 0, tan20 < % 6 < 19°47122063 = 19°28'16"39. Conocido el valor de ¢, se obtiene B = ¢ + 6,

resolviéndose facilmente el triangulo. Para el caso dado, el discriminante es positivo, obteniéndose
para tang los valores: 1y 0,5; para ¢ se tienen los valores: 45° y 26°56505118, respectivamente.
Luego, B =60+ ¢, toma los valores 63°43495 y 45°Para B =45°=C, los lados miden:
b =c=3,164, a = 4,4746. ParaB = 63°43495, C = 26°56505, a = 7,0749, b = 6,328.

P 49- En un cuadrilatero inscriptible ABCD (en el sentido de las agujas del reloj), se conocen:

B =87938', AB =a=713m, BC = b = 557m, DA—CD =d - ¢ = 50m. Calcular c, d, A, el
radio R de la circunferencia circunscrita, y la superficie S del cuadrilétero.

Solucion: Por ser inscriptible, el angulo mide: D = 180°— B = 92922". En el triangulo ABC, se
tiene: AC? = a2 + b? — 2abcos87°38' = 785818,6168. En el triangulo ACD, se tiene:
AC? = ¢? +d? — 2cdc0s92°22" = ¢? + (¢ + 50)? — 2¢(c + 50) c0s92°22'. Igualando ambos valores
de AC?, se obtiene: ¢ = 588,8015657m, d = 638,8015657m. En el tridngulo ABC, se tiene:

sinBAC — DSIN8238. _ 0 6778030732, siendo: BAC — 36°88822261, BCA — 53°47844406.

Procediendo de la misma forma en el tridngulo ACD, se obtienen los siguientes valores:

CAD = 41°5786178, ACD = 46°05471553. Por tanto: A = 80°46684041 = 80°28'00"63. La

superficie del cuadrilatero mide: S = J(p —a)(p-b)(p-c)(p—-d) = 386.304,39m? y el radio de

J(@c +bd)(ab + cd)(ad + bc)
4S

la circunferencia circunscrita: R = = 443,611 m.

P 50- En una triangulacion geodésica, se ha medido una base BC = 40km y desde sus extremos se
han medido los angulos azimutales a un punto A. Resolver el tridngulo ABC y hallar su area. La
orientacion de BC es 112°34'42", la de BA, 55°14'32", y la de CA, 29°40'36".

Solucién: Los angulos del triangulo ABC, son: A = 55°14'32" —29°40'36" = 25°33'56",
B = 112934'42" —55°14'32" = 57°20'10", C = 180° - (112°34'42" — 29°40'36") = 97°05'54".
e _ 40sin97°05'54" _ _ 40sin57°20'10" _

Los lados miden: AB = sin 25933'56" 91,_98010 kn/1, ,?\C Sin 25933'56" 78,0316 km.

78,0316 - 91,98201sm 25°33'56" _ 1.548, 6704 km>.

El area del triangulo mide:
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Seccién Q - TRIGONOMETRIA ESFERICA

Q1- Resolver un tridngulo esférico del que se conocen: A = 73%1'42", a = 81°45'50"2,
b = 105°07'54", siendo B > 90°.

Solucion: B = arcsin(%) = 110°45422948 = 110°27'15"23, pues B > 90°. Se tiene
cosagb tan""Jzrb cosA;B
que: C = 2arctan = 63°03'54"21, c = 2arctan =
cos 2+0 t;n A+B cosA=B
2 2 2

= 66°42'39"65.
Q2- Resolver un triangulo esférico del que se conocen: A = 73°51'42", b = 81°45'50"2,
a = 105°07'54".

Solucion: a+b > 180° luego A+ B > 180°. Como a > b, ha de ser A > B. Como A < 90°, tiene
que ser B < 90°, no cumpliéndose que A + B > 180°. Luego no hay solucién.

Q 3- De un paralelepipedo oblicuo se conocen las aristas AB = 6, AC = 4, AD = 10, y los angulos

— —_ . .
CAB = 48°51'52"4, DAB = 105°37'45"4, y el diedro de arista AB, 6 = 75°43'50"2. Hallar el
volumen del paralelepipedo.

Solucién: El volumen del paralelepipedo es: V = 2a/3;g/sin psin(p —a)sin(p — b)sin(p-c),
donde a, B, y son las aristas que concurren en A, y a, b, ¢ son los lados del triangulo esférico que
los tres planos del triedro de vértice A, determinan en una esfera de centro A. De estos tres
— —

angulos, se conocen dos (CAB y DAB), y el angulo 6 que éstos forman. Por tanto, se tiene que:
—_—

CAD = arccos(cos48°51'52"4c0s105°37'45"4 + sin48°51'52" sin 105°37'45"4 cos 75°43'50"2) =

= 89954'41"39. Luego el volumen del paralelepipedo  viene dado  por:
V=2:6-4.10,sin122°12'09"59sin73°20'17"19sin 16°34'24"19sin32°17'28"21 = 168, 7035.

Q4- En una piramide regular, el angulo de dos caras contiguas es 145°49'03"74, y el de cada cara
lateral con la base, 30°. Hallar el nimero n de caras laterales de la pirdamide. .

Solucion:

360°/2n

Sea la piramide V,ABC... y sea H la proyeccion de V sobre la base ABC.... Con centro en el
vertice A, se traza una esfera de radio unidad, por ejemplo. Los planos VAH, VAB (cara de la
piramide) y ABH (base de la piramide), determinan en la esfera, un triangulo esférico V'H'B’
(intersecciones respectivamente, de AV, AH y AB con la superficie esférica), Se conocen los tres

angulos de este triangulo: V' = g (el plano AVH es bisectriz del diedro de arista AV, que mide

B = 145°49'03"74), H' = 90° (los planos VAH y ABH son perpendiculares entre si) y B' = 30° (los
planos VAB y ABH forman un &ngulo de 30°). Ademas, el lado H'B’ (opuesto al &ngulo V"), al ser

la mitad del angulo de un vértice de la base, mide ﬁgo Luego en el triangulo esférico rectangulo
V'H'B’, se plantea la ecuacion: cos %/03”74 = sin30°sin % De donde, n = 5.

Q5- En una pirdamide pentagonal regular V,ABCDE, en la que el angulo de dos caras contiguas es
145°49'03"74, y el de cada cara lateral con la base mide 30°, se inscribe una esfera. Hallar la
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relacién entre el &rea del poligono esférico (cuyos lados son arcos de circulo méximo) que tiene
por vértices los puntos de tangencia de la esfera con las caras laterales de la piramide, y el area del
casquete esférico de base el circulo menor que pasa por esos puntos.

Solucion:

O “
H M

Sean A'B'C'D'E’, los puntos de tangencia de la esfera de centro O y radio R, inscrita en la
piramide, con las caras laterales de ésta. El &area de un poligono esférico es:
nR?

2
superficie de un octante de una esfera de radio R (el octante esta sustentado por un triedro
trirrectangulo cuyo vértice es el centro de la esfera). En el triangulo esférico A'OB’, se sabe que el
(0] . , . -
angulo O = % = 72° que los angulos A" y B’ son iguales entre si, e iguales a la mitad de un

angulo del poligono esférico, y que el lado A'B’, al ser A'O y B'O perpendiculares a dos caras
contiguas de la pirdmide, mide: 180° — 145°49'03"74 = 34°10'56"26. Por tanto, se tiene que los

A
Sp = (% -2(n— 2))”7R2, donde ) A es la suma de los angulos del poligono y es la

angulos A’ B’ miden: A’ =B’ = arcsi cos 36° = 57°8217218.  Luego:

angulos y miden arcsin o 34910'56726 57°8 8 uego
2

Sp = (2 -5 ‘55(83217218 —6>”TRZ =0,21231788 nR2?. El area del casquete esférico es:

Sc = 2zRh, donde h es la altura del casquete. En el triangulo VA'O, el angulo V mide 60°, por ser

el complementario del &ngulo de 30° que VA'M (M es el punto medio de AB) forma con MH (H es

la proyeccion de V sobre la base ABCDE), es decir, con la base de la pirdmide. Siendo P el centro
—_—

de la base del casquete, se tiene: PA'O = 60°, OP = R—h, OA’' = R. Por tanto, se tienen los

siguientes valores: sin60° = RT_h h = R(1 -sin60°), Sc = 27R?(1 -sin60°) = 0,26794919

0,21231788 nR?

= 0,79238.
0,26794919 nR?

nR?. Larelacién pedida es:

Q 6- Calcular el radio R del circulo circunscrito al triangulo esférico ABC, en funcion de los lados:
a = 73%25', b = 52°42', ¢ = 58°59'22".

Solucion: Se aplican las formulas: tanR = [— - sinE - , donde E es la
sin(A—-E) sin(B-E) sin(C -E)

mitad del exceso esférico 2E = A + B + C — 180°, tan & = sm(P — b? sinp — ©) , y donde p es
2 sinp sin(p — a)

la mitad del perimetro 2p = a + b + c. Operando, se obtienen los siguientes valores de sus angulos:
A = 02025224508, B = 56°03258784, C = 63°32637414. Luego el exceso esférico
mide: E = 15°80560395. El radio del circulo circunscrito mide: R = 37°48681992 = 37°29'12"55.

Q 7- Determinar la longitud geogréafica del punto P en que corta al ecuador, el arco de circulo maximo
que une los puntos: A(42°E, 64°N) y B(50°0, 30°S).

P/\
\/ V

B
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Sea M el punto en que el meridiano que pasa por A, corta al ecuador, y N el punto en que el

meridiano de B lo hace. En el tridngulo rectangulo AMP se tiene: M = 90°, P =9, 0PM =X. Enel
BNP, se tiene: N = 90°, P = 6, PN = 92° — x. Luego, tanP = a0 64° _ __1an30° _ pg gonde
sinx sin(92° — x)
0 Q) o]
se tiene; tanx = tan64° sin 92 , X = 76°13410279, 92° - x = 15°86589721. Luego la
tan 30° + tan 64° cos 92°

longitud de P es: 50° — 15°86589721 = 34°13410279 = 34°08'02"770.

Q8- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen los tres angulos: A = 79°13'42"6,
B = 85%6'08"7, C = 64°11'55"9.

Solucién: Se utilizan las formulas: sin & = ‘/ SInE sin(A—E)

5 B SinC y analogas, donde E es la mitad del
sinB sin

exceso esférico 2E = A+ B+ C —180°, es decir: E = 74°40'53"6. Operando, se obtienen los

siguientes valores de sus lados: a = 64°05'14"36, b = 114°02'08"94, ¢ = 165°33'46"75.

Q 9- Una escuadra navega con rumbo Norte a la velocidad de 10 nudos. En un momento dado, un
barco observador abandona la escuadra tomando rumbo Norte 30° Este, con una velocidad de 20
nudos. ¢A qué distancia del punto de separacion, este barco debe cambiar de rumbo y qué rumbo
debe tomar para integrarse de nuevo a la escuadra al cabo de dos horas de navegacion en solitario?

Solucion:

Sea A el punto en el que se separa el barco observador, B el punto en que este cambia de rumbo, y
C el punto en que se reintegra a la escuadra. En el tridngulo esférico ABC, se tiene: A = 30°,
AB =c, BC = 00" —c, AC = 0°20', puesto que 1 nudg =1 miI!a por hora, y 1 milla =1 de
circulo méximo. Luego se tiene: ¢ = arctan — 0520 — €0s40 = 0°26/27"34 = 26,4557
sin40' —sin20’ cos30°
ool e oro
millas, a = 13/32”66, B = arcsin w = 47°35'16"67. Luego el barco observador debe
cambiar de rumbo cuando lleve recorridas en solitario 26,4557 millas, y el nuevo rumbo sera:
N(180° — 47°35'16"67 — 30°)O = N102°24'43"330.

Q 10- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen: A = 90°15'32", B = 35°06'17",
a = 61°05'15".

Solucion: Los elementos buscados son: b = arcsin SiN61°05'15"sin35°06'17" _ 30013130177,

sin90°15'32"
an 81°05'15" + 30°13/30"77 o< 90°15'32" + 35°06/17"
= 2arct 2 2 — 55°49'30"86, y el
¢ = carcn cos 90°15'32" — 35%06'17" /
g

— arcsin sin55°49'30"865sin 35°06'17" — 70°55'48"12.

angulo C que mide: C sin30°13/30"77

Q 11- Resolver el triangulo esférico rectangulo ABC, del que se conocen: A = 90°, a = 57°09'48",
B = 46°16'35"4.
Solucidn: Los elementos buscados son: b = arcsin(sin57°09'48" sin46°16'35"4) = 37°23'17"76,
¢ = arctan(tan57°09'48" cos46°16'35"4) = 46°57'48"01, y el angulo C que viene dado por:
C = arccot(cos57°09'48" tan 46°16'35"4) = 60°26'54"23.

Q12- Para efectuar un viaje alrededor del mundo, un dirigible parte de A (latitud 41°19'42"N;

longitud 16°28'24"E ), siguiendo un arco de circulo maximo que forma con el meridiano de A, un
angulo de 27°04'54". Hallar las coordenadas geograficas del punto més septentrional del recorrido,
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sabiendo que esta mas al Este que A.
Solucion:

A

Sea el triangulo esférico ABC, en el que A es el punto de partida, B es el punto méas septentrional
del recorrido, y C es el polo norte de la Tierra. En este triangulo se tiene: A = 27°04'54", B = 90°,
b = 90°-41°19'42" = 48°40'18", obteniéndose el lado a por la siguiente férmula:
a = arcsin(sin48°40'18" sin27°04'54") = 19°59'27"46, de donde la latitud mas septentrional
alcanzada es: 90° — 19°59'27"46 = 70°0'32"54N. Ademas, el angulo C se obtiene por la formula:

C = arccos t;ﬁqgggg%%%s = 71°20'31"41, de donde se tiene que la longitud de B es:

16°28'24" + 71°20'31"41 = 87°48'55"41E.

Q13- El punto A tiene la misma longitud geogréafica (1"24™32,6°0) que el B, y sus latitudes son
iguales (24°42'44"2), pero la del A es boreal y la del B es austral. EI punto C esta en el ecuador y
su longitud es 4"12™24,55E. Se quieren establecer lineas regulares de navegacion entre estos tres
puntos, para lo cual es preciso situar una base D de aprovisionamiento equidistante de los tres
puntos. Determinar las coordenadas geograficas de D, asi como su distancia a las tres rutas.

Solucion:

Sea E el punto en que el meridiano AB cruza el ecuador. En el tridngulo AEC se conocen:
E =90° AE = 24°42'44"2, EC = 15(4"12™24,5°% + 1"24™32,6°) = 84°14'16"5, obteniéndose:
AC = arccos(c0s24°42'44"2c0s84°14'16"5) = 84°46'01"79. El angulo C viene dado por la

formula: C = arctan [@N24°%42'44°2_ _ 54049171765 En el tridngulo DCH (H es el pie de la
5in84°46'01"79 6 gulo DCH ( pie d
altura trazada desde D sobre AC), se conocen los siguientes elementos:

H = 90° C = 24°49'21"65, CH = % = 42°23'0"89, (pues el triangulo ADC es isosceles, y H

. o : tan42°23'0"89 195!
A : DC = = 45°09'25"32
es punto medio de AC), obteniéndose que: DC = arctan C0s 249492165 5°09'25"32,

DH = arctan(sin42°23'0"89tan 24°49'21"65) = 17°19'02"46. Las coordenadas geograficas de D
se obtienen: latitud 0° (pues D estd sobre el ecuador), longitud 17°56'42"18E
(= 84°14'16"5 — 45°09'25"32 — 15 - 1"24™32,6°). La distancia de D a las rutas AC y BC es:
17°19'02"46, y a la ruta AB, 39°04'51"18 (= 17°56'42"18 + 15 - 12432, 6).

Q 14- En una esfera de 4m de radio, se tiene el triangulo esférico ABC, cuyo lado AB mide 3m.
Desde B y C como polos y con radio esférico igual a 1,5m, se trazan dos arcos MD y ME, que
rectificados miden 1 my 2m, respectivamente (M, D y E son los puntos de corte de a, c y b con
los arcos trazados). Calcular los lados del triangulo ABC.

Solucion: El lado BC mide: a = % = 42°58'18"6. EIl radio esférico 1,5m equivale a:

% = 21°29'09"3. EIl radio del correspondiente circulo menor, es: r =4 sin21°29'09"3 =
= 1,465090117. Luego el angulo al que corresponde el arco rectificado de 1m, es:

360 . ong/nall . ., P
271, 465000117 = 39°06'26"43, que es el éangulo B del triangulo. EI éangulo

C = 2B = 78°12'52"86. Por tanto, se conocen los elementos: a, B, C, obteniéndose los siguientes
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tan & cos E=B tan & sin C=B

. b+c _ 2 2 _ 090/ AN b-c _ 2 2 —
valores: o arctan oo CiB 35929'44"62, 5 arctan ar CiB
2

= 8°46'06"86. Los lados del triangulo son: a = 42°58'18"6, b = 44°15'51"48, ¢ = 26°43'37"76.

Q 15- Hallar la distancia entre Madrid y Malaga, siendo las coordenadas de Madrid: longitud 0°,
latitud norte 40°24'30", y las de Malaga: longitud oeste 0°49'55"5, latitud norte 36°43'12"9.

Solucion: En el tridngulo A (polo norte), B (Malaga), C (Madrid), se conocen:
A = 0°49'55"5, ¢ = 90° — 36°43'12"9 = 53°16'47"1, b = 90° — 40°24'30" = 49°35'30". Luego la
distancia entre Madrid y Malaga viene dada por la siguiente  formula:

a= % arccos(cos49°35'30" cos54°16'47"1 + sin49°35'305in 54°16'47"1 cos 0°49'55"'5) =

= 416,11km.

Q16- Un dirigible sale de A  (45°25'42"N;3h4min52sE), dirigiéndose a B
(10°12'30"N;8h43min18sE). Comienza el viaje a las 12h del 29 de octubre, a 200 km/h. Al salir
de A recorre 1.500km sobre el paralelo de A, y desde el punto en que entonces se encuentra se
dirige a B por circulo méximo. Hallar la situacién del punto por donde pasa a las 9h del 30 de
octubre.

Solucion:

B

Para facilitar los célculos, se pasan las coordenadas geograficas, los arcos y los angulos, a grados
sexagesimales con sus decimales. Por tanto, las coordenadas de A y B son: A
(45°4283N,46°216E), B (10°2083N, 130°825E). El dirigible recorre 1.500 km por el paralelo de

A 0 3
A, cuyo radio es r = R c0s45%283 = 20.000 cos45°4283 = 4.467,803057 km, a los que

T
3601500  _ 190 < ati
corresponden 274467 803057 199236226, llegando al punto C, cuyas coordenadas son: latitud

.4504283N, longitud 46°216E + 19°236226E = 65°45289266E, a las 19,5h del 29 de octubre. En
el triangulo esférico CBP, siendo P el polo norte, se conocen los siguientes datos:
PC = 90° — 45°4283 = 44°5716, PB = 90° — 10°2083 = 79°7918, y el angulo en el polo norte:
P = 130°825 — 65°45289265 = 65°37210735. El lado CB viene dado por la siguiente formula:
CB = arccos cos44°5716 cos 79°7916 + sin44°5716 sin 79°7916 cos 65°37210735 =

o . sin79°7916 sin65°37210735 :
= 65953863348, C = arcsin SinN65953863348 = 100°6220615. A partir del punto C,

el dirigible recorre por circulo maximo, 13,5h - 200km/h = 2700km, hasta las 9h del dia 30 (lo

que equivale a % = 24°3), alcanzando el punto D. En el triangulo esférico CPD, se

conocen los elementos: PC = 44°5716, C = 1006220615, CD = 24°3. Por tanto,
PD = arccos(cos44°5716 C0S 24°3 + sin44°5716 sin 24°3 cos 100°6220615> = 5304142925,

3 . 5in24°3 sin100°6220615 .
P = arcsin SINE304 142975 = 30°24581765. Luego las coordenadas de D son: latitud,

90° — 53°4142925 = 36°5857075 = 36°35'08"55N; longitud, 65°45289265E + 30°24581765E =
= 95°%6987103E = 95°41'55"36E.

Q17- Un avion sale de Madrid (40°24'30"N; 0h14min15,09s0), hacia un punto equidistante de
Madrid y de los dos polos de la tierra, pero se ve obligado a aterrizar a los 2/3 de su camino hacia
el este de Madrid. Hallar la posicion del punto de aterrizaje.
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Solucién:
N
M ‘

S

Las coordenadas de Madrid en grados sexagesimales con decimales, son: 40°4083N, 3°5628750.
En el triangulo esférico MNP, en el que M es Madrid, N es el polo norte y P es el punto de destino,
se conocen: NP =MP =90° (por ser P equidistante de los dos polos),
MN = 90° — 40°24'30" = 49°5916. Por tanto: M = 90°. En el tridngulo MNQ, siendo Q el punto
de aterrizaje, se conocen: MN = 4995916, M = 90°, MQ = %900 = 60°. Por tanto:

NQ = arccos(cos60°c0s49°5916 ) = 71°08801399, N = arctan % — 66°26875295.
Sin

Por todo ello, se deducen las coordenadas de Q, punto de aterrizaje, cuyo célculo es el siguiente:
latitud: 90° — 71°08801399 = 18°91198601 = 18°54'43"15N;
longitud: 66°26875295 — 3°562875 = 62°7058795 = 62°42'21"16E.

Q 18- Hallar la distancia en km de Madrid a Roma, siendo sus respectivas coordenadas geogréaficas
40°24'30"N; 3°41'16"60 las de Madrid, y 41°53'53"N; 12°28'46"5E, las de Roma.
Solucion: En el triangulo esférico MPR, en el que P es el polo norte, M es Madrid y R es Roma, se
conocen los elementos; MP = 90° — 40°24'30" = 49°5916, RP = 90° — 41°53'53" = 48°10294,
P = 3°41'16"6 + 12°28'46"5 = 16°167527. Para calcular MR se aplica la férmula:
MR = arccos (cos49°5916 cos 48°10294 + sin49°5916 5in 48°10294 cos 16°167527 ) =

= 12°24561723. Luego la distancia pedida es: 12024561376203 - 40000 _ 1360, 62 km.

Q19- Se da el triangulo esférico a = 53°24', b = 42°36'40", C = 82°0'30", siendo el radio de la
esfera R = 6.366 km. Hallar la diferencia entre el lado c y la cuerda que subtiende.
Solucién: El lado ¢ = arccos(cos53°24' cos42°36'40" + sin53°24'sin42°36'40" cos82°0'30") =

= 59°0448767, cuya longitud en km es: 276366 '356%)0448767 = 6560, 338. La longitud de la

cuerda que subtiende, es: 2 - 6366 sinw = 6273,876. Luego la diferencia pedida es:
286,462 km.

Q 20- Undirigible sale de A el 16 de marzo a las siete de la mafiana, con velocidad de 180km/h, con
rumbo N 82°42'E. Llega a B con rumbo N85°43'0O, siendo la distancia entre Ay B, de 8.472km. El
radio de la tierra es 6.366 km. Hallar la m&xima latitud alcanzada y la hora en que pasa por ese
punto.

Solucion:

A C B
Sea P el polo norte y C el punto de méaxima latitud. En el tridngulo esférico APB se conocen los
elementos: A = 82042, B =85%3, AB = % — 76°25036821. Por tanto:
76°25036821 ., 85°43' — 82°42'
2 2
= 82°67054774,

tan
AP +PB _ aretan

2 cos -85%43' J2r 82042

228



tan 76025%36821 gin 85%43" — 82042

2

Sin

De donde: AP = 83°86006835, PB = 81°48102713. En el triangulo APC, se tiene:
C =090° AP =83°86006835, A =82°42'. Se aplican las siguientes férmulas:
PC = arcsin(sin83°860068355in82°42') = 80°47191546,

AC = arctan (tan 83086006835 cos 82042’) = 49°74842656.

La latitud de C es: 90°—80°47191546 = 9°52808454 = 9°31'41"1. EIl tiempo que tarda en

recorrer AC es: -2 '6366§66‘f91’873842656 = 30,70795151h, luego el dirigible llega a C a las

13,70795151h, es decir, a las 13h42min 28,65 del dia 17 de marzo.

Q 21- Dos barcos parten de A, formando sus rumbos entre si 42°30'55". En un instante dado, uno de
ellos dista de A, 63°39'51", y el otro 75°0'57". Hallar la distancia que los separa, siendo el radio
de la tierra 6. 366 km.

Solucion: En el triangulo ABC, en el que B y C son las posiciones de los barcos, se conocen:
A = 42°30'55", AB = 63°39'51", AC = 75°0'57". Para calcular el lado BC se aplica la siguiente
formula: BC = arccos(cos63°39'51" cos 75°0'57" + sin63°39'51" sin 75°0'57" cos42°30'55" ) =

= 41°09'48"96, siendo esta distancia: 2 - 63667 égé°09/48”96 = 1.455,82km.

Q22- Un avion sale de A (latitud 38°44'N; longitud 90°12'E), en direccién SO. Su ruta corta el
ecuador bajo un angulo de 50°.Determinar la longitud de este punto de corte y la distancia
recorrida (radio de la tierra, 6.366 km).

Solucion: Sea B el punto en el que el meridiano de A corta al ecuador, y C el punto de corte de la

ruta con el ecuador. En el triangulo ABC, se conocen: B = 90°, AB = 38°44’, C = 50°. Por tanto:
AC = arcsin % = 54°76462873, BC = arcsin % = 42°18'09"74. La longitud de
C es: 90°12' —42°18'09"74 = 47°53'50"26E. La distancia recorrida viene dada por:
2 - 63667 - 54°76462873 _ sng4 77km

360 ’ '

Q 23- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen: a = 72°12'30", b = 26°41'0"8,
A = 60°26'29"5.

Solucion: El angulo B viene dado por: B = arcsin Si”2604;;10;305;2%%7,26/29”5 = 24°13'11"33.

Se define 6 como: 6 = arctan(cos26°4l_/0”8tan 60°26'29"5) = 57959596719, calculandose el

angulo C por: C = arcsin tan26°41t 07823'{‘25,;;5,,9596719 — 57959596719 = 114°34'40"02, y el
sin72°12'30"sin114°34'40"02 _ g0 Il

arcsin Sin60°26'2975 = 84°32'19"99.

lado c por: ¢ =

Q 24- Un buque sale del puerto de Sidney (latitud 33°51'2S; longitud 151°12'8E), y navegando a 15
nudos se dirige por arcos de circulo maximo, al puerto de San Francisco (latitud 37°48'5N;
longitud 122°35'60). A las 40,5 horas de haber salido este barco, otro zarpa de las islas
Galapagos, situadas en el ecuador (longitud 91°30'0), y navegando asimismo a 15 nudos, se dirige
a las islas Molucas, situadas también en el ecuador, en la longitud 128°E. Se pide la distancia en
millas entre ambos buques, cuando el primero cruce el ecuador.

Solucion: Para facilitar los célculos, se pasan las coordenadas geograficas, los arcos y los angulos,
a grados sexagesimales con sus decimales. Por tanto: Sidney (latitud 33°853S; 151°213E); San
Francisco (latitud 37°8083N; longitud 122°5930); Galapagos (latitud 0° longitud 91°50);
Molucas (latitud 0°; longitud 128°E). En el tridngulo esférico ABC, en el que A es Sidney, B San
Francisco y C el polo norte, se conocen dos lados y un angulo: AC = 90° + 33°853 = 123°853,
BC = 90° - 37°8083 = 52°1916, C = 180° — 151°213 + 180° — 122°593 = 86°193. Por lo tanto,
se obtiene que: AB = arccos(cos123°853 cos52°1916 + sin123°853 sin52°1916 cos86°193) =
sin52°1916 sin86°193

— 0 — 1 — 0,
= 107°3336441, A = arcsin SN 10793336441 = 55%7241254. Sea D el punto en que AB

corta al ecuador. En el triangulo ADC, se conocen: AC = 123°853, DC = 90°, A = 55°%67241254.
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Para calcular C se aplica la formula: C = arctan (—tan 55°67241254 cos 123085§> = 39920716696,
AD = arcsin SIN39°20716696 _ 490946725 = 2996, 8035 millas, para cuyo recorrido, el barco ha

2%8355;8% 41254
necesitado: T = 199,7869h. En este intervalo, el barco de las Galapagos ha navegado

durante 159,2869h, recorriendo 2389,3035 millas, es decir, 399821725, encontrandose en la
longitud 91°5 + 399821725 = 131°3217250. Por tanto, la distancia entre ambos buques es:
180° — (151°213 + 39°20717 — 180°) — 131°32172 = 38°25778 = 2295, 466 millas.

Q 25- Un buque sale del puerto de Sidney (latitud 33°51'2 S; longitud 151°12'8 E), y navegando a 15
nudos se dirige por arcos de circulo maximo, al puerto de San Francisco (latitud 37°48'5 N;
longitud 122°35'6 O). A las 40,5 horas de haber salido este barco, otro zarpa de las islas
Galapagos, situadas en el ecuador (longitud 91°30’ O), y navegando asimismo a 15 nudos, se dirige
a las islas Molucas, situadas también en el ecuador, en la longitud 128° E. Se pide la distancia en
millas entre ambos buques, cuando los dos buques crucen simultdneamente el mismo meridiano y
cudl sera este.

Solucién:

A
M

Para facilitar los céalculos, se pasan las coordenadas geograficas, los arcos y los angulos, a grados
sexagesimales con sus decimales. Por tanto: Sidney (latitud 33°853 S; 151°213 E): San Francisco
(latitud 37°8083 N; longitud 122°593 O): Galapagos (latitud 0% longitud 91°5 O); Molucas
(latitud 0°; longitud 128° E). Suponiendo que el meridiano buscado esté a x° E del de Sidney, el
barco de las  Galdpagos habrd  navegado:  180°— 151°213 — x° + 180° — 915 =
= 117°286 — x° = (7037,2 - 60x) millas, mientras que el de Sidney habra navegado:
(7037,2 — 60X + 40,5 - 15) millas = (7644,7 — 60x) millas = 127°4116 — x°. Siendo M el punto en
el que la ruta del buque de Sidney cruza el meridiano buscado, siendo A Sidney, y C el polo norte,
en el triangulo esférico AMC, se tiene: AC = 123°853, A = 55°67241254 (ver problema C 24 mas
arriba), el angulo C = x, CM = 127°4116 — x. Por tanto se tiene: cot(127°4116 — x)sin123°853 =
— €05123°853 c0555%67241254 + Ein 55967241254 cotx. De donde se obtiene que:
COt(127°4116 — x) = COt127°4116¢C0tx+1 ~ Operando se tiene la siguiente ecuacion:

cotx — cot127°4116 _
cot?x + 1,153658085 cotx — 1,29657827 = 0, cuya solucién es: x = 55°02277771 (x). Luego el

meridiano  buscado es: 360°— 151°213 — 55°02277771 = 153°45'50"0. Ademas, como
; 0 ; 0 2 _EEO
sin55°72412545sin(127°4116 — 55°02277771) _ 73°86946633, la distancia entre

CM = arcsin 55002277771
los dos barcos es: 90° — 73°86946633 = 16°13053367 = 967,832 millas.

(%) La segunda raiz de la ecuacion es x = 151°6493303, que no representa una solucion valida
para el problema.

Q 26- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen: a = 69°03'13", ¢ = 18°54'08"2,
B = 82°14'07".

cos £9°03'13" — 18954'08"'2

lucion: Siendo: ALC — 2 = 55°15'30"'2
Solucion: Siendo 5 arctan o 821407 . 600313 + 1854082 55°15'30"26,
2
sin £9°03'13" — 18°54'08"2
A_C — 2 — 0 ! " H .
S arctan 8291407 . 6070313 + 18%54'08'2 34°57'43"42, se tiene que:
2

2 1 / Il oy "
A — 01 !1 " — 2 017/4 " 4 — 1 Sin 69003 13 S|n82014/07 — 704 /21// .
90°13'13"68, C = 20 6"84, b = arcsin Sin90°13'1368 67°43'21"36
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Q27- Se disefia un hipotético viaje en dirigible, entre las ciudades A y B, ida y vuelta, en las
siguientes condiciones: a) se admite que la tierra es esférica; b) en cuanto el dirigible alcanza el
centro de B, regresa a A sin tomar tierra; c) el vuelo se realiza segin arcos de circulo maximo, a la
velocidad uniforme de 120 km/h. Se pide: 1°) Rumbo de partida de A; 2°) Rumbo de partida de B;
3% Tiempo transcurrido desde la partida de A hasta la llegada a A. Los célculos se referiran al
meridiano de A (latitud de A: 40°24'30"N). La situacion de B, es: latitud 22°54'15"S; longitud
respecto al meridiano de A, 20°34'51"0.

Solucidn: Sea C el polo norte. En el triangulo esférico ABC, se conocen los siguientes elementos:
AC = 90° —40°24'30" = 49°5916, BC = 90° + 22°54'15" = 112°90416, C = 20°34'51" =

cos 112°90416 — 49°5016

= 20°58083. Luego: A+B — arctan _ VA _ = 88914114103,
2 tan .20°58083 ¢ 112°90416 + 49°5916
2 2
sin 112°90416 — 49°5916
A-B 2 -
HL=2 = arctan — — — = 71°1237214. De donde se obtienen
2 tan 20°58083 ¢;, 112°90416 + 49°5916

2 2
los angulos: A = 159°2648624 = 159°15'53"5, B = 17°'01741963 = 17°01'02"71. El lado AB

- AR — arecin SiN20°580835in4995916 _ apo — 66°08/56"
viene dado por: AB = arcsin Sin 17901741963 66°14908827 = 66°08'56"72. Por tanto,

el rumbo de partida de A es: N159°15'53"50, y el rumbo de partida de B es: N17°01'02"71E, vy el

tiempo de ida y vuelta, es: 2 6601;3&,8.8%270' 40000 _ 122,4983116 h =5 dias 2h 29min y
53,92s.

Q 28- Un barco minador sale de un puerto A con la mision de fondear unas minas en cierto lugar C, y
seguidamente, dirigirse a otra base B, situada al sur de A, a una distancia de 3.010,5 millas. El
minador llega a B con rumbo N 34° E, tras haber recorrido desde su salida 6.995,8 millas.
Calcular la situacion de C.

Solucion: En el triangulo esférico ABC, se conocen: B = 34°, ¢ = 3010,5 millas = 50°175 =
=50°10'30", a+b =69958 millas = 116°596 = 116°35'48", 2p = a+b+c = 166°7716 =
= 166°46'18", p =83°23'09". ElI é&ngulo A se obtiene por la siguiente formula:
H 097/ "n_ 010/ I
Sln(83324%509 S0"0'307) = 121°229152 = 121°13'44"95, y la diferencia a—b
tan =5 sin 83°23'09"
tan 500175 sin 121°229152 — 34°5
a—-Db _ grctan 2 / — 18°20137859. Por tanto:
2 sin 121°229152 + 34 ' :
2
a = 76°49971189 = 76°29'58"96, b = 40°05'49"04. Luego C esta situado a 76°29'58"96 de B,
direccion N34°5E, o bien, a 40°05'49"04 de A, direccién $121°13'44"95E.

A = 2arctan

por la férmula:

Q29- Suponiendo la tierra esférica de radio R, dos meridianos, cuyos planos forman entre si un
angulo ¢, interceptan en dos paralelos cuya diferencia de latitud es 60°, dos arcos que miden

3+J3 ~3-J3
Solucion: Los radios de los paralelos, son: Rcosé y Rcos(0 + 60°), luego los arcos interceptados
2rgR cos® 3+ ,/3 2R cos(0+60°)  3-,3 - ]

360 = 5 Ry 360 = R. D|V|d|endci/%ntre si ambas
. . . o 1 .
igualdades: (3-/3)cosd = (3+/3)cos(0+60° = (3+.3) (? c0s0 — 5= sin 9), de

donde: tang = 2 — /3, O = 15° Luego las latitudes de los dos paralelos, son 15° y 75°. Por otra
_ 3608+ 43) _ 1400043753
4m cos6

a= R. Calcular ¢y las latitudes de los dos paralelos.

miden:

parte: ¢

Q30- Las coordenadas geograficas de la ciudad A, son: latitud 40°24'30"”N; longitud 0hOmin0s.Y
las de la ciudad B son: latitud 22°54'15"S, longitud 3h56min9sO. Calcular la orientacién y la
longitud del arco de circulo maximo que enlaza ambas ciudades. Se supone que la tierra es esférica
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y que el cuadrante de meridiano mide 10.000 km.

Solucién: En el triangulo esférico ABC (C, polo norte), se conocen: AC = 90° — 40°24'30" =

= 49°35'30", BC = 90°+ 22°54'15" = 112°54'15", C = 3h56min9s = 59°02'15". Luego:

AB = arccos(cos49°35'30" c0s112°54'15" + sin49°35'30" sin 112°54'15" c0s59°02'15") =
sin112°54'15" sin59°02'15"

— 0 _ _ H _ 0 N
= 83°7669056 = 9.307,434 km. A = arcsin 5in83°7669056 - 35 /52- 3;9207;i5 Por

i i . 0270 . . SIn '30" sin " B
tanto, la orientacion en A es: N52°37'0"730. B = arcsin Sin83°7669056

= 41°03'29"25. Luego la orientacion en B es: N41°03'29"25E.

Q31- Un avion sale de Madrid con rumbo N93°40'0. La velocidad es constante, de 400km/h,
Ilevando en el deposito 5.000 litros de combustible, siendo el consumo de 80 litros por 100 km.
Determinar las coordenadas geograficas del lugar donde se ve obligado a aterrizar por falta de
combustible. Las coordenadas geograficas de Madrid son: latitud 40°24'30"N; longitud Q°.

Solucioén: El avién vuela: w = 6.250 km. En el triangulo esférico ABC, en el que A es

Madrid, B el lugar de aterrizaje, y C el polo norte, se conocen: AB = 6.250km = 56°15" (se
supone que la tierra es esférica y que un cuadrante mide 10.000km),
AC = 90° —40°24'30" = 49°35'30", A =93°0'. Para obtener BC se aplica la formula:
BC = arccos(cos56°15' cos49°35'30" + sin56°15' sin49°35'30" c0s93°40") = 71°21'29"95.

H I a1 !
Luego: C = arcsin S'gi%?’;f?zf!ggﬁsg = 61°07'45"14. Por tanto, las coordenadas del punto de
aterrizaje son: latitud 90° — 71°21'29"95 = 18°38'30"05N; longitud 61°07'45"140.

Q32- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen: A =090° b = 2°04'14",
B = 15019'03".
Solucion:  a — arcsin -SiN2°04714" _ 70571139749 ¢ — arcsin 8N2°04'14"_ _ 7035106711
15019,03/$In 15°19'03" tan 15°19'03"
— - COS — 0 / 1"
C = arcsin 008 2%04 14" 74°49'11"17.
Q 33- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen: a = 84°32'20", b = 72°12'30",
A = 114°34'40".
B = arcsin sin 114034/40”5in 72012/30” _ 60026!30!/06

Solucion: Se aplican las formulas:

sin84°32'20"
cos 84°32'20" — 72°12'30"
_ 2 = 24°13'05"7
C = 2arctan an 114°34'40" + 60°26'30"06 coS 84932'20" + 72°12'30" )
2 2

_ i 5in84°32'20" sin24°13'05"7  _ oroan'5a
c = arcsin Sin 114°34'40" 26°40'54"36.

Q 34- Un navio partié de A (89°40'E; 52°N) y llegd navegando por arco de circulo maximo, a B
(64°32E; 48°52'N). Calcular la distancia recorrida AB, y el rumbo a la salida de A.

Solucion: En el tridngulo esférico ABC, siendo C el polo norte, se conocen:

AC = 90°—-52° = 38°, BC = 90°—48°52' = 41°08', C = 89°40' — 64°32' = 25°08'. Para el

calculo de AB y A: AB = arccos(cos38°cos41°08' + sin38°sin41°08' cos25°08') = 16°13'37"8,

_ .~ sin25°08'sin41°08’ _ oE1/'10/ : . o=1/'10/

A = arcsin Sin16°13'37"8 88°51'19"56, luego el rumbo de partida fue: N88°51'19"560.
Q 35- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen: A = 107°24'50"5, B = 21°16'18"7,

2p = 212°50'50"7.

Solucién: ¢ = 212°50'50"7 _ arcsin(tan 107023/50”5 tan 210162’18”7 ) = 02013'30"7. Paraa 'y

2
b se aplican las siguientes férmulas: 2% b _ 212°50'50"7 — 92°13'30"7 _ 60°18'40",
o h tan 60°18'40" tan 107024/50”52— 21°16'18"7 /
— = — 0 ! ! 1A .
5 arctan - 107024,50,,5; S1916'1877 38°13'27"95, obteniéndose que:
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a = 60°18'40" + 38°13'27"95 = 98°32'07"95, b = 60°18'40" — 38°13'27"95 = 22°05'12"05. Para

: : C_ .0 5in21°16'18"7sin92°13'30"7  _ 70qp/92"
C se aplica la formula: C = arcsin Sin 22905'12" 05 74°36'23"97.

Q 36- Resolver el tridangulo esférico ABC, del que se conocen: B = 84°, a = 100°, ¢ = 76°.

Solucién: Se tiene que: b = arccos(cos100°cos76° + sin 100°sin 76°cos84°) = 86°40'56"09,

C= H -Sin8405in 6° = 75009'0"27. A = : Sln 84°sin 10Q° — 101°10'11"5 h
eI Sin 86°40'56"09 A AN 8604056709 (pues ha
de ser > 90°).

Q37- En el tridngulo del problema anterior (Q 36), calcular los valores que en BC determina la
bisectriz de A.

Solucion: Sea W el punto en que la bisectriz de A corta a BC. En el tridngulo ABW se conocen:

A= %0/11”5 = 50°35'05"75, ¢ = 76°, B = 84°. Por tanto, se aplica la siguiente formula:

BW = arctan sin 76° = 49°01'40"52. De donde se obtiene que:
€0S 76° cos84° + sin84° cot50°35'05"75

CW = 100° — 49°01'40"52 = 50°58'19"48.

Q38- En el tridngulo esférico ABC, calcular A y B, conociendo: A-B = 79°21'06"38,
a = 76°35'36", b = 50°10'30".

Soluciéon:  Partiendo de los  datos: A-B _ 39040'33"19, a+h _ 63°23'03",

a=b _13912'33", se tiene: A+FB. — arctan 1an39°40:33°19tan63%23 03" _ g1055'46"66. Por
2 _ 2 tan13°12'33
tanto, se obtiene que los &ngulos A y B son: A = 81°55'46"66 + 39°40'33"19 = 121°36'19"85,

B = 81°55'46"66 — 39°40'33"19 = 42°15'13"47.

Q 39- Se tiene un triangulo esférico ABC sobre la superficie terrestre, del que se sabe que B y C estan
sobre el paralelo 40° N, que A = 121°36'19"84, B = 42°15'13"46, C = 34°15'02"78. Hallar la
longitud del lado BC y la del paralelo BC, en km. Se supone la tierra esférica y que un cuadrante de
meridiano mide 10.000 km.

Solucién: Siendo el exceso esférico: 2E = 121°36'19"84 + 42°15'13"46 + 34°15'02"78 — 180° =
= 18°06'36"08, E =9°03'18"04, A—-E =112°33'01"8, se aplica la siguiente férmula:

a= 2arcsin‘/ sin9°03'18"045sin112°33'01"8  _ 760353595 — 8,510, 369km. La semicuerda

sin42°15'13"46sin34°15'02"78 s
subtendida por el arco de circulo maximo mide: Rsin w = Rsin38°17'47"97, siendo R
el radio terrestre. Siendo 6 el semiangulo subtendido por la cuerda del arco del paralelo, se tiene:

sing = Rsin38°%7’47”97, siendo r el radio del paralelo, es decir: r = Rcos40° Por tanto:
0 — arcsin SINSELTATITR. _ 530595556,
2610090005 40° — 9,192,323 km.

Luego el arco BC del paralelo, mide:

Q 40- Demostrar que si % =1, dos de los lados del triangulo esférico son iguales a los lados
opuestos, mientras que el tercer lado es el suplementario del &ngulo opuesto.
Solucion: En cualquier triangulo esférico, se verifican las siguientes ecuaciones:
cosa = coshcosc + sinbsinccosA, cosA = —cosBcosC +sinBsinCcosa. Si en ambas
ecuaciones se sustituye a por A, se tiene que: CcosA = cosbcosc + sinbsinccosA,
cosA = —cosBcosC +sinBsinCcosA. Restando ambas igualdades entre si, se tiene:
coshcosc = —cosBcosC. Luego si b =B, ha de cumplirse que ¢ =z —C, como indica el
enunciado. Si se sustituye en las dos ecuaciones iniciales a por m—A, se tiene:
—C0SA = coshcosc + sinbsinccosA, cosA = —cosBcosC —sinBsinCcosA. Ambas igualdades
se verifican sib = By ¢ = C, como indica el enunciado.

Q 41- Resolver el tridangulo esférico ABC, del que se conocen: a = 72°36'24", A = 112°24'32",
B = 61°12'40".
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Solucion: Como A + B < 180°, so6lo se puede tomar para b el valor < 90°, pues en caso de tomar

el valor suplementario, se tendria que a +b > 180° lo que no es posible al ser A+ B < 180°. Por

tanto, se aplican las siguientes formulas: b = arcsin sm72°s3itr3] lzf'zos’z'zg‘l;,lz 40" _ 4046'28"88,
tan -12°36'24" + 64°46'28"88 . o 112°24'32" + 61°12'40"

— 2 2 — 0 ! "
c = 2arctan oo 112724'30" _61°12/40" 17°58'40"41,

H ! Il a3 ! " 2
C = arcsin S|n112°2:}n3722os§g/121"”58 40 41 _ 179935449 (el suplementario no es valido, pues
resultaria que a mayor angulo le corresponderia menor lado).

Q 42- Resolver un triangulo esférico isdsceles de base 90°, sabiendo que el arco de circulo maximo
que une los puntos medios de los lados iguales es tal que el seno de la mitad de dicho arco vale

B3
23+ /3

Solucion: En el triangulo ABC, se conocen: B = C, BC = 90°. Siendo H el punto medio de BC,
A sinBH sin MN

M el de AB, y N el de AH, se tiene: sm? = SinAB n AB Por tanto, se tiene que:
2
sings_ _ 43 . AB = 54944/08"2, A = 120°, B = C = 45°,

Zcos% 2./3+J3

Q43- En el tridangulo esférico ABC, se conocen: A = 61°32'55", B = 56°39'10", C = 61°48'55",
a = 39.561,59 m. Calcular las longitudes de los otros dos lados en m,y la superficie del triangulo
en Ha.

Solucién: 2E = 61°32'55" + 56°39'10" + 61°48'55" — 180° = 1', E = 30", A—E = 61°32'25",
B - E =56°38'40", C-E =61°48'25". Por tanto se aplica la siguiente férmula:
H I i 029/ 1"
a = 2arcsin | — sin 30 sm6_1 3225 = 1°510136214. De forma analoga se tiene:
sin56°38'40" sin61°48'25"
27R 1°510136214

b = 1°434774748, c = 1°513929169. Como: 3600 = 39561,59, se obtiene:

R = 1.500.998,464m. La superficie de ABC es: L7B" - 655.370.083,8m? = 65.537,00838
Ha, b = 37.587,318m, ¢ = 39.660,955m.

Q 44- A partir de un punto A de coordenadas 53°09'40" latitud N; 31°25'30" longitud E, se mide
sobre su paralelo, un arco AB de longitud 928.888 m, siendo el radio R de la esfera, 6.371 km.
Calcular las longitudes geogréaficas de los puntos en que una circunferencia cortaria al paralelo
49°42'30" N, tomando como centro A y como radio el arco de circulo maximo AB.

Solucion:

Siendo el radio del paralelo de A, r = 6.371c0s53°09'40" = 3.819,841027, el arco AB de dicho

. 928,888 - 360 . ooccican . . .
paralelo, mide 273819, 841027 13°55'58"34, y la semicuerda subtendida por este arco, mide:

3819,841027sinM = 463,3004973 km. EIl arco de circulo maximo que subtiende

dicha cuerda, mide: 2arcsin 463;?% = 8°20'25"75. En el triangulo esférico AMP, en el que

M es uno de los puntos cuya longitud geogréfica se pide, y P es el polo norte, se conocen los tres
lados: AP = 90°—53°09'40" = 36°50'20", AM = AB = 8°20'25"75, MP = 90°—49°42'30" =
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= 40°17'30", 2p = 85°47104061, p = 42°44'07"87. Luego se tiene:
. [sin(42°44707787 — 36°50'20") sin(42°44'07"87 — 40°17'30") i
P=2 - - = 12012'11"98. P
aresin J $in36°50'20" sin40°17'30" or
tanto las longitudes pedidas son: 31°25'30"E +12°12'11"98, es decir: 43°37'41"98E y
19°13'18"02E.

Q 45- Un barco sale de A (latitud 51°13'50"”N; longitud 56°27'30"0) con rumbo a B, que esta situado
al este de A,y tal que su latitud se diferencia de la de A en 10°38'. Si en vez de seguir la derrota por
circulo maximo, el barco fuese primero por el meridiano de A, para que una vez alcanzado el
paralelo de B, arribar por él a B, recorreria 885,44 millas mas que si siguiera primero por el
paralelo de A, hasta alcanzar el meridiano de B, para llegar por él a B. Si el recorrido se hubiera
realizado por circulo maximo, hallar la distancia AB en millas y los correspondientes rumbos de
salida y llegada. Calcular también las coordenadas de B y la distancia en millas recorrida por los
paralelos.

Solucion:

Al ser mayor la distancia recorrida en la primera alternativa, el paralelo de B esta al sur del de A,
por lo que la latitud de B es: 51°13'50" — 10°38' = 40°35'50"N. Siendo 0 la diferencia de las
longitudes de A y B, se tiene que la diferencia de los recorridos por los dos paralelos (pues los
recorridos por los meridianos son iguales), es: 6(cos40°35'50" — c0s51°13'50") =

= W de donde, @ = 110°51'42"27. Las coordenadas de B son: latitud 40°35'50"N;

longitud 56°27'30"0 + 110°51'42"27E = 54°24'12"27E. En el tridngulo esférico ABC, donde C
es el polo norte, se conocen: AC = 90°-51°13'50" = 38°46'10", BC = 90° — 40°35'50" =
=49°24'10", C =110°51'42"27. Por tanto se aplica la siguiente  formula:
AB = arccos(cos38°46'10" cos49°24'10" + sin38°46'10" sin49°24'10" cos110°51'42"27) =
= 70°14'32"67 = 4214'5445 = 4214,5445 rpillz%s. Para el c/élc/ulo de los &ngulos A y B se aplican
P . A 0 5in49°24'10"sin110°51'42"27 _ pqoer/g7"
ISR kA
B = arcsin Sin70°14'3267 = 38°26'35"31. Luego el rumbo de salida es:
N48°55'47"65E, y el de llegada: N38°26'35"310. La distancia en millas recorrida por los
paralelos es:
(cos40°35'50” + c0s51°13'50")110°51'42""27 - 60 = 5050, 658 + 4165,218 = 9215,876 millas.

Q 46- En el triangulo esférico ABC, se conocen: B = 84°, C = 76°, a = 100°. Calcular los valores de
los dos arcos que sobre a, determina la bisectriz de A.

Solucion: El_&ngulo A es: arccos(—cos84°cos76° + sin84°sin 76°cos100) = 101°07'09"96,

- i 76°sIn100°  _ 2pogq/Ear ; . -
c = arcsin Sin 10100709796 76°51'53"05. Siendo W el punto de corte de la bisectriz de A con

BC, en el triangulo AWB, se conocen: AB = 76°51'53"05, A = MZ’OS?”% = 50°33'34"98,

B = 84°. Portanto: BW = arctan sin76°51’5_3”05 — 49°09'29"
8 or tanto arcta €0s 76°51'53"05 cos 84° + sin 84°cot 50°33'34"98 PO2973,

CW = 100° — 49°09'29"3 = 50°50'30"7.

Q 47- Calcular el radio que debe tener una esfera para que la pirdmide cuya base es el triangulo
esférico ABC, definido por a = 81°02'06"08, b = 58°49'33"8, ¢ = 72°36'39"4, y cuyo Vértice es
el centro de dicha esfera, tenga un volumen de 1 m?3.

Solucidn: La superficie del triangulo ABC viene dada por: S = ZET”'OQZ siendo 2E el exceso

esférico, que en funcion de los lados viene determinado por la siguiente férmula:
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tan 22 tan L=C , siendo: % — 53°118005, L ; & _ 120599997,

= 11°24366012. Luego se obtiene que:
=1m3, R = 1,56348 m.

2 E _ P p—a
tan 5 = tan ) tan 5 5 )

P-b _ 3070447, P . C _ 16°81203,

2
S = 0.7849555563R2. V = 0,7849555563R?
L y 3

No|m

Q 48- Dos aviones de combate salen al mismo tiempo de un determinado aeropuerto, uno con rumbo
este y el otro con rumbo oeste. Vuelan por circulo maximo, a la velocidad de rotacion de la tierra.
Segun las o6rdenes recibidas, el primero lanza un misil hacia un determinado objetivo, segin un
circulo maximo, a las 3h6min30s de haber despegado, con un alcance de 38°15'23". El segundo
avion lanza un misil a las 3h18min57s de haber despegado, con un alcance de 51°44'37",
dirigido al mismo objetivo del primero,.segun el mismo circulo maximo que el que recorre el
primer misil Hallar las rutas seguidas por cada misil en relaciéon a las rutas seguidas por cada
avion, asi como el angulo formado por las rutas de los dos aviones.

Solucidn: Sea A el aeropuerto de despegue, B la posicion del primer avion en el momento en que
dispara su misil, y C la posicién del segundo avion en el momento en que dispara el suyo. En el
triangulo esférico ABC, se conocen sus tres lados: AB = 15.3h6min30s = 46°625,
AC = 15-.3h18min57s = 49°7375, BC = 38°15'23" + 51°44'37" = 90°. Por tanto, se obtienen
los angulos mediante la siguiente formula: A = arccos(—cot46°625cot49°7375) = 143°09'0"18,
B = arcsin(sin143°09'0"185sin46°25) = 25°50'38"3, C = arcsin(sin143°09'0"18sin49°7375) =
= 27°14'06"3. Luego el angulo de la ruta seguida por el primer misil en relacién a la ruta del avién
es de 25°50'38"3, y el correspondiente al segundo misil en relacion a la ruta de su avién es de
27°14'06"3. El angulo formado por las rutas de los dos aviones es de 143°9'0"18.

Q49- Sean los puntos A y B, sobre la superficie terrestre, cuyas coordenadas geograficas son: A
(longitud 0°; latitud 48°50'10" N), B (longitud 10°06'47" E; latitud 41°53'50" N). Hallar la
distancia entre ambos puntos, en km, suponiendo la tierra esférica y que un cuadrante de
meridiano mide 10.000 km.

Solucion: En el triangulo esférico ABC, en el que C es el polo norte, se conocen los dos lados:
AC = 90° —48°50'10" = 41°09'50",  BC = 90°—41°53'50" = 48°06'10", 'y el angulo
C =10°06'47". Para calcular el lado AB se aplica la formula siguiente:
AB = arccos(cos41°09'50"” cos48°06'10" + sin41°09'50" sin48°06'10" cos 10°06'47") = 9°91526,

que equivale a: 90915286010-000 =1.101,7km.

Q50- En una esfera se dan dos circulos menores C; y C, de igual radio R, tangentes entre si y
tangentes a un circulo maximo. Se traza un tercer circulo menor Cs (cuyo radio es R3), tangente a
dicho circulo maximo y a C; y C,. Seguidamente se traza C,, tangente a C;, C, y Cs, y asi
sucesivamente, siendo el circulo menor C, (cuyo radio es R;) tangente a C;, C, y Cp;. Siempre
sera C, el menor de los que se pueden trazar,.cumpliendo las condiciones descritas Hallar el radio
de C5 en funcion de R, y la ley que relaciona los sucesivos radios. Aplicar al caso de R3 para
R = 45° y al caso de R4 para R = 15°,

Solucion: Sean A 'y B los puntos de tangencia de C; y C, con el circulo maximo, y T el punto de
tangencia entre C; y C,. Los circulos maximos C;A y C,B, perpendiculares a AB, se cortan en P.
El circulo méximo que pasa por Py T, corta a AB en D, siendo perpendicular a AB (como resumen
de lo expuesto, se puede decir que AB es el ecuador, PA, PB y PD son meridianos que concurren
en el polo P). En el trlangulo esférico PTC, se conocen: PC; = 90°—R, C1T = R, T = 90° por

tanto: sinP = Sl'r?(lggéng tanR. En lo que sigue, se llama @ al angulo en P, es decir:

sing = tanR. Al trazar C3, se tiene el triangulo esférico PC,C3, del que se conocen:
PC, =90°-R, C,C3 =R+Rj3, PC3=090°-R3, P =46. Por tanto, se tiene: cos(R+ R3) =
= €0S(90° — R) cos(90° — R3) + sin(90° — R)sin(90° — R3) cos® = sinRsinR3 + cosRcosR3 cosé.

Desarrollando cos(R + R3) y dividiendo por cosRcosRs3, se obtiene:
tanR; = £=C080 _ 1-C0SO A| razar C,, se tiene el triangulo esférico PC,Ca, del que se
2 tanR 2sin0

conocen: PC, = 90°—-R, C»Cs = R+Ry4, PCs =90°-2R3—R4, P =0. Por tanto se tiene:
cos(R + R4) = ¢0s(90° — R) cos(90° — 2R3 — Ry4) + sin(90° — R) sin(90° — 2R3 — R4) cosO =
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= SinRsin(2R3 + R4) + cosRcos(2R3 + R4) cosH. Desarrollando y dividiendo por cosRcosR4, se

.1 _ COS_(Q — 2Rs) . Por tanto, aplicando esta ecuacion de recurrencia, se tiene
sin@ + sin(@ — 2R3)

1-cos[f0 —2(Rs +...+Rn-1)]
sin@ +sin[f — 2(R3 +...+Rn1)] "’

R = 45° @ = arcsin(tan45°) = 90°, R = arctan % — arctan L = 26°33'54"18. Para

; 1991 1 —c0s15°32'32"17 1100
R = 15° = tan 15°) = 15°32'32"17 Rs; = arct : = 3954'12"67,
59, @ = arcsin(tan 15°) 5032’3 , 3 = arctan 5 sin15032'32" 17 3%
1 —c0s(15°32'32"17 — 2 - 3°54'12"67) _ 1017'41"75
sin15°32'32"17 + sin(15°32'32"17 — 2 - 3°54'12"67) '

obtiene: tanR, =

la siguiente foérmula: tanR, = siendo sin@ = tanR. Para

R4 = arctan

Q51- Desde un punto C situado en el ecuador, parte un barco A que después de recorrer 8.300 km,
alcanza los 60°25'48" N, encontrandose al este de C. Otro barco B que sale también de C, alcanza
los 40°40'42" N, tras haber recorrido 6.000 km, encontrandose también al este de C. Hallar la
distancia entre las posiciones finales de Ay B. Se supone la tierra esférica y que un cuadrante de
meridiano mide 10.000 km.

Solucién:

C D E

Siendo P el polo norte, los meridianos PA'y PB cortanoal ecuador en D y E, respectivamente. En el
triangulo esférico CAD, se conocen: CA = 8300-90° _ 74042’ AD = 60°25'48", D = 90°. Por

10000
tanto: CD = arccos%‘% = 57°40'32"28. En el triangulo esférico CBE, se conocen los
siguientes elementos: CB = % =54° BE = 40°40'42", E =90°. Por tanto:
_ cos54° _ 011/94" 4 Ari .
CE = arccos C0s40°40742" 39°11'24"64. En el triangulo esférico PAB, se conocen dos lados:

PA = 90° - 60°25'48" = 29°34'12", PB = 90°—40°40'42" = 49°19'18", 'y el angulo que
comprenden: P = 57°40'32"28 — 39°11'24"64 = 18°29'07"64. Por tanto, se aplica la férmula:
AB = arccos(c0s29°34'12" cos49°19'18" + sin29°34'12"sin49°19'18" cos 18°29'07"64) =

= 22°48'03"59 = 2.533,444 km.

Q52- Se da el punto A (latitud 40°24'30"N; longitud 0h14min45,09s0) y el punto B (latitud
10°17'0"7N; longitud 4h37min10,12sE). Hallar las coordenadas del punto M situado en el arco

AB, tal que se verifique que AM = %AB.

Solucidn: En el triangulo esférico ABC, en el que C es el polo norte, se conocen dos lados:
AC = 90°—40°24'30" = 49°35'30", BC = 90°-10°17'0"7 = 79°42'59"3, y el angulo que
comprenden: C = 15(0h14min45,09s + 4h37min10,12s) = 72°58'48"15. Por tanto se tiene:
AB = arccos(cos49°35'30" cos79°42'59"3 + sin49°35'30" sin 79°42'59"3 c0s 72°58'48"15) =
_ 20095/ _ . sin79°42'59"3 sin72°58'48"15 _ QR0AE17" .
70°25'34"53, A = arcsin Sin70°25'34753 93°05'17"5. En el triangulo AMC,
se conocen: AC = 49°35'30", AM = gAB = 42°15'20"72, A =93°05'17"5. Por tanto:
CM = arccos(c0s49°35'30" cos42°15'20"72 + sin49°35'30" sin42°15'20" 72 c0s93°05'17"5) =
— G200R/ER _ in 8in42°15'20"72sin93°05'17"5 _ 4g050/11" D ;
63°06'53"39, C = arcsin 5in 63065339 8°50'11"63. De donde se tl-ene
que las coordenadas de M son: latitud 90°-63°06'53"39 = 26°53'06"61N, longitud
15(0h14min45,09s0) + 48°50'11"63E = 45°08'55"28E.

Q53- Siendo 0 el valor del arco de circulo maximo que une los puntos medios de los lados iguales de
un triangulo esférico isosceles ABC, en el que b =c, hallar el valor de la expresion
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sin & cos 2
Q= 2 2
sind
2
Solucion: Sean M y N los puntos medios de AB'y AC, y Py H los de MN y AB. En el triangulo

esférico ABP, se conocen: AM = b MP = Q, P =90° MAP= A

5 5 55 por lo que:
A sin%
sin7 = En el triangulo esférico ABH, se conocen: AB =b, BH = %, H = 90°,
sin —-
2
A A sin% sin% sin%
BAH = Z-; de donde se obtiene que: sin4£- = —%-. Luego, operando: = —5,
2 2 sinb Sing sinb
2
i 0 b
sin 2 cos -~
in0 cinb oD _nberad o 2 "2 _ 1
23|n23|n20032 S|n25|n2,Q sin% >

Q54- Tres puntos A, B, C estan situados en el paralelo 60°N, siendo sus respectivas longitudes
0°E, 90°E, 180°E. Hallar el valor del angulo diedro formado por los planos AOB y BOC, asi como
el formado por los planos APB y BPC, siendo O el centro de la esfera'y P el polo norte.

Solucion: Los planos AOB y BOC cortan al plano del paralelo segin rectas AB y BC, cuyas

J2

longitudes son, siendo cos60° el radio del paralelo: AB = BC = /2 cos60° = 5 El diametro
AC mide: 2cos60° = 1. Los arcos de circulo méximo que subtienden las cuerdas AB, BC y AC

J2

miden: 2arcsin 7= 41°24'34,64" los dos primeros, y 2arcsin % = 60°, el tercero. Por tanto, en
el triangulo esférico ABC, se conocen los lados: AB = BC = 41°24'34"64, AC = 60°. EI diedro

buscado es el angulo B, que viene dado por: Cosﬁz‘/smpsm(p—b), es decir:

2 sina sinc

sin71°24'34"69 sin11°24'34"69
B = 2arccos — —
Sin“41°24'34"64
al plano del paralelo segun las mismas cuerdas que en el parrafo anterior. El radio de la esfera con
centro P y pasando por ABC, es: Jc05260°+ (1-sin60°)2 = /2~ /3 =0,5176380902. Los
arcos de sus circulos maximos que subtienden  dichas  cuerdas, miden:

= 08°12'47"56. Los planos APB y BPC cortan

: ﬁ _ qprona/an! - 1 _ 0
2arcsin 405176380002 86°09'32"52 para AB y BC, y 2arcsin 5. 0.5176380902 150
para AB. El diedro buscado es el angulo B, que viene dado por: cos B - ‘/—smpsm(p —b) ,

2 sinasinc

decir: B = 2arccos‘/ Sin161°09'32752sin11°09'32°52 _ 150058'42"11.
sin“86°09'32"52

Q55- Hallar el radio R del circulo circunscrito y el radio r del circulo inscrito en el triangulo esférico
ABC, del que se conocen: a = b = ¢ = 90°.
Solucién: ~ A=B-C=90°, p-d+tDEC 135 g ABLC-IBC 4

R = arctan |— _SinE____ = arctan —L__ = 54°44'08"'2,
sin(A - E) sin(B - E) sin(C—E) sin45

r = arctan ‘/ sin(p —a) Sms(iF;B b) sin(p—¢) _ arctan( sin45°) = 35°15'51"8.

Q56- Dado el triangulo esférico ABC del que se conocen sus tres angulos: A = 64°32'24",
B = 72°14'20", C = 849°52'32", calcular el radio R de la circunferencia circunscrita.

Solucién: Es de aplicacion la férmula: R = arctan |— _SinE =
sin(A—-E) sin(B-E) sin(C-E)
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— arctan 5in20°49'38" — 40°33'01"69.
Sin43°42'46" sin51°24'42" sin64°02'54"
Q57- Dado el triangulo esférico ABC del que se conocen sus tres lados:
a = 96°42'15", b = 82°04'18", ¢ = 71°28'37", calcular el radio r, de la circunferencia exinscrita
en el angulo A.

Solucion: Es de aplicacion la  féormula: r, = arctan smpsm('p—b)sm(p—c) =
sin(p—a)

_ sin125°07'35"sin43°03'17"sin53°38'58"  _ 44011114
arctan‘/ SN 28°2520" 44°11'14"65.

Q58- Resolver el triangulo esférico ABC, del que se conocen: a = 90°, ¢ = 102°, A = 36°25'08".

Solucion: Se aplican la formula: b = arctan -1 = 14°47'47"1, y para los
tan 102° cos 36°25'08"

4 . _ _ 0 09508 — Q042/14" _ —C0536°25'08" _
angulos: B = arctan(—cos 102°tan 36°25'08" ) = 8°43'14"58, = C = arccos 0s8°43 14758
= 144°29'58"02.

Q59- Calcular c en un triangulo esferico ABC, enelquea+c = x, b =y, siendo x e y las soluciones
minimas positivas del sistema 2 sinx cosy = 1, tanxtany = —1.

Solucion: Se tienen las soluciones: x = 135°, y = 45° Luego: cosa = cosbcosc, es decir:

cos(135° —¢) = %cosc, — %cosc + gsinc = %cosc, tanc = 2, ¢ = 63°26'05"82.

cot?b + cot?c .
cot?h,

i4n- O — [ _cotb )2 ( cotc )2 _ (tanha>2 (tanha>2 iy .
Solucion: Q (cotha + coth, tanb + Tane ) - En el triangulo esférico

rectangulo ABH, en el que H es el pie de la altura h,, y llamando A; al angulo BAH, se tiene:

_ tanh, . iz . _ tanh, : )
COSA; = fanc - Similarmente, en el triAngulo HAC, se tiene: cosA; = anb siendo:

A1+ A, = 90° Luego: Q = cos?A; + Cos?A; = C0s?A; +sin?A; = 1.

Q 60- En un tridngulo esférico rectangulo en A, calcular el valor de la expresion Q =

Q 61- En un tridngulo esférico ABC, se conocen las distancias de un punto P de su interior, a los tres

vértices, que son: L, % ZL | Se sabe que las areas de los tres triangulos PAB, PBC,PCA son

2
iguales entre si. Resolver el triangulo ABC y hallar su area.

Solucion: Sean a, B, y los angulos APB, BPC y CPA, por lo que: a+ g+ 7y = 360° Al ser
iguales los excesos esféricos de los tres triangulos formados en torno a P, utilizando la férmula:

cot % cot % +cosC cot % cot % +cosa  cot % cot % +cos 3
COtE = - , se tiene: - = - =
sinC sina sinf
cot % cot % +COSYy
= siny . De la igualdad entre los términos primero y segundo, se deduce que:
_ _ cot - cot & + cosa
a=pB, por lo que: y =360°-2a, obteniéndose la ecuacion: Sina =

cot £ cot & + cos(360° — 2a)

4 4 «/§+0050!_1+0052a_ _ o_ — B0°
- sin(360° — 2a) ' Sina sin2g  ~ O @ = 150°=5, v = 60°% Enel
triangulo APB, para calcular AB se aplica la siguiente formula:
AB = arccos(cos%cos% +sin %sin %cos 150°> = arccos(—%) = 138°35'25"36. En el
triangulo BPC, se tiene: BC = AB = 138°35'25"36. En el triangulo CPA, se tiene:
AC = arccos cos%cosl + sin%sin%cos 60°> = arccos% = 60° En el triangulo ABC, se
tiene: B = 2arcsin SN0 _ 98012'47"56, A = C = arccos 18N30° _ 130053'36"22. Por tanto,
sinBC tanBC

se tiene que el exceso esférico del triangulo ABC es: 2E=A+B+C-180° =
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= 2 +130°53'36"22 + 98°12'47"56 — 180° = 180°, luego su area vale .

Q 62- Un circulo maximo es tangente a dos circulos menores de radios esféricos r y r', siendo d la
distancia entre sus polos, y siendo t el arco de circulo maximo entre los puntos de tangencia.

sinzd _ginzr=r'
Demostrar que: sin?L = 2 2
2 COSTCoSr

Solucion: Sea P el polo del circulo maximo, siendo C y C', los polos de los circulos menores. Los
tres lados del triangulo esférico CC'P, miden: b=PC=90°-r, ¢=PC' =90°-r,
a=CC' =d, y el angulo en P mide: A =1t Por tanto se tienen los siguientes valores:

2p = 180°—r —r' +d, p=90°+d_+_r/, p—b:d++_r/, p—c:d_++r/, de donde se

_ _ sind+r=r gnd=r+r  gnd | r=rjgpd _r-r,
obtiene  que: sin?l = — 2 . 2 = 2 2 2 2 7 _
2 sin(90 — r)sin(90 — r") cosrcosr’

i2d sor—r
SIN“—+ —SIN"———
2 2

cosr cosr’

Q 63- Un hidroavion partio de Sevilla rumbo a Santiago de Cuba, a las cinco de la mafiana de un
lunes, con una velocidad de crucero de 198km/h. A las seis de la tarde del mismo lunes, sufre una
averia en el motor que hace descender su velocidad con una deceleracién de 1mm/s?. En el
momento de producirse la averia, solicita ayuda por radio, dando su situacion geografica. En ese
mismo momento sale en su ayuda un hidroavion desde Santiago de Cuba, con una velocidad de
252km/h. Cuando el hidro cubano encuentra al espafiol, solicita ayuda para poder remolcarlo, por
lo que un hidro brasilefio que habia despegado del archipiélago Fernando de Noronha y se
encontraba en las proximidades de su base, se dirige a su encuentro. Se pide el rumbo de la ruta del
hidroavion brasilefio y la velocidad que llevaba el espafiol en el momento de producirse su
encuentro con el cubano. Se supone que todas las rutas se realizan por circulo méximo y que el
radio de la tierra es de 6.400km. Coordenadas de Sevilla: 37°22'35"N; 6°0. Coordenadas de
Santiago de Cuba: 20°05'15"N; 76°20'05"0O. Coordenadas del punto de partida del hidro
brasilefio: 5°50'10"S; 30°06'45"0.

Solucién:

B
C

Sean: A, Sevilla; B, Santiago de Cuba; C, el punto de partida del hidro brasilefio; D, el punto de
encuentro del hidro cubano con el espafiol; P, el polo norte. En el triangulo esférico ABP, se
conocen: AP = 90° — 37°22'35" = 52°37'25", BP = 90° — 20°05'15" = 69°54'45",

P = 76°20'05" — 6° = 70°20'05".  Por tanto, se aplica la siguiente  férmula:
AB = arccos(c0s52°37'25" c0s69°54'45" + sin52°37'25" sin69°54'45" cos 70°20'05") =

_ A90 _ _ - 5in69°54'45"sin70°20'05" _ qa0
= 62°63006596(*) = 6995, 846 km, A = arcsin Sin 62963006596 = 84°7928677.

Hasta el momento de la averia, el hidro espafiol habia recorrido: 13 - 198 = 2.574 km, luego
guedaban por recorrer: 6.995,846 — 2574 = 4.421,846km. Siendo t el tiempo que tardan en
encontrarse los hidros espafiol y cubano desde el momento de la averia, y siendo la deceleracion:

0,000001 - 36002 = 12,96km/h?, se cumple quer 252t+1(198 - 2590t = 4,421,846,

t =11,847584h. Luego se tiene que: BD = 11,847584 . 252 = 2985,591km = 26°72840058,
AD = 6995,846 — 2985,591 = 4.010,255km = 35°90166973. La velocidad del hidroavién
espafol al llegar a D, es: 198 — 12,96 - 11,847584 = 44,455km/h. En el triangulo ADP,.se
conocen: AP = 52°37'25", AD = 35°90166973, A = 84°7928677. Por tanto se aplica:
DP = arccos(c0s52°37'25" cos 35°90166973 + sin52°37'25" sin 35°90166973 cos 84°7928677) =

— 570 _ arcsin SiN35°90166973sin 84°7928677 _ 40 i
= 57072282303, P = arcsin Sin57972282303 = 43°68616885. En el triangulo
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CDP, se conocen dos lados y un angulo: CP = 90° + 5°50'10" = 95°50'10", DP = 57°72282303,
P = 6°+ 43°68616885 — 30°06'45" = 19°57366885. Por tanto, se aplica la férmula:
CD = arccos(c0s95°50'10" cos57°72282303 + sin 95°50'10" sin57°72282303 cos 19°57366885) =

_ 490 _ ;- 8in57°72282303sin19°57366885 _ 5,40 _ 94040/27"
= 42°42284331, C = arcsin SiN 42949984331 = 24°82701514 = 24°49'37"25.

Luego el rumbo del hidroavién brasilefio es: N24°49'37"250.
(%) Para las fracciones de grados, se utilizan indistintamente las notaciones decimales o las
sexagesimales (minutos y segundos).

Q 64- Calcular en km la distancia AB, siendo las coordenadas de A: longitud 65°43'54"0; latitud
30°955'43"S, y las de B: longitud 43°46'02"E; latitud 17°19'43"N. Se supone que la tierra es
esférica con un radio de 6.366 km.

Solucién: En el tridngulo ABP, siendo P el polo norte, se conocen: AP = 90° + 30°55'43" =
= 120°55'43", BP = 90°—17°19'43" = 72°40'17", P = 65%3'54" + 43°46'02" = 109°29'56".
AB = arccos(cos120°55'43" cos 72°40'17" + sin120°55'43" sin 72°40'17" cos 109°29'56" ) =

= 115°2404248 = 12.804,094 km.

Q 65- Hallar la latitud del punto en que un meridiano que pasa por uno de los puntos en que el
paralelo 50° N corta al circulo menor tangente al paralelo 60° N y al ecuador, vuelve a cortar al
mismo circulo menor.

Solucion:

Sea A el polo del circulo menor, que esta situado sobre el paralelo 30° N. Sea B el punto de corte
del meridiano con el circulo menor y con el paralelo 50° N. Sea P el polo norte. En el tridngulo
ABP, se conocen: AP = 90°—30° = 60°, PB = 90°-50° = 40° AB = 30° que corresponde al

2 sinbsinc
siendo  2p = 60°+40°+30° = 130°, p=065° se obtiene el valor del angulo

P = 2arccos /% = 29°8116288. En el triangulo APC, siendo C el segundo punto de

corte del meridiano con el circulo menor, se conocen: AP = 60°, AC = 30°, P = 29°8116288. Por
tanto, obteniendo el valor del angulo auxiliar 6 = arctan(tan60°co0s 29°8116288) = 56°35991911,
se calcula PC por la formula:

(0] 0
PC — 0 + arccos —-0530°€0S 520§5991911 (¥) = 56°35991911 + 16°35991914 — 72071983825,

Luego la latitud de C es: 90° — 72071983825 = 17°28016175 = 17°16'48"58N.
(x) Se utiliza el signo +, pues PC > PB.

radio esférico del circulo menor. Por tanto, utilizando la férmula: cos A — JS'npS'n(p — AB) ,

Q66- Un barco partié de A (52°N; 89°40'E) y lleg6 a B (48°52'N; 64°32'E), haciendo el recorrido por
circulo maximo. Calcular en km la distancia recorrida y los rumbos de salida y llegada. Un
cuadrante de meridiano mide 10.000 km.

Solucion: En el triangulo esférico ABC, en el que C es el polo norte, se conocen:
AC = 90°-52° = 38°, BC = 90°—48°%2" = 41°08', C = 89°40' — 64°32' = 25°08'. Por tanto:
AB = arccos(cos38°c0s41°08’ + sin38°sin41°08' cos 25°08') = 16°22716656 = 1.803,019km,
cos 38° = 41°08'
Para el calculo de A y B se tiene: A£B — arctan 2 — 80°24582707
ara el calculo de A y B se tiene: 5 o 2508 o 3% 41°08] :
2 2
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i 38°— 41°08'

A-B 2 . .
L= = = 10°8987 © A =91°144 7
5 arctan 75708 38+ 41908 0°8987389, obteniéndose 9 56597,

2 2

B = 69°34708817. El rumbo de salida fue: N91°08'40"440, y el de llegada: N69°20'49"52E.

Q 67- Hallar el area de la parte de superficie esférica comprendida entre un arco de paralelo que pasa
por los puntos A 'y B, y el arco de circulo maximo que los une. Coordenadas de A:
48°15'N;54°06'0. Y las de B: 48°15'N; 0°17'E. Un cuadrante de meridiano mide 10.000 km.
Solucion:  En el triangulo esférico ABC, en el que C es el polo norte, se conocen:
AB = BC = 90° - 48°15" = 41°45', C = 54°06' + 0°17' = 54°23'. Para calcular A = B, se aplica
la formula: A = B = arctan 5 ,1 = 69°01°44"25. Luego el exceso esférico es:

tan % €0s41°45'

2E = 2 .69°01°44"25 + 54°23" = 192°26'28"5. La superficie del tridngulo esférico ABC, es:

’ I o0 ! " 2
192°26'28"5 —180° , zR*> _ 12°2628 57 200007 _ 8.800.384,445km?. La superficie de la

90° 2 180° 72
parte de zona esférica comprendida entre el paralelo AB, los meridianos AB y AC, y el polo norte,
0 /
viene dada por: 27[Rh+23 siendo su altura: h = R(1-sin48°15"). Luego mide:
54°23' . 200002(1 — sin48°15")

1800 = 9.768.751,033km?. El 4rea de la parte de superficie esférica
T

comprendida entre el arco de paralelo y el arco de circulo maximo que pasan por A y B, es:
9.768.751,033 — 8.800.384,445 = 968. 366,588 km?.

Q 68- Entre dos puntos A y B del hemisferio norte hay una distancia d = 8.472 km. Se sabe que un
avion partié de A rumbo N82°42'E, y después de volar por circulo maximo, llegé a B con rumbo
N85°43'30"0. Calcular las latitudes de A y B, la diferencia de longitudes de Ay B, y la maxima
latitud alcanzada. Un cuadrante de meridiano mide 10.000 km.

Solucion: En el triangulo esférico ABC, en el que C es el polo norte, se conocen:
A = 82942', B = 85°43'30", AB = 842 = 76°248. Para calcular a y b, se aplican las

10000
tan -£6°248 s 85%43'30" — 82°42'
iguientes formulas: b+a _ arctan 2 2 = 82967542352
SIouien T2 oo 85%4330" + 82°47 ’
2
tan 16248 qin 85°43'30" — 82942’
b-a 2 Sz )
5 = arctan = 10192745337, obteniéndose los valores:

sin 85°43'30 + 62°42.

b = AC = 83°52'05"41, a = BC = 81°28'57"64. La latitud de A es: 90°-83°52'05"41 =
=6°07'54"59N, y la de B : 90°-81°28'57"64 = 8°31'02"36N. EI calculo de C es:

_ 0 8in769248sin82°42 _ 19ql ; ; ;
C = arcsin Sing1728'57'64 76°57'28"84, ql{e corresponde a la diferencia de longitudes de
Ay B. En el tridngulo ACH, en el que H es el pie de la altura desde A sobre BC, se conocen:
H =90° A =8242" AC =83°2'05"41. Por tanto, se aplica la siguiente férmula:
CH = arcsin(sin83°52'05"41sin82%42") = 80°4771055. La maxima latitud alcanzada es:

90° — 80°4771055 = 9°31'22"42.

Q 69- En un cuadrilatero esférico se conocen: d' = 30°, d” = 90°, a(angulo de d’'y d") = 60°. Hallar
el valor de la expresion E = 808 cosAcosC(tanatancsinbsind — tanbtandsinasinc).

Solucion: Sea el cuadrilatero ABCD, en el sentido de las agujas del reloj, luego AB = a,
BC =h, CD =c, DA =d, AC =d’, BD =d". En el triangulo esférico rectilatero ABD, se tiene:
cos(180° — A) = cotacotd = —cosA. En el triangulo esférico rectilastero BCD, se tiene
cos(180° — C) = cotbcotc = —cosC. Sustituyendo estos valores en la expresion E,.se tiene:
E = 808cotacotdcotbcotc(tanatancsinbsind — tanbtandsinasinc) =

= 808(cosbcosd — cosacosc) = 808sind’'sind” cos60° = 202.

Q 70- Desde un punto O se dirigen visuales a otros dos puntos, P y Q, midiéndose los angulos ZOP y
Z0Q que dichas visuales forman con la vertical OZ, y el angulo POQ que las visuales forman
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entre si. Determinar el valor del angulo que forman entre si las proyecciones ortogonales de las
referidas visuales sobre un plano normal a OZ. Los éangulos medidos son:

— —_ —_

ZOP = 78°37'25", ZOQ = 82°25'30", POQ = 37°25'45".

Solucion: Trazando una esfera con centro O, se tiene el tridngulo esférico ABC, en el que A es la
interseccion con OZ, B con OP y C con OQ, en el que se conocen:
BC = 37°25'45", AC = 82°25'30", AB = 78°37'25", 2p = 198°28'40", p = 99°14'20",
p—a=61°8'35", p—b = 16°48'50", p—c = 20°36'55". Luego se aplica la siguiente formula:

A=? sin16°48'50" sin20°36'55"  _ 37046/39" | anaul ido.
arctan ‘/ <IN 99°14720" sin 61°48'35" 37°46'39"56, que es el angulo pedido

tanratanrp, tanr,
tanr

Q 71- Hallar en funcion de p, el valor de la expresion Q =

Solucion: Siendo: tanr = ‘/ sin(p — a)sin(p — b)sin(p — ¢)

sinp , 'y las férmulas analogas para tanra,

tanry, tanr, se tiene que:
‘/ sinpsin(p —b)sin(p —c¢) sinpsin(p —a)sin(p —c¢) sinpsin(p —a)sin(p — b)

sin(p—a) sin(p—b) sin(p—c¢)

sin(p —a)sin(p — b)sin(p —¢)
sinp

Q=

Operando, se obtiene el valor: Q = sin?p.
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Problemas de Calculo Diferencial

Seccion R - DERIVADAS DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

R1- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado:y = ja+ ja+ /X .

Solucién: Haciendo las sustituciones: u=a+  Ja+ /X, v=a+ /X, se tiene: y= Ju,
!

R . !
u=a+,/v. Derivando, se obtiene: y' = Uy = v = ——. Por tanto:

v
2/ 2N 2%
" 1
8. /a+‘/a+,/7 < Jar X e X
R 2- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = m/a+ ofb+ X .

., . . ; 1
Solucion: Haciendo las sustituciones: u =a+ gb+ X, v=Db+ ¥X, se tiene: y = gu =um,

1 . . 1 1 1
u=a+yVv =a+vn. Derivando, se obtiene: y' = %u m-ly' U = %v nly' v = %x » 1 Por

tanto: y' = anp . T/(a+ W)lﬁm s+ )" X

R3- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = a**.

y

!
Solucion: Tomando logaritmos: Iny = x2Ina. Derivando, se obtiene: yT = ax®**!lna. Luego:
y' = a‘ax*tIna.

R 4- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = sin y/ax.
Solucién: Sustituyendo: u = gax, se tiene: y =sinu. Derivando: u' = r,n/ﬁixﬁ—l,
1
y' = cosu - u'. Portanto: y’ = cos pax - r,n/ﬁ%xﬁ—l.
R5- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = log, %/sin(x") .

Solucion: Haciendo las sustituciones: u = g/sin(x"), v = sin(x"), w = x", se tiene: w' = nx"1,

. 1-m '
v=sinw, VvV =cosw-w, u= gV, u = %v mov, y=logu, Yy = m. Por tanto:
Ly L sinw) 5 ccosw-w' L (sinx") T - cosx™ - nx-t
/ _ m _ _m

m
y = . = . = .
o/sin(x") Ina o/sin(x") Ina m'sin(x") Ina
R 6- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = sin cos tan cotx.
Solucion: y = sin[cos[tan(cotx)]]. Haciendo las sustituciones: y = sinu, u = cosv, v = tanw,

- - !
w = cotx, se tiene: y' =cosu-u/, u' =-sinv.v, v'= L w =— 12 . Por tanto:
1 COs?w

sin“x
cos2cotx - sinx

y' = cos cos tan cotx - sin tan cotx -

R 7- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = ‘a/arcsin ,a/arccos garctanx .

Solucion: Haciendo las sustituciones: u = arcsin g/arccos garctanx , v = arccos garctanx,

. . da
w = arctanx, se tiene: y=gu, u=arcsingv, v =arccosgw, Yy = %u a .U,
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/ 1

! !
u=—¥Y__, v=—-oWw__  w=—=2_ Por tanto se tiene que:
) 1 2
iw/l—V% i,/l—lwé 1+x
y' = %(arcsin farccos garctanx )a . 1 -1 ‘1 +1x2

+ ,/ 1 — (arccos garctanx ) % + ,/ 1 — (arctanx) %

. - T o . -
R 8- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = arcsin log, ¥/cosx™ .
Solucion: Haciendo las sustituciones: u = log, Wcosx", v = g/cosx", w = cosx", se tiene:
/ !

. 1o d-m
y =arcsinu, u=log,y, v=gw, y=—U_— U= ;’ ;v =Pwm,
+1_u2 vina
w' = —sinx" . nx", Teniendo en cuenta lo anterior, la derivada pedida es la siguiente:
1 1 1 1-m . =
h = . - 7 (cosx™)Tm .« (=1)sinx" - nx"

i,/l—(logam)z ycosx” Ina

R9- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = x*.
!
Solucion: Tomando logaritmos: Iny = xInx. Derivando: VT = Inx+ 1. Luego: y' = x*(Inx +1).

R 10- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = a b @

Solucién: Haciendo las sustituciones: u = 4/b + cvdteosx y = cidicosx = /d 4+ cosx, se tiene:
1

y = al, u=Jb+v, v=c" y' =a'u'lna, u = %(b+v)‘7v’, v =c"w'Inc,
1
w = %(d +cosXx)” 2 (—sinx). Teniendo en cuenta lo anterior, la derivada pedida es:
T 1 .
y = i’ na. %(b 4 gYdeosx )=, gidroosx L nc . %(d +C0SX) ™2 (—sinx).

R 11- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = x5,

l

Solucién: Tomando logaritmos: Iny = sinxInx. Derivando: yT = cosxInx + 3X | yego:
y' = x"(cosxInx + SR,
R 12- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = xx
- 1 1
Solucién: y' = % XX T4+ xX Inx.
R 13- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = x tanx .
Solucion: Tomando logaritmos: Iny = —L_ . Inx. Derivando: y _ -l INX + —ri—. Luego:
tanx y sin2x xtanx

y’:xta# =1 x4+ 1 .
SinZX xtanx

R 14- Dada la funcion f(x) = XX T D +12) TEE descomponerla en fracciones simples y

calcular su derivada de orden 6.

1 _a b c m .
X(X+1)(X+2)...(x+n) X 311 Txg2 ot xEne De donde:

1 :a(x+1)(x+2)...(x+n)+bx(x+2)...(x+n)+cx(x+1)...(x+n)+...+mx(x+1)(x4£2)...

Dando a x los valores: 0, -1, —2,..., —n, Se obtiene: a = e b= oD c= G

—_1\n
d= ﬁ m = (nlll)l . Por tanto, la descomposicion en fracciones simples es:

_ 1 -1 1 D"
= S * o DicsD T 2o T e

seis veces, se tiene: f®(x) =

Solucién:

Derivando esta expresion
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6! 61.2° _ 61.3° g 6lend

6!
- 2In-2)'(x+2)"  3(n-3)!(x+3)7 nt1l(x+n)’"’

nix’  (n-DIx+1)7

R 15- Calcular la derivada de orden n de la funciony = M.
x*—5x2+4
ol o _Ax3—10x _ 4x3 — 10x __1 1 1 1
Solucion: y x* —5x2+4 X+2)Xx-2)(x+1)(x-1) x+2 "Tx—2 Txy1l Tx-T

Por tanto: y® = (-1)"nI[ (x+2) ™ + (x=2) "+ (x+ 1)+ (x =1 ],

= (sinx)*.

!
Iny = xInsinx. Derivando: yT =In sinx+x%. Luego:

R 16- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y

Solucion: Tomando logaritmos:

CoSX
= (sinx)”( In sinx + x-=22 )
y' = )< sinx

1
R 17- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = (cosx) X .
y _ -1 sinx

Derivando: v = 7'” COSX — xCosX -

Solucion: Tomando logaritmos: Iny:%ln COSX.

) :
- x (=1 — SInx
Luego:y’ = (cosx) * ( 2 N COSX — 5osx )

cotx

R 18- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = (tanx)

Solucién' Tomando logaritmos: Iny = cotx - Intanx. Derivando esta expresion, se tiene:
!
yT = In tanx+cotx—1 y' = (tanx)*™ __12 In tanx — cotx 1
sm 2X COS?X tanx sin“x COS?X tanx

R19- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = (sinx)*
Solucion: Tomando logaritmos: Iny = x*In sinx. Sustituyendo: u = x*, y tomando logaritmos:

- / -
Inu = xInx. Derivando: 4 = Inx+1. Luego: u'=x*(Inx+1). Por tanto: Iny = ulnsinx.

!
Derivando: yT = u'In sinx + uLosx COSX Luego se tiene que: y' = (sinx)™ (u'Insinx +u g?r?;() -

- (Slnx) (XX(Inx+ 1) In sinx + x* ('SJ)6$X)

R 20- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y =

- . 1 . 1 .
Solucion: Tomando logaritmos: Iny = xx Inx. Sustituyendo: u = x*. Tomando logaritmos:
. ' _ 1, _
Inu = %Inx. Derivando: UT = —}Inx+ % Luego: u' = xX —%Inx+ %). Por tanto:
X X X X

Y —Ulnx+u )1( Luego despejando y sustituyendo el valor de y, se

Iny = u Inx. Derivando: v =
%) xf[xx(x—}lnx+x—12)lnx+x%%}_

tiene:y' = x¥*(u'Inx +u
)tanx

R21- Derivar la siguiente expresion, sin simplificar el resultado: y = sin®™"*x = (sinx)

Solucion: Sustltuyendo u = (cosx)®™, y = (sinx)". Tomando logaritmos: Iny = ulnsinx.

Derivando: yT =u'ln smx+ugoﬁ°’x Por otra parte, sustituyendo: v =tanx, se tiene:

} .

u= (cosx)v Tomando logaritmos y derivando: Inu = vincosx, - =v'Incosx —va§- =
sinx _ tanx,  —1 . sinx .

In cosx — tanxgagy - Luego: u’ = (cosx) (—COSZX In cosx — tanxgggy ). Por tanto:

"= (sinx) @0 [[ cosX) ™ (—L_ In cosx — tanx-3NX ]In sinX + (CosX “"‘"XM}
y ( ) (cosx) (CO 0 cosX ) (cosx)™ -5

R 22- Hallar la derivada de y = [arctan(es"?)]*

s ; 2 : 2X o esin2x
Solucion: y' = 2x[arctan(es"2)1*"| In arctan(esn?) + XCOS . :
y [ ( )] ( ) arctan es|n2x(1 + eZSIﬂZX)
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R 23- Derivar la siguiente expresion, simplificando lo mas posible el resultado: y = tanx + %tan?’x.

iAn: v/ — 1 1 «3. 2y 1 — 2 1 _ 4
Solucion: y T +3 3 - tan“x Y~ 0052 (1 +tan®x) = v Sec”X.
R 24- Derivar la expresiony = % tan3x — tanx + x, simplificando lo mas posible el resultado.
., . in2 2
Solucion: Derivando: y' = L .3.tan?x. —L_ - L _ 1 SINX _ cOSX COSZX =
] ) o3 COS?X  CO0S%X cos*x  cos*x  cos*x
sin?x — (1 —sinx) + 1 +sin*x — 2sin>x _ gin4x .
= 7 = - = tan®x
cos*x cos*x
) . ., _ 1 . . , .
R 25- Derivar la expresiony = J— ——==——arccos | +— a , simplificando lo mas posible el resultado.
Solucion: Sustituyendo: u = [L1=X°  setiene:y = 1 arccosu. Derivando la funcién u, se
' 1 ; _l 1 . 2 Lo
i 2 L - - - . .
tiene: u' = %( % = ;X )2 . X( (fx) ha ?2( XY) Por tanto, derivando la funcion y, se
- — ax
_L( 1-x2 )—71 -2x(1 —ax) +a(1 - x?)
/ 2°1-ax (]_ - ax)2
tiene; y' = —L . -U -1 . _
Ji-a  +J1-u? 1-a + [ 1=X2
B 1-ax
_ ax? — 2% + a ., (ax? - 2x+a) /(1 —a)(1 - x2)(x2 — ax)

2(1-ax)(1 -a)(1 —x?)(x? — ax)

2(1 ax) J1—ay1-x?Jx%-ax
R26- Derivar la expresiony = (2bx — 3a) §/(a + bx)?, simplificando lo més posible el resultado.

e 2 a2 2.4, _ _ 10b% 2
Solucién: y' = 2b3(a + bx)? + (2bx 3a)3(a+bx)3 b 3(a+bx) J(a+bx)?.

R 27- Derivar la expresiony = (a2 + x?)arctan %, simplificando lo mas posible el resultado.
., 2 2
Solucion: y' = 2xarctan 5 + —2—+X°— — a4 2xarctan £-.

XZ
a(l + ?>

R 28- Derivar la expresiony = (a + x)arctan /% — Jax, simplificando lo més posible el resultado.

Solucién: y' = arctan [X +-&+x 1 1 4 —arctan /X
a 1+4% 2y 2

R 29- Derivar la expresiony = arctan / +In /2=28 T a , simplificando lo mas posible el resultado.

., 2
Solucion: y' = 1 >~ + . faa = %ax 7
a(1+§> x+a) -2 /373 *{XxTa x'-a

R 30- Derivar la expresiony = arcsin F simplificando lo més posible el resultado.
1+Xx

-1
(1+x2)? - %(1+x2)72x

Solucién: y' = 1 . I
y N {1_ Y2 1+ x2 1+ x2
B 1+x2
2
R 31- Derivar la expresion y = InM + 2arctan Xﬁz , simplificando lo més posible el
1-x42 +x2 1-x

resultado.
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solucion:  y = 220 A X2 4x) - (VT +2) (X2 4X0)  1ox/2 x|

(1—x,/§+x2>2 1+X42 +x2
. 2 2QA-xA) 4222 42
1 2x2 (1-x2)? Cl4x4

Ty

[q _ 1 _ y2
R 32- Derivar la expresion y = ‘/1_1 In 248 ‘/1;1 X , simplificando lo mas posible el
a-— 1-ax

resultado.
,/a——1+l_—2x>./71—ax2 +l 28X (vaTT+/1-x
Solucion: y' = ( 2 J1-x 2 J1-ax ( ) .
' B 1-ax?
1 J1-ax? B 1

a-1 xJa-1+J1-x° - (1-ax?)J1-xZ

i . a+xyb .o . .
R 33- Derivar la expresiony = 5 1 Ja +xJb , simplificando lo més posible el resultado.

Jab  ja -x/b
oncion:y - 1 PGE-WB) « B(A+xD) ya-xF
2/ (Ja-xyb)’ Ja+x/p  a-bd
R 34- Derivar la expresiony = In X2 bx - Ja , simplificando lo mas posible el resultado.

1
Ja a+bx +/a

> —L (Va¥bx+ /@) - 3 —L - (Javbx - /a)
Solucién: y oL . @bz (a+hx)?2
/a (Jasbx + ja)°
.,/a+bx+,/§ 3 1 Ja+bx

Jarbx — /@ xJa+bx  x@+bx)’

R 35- Derivar la expresiony = In = lex+yl-X , simplificando lo mas posible el resultado.
J1+x = J1-x

2
JI+X +4J1-X [1—-x2
Solucion: Racionalizando y derivando, se tiene: y = In ( > =1In 1ryl-x

o 1+x—-1+X X ’
—%(1—x2)72xx—1—,/1—x2 y .
y' = . it
x? 1+J1-x2 Xy1—x?
R 36- Derivar la expresiony = Lin (x-1)° ~ L arctan 2X+1 simplificando lo mas posible el
6 x2+x+1 /3 J3
resultado.
_ 2 _ _1)?
Solucion:  y' — 1 2Xx-1)(x“+x+1) (2>2< +DX-1)"  x2+x +21 2 1 __
6 (X2 +x+1) (x-1) 3 1, @x+1)
3
__1
x3-1

R 37- Derivar la expresiony = % , simplificando lo mas posible el resultado.

oo _ 1 [1—sinx , C0sX(1—sinx) +cosx(1 +sinx) _ 1
Solucion: y' = 2y 1+sinx (1 - sinx)? - 1-sinx”
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. L JX2 + a2 2 S . .
R 38- Derivar la expresion y = % + 37 In(x +JXx%+a? ) simplificando lo mas posible el
resultado.

2X
14 —2X
[y2 2
Solucion: y' = %(./xz Tal X ) + —322 2yx_+a = J/x2+a2.

Jx2+a? X+ X2 +a?
R 39- Derivar la siguiente expresion, simplificando lo més posible el resultado: y = arctan 1 EX >
_y2
Solucioén: y' = 1 5 L2 X )+22X2X = 22 :
4 4xT (1-x2) x2+1
2
(1-x?)

R 40- Derivar la expresion y — arctan -X+a+0—abX g lificando lo més posible el resultado.
P y l+(@a+hb)x—ab P P

Solucién: Derivando y operando, se tiene: y' = a’h? —a? - b2 —4ab + 1 - =
[@+b)x—ab+1]°+[(1-ab)x+a+Db]

(ab-1)2-(a+b)? B (@b+a+b-1)(ab-a-b-1)

[(@+b)x—ab+1]>+[(1—ab)x+a+b]> [(@+b)x—ab+1]°+[(1-ab)x+a+b]*’

R 41- Derivar la expresiony = % arctan :1)’)(—_3);2 simplificando lo mas posible el resultado.
Solucién: y' = L 1 C B3 -3 +6x3x—x°) 1 _
31+(3x—x3>2 (1-3x2)° x2+1
1-3x2
Derivar | iony = X% =X 82 srehin X simplificando lo més posible el resultad
R42- Derivar laexpresiony = ———— + -arcsin 3, simplificando lo més posible el resultado.
aZ 2 - X
(32 _ 2
Solucién: y' = 5 a X +%2.%.%:i/7a2_xz_
X
i ey
R 43- Derivar la siguiente expresion, simplificando lo mas posible el resultado: y = arctan X =
1-x
JI-x2 + X—22
Solucién: y' = 1 — - 21 kS —
14 : X . 1-x 1—x2
—X
/ z _
R 44- Derivar la expresiony = 2arctan # simplificando lo més posible el resultado.
-1
Solucion: y' = 2 ) X2(L+x2)2 —J1+x% +1 _ 1
(JT+ -1)° X L+x*
1+ v
R 45- Derivar la expresiony = % arctan ;‘Elg—iii simplificando lo mas posible el resultado.
Solucién: y' = 1 1 X -2)(X*+2x—-1) - (2x+2)(x* —=2x - 1) _ 1
’ 2 2 _9ox—1Y)>2 2 —1)? x2+1°
1+(x 2 1) (X2 +2x-1)
x2+2x-1

R46- Derivar la siguiente expresion, simplificando lo mas posible el resultado: y = arctan ﬁ.
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Solucion: y' = 1 - 1—ax+a(a2+x) _ 1
1+ M) (1 - ax) X2 +1
1-ax

. - in2x — .
R 47- Determinar el valor de y' para x = 40° en la expresiony = M + 3 In(sinx + tanx).
2sinx cosx 2

; in2
Solucién: y' = 35'”4)_(_45'” X+2 . 3 _ _ 3730431655.
2sin2x cos2x 2C0SX

R 48- Calcular la derivada enésimadey = x - e.

Solucién:  y' =eX(x+1), Yy =ex+2), Vy"=eXx+3),..., y"Y=(n-1+x)e
y™ = (n +x)e*. En efecto, derivando la derivada y™V = (n -1 + x)e*, y simplificando, se tiene:
y® =eX+ (n—-1+x)e* = (n+Xx)e~.

R 49- Calcular la derivada enésima de y = In(x — a).

Soluciéon:  Las primeras derivadas son: Yy = an -(x-a)t, vy =-(x-a)?
y" =2(x-a)>,... Luego se  deduce  que: y™b = (-1)"2(n - 2)I(x —a)""Y,
y™ = (-1)"(n-1)!(x —a)™. En efecto, la derivada de y™b = (-1)"?(n-2)!(x —a)~ "D, es:
y® = D™ (n=-2)[-(n - D](x—a) "Vt = D"(n-DIx-a)™.

X
a+bx’

Solucién: Las primera derivadas son: y' = % = a(a+bx)2, y" = —2ab(a+bx)>3,
Luego se deduce que: y™b = (=1)"?(n - 1)lab™?(a + bx)™", y™ = (=1)"nlab™*(a + bx)™?, lo
que se comprueba, porque la derivada de y®™Y = (-1)"2(n-1)!lab"™?(a+bx)™", es:
y® = (=1)"2(n - 1)lab"2(-n)b(a + bx) " = (-1)"*nlab™*(a + bx) "

R50- Calcular la derivada enésimadey =

R51- Calcular la derivada enésimadey = ——+
Y= i+ 2x
1 1 1
Solucion: Descomponiendo en fracciones simples: y = o " xil T 2x+2)’ Por tanto,

derivando: y™ = (—1)””?!x—(”+1> — (=1)"nI(x + 1)~(D 4 (_1)nn7'(x +2)-(D),

i i _ 4x + 6 - : Aci
R 52- Dada la funcion f(n) o 1 116 calcular nz:;‘ f(n) y la derivada enésima de f(x).

Solucién: Descomponiendo en fracciones simples, se tiene: f(n) = n-1+1 + n-2k2 - ni3'

Dando valores a n, desde n=1 a n=oo, se tiene el siguiente desarrollo:
Zf(n) 1+2-3 +%+—(*> 3w +d + 20 ~Bxm) v Lan) 4

+£& (* x k) — 3 (* x % %) +.... Como los sumandos que tienen un asterisco se anulan entre si, y

Io mismo los que tienen dos asteriscos, etc., se tiene que: Z f(n) = §+ % + % % La

n=1
derivada enésima de f(x) = 1 . xiz - ng , ES:

fO(x) = (=1)"nI(X + 1)~ 1 2(=1)"nl(x + 2)-™D — 3(=1)"nl(x — )=+,

R53- Calcular el valor de a para que y = (x + 2)e > + (x? — a)e? satisfaga a la ecuacion diferencial
y" + 4y’ + 4y = eZ(16x? + 16x — 14).
Solucion: Y = e (-2x—-3) +eZ(2x? +2x—2a), Y’ =eZ(4x+4)+e¥(4x?+8x—4a+2),
y" +4y' + 4y = e¥(16x% + 16x — 16a + 2) = e>*(16x2 + 16x — 14). Luego: a = 1.

R 54- Derivar la expresion y = Si%GX + 3Si£‘ 4x | 158in2x , 10y, simplificando lo més posible el

2

resultado.
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Solucién: y' = Bcoséx | 12cosdx | 30C0s2x

+10 = cos6x + 6c0os4x + 15cos2x + 10 =
= c0s®x — (5 ) cos*x(1 — cos®x) + () cos?x(1 — c0s2x)% — ( (- cos2x)® +

+6[ cos*x — (4 )cos?x(L — cos?X) + (4 )(L - cos?x)? | + 15[cos?x — ( 2 )(L - cos?x)] + 10 =

= 32cos®x.

+

R 55- Hallar la derivada enésima de y = e® - sinbx, introduciendo un angulo auxiliar 6 = arctan %,

de manera que la expresion de esta derivada quede monomia.

Solucién: Sean: S = e® «.sinbx, C = e .coshx, C+iS = f = e@bdx {0 = (g 4 bi)" . e@bix,
Como: a+bi = ya2+b?(cos arctan % + isin arctan %) = Ja?+b%e®, se tiene  que:
f™ = (Ja? + b2 ef)ne@bix — (/a2 4 p? )ne2++0i | yego: y™ = (Ja? + b? )"e®sin(nd + bx).

R56- Dado el polinomio f(x) = 4x* — 7x3 — 5x2 — 8x + 1, hallar aplicando Horner, el valor de sus
sucesivas derivadas particularizadas para x = 3.

Solucion:
4 -7 -5 -8 1
3 12 15 30 66

4 5 10 22 67
12 51 183

4 17 61 205
12 87

4 29 148
12

4 41

f'(3) = 205, f"(3) = 148 x 2! = 296, f"'(3) = 41 x 3! = 246, fD(3) = 4 x 4! = 96.

R57- Dado el polinomio f(x) = 5x°+ 6x* —3x2 + 4, hallar aplicando Horner, el valor de sus
sucesivas derivadas particularizadas para x = 3.
Solucioén:

5 6 0 -3 0 4
3 15 63 189 558
5 21 63 186 558
15 108 513 2097
5 36 171 699 2655
15 153 972
5 51 324 1671
15 198
5 66 522
15
5 81

f/(3) = 2655, f'(3) = 2! x 1671 = 3342, f"(3) = 31 x 522 = 3132, ¥ (3) = 4! x 81 = 1944,
£ (3) = 5! x 5 = 600.
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ai b1 C1 dl

. az b, c; d .
R58- Hallar la derivada cuarta de A = ? b2 ? d2 sabiendo que todos sus elementos son
as D3 C3 O3

s b4 Cy d4
funciones de x.

Solucion: La descomposicion de A en cuatro sumandos, es la siguiente: 4 0 0 0 .Por tanto:
3100
2200
2110
1111
a“ a a
b (o b b
AW = 4—: + + + +
41 I ct I
d d de
B a./// a/// a./// a/ a a ]
b/ b b bH/ b/H bH/
+ + + + + +
c' C c c' c
41 d d d’ d d d’
+o +
3! ! !
a a a a a
b b’ b b b’ b
+ + + + + +
C/H C/H C/// C C C!
d d d/ d/// d/// d///
a// a/! " a a
41 b// b b b// b// b
+ 5157 + |t +, | + +
e c C c c c C
d d d// d d// d//
a/! a!/ " a/ a/ a
b/ b/ b b// b// b//
+ + + + + +
' C c' c' c c' a'
d’ d’ d d’ d’ b’
+% +4l
’ a' a' a a' a' a c
b’ b b’ b’ b b’ d
+ + + + + +
C// C// C// C C/ C/
d d! d/ dH d!/ d//

Nota: Para simplificar la escritura, los determinantes se han representado por una sola columna
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generalizada, como por ejemplo, el determinante dado: A =

o o T 9

17X + 55
X+1DX+2)(x+5)°

R59- Hallar la derivada enésimadey =

19 —7 -5
2x+1)  Xx+2 T 2(x+5)"
Por tanto, la derivada enésima es: y™ = %(—l)”(x + 1) 7D (x+2)™ — ?(x +5)"1,

Solucion: Descomponiendo en fracciones simples, se tiene: y =

R 60- Calcular el valor que toma el polinomio, y = x6 —2,3x® + 6,21x® — 0,56x? + 8,3x — 5 y sus
sucesivas derivadas para x = 1,35, aplicando Horner (hacer las operaciones con dos decimales).

Solucion:
1 -2,30 0 6,21 -0,56 8,30 -5,00
1,35 1,35 -1,28 -1,73 6,05 7,41 21,21
1 -0,95 -1,28 4,48 5,49 1571 16,21
1,35 0,54 -1,00 4,70 13,76
1 0,40 -0,74 3,48 10,19 29,47
1,35 2,36 2,19 7,65
1 1,75 1,62 567 17,84
1,35 4,18 7,83
1 3,10 5,80 13,50

1,35 6,01
1 4,45 11,81
1,35
1 5,80

Luego los valores de las sucesivas derivadas son: y(1,35) = 16,21, Yy'(1,35) = 29,47,
y"(1,35) = 2! x 17,84 = 35,68, y"(1,35) = 3! x 13,50 = 81, y¥(1,35) = 4! x 11,81 = 283,44,
y® = 51x580 =696, y® = 6! x 1 = 720.

x2+1

R61- Hallar la derivada enésima de la funciony = — > :
X% —2X* =X+ 2

1 1 ,_5
3x+1) x-1 3x-2)°
Por tanto: y™ = %(—1)”n!(x + 1) - (-D)"nI(x - 1)t + %(—1)”n!(x -2)™"L,

Solucion: Descomponiendo en fracciones simples, se tiene: y =

Inx

R 62- Derivary = (sinx)"".

!
Solucién: Tomando logaritmos: Iny = Inx - In sinx. Derivando: yT = %In sinx + Inx « ‘;‘i)%.
Luego: y' = (sinx InX(lln sinx + Inx « %).
go:y’ = (sinx) ™ ( % Sinx
. N
R 63- Derivary = (sinx) sinx .
!
Solucién: Iny = =L .Insinx. Derivando: %~ = =COSX | gjny + —L_ COSX | eq0:
) sinx y in2x sinx sinx
y' = (sinx) sinx (LOZSX Insinx + %M) — (sinx) s« LOSX.(_|n sinx + 1),
sin4x SINX SINX sin4x
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X2 +4x-3

R 64- Hallar la derivada enésima de la funciony = .
Y i -3x-4

i ; ; ; gy - 1 1 1 .
Solucion: Descomponiendo en fracciones simples: y = i1t g + Nk Luego:
X+ —=5— X+ 5
n— 1-JI7 \ - 1+417 \ -
y® = D)"lx+ D+ DI+ =)+ (D) (X + —5—) "
3
R 65- Dada lafunciény = ax+ b+ /mx2 + 2nx + p, hallar (? 3 [(%) :|
3
—n2 2 2
Solucién: y' =a+ MX+ N , Y= mp -1 —, 1= (mx +2nXJ;p)
JMx2 + 2nx + p (MX2 + 20X + p) 2 y mp—n
2
3 2
(%> _MER2XAD oy _2mXa20 p__2m o Luego:
y (mp—n3)3 (mp—n?)3 (mp—n?)3
dd 3
=0.
e [(y ) J
R66- Hallar el verdadero valor de d33 [ x‘ cosx - }parax =0.
(x— 1)sinx
Solucién: x*cosx = x*(1 - 24— + _| - ﬁ +...); (X=21)sinx* = (x-1)(x* - X12 + X5—2|0 —..);
y = —xtcosx _ _ 2 4! 6! =—1—x—lx2—lx3+...
(X—l)SlnX4 _X4+X5+X_12_ﬁ_ﬂ+x_21_ . 2 2

! ! 5
Luego: V' = -1-x—2x2+..., V' =-1-3x+..., ¥y =-3+ax+..., y"(0) = -3. Luego el
verdadero valor pedido es: 3.

1
X

R 67- Calcular la derivada enésima de y = x"e ', siendo la solucién monomia.

Solucién: y' = (n— 1)x”*2e% _ XY = y[(n —1)xt —x72], y'’x?2 = y[(n — 1)x — 1]. Derivando:
ymOx2 4+ (1)ym2x+ (5)y" P2 = yO[(n-D)x =11+ (] )(n-1)y™*.  Operando se tiene:

(n+1) .
yDX2 4y (ny 4 x + 1) = 0, yy(n) - g —”X+X+1dx - Nelgy-OX siendo:
1
1 X .
z=y®™. Integrando: Inz = —(n + 1) Inx + Lic z=emvm.ex. eC = ;"nil - €¢. Haciendo:

C = nzi, €€ = e™ = cosnz +isinnz = (-1)". Luego: y™ = (-1)" e

n+1 '

2
R68- Calcular la derivada enésimadey = —2X~+3X+4
Y= - 1(x - 2)?2
S f . . . i . 9 18 iy
Solucion: Descomponiendo en fracciones simples, se tiene: y = X + -2 T

Luego: y® = 9(=1)" - nl(x — 1)1 + 18(=1)"(n + 1) (X — 2) ™2 — 7(=1)"n!(x — 2) "1

R 69- Calcular la derivada enésima de y = (x? + 1) sin2ax.

Solucidn: Sustituyendo: u = x? + 1, v = sin%ax, se tiene que la derivada enésima pedida es:
D" -v = (x2 + 1)D"sin%ax + (§ )2xD™*sin?ax + 2( ) )D"?sin’ax. Ahora bien, se tienen las
siguientes derivadas de la funcion v: V' = 2asinaxcosax = asin2ax, V' = 2a?cos?2ax,
v" = —4adsin2ax, v® = —8a*cos2ax, Vv©® = 16a®sin2ax... Luego para n = 4m,
D4y = 24m-1g4mgin2ax. Para n=4m+1, D*™ly =2%mg4m+lcos2ax. Para n = 4m+ 2,
D4m2y = _24mtlgam+2gin2ax. Para n = 4m + 3, D3y = —24m234m3 cos2ax. Por tanto, se tiene:
D*M(x2 + 1)sin%ax = (x% + 1)2*™ta*msin 2ax — n2*™ta*™1 cos 2ax — 2*™2n(n — 1)a*™2sin 2ax.
D*m™L(x2 + 1) sinax = (x? + 1)24ma*™1 cos 2ax + n24ma*" sin 2ax — 24™n(n — 1)a*™* cos 2ax.
D*™2(x2 4+ 1)sin?ax = —(x? + 1)2*™1a*™2sin 2ax + n2*™1a*™1 cos 2ax + 2*™n(n — 1)a*" sin 2ax.
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D*™3(x2 + 1)sin%ax = —(x? + 1)24™2a%m3 cos 2ax — n24™2a*™2 sin 2ax + 2*™n(n — 1)a*™* cos 2ax

R 70- Dada la funciony = e*sinx, calcular la suma de sus n primeras derivadas.

Solucién: Sean: S =y = e*sinx, C = e*cosx, ® = C+iS = eXe¥ = @)X @' = (1 +i)e®,
OM = (1 +i)e®  La suma de las n primeras derivadas de @, es:

1 1 n+1)ri 7i
SO0 = e@X[(L+i) +...+(L+1i)"] = e@x (1+1)+n+|_ ! ex<1+'>‘/_ ety =

_ \/E Xt (x+ Z)i [ Pl L nrx nrx
= e (e i 1) = —|J§ex[cos(x+ —) + |sm(x+ —) ](cos— +isin & - 1)
La suma pedida es la parte imaginaria de este  producto, es decir:

ﬁex[—cos X+ Z cos%+sin<x+ Z)sm Nz +cos<x+—)]
(n+2)r

= ﬁeX[—cos<x+ %) +cos<x+ —)} = 242 ¢e*sin nér sm<x+ T)

R 71- Derivar la funciony = (log, sinx)*.

In sinx g?:;(( Inx——In sinx
Solucién: Sustituyendo: u = log, sinx, =uX, u= =22 | = ,
y 9 y Inx (Inx)?
y' u’ In sinx g?r?;(( Inx - < In sinx
Iny = xInu, &~ = Inu+x-—, ¥ = (log, sinx)*| In + X -
y y ey = (log, ) Inx (Inx)2 In sinx
Inx

arcsinx

R 72- Derivar la funciony = (arcsinx)
Solucion: Tomando logaritmos y derivando, se tiene que: Iny = arcsinx - Inarcsinx,

! -
yT — Inarcsinx aresinX . Despejando y', y sustituyendo el valor de v, se tiene:
J1-—x2 1-x? -arcsinx
— (arcsinx)¥enx( Inarcsinx | aresinx . Sacando factor comin ——Li—, se
J1-x2 1-x? -arcsinx 1-x°

tiene: y’ = (arcsin x)ami”x#(ln arcsinx + 1).

J1-—x2
R 73- Dada la funciény = ‘/ax + /bx+ Jax+... ,hallary’ ey” enfunciondexey.

Solucién: y = Jax+ /ox+y, luego: y? =ax+ /ox+y, (y2—ax)?=bx+y. Derivando:

2 _
2(y?—ax)(2yy' —a) =b+y'. De donde se tiene: y' = 421382 - Z:; J_r ;’ Derivando en:

y'(4y® —daxy — 1) = 2a(y? —ax) + b, se tiene: y"(4y®—4daxy—1)+y'(12y?y’ —4ay —4axy’) =
o _ 2a(2yy’—a) —y'(12y%y' — day —daxy') _

= 2a(2yy' —a). De donde, 2 despejando:  y" = Iy~ daxy 1
_ A(y)*(ax - 3y?) + Bayy' — 2a : , o
= a3~ daxy — 1 : Sustltuyendo y’ por su wvalor, se tiene:
_ 2 _
4(aX _ 3y ) Za(y aX) +b n 8ay Za(y aX) +b _2g2

= Y —a0 -1 it-a -1 0 lo que es lo mismo:
a 4y3 — daxy — 1 ’ q .
y' = 4(ax — 3y?)[2a(y? — ax) + b]? + 8ay[2a(y? — ax) + b] — 2a?[4y(y2 — ax) — 1]

(4y° — daxy — 1)[4y(y? - ax) - 1] '

R 74- Siendo P(x) un polinomio en x de grado n, hallar la derivada del determinante
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nP P P" ... P02 pOl
(n _ 1)P/ p" p" . P01 p@
A_| @-2P" P" PE L PO0
2P02 pol pa
Pt PO 0 ... 0
Solucion:
P’ PP ... P02 pl nP P’ P' ... P02 p(l
(n_l)P// p" p" P(n—l P(n (n_l)Pr p" pmo P(n,l P(n
o | @=2P" PTOPE P00 | (n-2P" PE PE PO 0|
2P0t POl pa 0 0 2P2 p0 pO 0 0
p® PO 0 ... 0 0 Pt 0 0 ... 0 O
nP P P" .. POl pol nP P’ P ... P02 pO
(n—-1P" P’ P" ... PO PpO (n—1)P" P" P" ... Pl 0
L L @-2P" P" PG .0 0 | | (n-2P" P" PC .. PC 0
2p2 pel po 0 0 2pC2  pol po 0 0
Pt P00 ... 0 0 Pt PO 0 ... 0 0

Los determinantes 2°, 3°,..., (n — 1), son nulos por tener cada uno de ellos dos columnas iguales.
Luego se tiene que:

np’ P P' ... P02 pe-l nP PP ... P02 p@o
(n-1P" P" P" ... POl pO (n-1)P" P" P" ... PO 0
o | =2P" PTOPE PO 0 | (n-2)P" PY PG PO 0
2P(n—1 P(n—l P(n . 0 0 2P(n—2 P(n—l P(n
p® PO 0 ... O 0 p-1 PO 0
nP' — P’ P P' ... P02 p(-l nP P P’ ... P02 pO
(n _ 1)PH _ PH P// PH/ L P(n_l P(n (n _ 1)P/ P/I P/H . P(n_]_ 0
| (=2p"—p" P" PE . PO .| 0-2p" P PG ... PO 0
2PC-1_pol pol po 9 Q 2P02  p0-i pn 0 0
PA_ph_0 PM 0 ... 0 0 prt P00 .. 0 0
(h—1)P' P P' ... P02 p0il nP P P" ... P02 pO
n-— - n-— -
( 2)P// PH P/H P(n 1 P(n ( 1)P/ P// PH/ P(n 1 0
_| (=3P oproPE PO 0 |l (n-2P" PY PG PO 0
pet  pol po 0 0 2P02  pO-L pm Q0
0 PO 0 ... 0 O Pl PO Q0 ... 0 0

Desarrollando el primer determinante por los elementos de la ultima fila (s6lo hay un elemento), y
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el segundo por los de la Gltima columna (s6lo hay un elemento), se tiene:

(n-1P" P" ... P02 pol (n-1HP" P" P" ... POl
(n-2)P" P" ... Pl pO (n-2)P" P" PG . PO
A/:(_l)m-lp(n (n_S)PH/ P(4 P(n 0 +(_1)np(n

2p(-2  p-1 pn
p-1 Pt ... 0 0 p-1 PO 0
Como estos dos determinantes son iguales y estan con el signo cambiado, A" = 0.

R 75- Calcular la derivada enésima de la funciony = (ax? + bx + ¢) sinmx.

Solucién: ax? + bx + ¢ = a(x — A)(x — B), siendo A y B las raices de ax? + bx + ¢ = 0.. Llamando:
y1 = (ax? + bx + ¢) cosmx, se tiene la funcion F que es igual a: F = y; + iy = a(x —A)(x — B)e™,
Haciendo: mxi=t, p= ATm =—Ami, q= BT = -Bmi, @ = _mTF se tiene que:
® = (t+p)(t+q)et. Las sucesivas derivadas de @ son: @' =e'[t>?+ (p+q+2)t+p+qg+pq],
o' =e'[t?+(p+q+4)t+2p+2q+pq+2],...

O™ =e'[t?+ (p+Qg+2n)t+np+ng+pg+n(n-1)]. Por tanto, la derivada enésima de F es:
Fm — C0S mx&lsmmx [m2x2 + (A + B)m2X + 2nmxi — ABm2 —n(A +B)mi+n(n—1)].  Luego:
y® — BCOSMX ompny — (A + B)] + ASINMX 1m2y2 1 (A 4 B)m2x — ABm? + n(n — 1)] =

_acosmx b asinmx [ m2y2 b2y €2 _
= [2mnx+na]+—m2 [mx aMm’x—5m*+n(n-1) |.

R 76- Calcular la derivada de orden n + 2 de y = cos(Aarcsinx) para el valor particular x = 0. Indicar
si en la serie de derivadas hay algunas nulas en general, y en particular para el valor A = 12.

Solucién:  Derivando: y' = —sin(Aarcsinx) « 4 - #, y'v1—-x2 = —Asin(1arcsinx),
J1-x2
" Xy’ 2 1 . s 2 / 2
y'J1-x2 — =-1 cos(Aarcsinx) = 0. Es decir: y"(1—x?) —xy' + A%y = 0.
J1-x2 J1-x2

Derivando esta ecuacién sucesivamente, se tiene: y"(1-x2)-3xy"+(A2-1)y =0,
yA(@ -x?) =5xy" + (A2 -4)y" =0, y™(1-x2)—-2n+Dxy™ + (42 -n?)y™ =0, Para
x =0, se tiene: y™2 4 (A2 —n?)y™ =0, y™2) = (n? — 22)y™m, Por  tanto:
yem(0) = [(2n-2)>-2%][(2n-4)?—2A?]...[22 = A?][-A?]. Como y'(0) =0, se tiene:

'=y" =..=y@") =0, Luego todas las derivadas de orden impar son nulas. Para A = 12, se
tiene: y4 = (122 — 122)y12 = 0, luego la derivada decimocuarta es nula en el origen.
ain —X A ais
R 77- Hallar la derivada de A = a» ax—X Aan
as1 dzz  Azxz —X
Solucion:
-1 0 0 air—X ar am ain—X Ap am
A= an ap-x az + 0 -1 0 + Ay Axp—X axp | =
da1 Az Az —X dz1  dszx Az —X 0 0 -1
= _All - AZZ - ASS-

- A . n+li n-1 _ 21 n
R 78- Demostrar la formula de Bernan: x G [X"H(x)] = (x dx) f(x).
Solucion: La siguiente demostracion se realifa por induccién.
Paran =1, XZ%[f(x)] = x?f'(x), (XZ% f(x) = x2f'(x), luego se cumple la igualdad.
Para N =2, x3:;xzz[xf(x)] - x3%[f(x) X 0] = X3[2F () + XF'(0] = 2x3F(x) + X4 (%),
2
<X2%> f(x) = (xz(?—x)[xzf’(x)] = x2[2xf'(x) + x2f"(x)] = 2x3f'(x) + x*f"(x), luego se cumple la
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igualdad. Por tanto la formula es valida para n =1y para n = 2. A continuacion se demuestra
que, suponiendo que s vélida para n, lo es para n+1, es decir que:

xnz 4™ [X"f(x)] = (xz d ) f(x). En efecto:

il
X2 (:?x”” [X"f(X)] = x™2 (f ddx" [x +x"H(x)] =
= X2 ddx (5 X gy d = X0 ]+ ()1 O‘I’X [x" 1f(x)ﬂ
e g0 ddxnn 31007 41 (fx pe00] | -
_ g2 ddx xl (XZ "fx) +n ddx [x™ lf(X)]}
dei )%( c? ) f(x)] +x"+2%[nw[xn‘lf(x)ﬂ =
_ Xn+2[XLdi< i) f(x) — W( Zi nf(x)] +x”+2n[ ddx“ [X"- 1f(><)]]
2 d

e (e dx) f(x)} wxvan[ B pesro) ] =

n+l n+l
_ (2 _ 2. d 2 d _ (y2_d
= (x X f(x) nx(x _dx> f(x) +xn<x _dx> f(x) (x _dx> f(x), con lo que queda
demostrada la formula de Bernan.

|
1
><
o_
>< |Q-
/_\\
=
2’
\/
/—\
<
N
|

R 79- Hallar la derivada enésima dey = ﬁ.
., . . _eX eX(1—e*
Solucién: Las sucesivas derivadas son: y' = %; "= (—3); ..., luego:
(e*x+1) (ex+1)
X 2X (n—1)x nx .
yo — 2u€*+age +...+an,1le 2™ o decir:
(eX + 1)n+
e+ 1)My™ = a;e¥ + ae® +...+an16™ V¥ + a,e™ (a). Por otra parte, haciendo la division:
T e —e 2 +e—, .., yderivando este cociente, se tiene: y' = —e* +2e7>* —3e ¥ +.. .,

y™ = (=1)"(1"e* — 2"e > + 3"e=* +...) (b).

Ademas: (e* +1)™ = e™Dx 4 (M) 4 (ML ye(Lx 4 (c). Como: (a) = (b) - (c), se tiene:
(ex 4 1)n+ly(n) — (_1)n(1ne—x _ 2ne—2x + 3ne—3x +. . )[e(ml)x + ( nJlrl )enx + ( nJZrl )e(n—l)x +. . ] —

= a:8* + ae¥ +...+a,1e™V* + a,e™. Teniendo en cuenta (a), el nimero de términos ha de ser
finito y los exponentes deben ser positivos. Por tanto:

y(n)(_l)n(ex + 1)n+1 = e _ [2” _ ( nJlrl )]e(n—l)x + [3n _ ( nJlrl )2n + ( n;l )]e(n—2)x +

_ [Zn _ ( nzl )]e(n—l)x + [3n _ ( nzl )2n + ( ngrl )]e(n—Z)x +

(ex+1)™

Luego: y®™ = (-1)" °

R80- Entre las derivadas f™D(x) y f™2(x) de la funcién f(x) = x"(Inx)? existe la relacion:
x2f™2(x) + xf™MD(x) = Ay, en la que A, es independiente de x. Calcular A,.

Solucion:  f'(x) = [n(Inx)?+2InxJx™L,  §'(x) = [n(n = 1)(INx)? + 2[n + (n = 1)]Inx + 2]x"2,

f;/(x) =n(n-1)(-2)(Inx)2+2[n(n-=1)+n(n-2)+(n-1)(n-2)]Inx+2(n+n-1+n-2)
Por tanto, se induce que: f™ = [Apm(INX)? + 2Anm-1 INX + 2Anm-2]X"™, en donde An,p s la suma
de todos los productos posibles de p factores de la serie: n, n—1, n—2,..., n—m+ 1. Para
n=m, se tiene: ™ =A,(INX)?+2A 0 1InX+2A002, D =2A,, I +2Ann1 )1( ,
f42) = oA '”X + 2Anni YN, X12 | Luego: x2f42) 4 xFOD — oA = 2. n!, ya que Ann
es la suma de todos los productos posibles de n factores de la serie:n, n—1, n—2,..., 1, es decir,

que como hay n factores, s6lo hay un producto: n(n—1)(n—2)...1 =nl. Y como por el
enunciado: x2f™2(x) + xf™D(x) = A,, resulta que: A, = 2A,, = 2 - nl.

R81- Demostrar la igualdad: [esin(bx +¢)]™ = e™(a? + b?) 2 sin(bx + ¢ + nB)i,  siendo

; b a
sinf = —2—— cosf = —¢—.
Jaz +b? Ja2 +b?

Solucion: Sean: S = [esin(bx +¢)]™, C = [e*®cos(bx + ¢)]™, C+iS = (e®e®+)™ | yego:
C+iS = (eax+(bx+c)i)(n) _ eci(e(a+bi)x)(”) _ eci(a+ bi)ne(a+bi)x _ eci(az + bz)%eneie(ami)x _

n . . n ..
= (@2 + b?) 2 e@bx+cmdi = eax(32 4+ ph2) 2 [cos(bx + ¢+ nh) +isin(bx +c+nP)].  Por  tanto,
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considerando las partes imaginarias: S = [e®sin(bx +c¢)]™ = e""xga2 + bz)% sin(bx + ¢ + no).
Considerando las partes reales: C = [e2*cos(bx +¢)]™ = e®(a? + b?)Z cos(bx + ¢ + nd).
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Seccion S - DESARROLLOS EN SERIE DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

S 1- Desarrollar en serie de potencias de (x — %) la funcién y = sinx, completando el desarrollo con
el resto de Lagrange.

Solucion: La formula de Taylor para el desarrollo en serie de potencias de una funcion es la

! n)
siguiente: f(x) = f(a) + fia) x—a)+ (a) ——(Xx—a)?+.. + (a) x—a)"+ El resto de
(n+1)
Lagrange es: R. (n = (19;3 (x—a)", en donde & es un punto mtermedlo entre a y x, es decir,
llamando: h=x-a, £ =a+6h, 0 <6 < 1. Las sucesivas derivadas de f(x) son: f'(x) = cosx,
f'(x) = —sinx,  f"(x) = —cosx, f@(x) = sinx,. fém(x) = sinx fémD(x) = cosx,
fém2(x) = —sinx, fé¢™3(x) = —cosx,... Y sus valores para a = 6 , son: f(%) = %
f’(%) ‘/_ f”( ) = 1 f’”(%) = ‘/2§ f&( ”) % . Por tanto, el desarrollo pedido
- _Lﬁ_ﬂ_ _ T2 1  x_Zym
es el siguiente: y=+5+"5 (x 5 2.2!(x 6) +...+2.(4m)!(x 6) +
J3 T \4m+l 1 T \4m+2 J3 T \4m+3
T amr T8 T 2 @me i * T8 2 @may G 6
SIn(Zj) (X— £)4m+4
(4m + 4)! 6 '

S 2- Desarrollar en serie de potencias de x la funcién y = In(1 — x) completando el desarrollo con el
resto de Cauchy.

Solucion: La férmula de Mac Laurin es: f(x) = f(0) + fi )x+ f2(0) +...+f(n)(0) "+... El
resto de Cauchy es: Rc = )(5)( X—a)(x—&)". Para a=0, Re f(nﬂ(@ X(X — 5)“ en donde:
& = 0x, 0<06<1 Las sucesivas derivadas de f(x) = In(1 - x), son:
f(x) =-1-x71, f”(x) A-x72,..., fO = (—1)”(n - DA -x)". Y los valores para x = 0
son: f(0) =0, f(0) = -1, f”(O) = 1 f’”(O) f™(©0) = (-1)"(n-1)! Por tanto el
desarrollo pedido es: y = —x + X 3 +oo (= 1)”X— +( 1)™Ix(x — &),

2 3

S 3- Desarrollar en serie de potencias de x la funcion y = (1 —x)™, siendo m un ndmero irracional,
completando el desarrollo con el resto de Schloemilch.
Solucién: Las sucesivas derivadas de y, son: y' = -m(1-x)™%, y"=m(m-1)1-x)"2,...
y®™ = (-1)"m(m-1)...(m-n+1)(1 —x)™". Los valores para x = 0, son: y(0) = 1, y'(0) = —

y"(0) = m(m-1),..., y™(0) = (<1)"m(m-1)...(m-n+1). Por no ser m un nimero entero, y
(n+1)
se puede derivar indefinidamente. El resto de Schloemilch es: Rs = fp.#(x— a)P(x — &)npeL,
(n+1) )
Para a=0, Rs= f (5) ——22xP(x = &)™ siendo £=0x, con 0<6 <1 Por tanto:

y=0N1-x"=1-mx+ m(mz| Dy m(m—l)(m—2)x3+m+

! 3!
(1) m(m—1). nl(m -n+ 1) Ty m(m—1). n'(m -n) XP(X — E)™PL,

Nota: Haciendo en Rs, p = 1, se obtiene el resto de Cauchy (Rc). Haciendo p = n + 1, se obtiene el
resto de Lagrange (R.).

S 4- Desarrollar en serie de potencias de x la funciony = % completando el desarrollo con el
1-x
resto de Lagrange.
1 =1 =1 =1
Solucion: y=(1-x?)"2 =1- ( : )xz + ( ; )x“ +. ..+(—1)”( 2 )in +... De donde se

-1

obtienen los siguientes valores: y(0) =1, y'(0) =0, y"(0) = —2( i) =1, y"(0) =0,

261



yoo -4( 3 ) -s YO =0, 0 - om( ) - CREET D

axt , (2m- Dixem fem (g)y2mil
8 v mi2m 2(m+ 1)!

. Luego el

desarrollo pedidoes:y = 1 + +

2

S5- Desarrollar en serie de potencias de x la funcién y = arctanx, completando el desarrollo con el
resto de Cauchy.

Solucién: Derivando: y' = 1 +1x2 =1-x2+x*—=x%+...+(-1)"x*" +... Integrando esta serie, se

: Fey x3 x5 n_x2ml y"2) il
tiene el desarrollo pedido: y = x — Tt A+(=1) snr T T e X(X — &)L,

S 6- Desarrollar en serie de potencias de x la funcion y = e*, completando el desarrollo con el resto
de Lagrange e indicar cudntos términos hay que tomar en la serie para hallar el valor del nimero e
con error £ < —=—

107"
Solucién: y—1+x+%+ +‘f19xn Para x = 1, y(l)_e_1+1+%+ +$]—. Por tanto:
e 1 _ o
o < 07 luego hay que tomar: n = 11 términos.
S 7- Desarrollar por Mac-Lauriny = 1 , hallando el término enésimo.
P Y A
1N
Solucion: y™ = %(1 x)‘ .Parax =0, y™(0) = % Por tanto el desarrollo
NI
pedidoes:y = 1 + 3, LLen-DXE

5t Faar Tt

S 8- Demostrar la formula e¥ = cosx + isinx, por medio de los desarrollos en serie de e, cosx Yy
sinx, siendoi = /-1.

Solucion: Los desarrollos en serie de potencias de cosx y sinx, son los siguientes:

—1_ X X0 m —y_ X mﬂ
cosx =1 2| + 4| +...+(-1) (2m)' ..., SInXx=xXx 3| +...+(-1) @m+Dr T Por
.. 2m+1
tanto, el desarrollo de isinx es: isinx = ix — 3| +oo =DM % , El desarrollo de e*
es: eX=1+x+ 7 +.. +% +.... Luego: e =1+ix- ﬁ Ho " )r(1 +... Sumando los
desarrollos anteriores de cosx y de isinx , se obtiene efectivamente el desarrollo de e

2
CoSX +isinx = 1+i x—ﬁ+ +|”)I§ +...=eX,

S9- En el desarrollo de e* se toman diez términos para calcular /e . Hallar una cota superior de la
suma de los términos despreciados.
Solucion: El desarrollo de e* es: e =1+x+ )él +...+%. Luego para X = % se tiene:
Je = % é ne; , con O0<é< 5. Para n =10, el error € cometido
1
. et ez 2 __1
8 < him < 0120 < 101200 T 1012°

1
S 10- Hallar cuantos términos hay que tomar en el desarrollo de e* para calcular e 3 de manera que la
suma de los términos despreciados sea menor que 10-°.

_q1.41 .1 e siando- 1 R - LI
Solucion: es 1+3+18+ A= |3n, siendo: 0 < & < 3 Por tanto: ¢ = nian < o8 Es

decir: n!3" > 10%e¢. Para n = 7, se tiene que: n!3" = 11022480 > 10° - 2. Para n = 6, se tiene
que: n!3" = 524880 < 10°. Luego hay que tomar siete términos.

S 11- Hallar cinco términos del desarrollo en serie de y = tanx.
Solucion: Dividiendo los desarrollos de sinx y cosx, se obtiene el desarrollo de tanx:

262



3 2m+1
x— X (=X

—_— +...
- 3l 2m+ 1)!
SinX
y =tanx = &5sx = NER— Lym X7 =
—or tar D o

X 2x5 L AnxT |, 62x°

=X+ 3t 95 * 315 835 T

S12- Desarrollar por Mac-Lauriny = e®©", calculando los cinco primeros términos.

Solucion: Tomando logaritmos y derivando sucesivamente, se tiene: Iny = e*, YT =eX y =eXy,
y' =eX(y+y'), y" =eX(y" +2y +y),... Para x =0, se tiene: y(0) = ¢, y'(0) = e, y'(0) = 2e,
y"(0) = 5e, y®(0) = 15e. Por tanto: y = e + ex + ex? + %ex3 + gex4 +...

2

4
i i T ( =1--L T
S 13- Hallar una cota del error cometido al tomar por cos 10" el nimeroA =1 200 + 520000

Solucion: Por ser el desarrollo en serie de cos % una suma alternada, el error cometido al tomar n
términos es menor que el término n+ 1. ElI nmero A corresponde a la suma de los tres primeros
términos del desarrollo de cos 1—”(') luego el error cometido es menor que el cuarto término que es:
6
T - 1

~

6!10° 750.000

S 14- Dado el polinomio P(x) = x* +2,5x3 — 1,5x2 — 0,8x — 3,2, calcular su desarrollo en potencias
de (x + 2,2), realizando las operaciones con dos decimales.

Solucion:

1 2,50 -1,50 -0,80 -3,20

-2,20 -2,20 0,66 4,75 -8,69

1 030 -2,16 3,95 -11,89
-2,20 4,18 4,44

1 -1,90 2,02 -0,49

-2,20 9,02
1 4,10 11,04
-2,20
1 -6,30

Se tiene: f(-2,2) = -11,89, f(-2,2) = —0,49, f'(-2,2) = 11,04-2!, f"(-2,2) = 6,3 - 3,
f®(-2,2) = 1 .41, Luego el desarrollo de P(x) en potencias de (x+2,2) es el siguiente:
P(x) = -11,89 - 0,49(x + 2,2) + 11,04(x + 2,2)?> —= 6,3(X + 2,2)% + (x + 2,2)*.

S 15- Desarrollar en serie y = e* - sinx, hallando los coeficientes de x*#M1, x4m2 x4n+3,

Solucion: f' = e*(sinx +cosx), f’ = 2eXcosx, f" = 2eX(-sinx+cosx), @ = —4eXsinx,...
Generalizando: f¢m = (-1)"4"e*sinx, f¢™D = (=1)"4"eX(sinx + cosx), f¢2 = (—1)"4"2e*cosX,
fén+d) = (~1)"4"2e*(-sinx + cosx), fémd = (—1)™14"leXsinx. Los respectivos valores para
x=0, son: f(0)=0, f@O) =1 @0 =2 f"0)=2 f90)=2.. 0 =0,
féanD(0) = (=1)"4", fém(0) = (-1)"4"2, @ (0) = (—=1)"4"2, fémH(0) = 0. Luego el
desarrollo en serie de potencias de y = eX .sinx, es el siguiente:
) X3 X5 Xe X7 (_1)n4nx4n+1 (_1)n4n2x4n+2 (_1)n4n2x4n+3

y=X+X2+2- -2 — 2 +o+

3 30 90 630 (4n + 1)! (4n + 2)! (4n + 3)!

S 16- Calcular el valor del polinomio P(x) = x® — 3,4x? + x + 2, y el de sus derivadas sucesivas para
x = 2,15, realizando las operaciones con dos decimales.
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Solucién:

1 0 0 0 -3,40 1,00 2,00
2,15 2,15 4,62 9,94 21,37 38,63 85,20
1 2,15 4,62 9,94 17,97 39,63 87,20
2,15 9,25 29,81 85,46 222,38
1 4,30 13,87 39,75 103,43 262,01
2,15 13,87 59,64 213,69
1 6,45 27,74 99,39 317,12
2,15 18,49 99,39
1 8,60 46,23 198,78
2,15 23,11
1 10,75 69,34
2,15
1 12,90

Los valores del polinomio y de sus sucesivas derivadas para x = 2,15, son: f(2,15) = 87,2,
f'(2,15) = 262,01, f'(2,15) = 317,12 - 2! = 634,24, f"(2,15) = 198,78 - 3! = 1192, 68,
f@ = 69,34 . 4! = 1664,16, f® = 12,9 .5! = 1548, f® =1 .6! = 720.

S 17- Dada la ecuacion de tercer grado y* —y + x = 0, desarrollar en serie entera de x sus tres raices,
hallando sus tres primeros términos no nulos.

Solucién: Derivando sucesivamente la ecuacion se tiene: 3y?y' —y' +1 = 0,

6yy/2 + 3y2y// _ y// — O, 6y/3 + 18yy/y// + 3y2y/// _ y/// — 0’

36y2y" + 18yy"? + 24yy'y" + 3y?y® —y® = (,

80y'y"2 + 60y2y"" + 60yy"y" + 30yy'y® + 3y2y® —y® =0, ...

De donde: y = (1-3y?), y" =6yy3 y” =6y +108y%y™, y® = 360yy®+ 3240y3y"7,
y©® = 360y + 22.680y2y"® + 136.080y*y"®. Para x = 0, la ecuacién dada tiene las raices: 0 y +1.
Sustituyendo estos tres valores de y en las igualdades anteriores, se tiene el siguiente cuadro de
valores para las correspondientes derivadas en el origen (x = 0):

y| Yy Yy vy y®

0/ 1/ 0 6| 0|360
1.3

l-5 -7 -3

/-1 3|_

-5 4 -3

Los correspondientes desarrollos en serie son (con los primeros tres téerminos no nulos):
5
y(0) = 0+ L:X +0+6X 0+ 300X X3 3%

1! 51 )

1-Xx 3X _ X 3x
(1)—1—2 %I —4.%!2...—1—?—T3+...
1) = 1 — X X _ X2
YD) = -l-5 5+ o + 1- 5 +2—+..

garcsinx _ gsinx

S 18- Hallar por desarrollo en serie, el verdadero valor parax = 0, dey = BB garcanx

(1+X+X—+ . +...>—(1+X+X—2—3—X4+ )

S 2 3 24 2 24
solueion: . (1+X+X—+—+3X )—(1+X+X—2—X—3—7—X4+ ) B
s 2 2 8 2 6 24
X XT
3 + 3 +... ., ) 1
=—=>_— Parax = 0, el verdadero valor de esta expresién es: =.
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X2

S 19- Desarrollar en serie la funciony = — :
x°+1

Solucion: Realizando la divisién se obtiene como cociente el desarrollo pedido:

XZ
+x3’
Yy = X2 = X5+ X8 — x4+ H(=1)"XEM2 4 (1) 4

$20- Dada la funcién y = (arcsinx)?, hallar la ley recurrente entre sus derivadas consecutivas, la
aplicacion de esta ley en el origen (x = 0), y el desarrollo en serie de Mac-Laurin.

Solucion: y' = 2(arcsinx)(1 — xz)‘% = Zy%(l - xz)‘%, y2(1 - x2) = 4y. Derivando
sucesivamente se tiene: y'(1-x?) = 2+xy’, y"(1-x?) =y +3xy", y®(1 -x?) = 4y" + 5xy",

ye(1 -x%) =9y" +7xy*. Luego la ley de recurrencia entre las derivadas es:
y™W(1 -x?) = (n—2)2y™2 + (2n - 3)xy™D, Parax = 0, laley es: y™ = (n-2)2y™2_ Por tanto,

el desarrollo en serie es: y = 22X!2 + %4 + 1268!)(6 + 4-68!8)(8 = X2 + 34 + i"; +Aé—>§+
S21- Se sabe que una funcion y = f(x) verifica la ecuacion diferencial y' = ﬁ y que para

x = 0,y = 1. Hallar los cuatro primeros términos del desarrollo en serie de f(x). ’

Solucion: Las sucesivas derivadas son las siguientes: y" = —%(x+y+ 1)‘%(1 +y"),

y" = —%[—%(x +y+ 1)‘%(1 +Y)2+(X+Y+ 1)‘%y” } Los valores de la funcion y sus

derivadas para x=0, son los siguientes: y(0) =1, VYy'(0)= ,/()Jrlﬁ = ‘/E ,

y'©=-30+1+27 Jf y- -1z

8
3
y"'(0) :_?[_%(0+1+1) 2(1+ ‘/; )2 — 1+‘/§ (0+1+1)—7J = M. Por tanto el

32
ﬁx_l+,/_ 7+5J_
2 16 192

desarrollode f(x) es:y = 1+

S22- Desarrollar en serie la funcion y = e hallando el término enésimo.

1
Solucion:  y' =y(1-x3)"2, Yy'(1-x%) =y+xy, , y"(1-x%)2y' +3xy”",... De donde:
/ / " n-2)"+1|y™? +[2(n-2)+ 1]xy™D
oY By Lm0 -2 e 10

1-x° 1-x 1-x
x=0, se tiene: y(0)=1, y(©0) =1, y'0) =1 vVy"0) =2 y#®0) =5 y®W0) =20,
y®(0) = 85, y<7>(0)=520,..., y™M(0) = [(n—z) +1][(n 4)? +1][(n—6) +1]... Por

; x2 ., x2 5.4, x>, 17 6, 13 7
tanto el desarrollo pedido es: y=1+x+ 5ty T Xttt ar X T o X et
[(n 2)? +1][(n- 4)? +1]...
nl
S 23- Desarrollar en serie la funcién y = [In(1 — x)]?, hallando el término enésimo.
x2 . x8 X"

» 1 X+7+?+...+T+...
Solucién: EIl desarrollo de y' es: y' =2In(1- x)1 ” =2 % =
_ 1\, 3 1 1 \yn
—2x+2<1+2)x +2<1+ 3>x +.. +2<1+ +3+ A+ )x . Integrando esta

11 2(1+—+%+ A+ 1
serie se tiene el desarrollo pedido: y = x? + X3 + ==x* +...+ A ”_

La ley de recurrencia entre las derivadas sucesivas es: y™ = (n — 1)y + 2(n - 2)!

. . ., 2 ..
S 24- Desarrollar en serie entera de Mac-Laurin la funcion y = )(32% hallando el coeficiente del
término x3™2 y el radio de convergencia.

Solucién: Realizando la division % se oObtiene como cociente la expresion:
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y=x2- X XX e X™™ L para x342 =0, x=—92. Luego el radio de

convergenciaes: |2 |.

S 25- Calcular por desarrollo en serie el verdadero valor parax = 0, dey = W
Solucion: , \
(1 X2 X2
y =lim tanx —sinx _; 1-COSX _ _jim . (1 21 " ) _
o (sinx)? ~0 COSX (5inX)2  x. x2 | X x3 ?
%0 *~0 ( ) x-0 (1—T+ﬁ—><x—?+>
X2 x4 1_x .,
—lim2 4 im2_24 " _ 1
oy _ BxX- o 1 X2, 2
=0 X 6 o 6t
2
S 26- Obtener el desarrollo en serie de y = 3X°—x+1 , descomponiendo previamente en
ey = e st e)x¢ 1) poniendo previ
fracciones simples.
5 11 L(1+3X)
Solucion: y- —2—-—>_ 10 _ =§(_—1—i2—x—z—...—x—:—...)—
1,1 x e TR TRrXy X ST °
_ L L _ AN _ A _ _AN I _ _ _ n n —
£ 7 "9 T o3 T o) 10(1+3x)(1 X2+ X = +(=D)"XAM + L)
_ 5 1 11 1 1
- [_? ¢ 32n+1 + ¢ 22n+1 _(_1)n_:|X2n

5
5.1 11 . _ n 3 a1t _ 1 X 6Ix® _
T3 e O e - g S

S 27- Obtener los distintos gesarr(z)llos en serie segun las potencias de z que definen en todo el plano a
i _ 27° —9z° + 502 — 75
lafuncion f(z) =~ =65 5072 - 150 + 625
S L _ 1 F'(z) 1 F'(2) _
Solucon: - Se tlene: &) = 5y = 2 BN -3+ -3
( 1 . 1\ _
2 \z+5i z—5| z—3+4| z-3-4i

i1 1 1 . 1 _
2\ 5+ &) siA-L)  (B+a)A- i) GHANA-gip)
1

51
(=Dz" 1 1 1
2 (2 (5i)n+1 _Z (5i)n+l _2 (- 3+4|)n+l _2 (3n+4|)n+1 )’ para |Z| <n5'
Si |z|] > 5, se tiene que: +15i = 1 2 = C 5') : Z (5') .
+
Luego: 2f(2) =... (Z5n'+)l (D)7 +i"] + §—Q+ +——z[<3+4|> +( 3+4|) ]+

1 n+1 n+l:|
_9n
o Z[ —3+4i> + 3+4i) e

(%) La distancia de las cuatro raices al polo es 5.

$28- Obtener el desarrollo en serie de In ++X Y hallar su campo de convergencia.

1-
Solucién:  In(1+x) = x— XT + X?g —.., Inl-x) =—x- XTZ - X—; —.... Por tanto:
1 + X =233 XZM . Como; Ut — 20 +1 42 ha de ser menor que 1, [x] < 1.
Ui 2n-1
S29- Sumary =) (3n+5—2m2)x",
n=0
Solucién: Se tiene que la suma dada es: y =Y 3nx"+Y_ 5x" —>_ 2™M2x" = 3xS; + 53, — 4S;.

n=0 n=0 n=0
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d

Si=1+2x+32+. 4= Lxex? ¥+ ) =L X 1 para

dx dx 1-x  (1-x)?’
X<1;, So=1+X+X2+...4X"+...= ﬁ para X < 1; Sz =1+2X+(2X)%+...+(2X)" +...=
_ 1 1 _ 3x 5 4 _
= To5x para 2x < 1. Luego para x<2, y (1—x)2+1—x 1= 7%
1-4x

1-4x+5x2-2x3"

S30- Calcular el verdadero valor parax = 0, dey = GXCSCXX4 X2 =6 Nota: csc = cosecante.

6x[%+i— i—i>x3+ i|—X2—6 )

L . . ] 131
Solucién: Desarrollando en serie cscx: y =lim 6 S} x%‘3
x-0

:IXLr? [—G(é—ﬁ)JrAXh.} = %

S 31- Desarrollar en serie de potencias de x la funcién y = e®cosbx, introduciendo la variable
0 = arctan Q

Solucion: Sea y; = e®sinbx, F=y+y; = e¥(cosbx + isinbx) = eax*bx' F' = (a+ bi)ex@bh,
FM — y(n) +y(n) (a+ bl)nex(a+b|) _ (az + b2) 2 endigx(athi) — (az + b2) 2 pax+(no+bx) —
= (a®+b?)2 2 e®[cos(nd + bx) +isin(nd + bx)]. La parte real de F®™ es la siguiente:
y™ = (a? + b2)7(19ax cos(n@ +bx). Para x =0, se tiene: y™(0) = (a2 +b?)2 2 cosno. Luego:
y =1+ (a*+b?) 2 cosf - =+ (a>+b?)cos20 - +.. +(a2+b2)2 cosng - n—+

1 2|
S32- ;Existe alguna funcién f(x), desarrollable en serie de Mac-Laurin, que para los puntos x = %
_ n
con n natural, adopte los valores f(x) = f(%) = 1+ (-1 (2 1 2

Solucion: f(0) = f(%) -
no se puede desarrollar en serie de Mac-Laurin.

1+ED” (2_1)00 . Luego la funcién no esta definida en el origen y por tanto

S 33- Hallar la expresién méas general de una funcion f(x), desarrollable en serie de Mac-Laurin, que
satisfaga la ecuacién funcional f(x) - f(y) = f(x +y).

Solucion: Tomando logaritmos en la ecuacion dada: Inf(x) + Inf(y) = Inf(x +y). Sea:
Inf(X) = ap + aix +...+anX"+..., Inf(y) = ap+aiy+...4any"+... Luego: Inf(X) +Inf(y) =
= 2ap + a1(X +y) + a2(x? +y?) +...+an(x" + y") +... Para que esta Ultima expresion sea igual a:
Inf(x +y) = ap +ai(X+y) +ax(Xx +y)? +...+an(x +y)"+..., ha de suceder que: 2ap = ao,
ar(x+y) =ar(x+y), ax(x>+y?) =a(x+Yy)?..., an(x"+y") =a,(x+y)",... De donde se
tiene que: ap = a, = a, = 0, mientras que a; puede ser cualquiera. Por tanto: Inf(x) = a1x = kx,
siendo la expresion mas general pedida: f(x) = e**,

S 34- Desarrollar en serie de Mac-Laurin la funcién y = e*sinx, hallando el coeficiente de x"!,
completando el desarrollo con el resto de Lagrange.
Solucién: Siendo y; = eXcosx, se tiene que: F =y; +iy = eX(cosx +isinx) = e eXi eX(d+),

nn:l

= L+, B’ = (1+0)2eX®) . FO = (1 +j)nex@ = (/2)ne"ilgxeX = 272 2e 4 exed,
n Nz n
Para x =0, FMW(0) =22e 4 =22 (cos%r +isin %). Como y™ corresponde a la parte

n 1 -1
imaginaria de F™(0) =272 sin %f se tiene que: y(0)=0, y'(0)=22.22 =1,

—1 —
y'(0)=2.1=2, yOb = 277 sin M, ym = 27 sin % Por tanto, el desarrollo pedido

n-1 (n — 1)7[ xn-1
= 2 2 .
eS: Y = X+ X +...42 sin 7] GE]

+ XLy®(0x), con 0 < 0 < 1.

S 35- Desarrollar segun las potencias de z el producto infinito f(z) =IT (1 + x"z).
n=1
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Solucion: Como: (L+x)f(xz) = (1 +xz) II [L+x"(x2)] =IT (1 +x"2), se tiene:
n=1 n=1 n

(1 +x2)f(xz) = f(z). Desarrollando en serie de potencias, se tiene: a, = ﬁam. Luego:

2 3 .

15)( " X 7T X v fn —. Por tanto, el desarrollo segun las potencias de z del
ST - X ,_x2 . x¥ . .x" _a
producto dado, es: IT = Y Ty T Tod Ty ?

an:

S36- Desarrollar segun las potencias de z el producto infinito IT = (1 + xz)(1 + x32)... (1 + x?™1z)...
-2 - . . 2n-1
Solucién: (1 + xz)f(x?z) = f(z). Desarrollando en serie de potencias, se tiene: a, = 1X_—nX2nan,1.

X X3 X5 X2n—1 P . .
. . .ol . Por tanto, el desarrollo pedido es:
1-x2 1-x* 1-x68 1—x2n P

H _ Z X . X3 . X5 . . in—l Zn
1-x2 1-x* 1-—x6 1—xan

Luego: a, =

S 37- Desarrollar en serie de Mac-Laurin la funciony = (x +Ux2+1 )k.
1 1 -1
Solucién:  yk =x+4/x*+1.  Derivando: i yk 1y =1+x(x2+1)2, de donde:

-1 1
2 N 2 I

1+X(X1+1) 2 Luego: y’(1+x2)% k (d+x ) 2 X kylk = ky. Derivando

yk yi yk™

1

sucesivamente la eculaci()n: y'(1+x?)2 =ky, se tienen las siguientes igualdades:
y'(L+x%) =ky'(L+x?) 2 —y'x =K?y—xy’; y"(1+x*) = (k* = 1)y’ - 3xy";
Y@L +x2) =y"(k2—4) -5xy"; yOQ +x2) =y"(k? - 9) — Txy“;...
Es decir: y®(1+x?) =[k?-(n-2)°]y"™?—(2n-3)xy™D. Para x=0, se tiene:
y™(0) = [K2—(n-2)% Jy™2. Y como: y(0) = 1, y'(0) =k, y"(0) = k?, y"(0) = k(k* - 1),...,

y@(0) = k2(k2 — 22)(k? — 42)...[K? — (2n - 2)2],
y@+D(0) = k(k? —1)(k? - 3?)...[k* —=(2n—-1)?]. Por tanto, el desarrollo pedido es:

k2o, KKE-1) o K(E-2%) ,

y' =k

y=1+ka+ 55 30 Zi Foont
N k2(k? — 22)(k2 — 42)...[k? - (2n - 2)?] xz.” N k(k? — 1)(k? — 32)...[k? — (2n - 1)?] 2
(2n)! (2n + 1)!
) - 1 - i _
S 38- Desarrollar A o o1 24 en serie de potencias de (x — 1).
Solucion:  Haciendo: =x-1 tiene: A= 1 -
olucion aciendo: y=x-1, se tiene G107 5G1 1) 20 D) 24
_ 1 1 -1 1 1 1 1 1 _

y —2y? —9y+118 (y+3)(y 2)(y-3) 30y+3 5y-2 6y-3
= 90 LY 40 Y 18 - y , cuyo desarrollo en serie de potencias es:

2
A—910[1—§+( )2 - +( 1)( )n ] 110[1+%+(%)2+...+(%)n+...}—
St S gaedv dnde- g

- 90 Z[FH( 2 T }y - 90 Z[5+( di 21}(" 2

S 39- Hallar los veinte primeros numeros de Bernouilli y su funcién generatriz, sabiendo que su
ecuacion fundamental es: B, = (B—1)® = B, — ( E )Bp-1 +...+Bg, con By = 1.

2n
Solucion: La funcion generatriz de los ndmeros de Bernouilli es: X__ =Z BanX™"
l-e (2n)!

Desarrollandola, se tiene (partiendo de By = 1): B; = 1l B,-= % B; =0, B, = 30, Bs = 0,
_ 1 __1 - _ 5 - ___691 _
36—42, B =0, Bsg= 30" Bo =0, B 66 Bi1 =0, Bpn 730" Bz =0,

Bie = &, Bis = 0, Bis = —354T By = 0, By = 43807 B,y = 0, B, = -173.81L.
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S40- La ecuacion fundamental de los nimeros de Euler es: (E+1)® + (E-1)® =0, con Eo = 1.
Hallar los doce primeros nimeros de Euler y su funcion generatriz.

2n
Solucidén: La funcion generatriz de los nimeros de Euler es: sechx = Z EanX™
coshx 2n)!

Desarrollandola, partiendo de Eo =1, se tiene: E; =0, E; =-1, Ez3 =0, E4 =5, Es =0,
E¢ = 61, E; =0, Eg =1.385, Eg =0, E;g = -10.521, E1; =0, E;» = 2.702.765.

S 41- Obtener el desarrollo en potencias de x, de la funcion f(x) = cotx, mediante los nimeros de
Bernouilli.

Solucién: Tomando en el desarrollo de la ecuacion fundamental de los nidmeros de Bernouilli,

f(x) =cos2x (en vez de tomar f(x)=¢€*), se tiene: Cc0s2Bx— cosZ(B Dx=0
C0S2Bx — c0s 2Bx - c0S2X — sin2Bx - sin2x = 0. Ahora bien: sin2Bx = 251 X — 23?3 = X,
pues los numeros impares de Bernouilli son nulos. Por tanto: cos2Bx(1 — cos2x) = xsin2x,

cos2Bx = % = xcotx. El desarrollo pedido es:
1 2°B,

_ 1
YcosZBx—Y— o1

Nota: En el origen (x = 0), xcotx = 1.

cotx =

2B, oo g 228
_1\n n y2n-1 — _1\yn 4 Do2n 2n- 1
X+...+(-1) —(2n)! PG EO -1 @n)! =—=hx

S 42- Obtener el desarrollo en potencias de x, de la funcién f(x) = tanx, mediante los nimeros de
Bernouilli.

Solucion: Siendo tanx = cotx — 2cot2x, se tiene:

:OO_ n2 BZn 2n-1 °°_ n2 BZn 2n12n1:w_ nzanZn _ 92n\y2n-1
tanx EO:( 1) Tt 220:( 1) @) 2201y 20:( 1) o (1 — 22mx2n-L,

S 43- Obtener el desarrollo en potencias de x, de la funcion f(x) = cosecx = ﬁ mediante los
nimeros de Bernouilli.

Solucion: Siendo: cosecx = 1 cot X — cotx, se tiene:

sinX 2
_ n 22"Ban X yona n 22"Bon \on1 - 1yn 2Bon 1 ooni1yyon
cosecx = Z( 1) (2n)' (5) Z( 1) Gt 201( 1) anr (1 — 22n-1yx2n-1,
S 44- Obtener el desarrollo en potencias de x, de la funcion f(x) = secx, mediante los nimeros de
Euler.
Solucién: Siendo: secX = —ie = 1 = e® ge tiene:

COSX  cosh(xi)
E n n E2nX?" 2n
- LEL - S Sg

S 45- Hallar la relacion existente entre los nimeros de Bernouilli y los de Euler.

i6 - - X Ko 4xe*(1—e )
Solucion: UB-1X _ a(4B-3)x — @4Bx(a—x _ a=3X) — 4x pX — @=3) = _
lil I 4 ( )T )T Wrema-e?)
xeX _ X oyaEx - . S
_(4|% N 132f‘x = (ﬁxB T e?:;n = 2xe"*, Identificando coze:;nenlt;ens (4(;e 3)nx , se tiene:
— — En—l . _ — — — .
~ =2 CEOE Luego: Eni = > . Por otra parte:
ptBx _gmx _ A 2x _ Ax-2x(1+e®) 2X — 2xe~2¢ ) S
) 1- eX*4X 1-—e 1-e™ l+e)(1-e2%) 1+e2
= exzie —~ = C())(ehx = xeXe® = xe®Dx,  |dentificando coeficientes de x", se tiene:
(4B)" (2B)"  (E+ 1)1 4n _on N el ) ~ nE+D™?
nmo ol (-1 Bn( n ) = (E+1)™%; luego: By = g

S46- Hallar la suma de las series arménicas de exponente par, Hoa = Y nlza, por medio de los
nameros de Bernouilli.
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Solucién: Partiendo de la igualdad: cos(2n + 1)x + isin(2n + 1)x = (cosx + isinx)2™!, se tiene
que: sin(2n+1)x = ( *y*)cos®xsinx — ( *y* )cos®?xsin’x +... De donde se obtiene que:

—sm(ilnn+ Dx _ (1) cos?™x — (241 ) cos22xsin®X +..=
= (M)A —sin®)" - ()L - sinzx)"*lsinzx +...= P(sin?x). Las raices de este polinomio son
las de la ecuacion: sin(2n+1)x = es decir: x= anf T Por  tanto:
P(sin?x) = A(sinzx—sinzﬁ)(sinzx—sin2 2n ) . Para calcular el valor de A, se tiene:
n _13\n
1= (-1)"A II sin? k” , luego: A = ﬁ. Por tanto:
k=1 2n + IT sin?2—Xz
1 2n+1
in2 H n . 9
PGIN%) _ sin@n+Lx 1- —SINX__ | Haciendo: x = =, se tiene:
") @2n+1)sinx sin2 k= 2n+1
2n+1
ing n sin? ) 0 1
S — =11 | 1~ —<E=- |, Pasando al limite, se tiene:
(2n + 1)sin T k=1 sin® 5 "7
. n sin n
lim sing g— =limIl 1—# . De donde: Te =11 [1— kgzz ] Es
—00 n—uvVv 00 | 1 T
n (2n+1)smn2n+1 n-ok=1 sin —2n+é k=1
2 2
decir: sinx = x kH [1 - F} Insinx = Inx + Zln[l - ké(nz } Derivando en esta ecuacion:
] = 1 2
cotx = + -3 2X - xcotx = 1 — 22—):2:
12 k2n2|:1— 2kzarz :| 1- k?m?
X2 X
=1-2 ”2X2 + 4”)2(2 +... =1—2[H—22x2+H—jx4+...]
1- X2 _ X /4 /4
n? 4r?
Como: Xcotx = c0s2Bx = Z(—l)n 2%Ba X", se tiene: -2 Hz” = (- )” “Ban , es decir:
(2n )' (2 )!
22B, 4 6
— (—1)n n -2n — _ T _ Tt —
Hon = (1) @n)! e, Luego H, = 6 , Ha 90 He 945 Hg 9.450 ... De estas
[
relaciones se deduce también que, para n suficientemente grande, B2, ~ ?ZLQZ”
T

S47- Hallar las funciones de x que verifican la siguiente ecuacion funcional:
f(x1) +f(x2) = f(x1 +x2)[1 - f(x1)f(x2)].

Solucién:  Sea: f(x) =a+bx+cx?+dx3+ex*+fx>+... Ha de cumplirse que:
a+bx;+ex+...+a+bxy+ex3+...=

= [a+Db(X; +X2) +c(X1 +X2)%2 +... ][1 — (@+bxy +cx? +...)(a+ bx, + cx3 +...)]. lgualando los
términos independientes, se tiene: 2a = a(1 — a?), de donde se tienen las raices: 0, i. Para a=0,

igualando los coeficientes de xl,xg,xf,xé,xlxz, etc. se tiene: b=1, c=0, d= 3, e =0,
_ 2 . X3, 2x® | 17X i
f= 15 Por tanto: f(x) = x + 3 + 95 T 315 +..., desarrollo que corresponde a la funcion

tanx. En efecto, la ecuacion funcional del enunciado se refiere a la férmula trigonométrica:
tanx; + tanx, f(x1) +f(x2)

1 —tanx;tanx; 1—f(x)f(x2)
a = =i, al operar se obtiene: b = == 0, con lo que no existe f(x) sino solo la constante +i, pues
en efecto: i +i = #i[1-i?] = ir

tan(xi + Xz) = , es decir: f(X1 +Xx2) = En cuanto a las raices

S48- Sea la funcion y = f(x), continua y derivable hasta el orden necesario. Se considera la funcion

2
inversa x = ¢(y). Se sabe que f(0) = 0, f'(0) = 1. Calcular E = lim —f(x)(piﬁ) X
x=0

Solucidn: Por ser funciones inversas, se cumple que: f' - ¢’ = 1. Luego: ¢'(0) = 1. Ademas, al ser
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f(0) = 0, también ¢@(0) = 0. Derivando sucesivamente la igualdad f -¢' =1, se tiene:
flo' +f . 9" =0, f"¢'+2f"¢" +f¢" =0. Particularizando para x =0, se deduce:
f'(0) + ¢"(0) = 0, f"(0)+2f"(0)p"(0) +¢"(0) = 0. De donde se obtiene: f'(0) = —¢"(0),
0" (0) = —f"(0) + 2[f"(0)]>. Como E = % aplicando L"Hopital sucesivamente, se tiene:

_y2 / / _
e —tim 1000 =X iy F0000+T00'00 -2 _

X X X=!
i F00000 +2F (09700 + 109" (0 =2 _
x-0 2X2
i F100000 + 3/ (99'(X) + 3 (09" (09 + (99" (X) _
o0 24x
=lim f(4(X)(p(X) 4 (X)(P/(X) ik (XZ)Z)H W 4f/(X)(PW () + f(X)(p(4(X) . Particularizando esta
x=0

4" (0) + 6f"(0)p"(0) + 49" (0)

expresion para x = 0, se tiene: E = . Sustituyendo los valores

24
" 1" 2 " 1" 2 I 2
hallados mas arriba: E = uBURLIZC) 2_44f ©+8 O _ I gg)] .
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Seccion T - MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

T 1- Un recipiente cilindrico de 300m? de capacidad esta apoyado en su base inferior y abierto en la
superior. El m? del material de la pared cilindrica cuesta el doble que el de la base. Hallar el radio r
y la altura h, para que resulte lo mas econémico posible.

Solucién: Volumen del recipiente: zrzh = 300, de donde: h = % Superficie del recipiente:
T
nr? + 2zrh. Siendo p el precio del m? del material de la base, el precio total del material es:

P = zr2p + 2zrh2p = zr?p + an 30 5-2p = mrép + 12003 Luego: P'(r) = 2zrp — 1200% =0,

r2 = 800 v _ 5 76m, h—288m

T2- Un canal abierto, cuyas paredes tienen una inclinacion de 45° ha de tener una seccion de
12m?2. Determinar las dimensiones de esta seccion para que el canal tenga en la superficie un ancho
minimo.

Solucion: Sea la seccion del canal un trapecio isésceles apoyado en su base menor X, sier)1(do su
base mayor y, que corresponde al ancho en superficie. La altura del trapecio es: 5 La

superficie del trapecio es: X4y [ Y=X _qp Luego: y2 —x2 = 48, es decir: y = J48 + x?. Por

2 2
tanto: y'(x) = ﬁ = 0. Luego: x = 0, y = 4/3, y la altura es: 2/3. Luego la seccion es

un triangulo isosceles invertido, de base 4/3 my altura 2/3 m.

. 2 2 .
T3- Trazar a la elipse X—z T 1, una tangente da manera que la longitud del segmento de esta
a b2

tangente comprendido entre los ejes de la elipse, sea minima. Calcular esta longitud.

Solucion: Siendo el punto de tangencia (acos6, bsin@), la tangente corta a los ejes en: (0, #) y
. . . T b2 az
(=7 cose ,0). La distancia d entre estos dos puntos viene dzda po;.zd = sir;ze + 0520 " Para que d
sea minima, también lo serd d? para lo cual: —(— d ) = 0. Derivando
ini ! P Y8 g sin%o " cos?0 W y

N . 2
simplificando se obtiene: tan*0 = b—z

La tangente corta a los ejes en los puntos: (O [b(a+b) ) y ( Ja(a +b) O) siendo su ecuacion:
= Ja+b.
J_ J_

T 4- Dos puntos recorren el eje OX con velocidades constantes vy y Vo, partiendo del origen al mismo
tiempo. Transcurrido el tiempo t, los puntos se encuentran en B y C. Calcular este tiempo para que
—
el angulo BAC sea maximo. A es el punto de coordenadas (0, a).
t

Solucién:  Angulo OAB = arctan 4t Vl :
Vlt Vzt

tanf = +‘/T Sustituyendo en d, se obtiene: d = a+b.

t

- V2 . —
Angulo OAC = arctan . Luego: BAC =0 =

= arctan —— — arctan Derlvando e igualando a cero, se tiene:
0'(t) = ——~—— 2+ — 1 -2 = 0. Dedonde: t = —3—.
1+<V1t> 1+<ng'[> vViva
T5- Hallar el volumen maximo de un cono de revolucién inscrito en una esfera de radio R.
Solucion: Siendo r el radio de la base del cono y h su altura, el volumen del cono es: V = %nrzh.
Al estar inscrito en la esfera se tiene que: (h—r)2 +r2 = R2, Luego: V = %nh[R2 - (h-R)*].
Derivando e igualando a cero, se tiene: V'(h) = 4hR —3h? = 0. De donde: h = %R. Sustituyendo

este valor en V, se tiene que el volumen pedido es: g% nR3.

273



T 6- La distancia entre los centros de dos esferas de radios a 'y b es ¢, siendo ¢ > a + b. Determinar
un punto P de la linea de los centros, exterior a ambas esferas, tal que la suma de las superficies
visibles de las dos esferas desde dicho punto, sea maxima.

Solucion:

dy d

a

Sean x e y las alturas de los dos casquetes esféricos definidos por los conos de vértice P
circunscritos a ambas esferas. La suma de las superficies vistas desde P es: S = 2z(ax + by).
Siendo d, y dp las distancias de P a los centros de las esferas, se tiene que: a? = da(a— x)

y b? = dp(b —y), siendo: d, + d, = c. De estas ecuaciones se obtiene: x = a — d—z y=hb- 3—
b

a
Por tanto: S = 27r|: (a— —) +b<b— b? )} = 27r[a2 +b2 b® } Derivando e
da db da C— da

igualando a cero, se tiene: S'(da) = Zn(d—z—ﬁ> = 0. De donde se obtienen las

- a

3 3
distancias de P a los centros de las esferas: da = —22C—, dy = %

a2z +bz2 az +bz2

T7- Una ventana estd formada por un rectangulo cuyo lado superior ha sido sustituido por un
triangulo equilétero, siendo su perimetro de 4,5 metros. Hallar sus dimensiones para que su
superficie sea maxima.

Solucion: Sean b y a la base y la altura respectivamente, del rectangulo. EI perimetro de la ventana
es: 3b+2a=4,5 Su superficie: S =ba+b? ‘/4§ = b( 4’52_3b )+ b? ‘E . Derivando e

igualando a cero, se tiene: S'(b) = LZ_% _3b + bg =0, b= 18+ 3‘/_ (base del

2 22
rectangulo y lado del tridngulo equilatero), a = % (altura del rectangulo).

T 8- Se quiere construir un pinaculo formado por un paralelepipedo recto de altura a y de base
cuadrada, rematado por una pirdmide regular cuya altura sea % del lado b de la base. El volumen

total ha de ser de 3m3, y ha de cubrirse de pan de oro. Hallar las dimensiones del pinaculo para
que el coste del pan de oro sea minimo.

Solucién: El volumen del paralelepipedo es: b2a, y el de la piramide: 1p23p - b Luego:

37 8 8"
b2a + % =3 a= 24852b3 . La superficie a cubrir es la suma de las superficies laterales del
b-2b
paralelepipedo y de la piramide: S = 4ba + 4 28 = 242_bb3 + 522 . Derivando e igualando a
iene: S'(b) — —4b>—48 . 10b* _ _ _ 1
cero, se tiene: S'(b) = b2 i = 0,b=2m, a= > m.

T9- Un tridngulo isosceles de perimetro 2p, gira alrededor de su altura engendrando un cono. ¢Qué
valor hay que dar a la base para que el volumen del cono sea maximo?

Solucion: Siendo b la base del triangulo, su altura es: ,/p? —pb. EI volumen del cono es:

V—é b2 p2—pb. Derivando esta ecuacion e igualando a cero, se tiene:

1
Vi(b) = ﬁ[Zb,/p —pb - %bz(p2 — pb)‘Tp] = 0. De donde: b = %p.

T 10- De todos los cilindros de igual volumen V, determinar el radio r de la base y la altura h, para
que la superficie del cilindro sea la menor posible.
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Solucién: V = rnr2h, h = % La superficie del cilindro es: S = 27r? + 2zrh = an(r + %)
T T

Derivando respecto a r e igualando a cero, se obtiene: r = 3/% , h=2r.

T 11- De una pieza rectangular de carton de lados 20cm y 30cm, se quiere hacer una caja cortando
para ello de cada esquina un cuadrado de lado x. Hallar el valor de x para que la capacidad de la
caja sea maxima.

Solucion: La capacidad de la caja es: C = (30 — 2x)(20 — 2x)x. Derivando e igualando a cero, se
obtiene: C'(x) = 3x?> —50x + 150 = 0. De donde: x = # Sustituyendo estos valores en

C"(x), se tiene que: C”(# 25-J7

3 cm, determina la
capacidad méxima de la caja.

) < 0, por lo que el valor calculado

T12- Demostrar que las abscisas de los méximos de las curvas y = A - e**tsin(mt + ) estan en
progresion aritmética y las ordenadas en progresion geometrica.

Solucion:

g s
T

Derivando: y' = —Ak2e~’tsin(mt + 0) + Ae**mcos(mt + 0) = 0. De donde se tiene que:
tan(mt + 0) = % t= %(arctan % + A — 9). Como en esta expresion la Unica variable es A,
que toma valores enteros, los valores de t estan en progresion aritmética de razon % Por otra
tan(mt + ) _ m

J1+tan?(mt + 0) C Jmr K

—k2t s . iz
g—; - kztl = e**tit2) — e**W  es constante, por lo que las ordenadas estan en progresion
et
S . I
geométrica de razén: e
Nota: La gréafica representa una curva de la familia estudiada.

parte: sin(mt+6) = , que es constante. Por tanto, el cociente:

T 13- Un cosechero calcula que si realizara hoy la vendimia, obtendria 120 hectolitros de vino y los
podria vender a 100 euros el hectolitro. Ahora bien, si aguardara algin tiempo, la cosecha
aumentaria a razon de 20 hectolitros por semana, al par que el precio disminuira a razén de 10
euros por semana. ¢En qué momento conviene vendimiar para obtener el mayor ingreso posible?

Solucidn: Siendo x el nimero de semanas que conviene que pasen desde hoy hasta la recogida de
la cosecha, el valor de ésta es: V = (120 + 20x)(100 — 10x). Derivando e igualando a cero, se tiene
que: x = 2. Hay que recoger la cosecha dentro de dos semanas.

T 14- Se va a construir una boya formada por dos conos de revolucién unidos por su base, para lo
cual se utilizaran dos planchas circulares iguales de hierro de radio R. Calcular las dimensiones de
la boya para que su volumen sea maximo.

2

Solucion: Volumen de la boya: V = grzh, siendo r el radio de la base de los conos, y h su altura

Se tiene que: r? + h? = R?, Luego: V = %(R2 —h?)h. Derivando e igualando a cero, se tiene que:
_ B, 6

h= 3 R, r= 3 R.

Nota: En la construccion se ha utilizado el 81,65% de la superficie de las planchas.

275



T15- En un campo se quiere limitar una parcela de 216 m? por medio de una valla rectangular y
ademas dividirla en dos partes iguales por otra valla paralela a uno de los lados. Hallar las
dimensiones del campo para que la longitud total de las vallas sea minima.

Solucién: Sean x, y las dimensiones del campo: xy = 216. La longitud de la valla es:
L=3x+2y =3x+ 4)(& Derivando e igualando a cero, se tiene: x = 12m, y = 18 m.

T 16- Una ventana normanda se forma sustituyendo el lado superior de un marco rectangular por un
semicirculo. Dado el perimetro p de una ventana normanda, hallar sus dimensiones para conseguir
su maxima superficie.

Solucion: Sea a el lado vertical del marco y b su base. Se tiene que: p = b +2a + ”Tb de donde:

a= w La superficie es: S =ab+ ”gz _ 2P bl(12+ )y ”52 . Derivando e
. . . 2p _ P _ b
igualando a cero, se tiene que: b = iy el ¥

T 17- Dada una esfera de 1,8m de radio, calcular la altura del cilindro recto circular inscrito en la
esfera, cuya superficie total sea méaxima.

Solucién:

2+

Siendo r el radio de la base del cilindro, y h su altura, su superficie total es: S = 2zr? + 2zrh. Al
2
estar  inscrito  en la  esfera, se tiene: (ﬂ> +r2=1,82 Por  tanto:

2
_ > (h 2 > (h 2 . . . )
S = 27{1,8 ( > ) ] +2rh [1,8 ( 5 ) . Derivando e igualando a cero, se tiene:
5+/5 . _ _
h=3,6 0 Se obtienen los dos valores: 3,0623m y 1,8926 m. Para estos valores se tiene

que S toma respectivamente los valores: 3,79m? y 5,24m2. Por tanto, la altura pedida es:
1,8926 m (el otro valor de la altura es una solucién extrafia). La grafica se refiere a la superficie en
funcion de la altura, comprobandose los valores obtenidos.

T 18- Un cartel pegado en una pared vertical, tiene sus bordes superior e inferior a una alturaay b
respectivamente de la visual horizontal de un lector. ;A qué distancia debe colocarse éste de la
pared para que el angulo visual determinado por la pupila y ambos bordes sea maximo?

Solucion: El angulo definido es: A = arctan% — arctan % siendo d la distancia pedida.
Derivando respecto a d, e igualando a cero, se tiene: 1 > _—"2’1 - 1 > _—tz) = 0. De
142 d 1+b0 d
d? d?

donde: d = Jab.
T 19- Hallar el area maxima de un rectangulo inscrito en un segmento circular de radio R, siendo d la
distancia de la cuerda al centro de la circunferencia.

Solucion: El area solicitada es: S = 2ab, siendo a la altura del rectangulo y 2b su base. Se tiene:
R2 = b2+ (d+a)% Luego: S = 2a,/R? - (d+a)?. Igualando a cero la derivada S'(a), se tiene:

2
_ [8RZ + d? _ 21 g2 _ 2. 42
- 3d + v8R* +d Por tanto: S = 2 3d+ VB8R +d JR2_<d+ 3d + V8R* +d ) _

4 4 4
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— L (-3d+ JBRT+ 7)) J8R? - 2d? - 2d/BR7 + 07 .

T 20- De todos los triangulos ABC que tienen el lado BC de longitud a, y que su circulo inscrito tiene
de radio r, hallar el que tiene area maxima y calcularla.

Solucidn: Sean x y a — x los segmentos en que el punto de tangencia de r divide al lado a. Y sean
m y n los segmentos en que la altura h trazada desde A sobre BC, divide a BC. Se tiene que:
P

I 2 _y2
B_1r CenB %X 2rx  _ h _ hx*-r?) .
tan 5 = X Por tanto: tanB = 1_(%)2 = ooz T m= T Igualmente:
-~ N 21 _ )2 _ 2
2 1- (55) @a-x)2-r 2r(a—Xx)
2 _rp2 _ 2 _rp2
a =m+n, se tiene que el lado BC mide: a = hc—r%) + hi@=x)*~r] , 'y la altura mide:
, 2rx 2r(a—x)
— a _ _2arx—2rx i inin- o _ ah LA
h = T a-x -1 b1 Siendo la superficie: S > sera maxima

2rx  2r(a—x)

cuando lo sea h, pues a es constante. Derivando h e igualando a cero, se tiene:

(2ar — 4rx)(—x? + ax — r?) — (-2x + a)(2aex — 2rx?)
(—x? +ax —r?)?

lo que el tridngulo es isosceles, siendo su altura: h =

= 0. Operando, se obtiene que: x = %, por

2a?r
az — 4r?

fron- asr

y su area: S 2 a7

T21- Un punto luminoso M recorre una circunferencia de centro O y radio R, iluminando una
superficie infinitamente pequefia o situada en un punto P interior al circulo y cuyo plano es
perpendicular al del circulo y pasa por su centro O. Se pide la posicion de M para que dicha
superficie o reciba la maxima iluminacion procedente de M. La iluminacion es proporcional al
seno del angulo que forma el rayo luminoso con la superficie iluminada, y es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia de M a la superficie iluminada.

Solucion: En el tridngulo OMP se conocen OP = a, y OM = R. Hay que definir el angulo

. .

sinMPO _ sinMPO
MP* d?

PO — Rsinf fer A2 — A2 2 R2 _ . : .

sinMPO = . Ademas: d* = a* + R? — 2aRcos6. Luego de dichas igualdades se obtiene:

F— Rsing _ Rsin6

d? 3
(a? + R? — 2aRco0s0) 2

. . ., 2 2
siguiente ecuacion: cos?6 + %

_ a’+R?
}t——aR .

—_— .,
0 = MOP, de forma que la relacion F =

sea maxima. Se tiene que:

. Derivando respecto a 6 e igualando a cero, se tiene la

A+ JA%2+12

2 1

cosd —3 = 0. Luego: 6 = arccos siendo

T 22- Sobre una recta XX', se marcan n puntos consecutivos A, B, C,..., N, siendo siempre a la
distancia entre dos puntos consecutivos, y se numeran respectivamente 1, 2,..., n. Encontrar la
distancia al primer punto A, de un punto Y de la recta tal que la suma de los cuadrados de sus
distancias AY, BY,..., NY, a los otros puntos dados multiplicados por los ndmeros
correspondientes 1, 2,..., n, sea minima.

Solucion: Sea la incognita: x = AY. Siendo D la distancia a considerar, se tiene que:

D = 1AY? + 2BY? +...+nNY? = X2 + 2(X — @) + 3(X — 2a)2 +...+n[X — (n— 1)a]®. Derivando e

igualando a cero: 2[x+2(x—a)+3(x—2a)+...+n[x—(n—-1)a]] = 0. De  donde:

X[L+2+3+...+n] =a[2+2+-3+3-4+...+n(n—1)]. Luego la distancia buscada AY es:
(n=Ln(n+1)

= 3 _2(n-1a
& ey T 3
2
i 2
T23- Hallar méximos y minimos de la funciony = — SN0~ _
sinx(1 —sinx)
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(1 +sinx)cosx (3sinx — 1)
sinx(1 — sinx)?
siguientes soluciones: 1 +sinx = 0, cosx = 0, 3sinx—1 =0. Paral+sinx =0, X = 37” + 2kr.

Solucion: Derivando se tiene: y' =

= 0. Luego se obtienen las

Para cosx =0, X = % +2kr Yy X = 37” + 2k, Para 3sinx—1=0, x = arcsin% + 2km, cuyo

valor aproximado es: 0,34 + 2kr. Para x = 37” + 2kr, se trata de maximos para los que y = 0.

Para x = % + 2k, se trata de valores asintoticos (y — +o0). Para X = arcsin % + 2k, se trata de
minimos para los que y = 8.
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Seccion U - DERIVADAS DE FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES

U 1- Hallar el valor de zx% +2y :3332, siendo z? = Inxy + arcsin %
- 1
y x? X X
Xy * T Xy * I
y2 2 y2\ 2
H1-%7 H1-%7
Solucion: % = X T 52 = X — Operando, se tiene que
2(Inxy+arc5| %) 2 2(Inxy+arcsin %) 2
el valor pedido es: zxﬁ + zy 5y =1
(C+y)T 0oy
U 2- Hallar el valor de xz) +yzy, siendo z = sin ———= y +tan —— y
Solucion: La e>1<presién dada es hlomogénea con m T 0. En efecto, homogenelzando
(CE YT Ry T L YTy 2y
n XE— YT +t X+ YT = sin + t x—y — *tan
se tiene que: xzy +yzy = mf(xy./) =0

X+y

t—’ es decir que
el grado de homogeneidad es: m = 0. Aplicando la formula de Euler para funciones homogéneas

U 3- Hallar en el punto (x1,Y1,21) la diferencial total de la funcion z = c(
Solucion: zy

1
o1 X2 ﬁ) 2
az b2
—CX , 7y = ¢y Siendo: dz = z,dx + z,dy, se tiene
a2 |1- ﬁ _ y_2 b2 X2 y2
\/ a? b2 b2
—c(b2x,dx; + a?y;dy;)
le = ; , 1
2
azbz(l - % — %)

U 4- Hallar en el punto (xi1,y1,z1) la derivada de la funcion z = c(l
direccion que forma con el eje OX un angulo de 150°

1
x2 ¥\ 2 j
2 F) , segun la
Solucion: La derivada segin la direccion de 150° es % = 7}, €05150° + 7y, sin150° =
3 cX14/3 N —Cy1 3 c(b?xx+/3 — a%y1)
- 1 1 1 -
2 2\ 2 2 2N\ o2 2
2a2<1—%—%> 2b2(1—%—%> 2a2b2<1—% zg>
U5- Dada la funcion u = In(x® +y* + z* — 3xyz), hallar uj + uy + u;
. 3x? — 3yz 3y? — 3xz 3z2 - 3xy
Solucion: uy = , Uy = , Uy = . Luego,
oyt -3xyz T x+yR st -3xyz’ T X3 +yi+ 28 - 3xyz J
sumando y operando: uy + Uy + U; = SEESE
U6- Dada la funcionu = In(x® +y® + z® — 3xyz), hallar u’, + u’, + u’;
o =3x4 + 6xy® + 6xz® — 9y2z2 — 3y + 6x3y + Byz® — 9x?22 — 3z* + 62y + 62x3 — Oy?x?
Solucion: .
(X3 +y3 + 2% - 3xyz)?
U7- Dadalafuncionz = XY
- Dadalafuncionz = ~—-,

hallar su diferencial total en el punto (1,2)
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3 _yh 4 3 4
IX3(X+Yy) —X ydx+4y(x+y) X

_ 4
Solucion: dz = zydx + zydy = y dy. Introduciendo las

(X+Y)? (x+y)?
coordenadas dadas: dz = —%dx + %dy.
., x4 +y# . . .,
U 8- Dada la funciéonz = T hallar el gradiente y su direccion en el punto (1,2).

Solucién: El gradiente es: /22 +2z? = . La direccion del gradiente es:

52 792 46266
97 "9z T 9

z, o . _
0 = arctan -~ = arctan Z—g La direccion de nivel es: arctan 7—3
X
4 4
Uo- Dadalafuncionz = XY

XTy hallar su plano tangente en el punto (1, 2, %).

Solucion: z—z; =7y (X —X1) +Zy,(y—y1). El plano tangente en el punto (1,2,ﬂ),

_A7 Sy 19 ¢y —
Z 3 9(x D+ 9(y 2).

€es:

U 10- Dada la funcion u = Inr, siendo r la distancia de un punto variable (x,y,z) del espacio a uno
fijo de coordenadas (a, b, c), hallar el valor de u, + u’y’z +Ul%.

!
Solucion: Siendo: r = J(x —a)?2+(y-b)?+@-c)?, u = l’_rx la derivada de r respecto a x es:

/ X—a X—a .oy
ry = = . Luego: uy, = , Uy, = Por
b Jx—air (bt (z-c)? ' oo ? rt
2 _ _ 2 _ 2 _ 2
tanto: U, + U/, + Uy = 3r2 —2[(x—a) +(4y b)*+@-0)°] _ 3r2—42r2 _ 1
r r r
U 11- Dada la funcion z = In(x +y) + In(x —y), calcular % — g;g .

Y S| 1 sz _ -1 -1 oz _ 1 1
Solucion: Como: X~ XEry T xX=y o x1y) + x—y)Z' oy  X+y Xy
0z _ =1, -1 setieneque: &L —9Z _
oy?  (x+y)? o (x-y)? Cox:oooyr

U12- Dada la funcion z = /xy+arctan%, hallar el valor mas simplificado posible de

oz oz
X +zy5y.

o8z YXP+yYi-y sy X2+y?+1 YA 5z
Solucién: &= = , == 2 IXSE 4 zyEE = XY
2 2 2
oX 2z(x2 +y?) " oy 22(x + ;;( ) OX oy

X+y?+2°
X3 +y2+1z

TAR Y / / _ _i g
Solucion: du = ugdx + uydy + uzdz = 1 dx + 11 dz.

U 13- Dadala funcionu = , hallar el valor de du en el punto (2,2,2).

X+y?+ 28
X2 +y2+1
direccion de parametros directores (2,2,1).

Solucién: Siendo: cosq = ——2—— — il, cosf = J_rl, Ccosy = il, la derivada pedida
S + A+ 411 . 3 P=*3 =3 P
u

. ! ! !
es: Sr= Uy COSa + Uy COS B+ U, COSy = 1

U 14- Dada la funcion u = , hallar el valor en el punto (2,2,2),.de la derivada segun la

X+y?+23
x3+y2+z

Solucién: Gradiente Ju? +u? +u?2 = % La indicatriz es una esfera de radio: 112‘5 y

U 15- Dada la funcionu = , hallar la indicatriz de pendientes en el punto (2,2, 2).
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(o411 11
centro: (2 8 2,2 + 8 ).

X+y?+128

X2 +y?+1z
espacio de cuatro dimensiones), en el punto de la funcion definidopor x =y =z =2, u = 1.

Solucion: u—1 = u, (X —2) + uy, (y — 2) + Uz, (z - 2). Luego: 11x — 11z + 14u - 14 = 0.

U 16- Dada la funcién u = , hallar la ecuacién del "plano tangente" (se trata de un

U 17- Dada la funciéon z = arctan ;:% hallar los términos de grado inferior a cuatro, en su

desarrollo por Mac-Laurin.
Solucion: El desarrollo es: f(x,y) = (0,0) + xf;(0,0) + yf,(0,0) + %(xfX +yf,)@ +.... Se tienen

los siguientes valores en el origen: f(0,0) = arctanl = % fo = —%, fyy = % ’X’% = —%,
f// — l f” =0 mo_ _l f”/ - l " - _l " — l
g 20 Yo g 279 27 Xy 20 xop 27
Luego: (xf, +yfy)® = X2, + y2f), + 2xyfy, = —%XZ + %yZ,

3) 3¢ 20 £l 24111 g _ 13 oyl 21 31
(xfx + yfy)™ =X fxg + 3X yfx6y0 + 3xy fXOY% +y2 fyO _2 5 x3 3X 2y 5+ :zxy 5 ;Ly 5

- o XY o x2 Y o x Xy yX oy

El desarrollo pedido es: z = R T B R e Tt

. X +
U 18- Dada la funciénz = In X—_¥ hallar el valor de X2z, + 2xyzy, + yzz;’z.

Solucién: La funcion z es homogénea de grado cero, luego: x?z,, + 2xyzy, + yzz/y’2 =0.

U 19- La funcién In(x? +y?) — arctan % = 0, define ay como funcién de x. Hallary' e y".

o fio 2x+y o @2+YN)X=2y) -1 -2y)2x+y) _ 10(x* +y?)
Solucion:y' = ——¢ = , = = )
YT T xy (x—2y)? (x—2y)?

U 20- Hallar la diferencial total de u = In ‘/(x —a)’+(y-b)2+(z-c)?.

(x—a)dx+ (y—b)dy + (z-c)dz
x-a)2+(y—-hb)?+(z-c)?

Solucion: du = ugdx + uydy + u;dz =

U21- Hallar la diferencial total de u = arctan 32/:2 +arctan £=% +arctan X=2.
y—b
P ! ! / _ y_b _ Z—C
Solucioén: du = uidx + uydy + u;dz [ X-a2ty-D? (-a’+(@-c? }dx+
e B X—a
Lot e v
X—a 3 y-b
J{ x-a)2+(@z-¢)? (y-b)?2+(z-c)? }dz.
U 22- Dada lafunciény = f(x,u), siendo u = ,/cosx, hallary’ ey".
i _—=sinx_ _ =sinx v _ _1 sin?x __ut+1
Solucioén: uy = 2/C0SX - o , U 2|: COSX + 2 oo :| TR
y' = fix' + foul = fix' — X g

2u

—sinx —sinx ut+1
Y' = (B + U0 @+ (B + fuuz) = Fox? + (=507 + Fox (=) + fix = 1L 5=

JXE+y? + X2 —y?
JXE+y? - Xy

s . 2 : - w240 241
Solucion: La funcion z es homogénea de grado cero, luego: x*z , + 2xyz,, +Y Zp = 0.

"

250 251
, hallar el valor de x°z, + 2xyzy, +Yy Zp.

U 23- Dadala funcion z =
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U 24- Dada la funciénu = /xyzz3nyzz3,/xyzz3... , hallar d3u.

Solucién: u = /xy?z%u, u? = xy?z%u, u = xy?z%, uy = y?2z%, uy = 2xyz®%, u; = 3xy?z2, u, =0,
uy = 2yz%, up = 3y?z%, ujp = 2xz3, uy = 6xyz?, Uy = 6xy%z, uj =0, u”/ =0, u’” =0,
Uz = 22°, Ug, = 6x2%, U, = 6y°z, U, = 12xyz, Uy, = 6yz®. d®u = ujzdx® + u’” dy3 + u”’dz3

+3U.5 dxzdy + 3u;,dx2dz + 3u”’ dy2dx + 3u”’ ,dy?dz + 3u’; dz?dx + 3u;”yd22dy + 6u’X’§dedydz.
Introdumendo Ios valores calculados mas arrlba, se tiene:
d3u = 6xy2dz® + 6z3dy2dx + 18xz2dy?dz + 18y?zdz2dx + 36xyzdz?dy + 36yz?dxdydz.

U 25- Dada la funciény = f(u,v), siendo u = x?, v = sinx, hallary’,y",y"".
Solucion: y" = 2xf;, + cosxfy, y" = 4x*f, + 4xcosxfy, + cos?xf , + 2f, —sinxf,, y" = 8x3f s +
+12x2 cosxf  + 6xcosxf , + cos3xf s + 12xf!, + 6(cosx — xsinx)fy, — =3sinxcosxf, — cosxf;.

U 26- Dadaz = f(x,y), siendo x = a + ht, y = b + kt, donde son constantes a, b, h,k, hallar (cjjt” .

Solucion: f' = z; = z;x; + zyy; = hzy + kzy, ' = zt) [hz) + kz’y] fm = = [hz} + kz! ](n v
= hnz® + hrtkz )y + Ak 2R o k2

U 27- Dada la funciény = f(u,v), siendo u = ax?, v = arcsinx, hallary' ey".

Solucién: y' = 2axf, + éf’,
Yt e

3
£, +f1,—28X__ 4 oaf 4+ x(1—x2)"2f,.

I pa2y24ll 1
y" = 4acx4f, + Tl uvm

U 28- Dada la funcion z = arctan 3~ y , hallar X2z, + 2xyzy, +y? z

Solucioén: Siendo z funcién homogénea de grado cero: X°z., + 2xyzy, + yzz’y’2 =0.

U 29- Hallar la derivada segunda de y = f(u,v), siendo u = cosx, v = tanx.
1 ¢ _ Zsmxf// " 25'”Xf/v—cosxf(,.

uv

cos?x V> cos2x cos3x

Solucién: y" = sin’xf, +

U 30- Dada lafunciény = f(u,v), siendo u = tanx, v = a*, hallary' e y".

Solucién y' = cos?xf, + a*Inafy, _
t— L, vax(nay, + 2&Nag o SINX ¢ ax(1ng)2f,,
y cos“x u? (Ina)™. + cos?x ™ " S Tosex (Ina)*y

U 31- Aplicando la formula de Leibniz de la derivada de un producto, hallar la ley recurrente que
existe entre las derivadas consecutivas de la funcion implicita y definida por la ecuacion diferencial
A-x3)y"+x%' = (1 +x)y =0.

Solucién: La formula de Leibniz es: y® = ov® = uv® + (])Hu'v®D +  +u®v = (u+v)™.
Operando en la ecuacion dada: (1 — x3)y" +x%y' = (L +X)y = y" —=x3y" +x%y' —y+xy = 0.

Su derivada enésima es: y™? —[x3y™2 4 (1)x2y™D 4 (7)6xy® + (] )6y "]+ x2y™D 4
+(1)2xy™ + (5)2yD —y® —[xy® 4+ (] )y™D] = 0. Simplificando, se obtiene la ley recurrente
pedida: (1 — x3)y™2 + (1 — 3n)x2y™D 4+ (=3n2x + 5nx — X — 1)y™ + (—n3 + 4n? — 4n)y™V = 0,

U 32- Dada la funcion de n variables z = 1 . hallar el valor de z), + 2, +...4Z,.
2+X3+...+x2) 2! o !

il

Solucién: Derivando respecto a X1, se tiene: zy = (—% +1)(X2 + X2 +...4%X3) " 2 2Xq,
— 2 2 2 2 . 1" 1 "o
(—— +1)2(x% + X3 +.. +xn) 2" Ynx2 + X3 + x5 +.. . 4x2). Luego: Zo t2g Ay =

= (——+1)2(x1+x2+ AXn)~ 7" NenOG + x5 +...4x2) +n03 + X3 +...+x2)] = 0.
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U 33- Dada la funciény = f(x,u?,v), siendo u = Inx, v = sinx, hallary".
Solucion: y" = f/, + 1/ ,(u?)’ +f W (U2) [l + B (U2) + £,V ]+ Fa(u?)” +
AVE + o (u?) + v ]+ iV
= f/, + 4|)E‘X f! 2+ 2cosxfy, + 4(5% Inx )20y + 40K '”X cosxf’, + cos?xf!, + 21=1nX —X!nx f, —sinxf,.

U 34- Hallar maximos y minimos de la funcién y definida por la ecuacion y3 — 3x?y + x3 -3 = 0.

(/

'57 s
5+

f,=—6xy+3x2=0, x=0, x=2y. Para x = 0, y=,3/§. Para x =2y, y=-1, x =-2. Los

valores que toma y" son: y" = ?2/:)2(;( = x-zry’ y"(0, ¥3) >0, luego (0,¥3) es minimo;

y"(-2, -1) < 0, luego (-2,-1) es maximo.

Solucion:

U 35- Dada la ecuacion y3 —x?y +x -y = 0, que define a y como funcién implicita, hallar y',y",y"
para los puntos cuya ordenada sea 1.

Solucion: Los puntos cuya ordenada es 1, son: (0,1) y (1,1). Derivando tres veces la ecuacion
dada, se obtiene: 3y%y'—2xy—x%'+1-y' =0, 6yy?+3y?y" —2y—4xy' —x%" -y’ =0,
By + 18yy'y” + 3y2y" — 6y’ — 6xy” — x2y" —y" = 0. Sustituyendo los valores de x, y, se tiene

para el punto (0,1):y' = —%, y' = % y" =0. Yparaelpunto (1,1):y' =1,y =0,y" = 0.

U36- Seay = f(u?,v), siendo u = cos(x +z), v = sinx, z = tanx. Hallary".

Solucion:
2 2
y" = 4cos?(x + tan X)<1+c—gsx>fru/2 + cos2xf, + 4CosXCOos(X + tan x)(lL‘gsxﬁjzv -
cos?y , cos2x
. 2 .
2| sin(x + tanx) ([ LHCOSX )" _ 2 co5(x + tanx smx fl, — sinxf..
C0S2X

1
U 37- Definida la funcién implicita y por y% +XV + /Xy +1 =0, hallar y' sin simplificar el
resultado.

1 < 1, 1 -1
N fl —yx (mY) X TSy 2y
Solucion: y' = —f—,X = —-
y Yyr XY (Inx)%+l(xy)‘7x
y 2
U 38- Dada la ecuacion In(x? + y?) — arctan % = 0, que define ay como funcion de x, hallary' ey".
2 2
Solucion: y' = 2 +2y, y' =10V T
X—2zy (x-2y)
U 39- Dada la funcion z = arcsin(x + y) + arg sinh(x — y), calcular g—;g - g—;

Solucion: zy = [1- (x+y) 12 B +[1+(x—y)? ] 2
2 = [1-(x+Yy)? ] 7 x+y)-[1+(x- y) 12 : x-y),
=[1-(x+y)*]? > ~[1+(x-y)?] % 2
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=2 =3
2y, = [1-(x+y)’] 2 (x+y)-[1+(x-y)*] 2 (x-y), Como 2zl =2, se tiene que:

8% 31 _
ox?  dy? '
U 40- Dadas las funciones u = 1ij , v = arctanx + arctany, hallar J(x,y) = 66((;\;/)) .
1+y? 1+ x?
u, uy _ 2 _ 2
Soluci6n: Joxy) = SV _ | B L-xy)? -2 | _,
o(x,Yy) Vi vy 1 1

1+x? 1+y?

U 41- Un punto se mueve sobre z = arctan 2, de modo que la proyeccion en el plano XY, de la

0z
X

2y
curva descrita por el punto, es: x? —y? = 9 Hallar £ en funcién de x.

1 1
Soluciéon: Siendo: y = (x> -9)2, sustituyendo se tiene: z = arctan %(x2 —-9)2 Luego:

1 1
7 = 1 ¥ -97 —x*(x*-9 2 _ -18
(5x2 -36)(x>-9)

_xx 2(x2 - 9) -
R ?
U 42- Dada la funcién z = f(x,u), siendo u = g(x?y), y = h(x), hallarz' y z".

Solucion: z' = f} + fiug(9,22x + gyy"),

2" = s + Fuls a2+ GY) + fi + falu Up(g522X + gyy)]” + FLula(@a2x + gyy') ug +

+f{1u6[<g;’224x2 +00 Y 2x> +202 + Op2Xy' +9 zy/z +9yy” ]

U 43- Hallar el valor de y' siendo (y? + ax)? = x2(a2 + 2ax — x2), en el punto (0, 0).

Solucién: Desarrollando:  y* + 2axy? — 2ax® —x* = 0. Derivando sucesivamente: 4y3y’' +
+2ay? + 4axyy’ — 6ax? — 4x3 =0, 12y?y"? +4y3y" + Bayy' + 4axy” + 4axyy” — 12ax — 12x2 =
24yy" + 24y2y'y" + 12y2y'y" + 4y3y" + 8ay’? + 8ayy” + 4ay’? + 8axy'y” + 4ayy"” + 4axy’ y
+4axyy" — 12a — 24x = 0. Introduciendo x = y = 0, se tiene: 12ay”? — 12a = 0. Luego: y' = +1.

U 44- Hallar maximos y minimos de x3 + y* —a?x = 0.

Solucion:
1
k 3
—(@x-x)F, y = =3 _ g X:iaf, y:ia(2é§> ' para x — a,:/F’
3(@x-x3)3
y" <0, luego es un maximo. Para x = —i, y" > 0, luego es un minimo.

U 45- Calcular la primera derivada de las funciones y, z definidas implicitamente en el sistema:
COSX + COSY +C0Sz = a, X3 +y®+12z3 = bl

Soluciéon:  f(x,y) = cosx+cosy+cosz—a=0, gxy) =x3+y3+z3-b%=0. Se tiene:
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f, f, —sinx —sinz

! 2 2
y' = & O = 3 3 _ _z?sinx — x2sinz
fi)' f, —siny —sinz —z2siny +y?sinz’
y z
9y O 3y2 322
fy —siny —sinx
o gy Ox ) 32 3x2  esinyyrsing
fy" 1, —siny —sinz —z%siny +y?sinz
9y 9 3y2 372

U 46- Estudiar maximos y minimos de z = y* — 4xy + 4x2.
Solucion: zy = -4y+8x =0, zy=4y3-4x =0, Las soluciones de este sistema son:

1 f// 8 _4
©00), @IZ 42y | @ Y= — 96y2—16, Para (0,0), H <0,
4 2 fy e —4 12y2
luego es puerto. Para (i%,i%), H > 0, f’y’z > 0, luego son minimos.

U 47- Estudiar el signo de la forma F = 19x? + 12y? + 3z + u? — 2xy — 6xz — 2xu — 10yz — 2yu + 2zu.

Soluciéon: 61 >0119|-1|-3|-1|.
6»>0|-1 12|-5|-1
63>0/-3 5 3| 1

0,>0/-1 -1 1 1
Siendo: 61 > 0,0, > 0,63 > 0,04 > 0, el signo de la forma es definido positivo.

U 48- Estudiar el signo de la forma cuadratica F = 2x? + 11y? + 622 — 8xy + 4xz — 2yz.

Solucién: 861 >0 2|4 | 2|
0»>0|-4 11 -1

03>0 2 -1 6
Siendo: 6, > 0,62 > 0,65 > 0, el signo de la forma es definido positivo.

-1 -1 1
U 49- Estudiar el signo de la forma cuadréatica cuyo hessianoes | -1 -2 3

1 3 -7
Solucion: 6, -1|-1] 1]|.
o021-1 -2| 3
o3| 1 3 -7

Siendo: 61 < 0,62 > 0,83 < 0, el signo de la forma es definido negativo.

4 -2 2
U 50- Estudiar el signo de la forma cuadratica cuyo hessianoes | -2 -1 -1
2 -1 4
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Solucion: 6
02
03
Siendo: 61 > 0,0, < 0,83 < 0, el signo de la forma es indefinido.

U51- Sabiendo que f(u,v,z) = 0, u = sin(x +Y), v = cos(x — ), hallar: z},, z;/z, Zy,.

Solucion: Z, = _f—,l [cos(x + y)fy —sin(x — y)f,], Zy = ;—}[cos(x +y)fy +sin(x = y)f, 1,
(f? cos?(x + Y)f, — cos(x +y) sin(x — y)fy, —sin(x + y)f;, -

z . . +

2, = (]‘_/%3 —cos(x + y) sin(x — y)fl, + sin?(x — y)f> —cos(x — y)f, ,
+5 [cos(x + y)fy, — sin(x - y)fy]?
N cos?(x + y)f’, + cos(x + y) sin(x — y)ff, — sin(x + y)f}, + ]
" —1 (f/Z)z H / Th2 " ! +
Zp = )3 +Cos(X +y) sin(x — y)fy, +sin“(x — y)f , — cos(x — y)f, ,
+5 [cos(x + Y)fy + sin(x — y)f,]?
(M2 N cos?(x + y)f', + cos(x + y) sin(x — y)fj, — sin(x + y)f}, — ]

; +

Zy = (];%3 —cos(X +y) sin(x — y)fu, — sin?(x — y)f’, + cos(x — y)f,
+5[cos(x + y)f, — sin(x — y)f, ][cos(x + y)f|, + sin(x — y)f, ]
U 52- Definida la funcién y por medio de la ecuacion y = 1 T , hallary" e y" en funcion
Xt —
1
Y+ X+
de x.
1 Yy 1 s -1 u_ 1
Solucién: y = o L = 2xy+1’y_ oY T 2X2,y =33
2y

U 53- Calcular las derivadas primeras de las tres funciones implicitas y, z, u definidas por el sistema
Uu +xX +y +z =a
u?z +x2 4y? 422 =b?
a3 4yd 423 =Dl

Solucién: Derivando respecto a x (variable independiente), se tiene:u’' + 1 +y' +2z' = 0,
2uu’ + 2x + 2yy' + 227" = 0, 3u?u’ + 3x? + 3y?y’ + 3z%z' = 0. Luego:

1 1 1 1 1 1
2X 2y 2z 6] x y z
T s N . NN /¢4 %) IR c el [ S
1 1 1 1 1 1 V(u,y,2) (u-y)u-2)
2u 2y 2z 6l u y z
3u? 3y? 3z? uz y? z2
Ias ] Uu-xx-2) _, (U=x)(y—x)
De formaandloga;y = -~ ——————~%, 7/ = - ————22 2
o (YY) Yy Y-2U-2)

Nota: V = Determinante de VVandermonde.

U 54- Hallar la derivada segunda de y = f( H + ¥ ), sabiendo que u y v son funciones de x.
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12
Solucién: y' = | e (U+V) y" fzﬂ)z(H) f; ey (U+V)
u-v
(4 u+yv ) M =
u-— V)
GEa U+V )” _ oAV —uvu” —uw"” +v2u" - 2u'V'V' + 2vu’ + 2uv"? — 2vu'V

(u-v)?

y = Azf” UV N2 + Bf( u+v)
U55- Demostrar la identidad de Euler (xf, +yf, +2zf;)® = m(m—1)...(m - p + 1)f(x,y,z), siendo

f(x,y,z) homogénea de grado m.

Solucion: Se tiene por definicion de funcion homogénea que: f(xt,yt,zt) = t™f(x,y,z), Derivando

sucesivamente: (xfy + yfy + zf;)(” = Xfy + Yfy + 2 = mt™H(x,y,2) = mf(x,y,2),

(xfy + yfy, + zf;)(z) = m(m — D)t™2f(x,y,z) = m(m — 1)f(x,y,z). Luego, generalizando:

(xfy + yfy, + Zf)® =mm-1)...(m- p + Dt™Pf(x,y,z2) = m(m—1)...(m—p + DFf(x,y,2).

U 56- Hallar la d2z de la funcién z = arctan %

I " y ! " 2Xy
Solucion: d?z = z,(dx)? +z 2(dy)2 + 2zy,dxdy, zy = ey z) = ﬁ z, = o
"no_ y;xz 7" = i Lueqgo:
R N S E
Xy Xy y? —
d?z = 2 24+2-—2———dxd
( 2)2 ( ) ( 2)2 ( y) ( 2 ) y

U 57- Hallar la d2z de la funcion z = arcsin %

r_ 1

/ y

Solucion: d?z = z,,(dx)? +z” (dy)? + 2z}, dxdy, 7y = ———2—, 2, = ——,
Y g X X2 +y? Ty
y[,/x2 — Y2 +X3(x? —yz)‘7] X(x2—y?)E
Z// _

- y(XZ_yZ)i%
0 o

2, = Y .y = oy 22 Ty Luego:
1
[xZ — V2 4 x2(x2 — 2*7:| 4 1
a7 = R (o2 + YY) 2 (qya DOEZV) 2 g

— 1", hallar P(x,y) = y"(x? — 1) + 2xy' —n(n + 1)y.

U 58- Dada la funciony = dd;n

Solucion: z = (x2-1)", Inz = nIn(x2 - 1), ZT/ = Xzzn_xl , (x2—1)z'—2nxz = 0. Aplicando
Leibniz:  z™2(x? — 1) + ("1 )z™V2x + (" )z™2 - 2n(xz™Y + ("1 )z™) = 0, Ahora  bien:
22 =y" Luego: y'(x> = 1) +2(n+ 1)xy' + n(n + 1)y — 2nxy’' — 2n(n + 1)y = 0. Simplificando:
y'(x2 = 1) +2xy’ = n(n+ 1)y = 0. Luego: P(x,y) = 0.

U 59- Hallar dzy duen el sistema: x+y+z+u =1, In(xyzu) = 2.

Solucion: dx +dy + dz + du = 0, % + % + % + == d“ = 0. Se trata de un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas: dz y du. Luego:

dx+dy 1
dx , dy 1
qpo L Y U zfdx(yu—xy) +dy(xu - )]
1 1 Xy(z—u)
1 1
Z U
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dx+dy 1
dx Ay 1
du = X ¥ 2] uldx(yz +xy) +dy(=xz +xy)]
1 1 Xy(z—u) .
1 1
z U

52w
ox2 '

U 60- Dada la funcion w = f(u,v,z), siendo u = ¢(x,2), v = ¢(y,2), z = w(X,y), hallar

!

Solucion: wy = f,(uy + uyzy) + fovizy + frzy,
Wy = 15 (U + Upzy)? + Flov2z? + 1522 + 2f, (Uy + Uzl Vizy + 280, (Uy + Uz )z + 2fipviz +

Il 151 15!

HL (U, + U2 + 2u52y + Ujzyo) + T (V222 +Vizo) + fi20,.

U 61- Hallar maximos y minimos de z = x* + y* — ax?y — axy? + ¢2x? + c?y?,

Solucién: z, = 4x3 — 2axy — ay? + 2¢2x = 0, zy = 4y® — 2axy — ax? + 2c2y = 0. Este sistema tiene
como solucion: x=vy, es decirr 4x®-3ax?+2c?x =0, cuyas raices son:

3a + 49a% — 32c? p

x=0, Xx= 3 or tanto, los puntos a estudiar son: (0,0) vy
+ ./ 2 _ 2 + ./ 2 _ 2 . .
( sat 9% 32¢ : 3at 9a8 32¢ ). Para calcular los hessianos se tiene que para
2c2 0
X =Y, Z,=1,=12x-2ax+2c? zy =-4ax. Para (0,0), H= =4c* > 0,
Y 0 2c?
luego (0,0) es un minimo.
Parax — y - 3a+ /9a? — 32¢2 H - 12x? — 2ax + 2¢? —4ax B
8 ’ —4ax 12x2 — 2ax + 22
= (12x2 — 2ax + 2c2)* — 16a2x? = (12x2 — 2ax + 2¢2 + 4ax)(12x2 — 2ax + 2¢2 — 4ax). Como:
2 2 .
4x? — 3ax + 2¢2 = 0, ax = AXT+20° Por tanto, se tiene que:

H = (12x2 + 2% + 202> (12x2 - 6% + 202>, cuyo primer factor es siempre > 0.

3a + 49a% — 32c?
8

minimo. Si F <0, es un maximo. Si F =0, es puerto. En cualquiera de estos casos ha de

3a + 49a% — 32c?

2
El segundo factor tiene el signo de 2x2 — c? = 2( ) —-c2=F.SiF>0,esun

cumplirse que: 9a% —32c? > 0. Operando, se tiene para x =Yy = 5 , Si

a> 4‘47 c, F>0, es minimo; si a< ——4‘47 ¢, F<0, e maximo. Para
_ [oa2 _ 2

x:y:3a 9a8 32c ,sia>4‘é§c, F <0, es méximo; sia<—¥, F>0, es

42

minimo. Para 9a% = 32c¢?, es decir, paraa = * 32 ¢, F =0, es puerto.

Nota: en lo anterior se ha supuesto ¢ > 0, lo que no significa ninguna restriccion ya que en el
enunciado solo existe c2, que es > 0.

U 62- Por el punto de coordenadas (a,b,c) se traza un plano que forma con los ejes coordenados
rectangulares, un tetraedro de volumen minimo. Hallar este volumen y la ecuaciéon del plano.

Solucion: Sea el plano A(x—a) + u(y —b) + v(z—c) = 0,que corta a los ejes coordenados en:
Aa+ ub+ve Aa+ ub+ve Aa+ ub+ve
f!olo ) OlTlO i) 0,0,f

(Aa+pub+ve)® g3 . o 3S2aluv — uvS?

B = S Derivando se tiene: 6V, = P
forma similar se obtiene: 3ub = S, 3vc = S. Luego: Aa = ub = vc. Por tanto, el volumen minimo

. 83 37La3yb3vc _ 9abc
del tetraedro es: V = S S =5

. El volumen del tetraedro es:

V =

=0, 31a =S. De

. La ecuacion del plano viene dada por:
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S (x— S (y— SGoo=X, Y,z _3_
3a(x a)+3b(y b)+3c(z c) a+b+c 3=0.

. . . 2 2 2
U 63- Hallar la diferencial total segunda de z, sabiendo que X—2 P S
a bz = c?
C (n2h2 _ h2y2 _ A22\5 ! €Dy (n2h2 _ h2y2 _ A2u2) 5
Solu0|on.z:ﬁ(ab —b*x* —a%y?) 2, z, = —5x(@’b® - b*x* —a‘y?) 2,

no_ _cb| =1y2/a2n2 242 22\ - 2h2 22 -
2o =—5 7x(ab—bx—ay) 2 +(a’b? —b%x? —a%y?) 2 |,

1
Z;, = —%y(azbz —b2x2 - a2y2)—7’
3 1
2 = ‘C—t?[_?ly“azbz —b2x? - a?y2)"7 + (a%h? - b3 — a%y?) 2 }
3
zy, = —abexy(a?b? — b?x? —a?y?)" 2, Luego:

d?z = —Q[_—lxz(azb2 - b%x? - azyz)’% + (a?b? — b2x? - azyz)’% ](dx)2 -
ajl 2

—Lal —1y2a2p2 _poy2 - g2 2)_% + (a2b? — b2x2 — a2 2)_% (dy)? -

3
—abcxy(a?b? — b2x2 — a2y?)” 2 dxdy.

U 64- Hallar la d?z de la funcién z = In J(x —a)?>+(y-b)2.

se X—a r_ y-b no_ (y_b)z_(x_a)z
SOMEION B = G -0 YT e 407 T T ayir by ]
2 2
B . V) ) V) T

T [x—a2+ -0 [x-a)+y-b)]

VL) . NS .Vt VA1 )
[x-a)?+ (y-b)*] [x-a)?+(y-b)*]
dG-ay-b) .

[x-a)*+(y-b)]°
U 65- Hallar maximos y minimos del folium de Descartes, x3 +y3 — 3axy = 0.

Solucion:

Q\

' = —;—z =0, derivando se tiene que: f,=3x>-3ay=0, y= Xfaz,
X3 + (XT;)3 - 3ax% =0, x3(x3-2a%) =0, x =0, x = ay2. Estas abscisas corresponden a los
puntos: (0,0) y (a¥2,a¥4). Para (0,0), f, = 0, fio =0, fjs = 6,luego es un punto doble. Para

g _ —6ay2 .
a¥2,ayd), y' = -X = 6x _ _ < 0, luego es un maximo.
( )y f,  3y?-3ax  3(ayd)?-3a%y2 ’

U 66- Dada la funcion z = f(u,sinv), siendo u = ax?, v = by?, hallar d?z.

Solucion: d?z = (4a?x?z,, + 2az,)(dx)? + (4b%y?z; + 2bzg,,) (dy)? + 8abxyz, s,y dxdy.

(sinv)?2

Siendo vy

U 67- Calcular (dx)? + (dy)? + (dz)?, siendo X = psinf cose, y = psin@ sing, z = pcosé.

Solucion: (dx)? = (sin@ cos¢ dp + pcos¢g cosd do — psing sing d(p)z,
(dy)? = (sin@ sing dp + psing cosd db + psiné cose d(p)z,
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(dz)? = (cos6 dg — psing d9)2.
Sumando y simplificando, se tiene: (dx)? + (dy)? + (dz)? = (dp)? + p?(df)? + p?sin26 (do)?.

U 68- Calcular las derivadas primeras de las funciones implicitas y, z definidas por el sistema:
cos?x + cos?z = 1, x3 + 2% = R3.

Solucién: Derivando las ecuaciones, se tiene el sistema: —2cosx sinx—2cosy siny y' =0,
3x? + 3y + 3727 = 0 De donde: y' = 22sin2x —x2sin2z 1 _ x%sin2y — y?sin2x .
-22sin2y +y?sin2z’ -22sin2y +y?sin2z

U 69- Dada la forma cuadrética
f(x,y,z,u) = A1x? + Apy? + A3z? + Aqu? + 2B1Xy + 2BoXz + 2B3xu + 2B4yz + 2Bsyu + 2Bszu,
demostrar la identidad: xif, +yify, +21f;, + usifi, = xaofi, +yofy, + 226, + uofy,.
Solucidn: Se considera la funcion:
fim +f)n + f,p +f; fim +fin + f,p + f,q) @
FOCH MY + 0,24 P,U+ ) = Ty, 2,u) + 2 ; P i (m +2|1p+ )
Sea P un punto alineado con (X1,Y1,Z1.U1) 'y (X2,Y2,Z2Uz), cuyas " coordenadas  son:
(X1 — AX2,Y1 — AY2,Z1 — AZy, U1 — AU2). Se tiene que: (X1 — AXz2,Y1 — AY2,21 — AZ2, U1 — AU) =
= f(X]_,yl,Z]_'U]_) - A(Xzf;l + yzfg,l + szél + Uzﬂjl) + lzf(Xz,yz,ZZVUZ) [A]
Haciendo: X = —AXz, m = Xg,..., setiene: f{(x+ m,y+n,z+p,u+q) =
= f(=AX2,—Ay2 — Azz — AuXz) + (Xaflsx, +Yaflsy, +22fls,, +uafl,y,) + f(X1,y1,20U1) =
= (A)H(X2,Y2,22,U2) — A(Xafy, + yafy, + 213, + usfl,) + f(X1,y1,21,u1).
Comparando con [A], se tiene que: X1fy, +yif), + z1f,, + uify, = xofl, +yafy, +2of;, + uofy,.

U 70- Dada la funcion y definida por la ecuacion f(x,y) = Bcot(x +y) — Acotx = 0, hallar sus
maximos y minimos. Aplicacion paraA =1, B = 3.

Solucién:
5__
P 4
_5\/ 5
-5+
Se supone que tanto A como B son > 0. De la ecuacion dada se tiene: cot(x +Yy) = %cotx.
Derivando:

f, = —B[1 + cot?(x +y)] + A(1 + cot?x) = -B(1 + g‘—i cot’x) + A(1 + cot’x) = 0, de donde se

obtiene: cotx = + /% , X = arccot(i I% ) = tarccot /5 , cot(x+y) = + % ,

X+y = arccot(ir /% ) = +arccot /% , f,=-B[l+cot’(x+y)] = -B(1+ %) =-A-B =0,

luego no se trata de punto singular. Para hallar maximos y minimos se calcula: y" = —fo, siendo:

y
fl> = 2Bcot(x + y)[1 + cot?(x +y)] — 2Acotx(1 + cot?x) = £2(A + B)( /% - [% ) Luego:

. iZ(A+B)( [A _ /ﬁ>
-t B WA A _ [B B

nmo_ _x% _ -+ A _|B _ B

y f A+ B _2< B A ) Para x = arccot A siendo
B

A>B, y' >0, es un minimo; siendo A < B, y' <0, es un maximo. Para x = —arccot A

"
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siendo A > B, y" < 0, es un maximo; siendo A < B, y" > 0, es un minimo. ParaA =1, B = 3, se
tiene que para x = arccot/3 = % + krz, y = arccot /% —arccot /3 = % +kr, y' <0, es un

maximo, y para. X = —arccot /3 = —% +kr, y = —arccot‘/g +arccot {3 = —% +kr, y" >0,

es un minimo.

U 71- Hallardzy duen el sistema: xy + zu = 2, X +y = 3(z + u).

Solucion: Derivando: ydx + xdy + udz + zdu = 0, dx +dy — 3dz — 3du = 0, de donde se obtiene:
3y + 2)dx + (3x + 2)dy _ GBy+u)dx+ @Bx+ u)dy
dz = , du
3(u-12) 6u—x-y

U 72- Hallar la maxima distancia del centro de la ellpse a_ + ﬁ—z =1, a una de sus normales,

obteniendo previamente la ecuacion de las normales y las coordenadas del pie en éstas.
(12 ﬁz -1=0,

Solucion: Siendo (a, ) un punto de la elipse, es decir: =5 + b2 la ecuacion de la
2
normal en ese punto es: y— 8 = bzﬁ (x—a). La perpendlcular a la normal desde el centro, es:
b a’(a’ — b?)ap? b?(a2 - b?)ap
= ——%x. Las coordenadas del pie son: x = , Y =— . Por
y= ﬁ P a2b4+a4ﬁ2 y ab? + a4,32

tanto, se obtiene que el cuadrado de la distancia desde el centro, es:
4 - ( az(az _ bz)aﬂz )2 .\ ( bz(az _ bz)azﬂ )2 _ (az _ b2)2a2ﬂ2

a?b* + a2 a?b* + a*p? a?b* + a2
cero, se tiene que: a? = p? = b_3b Sustituyendo en d, se tiene que la distancia minima
es:a—b.

. Derivando e igualando a

a+b’

U 73- Hallar los maximos y minimos de la funcion f(x,y) = x* + y* — 4xy = 0.
Solucién:

2T

R

s

Se trata de una curva simétrica respecto al origen y a la recta x =y. Derivando se tiene:
f, = 4x3 -4y = 0. Y sustituyendo en f(x,y), se tienen los puntos:
"

i1 1 1 fo —3x
(0,0),(38,278),(-38,-278). Como: y”=—fL,: Vepd para (38 278) y" <0, es un
maximo de y. Para ( -3 8 =27 8 ), y' >0, esun m|n|mo de y. Por simetria respecto a x =y, se

tiene que: (27 8 '3 8 ) es un maximo de x, y (-27 8 =3 8 ) es un minimo de x. Para (0,0), se tiene
que: f'(0,0) =0, y f"(0,0) = -8y’ =0, que corresponde a la tangente y = 0. Sustituyendo x por
y, la tangente es x = 0. Por tanto, (0,0) es un punto singular con tangentes de inflexién: x = 0,

y =0.

U 74- Empleando el método de Sylvester, indicar la naturaleza de la forma cuadrética f(x,y,z,u) =
= X% +y? + 2% + U% — 4Xy + 4XZ — 2Xu + 2yz — Byu + 6zu, .

Solucién: Las sucesivas derivadas son: f, = 2x—4y+4z—-2u, f, =2, fi, =-4, f; =4,
fo=-2 f,=2y—4ax+2z-6u, f,=2 f,=2 f'yu=-6 f,=2z2+4x+2y+6u, f, =2,
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S1| 2|44 2
6,4 2|2|-6
f), =6, f, = 2u—2x — 6y + 62, fﬁz = 2. Por tanto, se tiene: H = 2 6| Siendo:

o3| 4 2 2
04|-2 -6 6 2

01> 0, 62 <0, 03 <0, laforma es puerto, indefinida en signo.

X+y

7+ = b calcular las derivadas parciales segundas de z y u

U 75- Dado el sistema xy +zu = a,
respecto de x e y.

Solucién: Derivando respecto a X, se tienﬁ: Zyu+zuy+y =0, bzy + bu’xJ 1=0, de donde
v Y u+b v Y z+b
resolviendo este sistema, se tiene: u) = b = y , 2 = 1_0b =— y )
xou=z bu-z)' ™ b U-Z b(u-12)
Derivando respecto a y, se tiene: zyu+zuy+x=0, bzj+bu,—-1=0, de donde:
U ix U x

r_ b _ _u+bx r_ 1 b _ __Z+bx ; ; .
U = =7 = bu-2)" Zy = 4 =7 bu-2) Derivando, se  obtienen:

—E W=D+ U =Z)E V) 2wt by)@ s by)

Z,= _2)? = R ORI E Anélogamente  se  obtienen:
S 2(u + bx)(z + bx) ' = —2(u+by)(z + by) U = =2(u + bx)(z + bx)
¥ b2(u-z)3 ¢ b2(u-z)® ' Y b2(u—z)3

U 76- Encontrar en el plano de un triangulo dado, el punto P tal que la suma de los cuadrados de sus
distancias a los tres vértices del triangulo, sea minima.
Solucién: Sean los vértices: (0,0), (a,0), (b,c). S=x>+y?+ (X—a)?2+y?+ (Xx—-b)2+ (y-c)?,
Sy =2x+2(x—a)+2(x-b) =0, S, =2y+2y+2(y-c)=0. Luego: x = a%b y = %

6 0
Ademés: S, = 6, Sy, =0, S’y’z = 6. Luego: H = 06 =36 > 0, por lo que se trata de un

minimo. La solucion es el centro de gravedad del triangulo.

X+y+1

, obteniendo hasta los
X+y-1

U 77- Desarrollar por Mac-Laurin la funcion de dos variables z =

términos de segundo grado.

X+y-1+2 . 2
Xx+y-1 1-(x+Yy)
=—1-2x—2y —2x? — 2y% — 4Axy +...

Solucioén: z = =1-2[1+(X+yY)+X+y)?+..]=

U 78- Partir un nimero A en tres sumandos x, Y, z, tales que P = x™ - y" . zP sea maximo. Nota: Los
valores de x, y, z, m, n, p, Son positivos.

Solucién: P = x™y"(A —x —y)P. Luego: Py = mx™1y"(A—x—y)P —p(A—x—Yy)PIxmy" = 0, de
donde: m(A—x—-y)—px =0. Py =nx"y"(A-x—-y)?P —p(A—x-y)P'x"y" =0, de donde:

A
n(A—-x-y)—py = 0. Luego: x = m+mr'10\+p'y: m+nr/1_\+p’zz m+pn+p-

U 79- Dada la funcion f(xy,y® —3xyz) = 0, que define a z como funcion implicita de x,y, hallar
F(X,y) = X%z, — xyz, + Y.
Solucién: Haciendo: u=xy, v=y3>-3xyz, se tiene: uy=y, uy=X Vyx=-3yz
vy = 3y? —3xz, v, = —3xy. Derivando f respecto a x, se tiene: fyuy + f,(vy + v;zy) = 0. Derivando

fule
— f/ _VX
respecto a y, se tiene: fiuy+fi(vy+v;zy) =0. De donde se obtiene: z, = Vv—’
z
fully fuu fuuy
- f/ _Vy - f/ — Vx - f/ _Vy
zy = Vv—’ Luego: F(x,y) = x°zyx — Xyzy +y? = x? Vv’ — Xy Vv’ +y? =
z z z
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min _fux

2+ 3yz = —3y? +3xz
= X2 fy — Xy fy +y?2=0
—3xy —3xy '
2
U 80- Dado el eI|p50|de S+ # + i =1, encontrar en el primer octante de esta superficie, un

punto P tal que el plano tangente en P al elipsoide determine con los planos coordenados, un
tetraedro de volumen minimo, y hallar este volumen.

ﬁZ y_Z =1 aX ﬁy vz

Solucion: Sea P(a,B,y). Se cumplen L+ " + 2 + b2 + i 1. Este plano
corta a los ejes en los puntos: ( ,0,0), (0 bﬁ ,0), (0 0, ) El volumen del tetraedro formado
0 0 0 1
a o 0 1
por estos tres puntos y el origen, es: V = 1 b2 = a%%¢% geq 1a funcion:
6| O 5 0 1 6a Py
c?
0 O 7 1
2 2
W = agg—;f; + )L( + o2 + y_ - ) =0. Derivando se tiene que:
W, = az%zcz . a;éy + 2;12‘1 - % + 2;12‘1 = 0. Anélogamente, obteniendo W} y W/, se tiene
que: %-‘r Zt'}zﬁ =0, %+ ZCM = 0. Luego: a? 21 , p? = sz, y? = CZ)\L/ Por tanto:
NV VvV 3V .2 _ atV a_ a3 . _
51 T o1t og =1, de donde: A = 5 Luego: a N a=—2 . Analogamente:
B = b‘/_ , Y= C‘/_ . Sustituyendo: V = ach_ y P( aJ_ : b‘/_ : C33 ).

U 81- Hallar maximos, minimos y puertos de z = (y? — 4x)(y? — 2x), estudiando los valores de z en el

entorno del punto (0, 0).

Solucién Las derivadas parciales son: zy = —6y?+16x, zy = 4y®—12xy = 4y(y? — 3x),
2, =16, 7}y = 12y, z’y’z = 12y? - 12x. Para z, =0, zy =0, se obtiene una sola solucion:

16 0
X =Yy =0, cuyo hessiano es: 0 = 0. Luego, (0,0,0) es puerto. La interseccion con el

plano tangente z = 0, da las pardbolas: y? —4x = 0, y> — 2x = 0, de eje comUn y = 0 y tangente
comun x = 0, en el vértice (0,0), estando la segunda parébola en el interior de la primera. En el
entorno de (0,0,0), se tiene: z; = (Y3 — 4x1)(y? — 2x1), luego: y? —4x; = 0, y3 — 2x; = 0.

++

o+——+
\5

En el interior de esta segunda parabola el signo es negativo y en su exterior es positivo. En el
exterior de la primera parabola el signo es positivo, y en su interior negativo. Luego en la zona
interior a la primera, siendo ambos signos negativos su producto es positivo, por lo que la
superficie esta por encima del plano tangente. En la zona exterior a la segunda parébola, siendo
ambos signos positivos su producto lo es, por lo que la superficie estd por encima del plano
tangente. En la zona intermedia de las dos parabolas, siendo un signo positivo y negativo el otro,
su producto es negativo, por lo que la superficie esta por debajo del plano tangente.

+

+
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U 82- Definida la funcion y por medio del limitey = Jx + .Y+ JX+... ,hallary ey".

Solucién: y = [x+ /y+y, obteniéndose: f(x,y) = y*—2y%x—2y+x2 = 0. Derivando: y' =
I R o Eef H 2B B — B8 _oys 4 xyt - x2y2 4 2x3 — 2y8 4 2xy

1, 2y -2yx—1° y = i3 B (2y3 — 2xy — 1)2

U 83- Dadas las ecuaciones x? + y2 + z2 — 2ax = 0, x2 +y2 —zx = 0, hallar las diferenciales primeras
en el origen (0,0,0).

Solucion: Diferenciando: 2xdx + 2ydy + 2zdz — 2adx = 0, 2xdx + 2ydy — xdz — zdx = 0. De donde,
para (0,0,0), se tiene: dx = 0. Volviendo a diferenciar, se tiene:
(dx)? + xd?x + (dy)? + yd?y + (dz)? + zd?z —ad?x = 0, 2(dx)? + 2xd?x + 2(dy)? + 2yd?y — dxdz —
—xd?z — dzdx — zd?x = 0. Para (0,0, 0),se tiene: dy = 0, dz = +ad?x.Volviendo a diferenciar la
Gltima ecuacion, se tiene: d2xdz = 0.Luego de las dos Ultimas igualdades se tiene que dz = 0. Por
tanto: dx = dy = dz = 0.

) xi ini __ L+t _141t%
U 84- Calcular maximos y minimos de x -1 y o1

Solucion:

-

-10 10

A

y/ZY_{: “242t+1 . 242t-1 _ o-t2+2t+1

X! t-12 = t(t-1)2 2+ 2t—1
t=0,t=1+,2.Parat=0,x > oo Parat =1 ,/2, se obtienen los puntos: [ -2,-2(1 + y2) ].
Parat =1+ 42, y" <0, luego: [-2,-2(1+ J2) ] es maximo. Para t = 1- 42, y" > 0, luego:

[-2,-2(1 - 4/2) ] es minimo.

= 0. De donde se tienen las soluciones:

U 85- Hallar la suma S de los segmentos tangente y subtangente en el punto (a,f) de la curva
eT = x2—al.
Solucion: El segmento tangente esta limitado por el punto de tangencia y el punto de corte de la

tangente con el eje OX. El segmento subtangente corresponde a la proyeccion del segmento
tangente sobre el eje OX. Siendo m la pendiente de la tangente en (a, f), Su ecuacion es:

y—pB =m(X-a), que corta a OX en (a — %,O). El segmento tangente mide: %,/1 +m? yel

subtangente: # Su suma es. S = %(,}1+m2—1). Derivando la funcion dada,

2ax ; . Ce ap
ol Sustituyendo en S, se tiene: S = ——.

y'=m=
U 86- Dada la funcion u = z3 + x2 + 3y? + 22 — 3xy + 4xz — 6yz — 3x + 3y — 6z + 1, hallar los valores
de x, y, z, que la extreman.

Solucién: uy = 2x—-3y+4z-3 =0, uy =6y —3x—-62+3 =0, u; = 322+ 2z+4x—-6y—6 = 0.
Resolviendo el sistema, se tienen las siguientes soluciones: (3,1,0) y (-1,1,2). Hallando las
derivadas segundas, se tiene: u,, = 2, u;’z =6, U, =62+2, uy =-3, uy, =4, uy =—6. Para

2 -3 4
2 -3
(3,1, 0), el hessianoes: H=| -3 6 -6 |, siendo: 61 =2 >0, §, = ‘ =3>0,
4 -6 2 -
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2 -3 4

03 = H=-18 < 0, luego es puerto. Para (-1, 1, 2), el hessianoes:H=| -3 6 -6 |, siendo:
4 -6 14
2 -3 -
51=2>O,62=‘ =3>0,063 =H=18>0, luego es minimo.
U 87- Sabiendo que y = f(x) verifica la ecuacion diferencial y' = S — y que para x = 0, se

/X+y+1

tiene que y = 1, hallar los primeros términos de su desarrollo en serie.

Soluci6n: y'(0) = —L — g yro vy ,/§8+1’
J2 2(x+y+1)z
m_ V' +y+ DT —3A+y) Ky + 1T 52 +7
Y 4(x+y+1)3 :
v — ~/_ _J2+1 4 5/2 +7 &
Portanto:y = 1 + 16 157 +

U 88- Hallar maximos y minimos de z, siendo f(x,y,z) = 2z° + 2(x +y)z + 2(x> +y?) -1 = 0.
Solucion: f, =2z+4x =0, f, =2z+4y = 0. Resolviendo el sistema formado por las tres
ecuaciones, se tiene el punto (—l,—%,l), para el que z, = -1, z’y’2 = -1, zy, = 0. Por tanto:

-1 0

—1>0, luego (—+ —L 1) es miimo.
0 _1 > L] g ( 1 21 )

H =

2 2
U89- Dado el sistema X— + % + i - % =0, ;—i + % — % =0, hallar las diferenciales
primeras en el punto (0, O 0).

Solucion: Diferenciando el sistema, se  tienen las  siguientes  ecuaciones:

2;(21x + Zz?y 2(23(212 - ng =0, _2;gix + _Zﬁgly - %X = 0. Resolviendo este sistema:
dx _ dy _ dz
0 b +c-

. dy dz d%y g2z
~ 3 3,43 — =
U 90- Dado el sistemax® +y®+2z3—-3xyz =0, x+y+z =0, hallar R T AN T

Solucion: Siendo: f = x® +y® + 2% - 3xyz, g = X+ Y +Z, se tiene:

f, f 3x% —3yz 3z2 - 3xy
dy O 9 | 1 1 iy
dx o f, f, B 3y? —3xz 3z% - 3xy oy
gy 0 1 1
fy 1 3y2—3xz 3x2—3yz
@ . %% 1 1 x—y
dx T f, f B 3y? —3xz 3z? - 3xy A
gy 0 1 1

A estos resultados se llega también derivando las dos ecuaciones respecto a X:
3x2 + 3y?y, + 322z, — 3yz - 3xy,z—3xyz; =0, 1 + yX +12;, = 0. Volviendo a derivar las dos
ecuaciones: 6x + Byy? + 3y?y, + 6222 + 3%z, — 6y;z — Byz) — 6XY,»Z — 3xyxzx 3xyxzx =0,

d’y X+ VY2 + 227 + 2y — Y2~ X2y _

Yjo+7p=0. De donde se obtiene: -3 =Yy =-2 V21 Xy — X2 — 22
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x% +y3 + 2% — 3xyz dz _

Ty -DAyr+xy—xz—z%) O dx®

2, =0.

U 91- Dados dos puntos luminosos Oy, O, de intensidades luminosas I, I, distantes entre si a, hallar
el punto P interior al segmento O,0,, en el que la suma S de las iluminaciones recibidas sea
minima. La iluminacion recibida es directamente proporcional a la intensidad de la fuente e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente luminosa.

Solucion: Segun el enunciado, se tiene: S = % + % siendo: d; +d, = a. Por tanto:
S(d1,dy,2) = K Kz 4 54, 1 d, - a). Luego: S, = My 0,5, =-2K2 ;9
d? ds ! d3 d3
1 A
3 3
S, =d; +d, —a = 0. Resolviendo el sistema, se obtiene: d; = %, d, = lall T
12 +12 12 +12
U92- Dadas las funciones u = f(r), r = /x? +y?+ 22, hallar ul, + u’y’2 + Ul
2 _
Solucién:  Derivando: uy = fir, = f'%, ul, = f”% +f’r2;sxz, =L y =Y = Y’ ,
2 2 2 2 w2 _ —_
ul = f' iz +f r2r_322 ;U + U + U, = 7 XY *Z ¢ 3r'—x = y z f'+ 21,
U93- Hallar las diferenciales totales enésimas d"z; y d"z;, siendo z; = arctan ¥ :
Z; = % In(x2 +y?), en funcién de dS, p, 0, o, definidas por dS = /dx? +dy?, p = Jx?+y?,
0 = arctan ﬂ, o = arctan %
dx

Solucion Z=X+Yi=pcosw+ipsine = pe®, Inz=Inp+owi=2,+iz1, d(Inz) =z7dz.
Luego se tiene: d”zl +d"z; = d"(Inz) = (-1)"*(n-1)!z"dz" = (-1)"*(n - 1)Ip"e"idz"e" =
= (-1)"*(n- 1)'( )”e”“’ @i Por tanto, las diferenciales totales enésimas son las siguientes:

dz, = (~1)"1(n - 1)!( dps )" cosn(@ — ), d'z; = (~1)™(n — 1)!(d—ps)“sin n( — o).

U94- Dada la funcion F = 2( Zy2 4 2( )2 e? =0, hacer el cambio w = x2+y?,

u=x%-y? In( ) =1z, 5|endow Ia nueva funC|on

!

_ [W¥U /_Wu+l /__v _Wu—l Wy
Solucién: x = /—2 . Xy = R Xy = Iy’ y = / = v Yy = ay

! ! ! I \! IEVL ! Z ! XZ
7= In(%), Z7u=0, z,= % 2y = ZXo + LyYu, Iy = Xy + ZyYy, Iy = % z, = %
o 0 w, —1
[zy] _ Zy Yu _ 4y __ W{J -1
Z, Y 1w 4yv
\Y 4y
o wy +1 0 /
Xy Zy 4x wy, + 1
[XZ] = / / = I - 4 ’
Xy Zy w1 XV
4x v
w,+1 w,-1
X/ y/ 4X 4y W’
[Xy] = l;J tl = / / = ﬁa
Xv Yy Wy Wy y
4x 4y
Wu -1 W{J +1
oo AV xWi-1) o, a2yt 1)
' W, wy T Wy wy o
8xy 8xy
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- L(M)2+L<M>z_l _8wi+l) v
x? Wy 2 Wy 2 (vwy)? 2
La solucién es: 16(w? + 1) — v3w,2 = 0.
U 95- Hallar maximos y minimos de f(x,y) = y? + 2yx? + 4x — 3 = 0.
Solucion:

!
y' =-— I, =0, fy=4yx+4=0,y = —l Sustituido este valor en f y resolviendo la ecuacion, se

tienen las siguientes  soluciones: —?2) y (1,-1). Para el punto (—?,2),
y' = —fL/yz = —ﬁ <0, luego es un maximo. Para (1,-1), f, =0, luego es un punto
singular cuyas tangentes vienen dadas por: f, + 2fyy’ +f”2y/2: es decir por:

y24+4xy+2y =y?2+4y' —2 =0, luego:y’' = 2+ /6.

U9- Siendo F = x202Y +y? VAN ¥oia +yz OV | 7 02V SV _ =0, hacer el cambio

ox? dy? 672 oyz oxz TN oxy
X=By,y=ay,7=ap.
ioniag= |22 o = g1 o 1. ans '
Solucién: a = /5, ay TR ay 5y a, 5, analogamente con Sy y y sus derivadas
parciales. Luego: Vi = 2[3 ot ivﬂ + #V/ De la misma forma se obtienen: V{ y V; en

funcion de o, B, 7. \2/0IV|endo a derlvar y multiplicando por x?, se tiene:
2 _ (12 " ﬁZ " 7’ " aﬁ " " ﬁy 3a i ﬁ !
sz = Va2 + Tvﬁz + TVYZ - T ap — 2 V + Vﬁy + TV - Z ﬁ - ZV
Igualmente se obtienen' y2V’y’2 y 73V}, cuya suma es: X2V, + yZV”2 +22V), =

_ 302 V', + 3ﬁ VHZ " V//2 _ ﬂvuﬂ _ _V// ﬁy Vﬁy n _V/ ﬁ lv/

4 ‘a 4 4 2 ﬂ2 4ﬂ 4ﬂ
. _ _(Z_ no_ K Lo\ li L\l
Igualmente se obtiene: xyVy, = 7] Vo, 7 V + 4 Vi + > —Vap 4V 2 Vi + 4v _

Andlogamente se  obtienen: yzVy, +xzVy,, cuya suma es: XyVy +YzVy, + xzVy, =

_ az " ﬁz " 72 " aﬁ " a7 " ﬂy ! ﬁ " 7/ !
= —Tvaz - Tvﬁz - Tvyz + TVaﬁ + TV(W ) Vﬂ}, - ZV a Vﬁ 4 Vy. Por tanto,
sumando los  valores calculados: F = x?V), + y2V”2 + 22V, + XyVyy +yzVy, + x2Vy, =

_ 1 (azv” + B2V + Y2V, ) = 0. Luego la solucion es: a2V, + B2V}, +y2V!, =

U 97- La funcién z(x,y) se define como funcién implicita eliminando 0y ¢ en el siguiente sistema de

tres ecuaciones: @ = xsinfcos¢e + ysindsing + zcoso, d9 = XC0SOCcos¢g + ycosfsing —zsino,

g—fp’ = —xsin@sing +ysindcose, en las que o es funcion de 0 y de ¢. Hallar las derivadas

parciales de z respecto a x, y, en funcién de 6 y ¢.

Solucidn: Se definen las tres funciones siguientes:
f1 = xsinfcos¢ +ysin@sing +zcosd —w = 0, f, = xcosOcose +ycoshsing —zsing — do _g
o(f1,f2,f3)  o(f1, 12, 13)

_ do _ : ; :
f3 = —xsin@sing + ysinfdcosp — = 0. Se calculan los jacobianos: 52.0.0) ' o(x0.9)

de
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5(f1,f2,f3) 5(f1,f2,f3)

5(f1! f21 f3) - 5(X! 0! (P) ! 5()’, 91 (D) H
—== = con lo que: z;, = ——— ", 7, = ——2—""*—_ Para ello se obtienen las
o(y,0,9) d g o(f1,f2,13) y o(f1,f2,13)
5(2,0,0) 0(2,0,9)
derivadas parciales de dichas tres funciones. Para la funcion f;, son: %—lezcose,
65_fx1 = sinfcos g, 55—];; = sin@dsin g, 55—% = XC0SOCoSs @ +Yycoshsing —zsind —wy = f, =0,
g—fl=—xsin05in(p+ysinecos<p—w;:f3=0. Para la funcion f,, son: %—f;:—sine,
of, of, . of2 einpein o o
S = €0S6cos o, By = cosésing, 50 - xsingcosg —ysingsing —zcosd — w, =
=-fi-w-0, =-0-o0,, g—z; = —Xxcosfsing +ycosfcosp — wy,. Para la funcion fs, son:
o o O _giosine O M _ s cospsi
57 =0, Sx = sin@sing, 3y = singcos g, 50 = XC0SOSINg +YCOSOCOSP — @y,
(;_]:; = —XSiﬂ@COSgD—ySiHQSin(p—a);z =—f; +zcos€—a>—a);’,2 = zcos@—a)—a);z. Por tanto:
5 o
o(fy,fafs) =2 AT o 00  So
sx0,9) | O 00 e | =SOSRl e g |
ofy oty ofs 30 Sp
OX 00  op
5 o
5(f1,f2,f3) . £z g2 92 o . 00 5g0
50 6.0) Y 00  So = sinfsing Sty ot |
oty Ofs Ofs 30 ¢
oy 00  op
oo o LA
o2 Ola 02 00 o
ufats) _ 6z 80 69 = cos0 ¢ Las derivadas pedidas son:
52.0,9) oty ot
ofs oty ofs 30 Sp
oz 00 oo
o(f1,f2,13)
,  0(x,0,p)  —sinfcose
BT e ) | cosg | en0ese
0(z,0,9)
o(f1,f2,13)
, o(y,0,p)  —sinfsing ,
), =~ 5 ot 050 = —tandsing.
6(z,0,9)

men
Mm+n(mM+n-1)
Solucion: Las diferenciales totales de f1(§) y f2(§) son nulas por ser f; y f, funciones

U 98- Dada la funcion z = + xf1(§) + fz(%), eliminar las funciones f, y 5.

i ) B men X B
homogéneas de grado cero. Por tanto: dz = d[ mrmm+n=1) } + d[xfl( y )] =
_ Xmy" X\ 425 _ 2|: Xmy"
_d[(m+n)(m+n—1)J”l(y)’dz_OI (m+nm+n-1) |
arcsiny —argsinhy
U99- Enlafuncibne —m —e M = 2x, calcular las derivadas sucesivas de y parax = 0.
Solucion: Como: sinh@ = ee_—ze_e, si se hace: 0= arc%my , se tiene la igualdad:
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arcsiny arcsiny

Sinh(arc&my>: e m _Ze_ T —x, es decir: arcrsnlny = argsinhx. Derivando esta
ecuacion, se tiene que: y = m , es decir: (1+x?)y? =m?1-y?). Luego

+/1-y?  £/1+%?

partiendo de la igualdad: (1 +x?)y”? + m?y? —m? = 0, derivando sucesivamente, se tienen las
siguientes  expresiones:  (L+x2)y" +xy' +m2y =0, (1 +x2)y® +3xy" + (M2 + 1)y =0,
L+ x2)y® +5xy" + (M2 +4)y" =0, (L+x2)yO® + 7xy® + (m?2+9)y® =0,... Generalizando:
(L +x2)y™ 4+ (2n = 3)xy™D + [m? + (n—2)2]y™2 = 0. Particularizando esta ecuaciéon para
x = 0, se tiene: y™ +[m? + (n—2)2]y™2 = 0. Aplicando esta relacién, y como y(0) = 0, todas
las derivadas pares son nulas. Las derivadas impares, siendo y' = +m, vienen dadas por:
y@D = +m(m?2 + 1)(m? +9)...[m? + (2n - 1)?].

U 100- Determinar las derivadas parciales primeras y segundas de z = xzarctan% —y?arctan %
Calcularlas para (0,0,0). Nota: ver teorema y ejemplo de Schwarz en Rey Pastor, Teoria de
funciones, VII-41-2 (pag. 300). También en la misma obra, VI1-37-2 y 3 (pag. 274), limites dobles,

iterados y radiales.

Solucién: Derivando: z; = 2xarctan % + xz#y(_—g) - yz%% = 2xarctan % -y,
1+ ()2 X 1+ ()2
X X ,
_ X "noo_ y 2Xy o X 2Xy no_ XY
7y, = —2yarctan VX Ze = 2arctan 5 — Tyl z’yz = —2arctan v+ m Zyy = XZTyZ
2 \2
Para (0,0,0) se tiene: z, = 0, z, = 0, z,, = 0, z, = 0. Como z}, = % no es continua en
! 'y
(0,0), se calculan directamente las derivadas, que son: zy = lim 2(0.k) K %0.0) _ -1;
k-0

zy(h,0) —zy(0,0) _

h 1.

Zy = lim
h-0

U 101- Hallar maximos y minimos de z = x® +y3 — 9xy + 27.
Solucién: Derivando: zy = 3(x*—3y) =0, zy =3(y?—3x) = 0. Las soluciones de estas
ecuaciones son: (0,0) y (3,3). Siendo: z,, = 6x, Z;/z = 6y, z, = -9, el hessiano para (0,0) es:
0 -9 18 -9
-9 -9 18

z’y’2 son > 0, (3,3,0) es minimo.

H = < 0, luego (0,0,27) es puerto. Para (3,3), H = > 0, y como Z;/z y

U 102- Hallar maximos y minimos de z = x* + y* — 2x? + 4xy — 2y2.

Solucién: z, = 4(x®* —x+y) =0, zy = 4(y*+x—y) = 0. Las soluciones de estas ecuaciones
son: (0,0) y (2 ,%4/2). Siendo: z, = 12x2 - 4, 2, = 12y? — 4, 7y, = 4, el hessiano para (0,0)

—4 . .
es: H = =0, luego para (0,0,0) no hay maximo ni minimo. Para (+42,F.2),
20 4 1" " - fai
= "4 2 >0, ycomozy, y z, son > 0, los puntos (++/2,F 42 ,-8) son minimos.

U 103- Transformar la ecuacion xzy + hzy +z = 0, tomando y como funcion de x y de z.

Solucion: Siendo y funcién de x y de z, se tiene: dy = pdx + qdz. Luego: dz = % - % es
P 1

decir: Z/X:_ﬁ’ z’yza. Por tanto: x(—%)+%+z:0, gz-px+h=0, o bien:
zy, —xyy +h =0.

" " "

U 104- En la ecuacion F(x, y, z, zi, zy, L2, L2, Zyy) = 0, aplicar la transformacion de Legendre
W = px + gy —z, en laque p, qson las nuevas variables y w la nueva funcion.
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Solucion:  dw = xdp + +ydq + pdx + qdy — dz, dz = pdx+qdy (es decir: z =p,
zy = Q), dw = xdp + ydq, wp = X, Wg =Y, Z = pWp + qWq — W. Haciendo:
dp = rdx +sdy, dq=sdx+tdy, (es decir: r=py =12, S=py=0x=2y, t=0qy=72p).

Resolviendo el sistema, se tiene: dx = —t—dp— —3_dg, dy= —S _dp+ —"—dq.
i rt—s? P rrt—s2 o d re—s2 p” rt—s% a
Luego: X, = . Xg =V, = —>—, Y. = . Por tanto: x,=w', = ,
g P - szS R (. si Yo = &2 P pz rto 52
[N N —! I "o H w'loow'. _ " _
Xq=Wpg =Yp = =7 Ya =Wz = 7 Operalndo, se tiene: W, « Wi, — (Wpq oy
Luego: L - =S - L _p-s2= . De donde se obtiene:
w” w! w” " " " y2
p2 P a2 Wz« Wiz — (Wpg
" I "
r=z2" Wy s=7! = ~Weq t=17" = W2
T %2 T W ew!, — (W” 2 ey T w’ W' — (W” 2 Ay T w’ oW, — (W” 2"
pZ ° q2 pg pZ ° q2 pg p2 * q2 pq

I
q

2!
W2 = Weo — (Wpq

2

Resumiendo: X = wp,, Yy =Wq, Z=pW,+qQwg—W, Zy = p, Zy = q, Z;/z =

"

7! = —Wpq 7", = sz

Xy 1" " N2y 1" 1" Y
Wi W, — (Wpq Wi W, — (Wpq

U 105- Por un punto O, se trazan tres rectas no contenidas en un plano, conociéndose los angulos que
forman entre si. A partir de O, se toman sobre cada recta un punto cuyas distancias a O, son
respectivamente, X, y, z. Calcular el valor de estas variables para que el tetraedro formado tenga
volumen maximo, siendo constante e igual a 3k?, la suma de las areas de las caras que concurren
en O.

Solucién: Siendo «, B, y los angulos conocidos,.la suma de las areas de las tres caras

concurrentes  es: %xysina+lxzsin/3+ %yzsiny:3k2. El volumen del tetraedro es

2
proporcional a xyz, luego: V = xyzk. EI méaximo del volumen corresponde al maximo del producto

Xyz, cumpliéndose  la  condicién:  xysina + xzsin 8 + yzsiny — 6k? = 0. Haciendo:
F = xyz + A(xysina + xzsin B + yzsiny —6k?) = 0, se tiene: Fy =yz+ A(ysina +zsinpB) =0,
Fy = X2+ A(xsina +zsiny) =0, F; =xy+A(xsinB+ysiny) = 0. Resolviendo el sistema

formado por estas tres ecuaciones mas la de la condicién, se tiene: —4— = Y - x p.
Sina sin siny
Luego se obtiene que: 3p?sinasinBsiny = 6k?. es decir: p = ‘/ 2k* Por tanto:

sinasingsiny

2k2siny 2k?sin B 2k?sina
X=|l=-—,V= |l ,71= | S—F——.
sinasin B sinasiny sinysinf

U 106- Un espejo rectangular OABC de lados OA = a, OB = b, ha sufrido una rotura en el contorno
del vértice O, segln una curva cuya ecuacion esy = x(x — a) + B(1 — %), siendoa <ay p <bh.

Se quiere tallar el espejo roto de manera que O'A’'B'C tenga superficie maxima. Hallar las nuevas
dimensiones.

Solucidn: Las coordenadas de O’ son: [x,x(x—a) + B(l- %)]. La superficie del rectangulo
O'A'B'C viene dada por la ecuacién: S = (a— x)[b —Xx(x—a)- Bl - %)]. Operando, se tiene:
ap
B
S =3x?-2(@+a+ g)x +ao + Tﬂ —-b+p=0. Las raices de esta ecuacion son:

a+a+gi‘/(a+a+g>2—3(aa+%—b+ﬁ>

X = 3 . De las dos soluciones, la que tiene

el signo negativo corresponde a la superficie maxima. Es decir:
B B\ ap
a+a+-y - Jlata+ ) —-3lac+———b+p
OA =a- 3 ,
OB =b-x(x-a)-B(1-%)=b-M-N-P, siendo:

S=x-(@+a+ g)x2 + (aa + —b+pB)x+ab—-apB. Derivando e igualando a cero:
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M:%[ g— <a+a+§)2—3<aa+2—ﬁ—b+ﬁ) J

g— (a+a+g)2—3(aa+¥—b+ﬁ) :|

oo||—\

2
P:%[—a+2a—g+‘/<a+a+5) —3(aa+ ﬂ—b+ﬁ):|
) - . PNV Xyz
U 107- .Calcular los maximos y minimos de la funcion V T ED DR

. ooyl 2x+y+a ay-x*
Solucién: Derivando se tiene: VX—V[X (a+x)(x+y)] X@+t0x1Y)

; —y? + 27X , —7% + by : . .
V,=V——"——— =0, V,=V————— = 0. Resolviendo el sistema formado por:
YTy DY) 2y +2) +b) P
ay-x2=0, -y?+2zx=0, -z2+by =0, l(abandonando la solucion trivial V = 0), se tiene:

i 1 i . .
x = +(a%h) 4, y = +(a?h?) 4, z = +(ab®) 4. Para los tres valores positivos de x, Y, z, se tiene:
= —= Las segundas derivadas de la funcion V, son:

-2V -2 " 1 "
= V! = V., =0
6’ Xy 6! Xz )
@EOEAN  45p% (at 4nt) o (aF +b7)
"o -2 "o 1 "o -2
Vy2 = 3 3/ 1 AG’VVZ_ 2 4,7 1 AN 1 5, 1 1N\6'
a4b4<a4 +b4> a4b4<a4 +b4> a4b4<a4 +b4>

Por tanto el hessiano es:

"
sz =

-2 1 0
5 17 1 1\ 2/ 4 1\6
a4b4<a4 +b4> ab4(a4 +b4>
1 -2 1
H= 1 1\ 3 3,7 1 1\6 2 47 1 1\ =
ab4<a4 +b4> a4b4(a4 +b4> a4b4<a4 +b4>
0 1 A
2 4/ 1 16 1 57 1 1\S
a4b4(a4 +b4> a4b4<a4 +b4>
_ —4
=5 9, 1 I\B El menor H; es
a4b4<a4 +b4>
-2 1
5 17 1 1\ 2/ 1 1\6
a4b4<a4 +b4> ab4(a4 +b4>
Hy = = 3 .
1 -2 8 4, 1 1NP
2 7 1 16 3 3/ 1 G a4b4<a4+b4>
ab7<a7+b7> aTbT(aTerT)
El elemento A (ai; del hessiano) es: A = — _f - Luego siendo a, b positivos,

ath (aT +b4
los signos son: H < 0, H; > 0, A <0, por lo que se trata de un maximo, siendo el signo de la
forma definido negativo. Teniendo en cuenta los valores negativos que pueden tomar a, b, x, v, z,
se tiene el siguiente cuadro:
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y |z Vv H |Hi |A |Signode laforma | Extremo
+ 4+ 4+ |+ |+ —2L—|<0|>0]|< 0| Definido negativo | Maximo

+|+|—|+|—-| —————|<0|>0]|< 0| Definido negativo | M&ximo

—|-/-]=-]-| ———1]>0/|>0 > 0] Definido positivo | Minimo

— = |+|=-|+| —=2—1|>0>0]|> 0| Definido positivo | Minimo

U 108- La ecuacion z = F(x, y) define a x como funcién implicita de y, z. Expresar las derivadas
parciales de 1°y 2° orden de la funcion implicita x = f(y,z) en funcién de las derivadas parciales p,
q, r, s, t dezrespectoax, y.

g9 1
pdy+ pdz,

obteniéndose las derivadas parciales primeras: xy = f, = —%, X, =1, = % La diferencial
segunda es: d?z = r(dx)? + 2sdxdy + t(dy)? + pd?x + qd?y, de donde operando, se obtiene:
r(dx)? + 25dxdy+t(dy)2 +pd?x = 0. Es decir, despejando la diferencial segunda de x, se tiene:
d2x = —F (d)? - ps dxdy — L L (dy)? =

:_%( ady + 1dz) 25( gdy+ 1dz>dy o @dy)? =
- <_rpi3 + Zpizq - 3>(dy)2 (Zpqu SS )dydz g I_(dz)2. Las derivadas parciales segundas
rq> = 2sq  t 2rq 25 " r

.//_H__ I no_ _ Lo _ —_ __r
son: X, = fo = ——% + 5+ =f, = — 0? X =T = '

p>  pz P’ p p

Solucion: Se tiene la diferencial primera: dz = pdx + qdy, de donde: dx = —

U 109- Entre todos los triangulos de perimetro dado 2p, encontrar el que engendra un volumen
maximo al girar alrededor de uno de sus lados.

Solucion: Sea a el lado sobre el que gira, y h la altura trazada sobre dicho lado desde el vértice
opuesto. Por el teorema de Pappus-Guldin, el volumen engendrado al girar una figura plana sobre
un eje coplanario que no corta a la figura, es: V = S2zg, siendo S la superficie de la figura, y g la

distancia al eje, del centro de gravedad de la figura: S = 1 ah, g = h , puesto que el centro de

gravedad del triangulo se encuentra a 1 de la mediana de a es decir a una distancia h de a. La

altura sobre el lado a, es: h = ‘/p(p a)(p b)(p ¢), siendo b, c los otros lados deI triangulo,

por loque:a+b+c = 2p. Luego: V = 3 Zah? = 3a 22 p(p —a)(p—b)(p—c). Se trata de calcular el

maximo de V, con la condicion de que se cumpla: a+b+c=2p. Por tanto:
V= ‘Sl—gp(p —a)(p-b)(p-c)+ /’L(a +b+c—-2p) =0. Derivando e igualando a cero se tienen

las cuatro ecuaciones: V, = —gn—(p b)Y(p-c)+1=0, Vy = —%n%(p —a)(p-c)+1=0,
Ve = ——na(p a)(p-b)+1=0, V,=a+b+c-2p=0, cuya solucion es: a= %
b=c= 34—p Luego el tridngulo ha de ser isdsceles y el lado sobre el que gira ha de valer %
U 110- Transformar en coordenadas polares la laplaciana L = z, + z
Solucion: Siendo: p = Jx?+y?, O = arctan % las derivadas son: py = % py = %
"o yz "o X2 "o _Xy I y 1 X "o 2Xy noo_ _ny
Py2 = §, 2Pyz = F, Pxy = —3 0 ——?, 0y = ?, sz = F, 9yz = o )
Oy = y p—4x . Siendo la laplaciana: L =z, +z”2 =r+t, se obtienen los valores de r y de t:

r = R(p})? +28p}0} + T(0)2 + Ppjj2 + QO}; = (%)?R - 22y3+( )2T+Z P+2XyQ
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t= (% y )2R +2 /);y S+ (X o 5 )T + 2 X2 P - ny —Q. Sustituyendo estos valores en la expresion de la

Iaplamana, se tiene: L = R+ #T + lP = sz + #292 + lzp.

p P

U 111- Estando 6 definida por la ecuacion f(a+h) —f(a) = hf'(a+6h), hallar los tres primeros
términos del desarrollo de 6 segun potencias de h.

Solucion: Derivando la ecuacion dada respecto a la variable h, se tiene:

f'(a+h) = f'(a+6h) + hf’(a+ 6h)(0'h + 6). Volviendo a derivar:

f"(a+h) = 2f"(a+06h)(0'h + 0) + hf"”"(a + 6h)(0'h + 0)? + hf"(a + Oh)(0"h + 20").
Parah = 0, se tiene: f'(a) = f"(a) - 6(0), luego: 6(0) = % Volviendo a derivar:
f"(@a+h) = 3f"(@a+0h)(@'h +0)% + 3f"(a+6h)(0"h +20") + hf¢(a+oh)(0'h + 0)° +
+3hf"’(a + 6h)(0'h + 0)(6"h + 20") + hf"(a + 6h)(6"'h + 36").

Parah = 0, se tiene: 6'(0) = sz’(’?;) :

. f¢@ ('@ \°
0 (0) (f!/(a) (f//(a) ) )

o1 '@ fl@ ('@’
Por tanto: 6 = >+ 247 () h + (f”(a) (f”(a) ) >h2+

Volviendo a derivar, y para h = 0, se tiene:

U 112- Aplicar las expresiones Vi = ()% + (zy)?, V2 = 2, + z/y/z al cambio de variables dado por las
férmulas de transformacion u = ax+by, v =cx+dy, en las que a, b, ¢, d son tales que se
verifica la relacion: x2 +y? = u? + v2.

Solucién: Como: u? +v? = (ax +by)? + (cx + dy)? = x%(a? + ¢?) + y?(b? + d?) + 2xy(ab + cd),
a?+c?2=1,b?+d?> =1, ab+cd = 0. De donde: a = cosh, ¢ =sinf, b = —sinh, d = cosH. Por
tanto: u = xcos@ —ysind, v = xsind +ycosd. Derivando: z, = z,uy + z,Vy = Z,,€0S6 + z,Sino,
Zy = zZyUy + 2,Vy = —z,8in0 + z,cosh. Luego: Vi = (z,€080 + z;sin0)? + (-z;sin6 + z,c0s0)? =
= (zu)*+(z})% Volviendo a derivar se tiene: z,, =z zcosze +1 zsm29 + 2z}, sin0cos0,
2, =1 128In%0 + 2/, c0s26 — 2z, sinfcosh. Luego: V, = 2, + 2" 2 =Zp2+Zp

U 113- Demostrar que no verlflcan el teorema de Schwarz las derivadas segundas de la funcién f(x,y)
definida por: f(x,y) = xy 2 zz , para x e y no nulas, y por f(0,0) = 0, para x =y = 0. Enunciar

dicho teorema.

Solucion: Teorema de Schwarz: Si una funcion f(x,y) esta definida en un cierto entorno del punto
(Xo,Yo), Y existen en dicho entorno las derivadas fy y fy,, y ésta es continua en (Xo,Yo), Y ademas
existe fy para aquellos valores del entorno en que y posee el valor yo, puede afirmarse que en
(Xo,Yo) existe también fj, y que es igual a fy,. Con relacion a la funcion dada, derivando se tiene:
f(h,0) — f(O 0) x4 + 4x%y? —y4

f,(0,0) ~lim . lim 2 - f;(x,y) Ve OV =y fy =L
-0 -0
4 22 4
(0,0) =lim w “lim & =0, f,xy) = x* Y Y fx,0) =%, fl = +L
k-0 k-0 (X +y?)

No se verifica el CItado teorema en la funcion dada, pues: fy, + fi.

U 114- Dada la funcion V = Colsxwx+(1+2y)wy, efectuar el cambio: sin®x+y = u+t,

COS2X +y = u—t.

Solucion: y = 2U2_1 , 1+2y=2u, y, =1, y; =0, x = arccos 1_72'[ , COSX = 1_22t ,
I 1 !l _2y+1 I I _l_ 2 I Y I
xt——m, Xy =0, u= 5 ux=0, uy=1, t= > cos?x, t; = J1-12, t, =0,
Wi = W;ﬁ, wy = wy. Luego: V = J2(1 + 2t) w; + 2uwy,.
U 115- Transformar la ecuacion y'y” —3(y”)? = 0, tomando y como variable independiente.
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Solucién: ﬂzy’, dX _yw - L1 Se obtienen las sucesivas derivadas: y’=%,

dx dy y'
1 / XH " X” , _X///X/ + 3(X//)2 .
V' =(=) =—2=, V' =(-Z23) = = Sustituyendo estos valores en la
_,X (X) 1 _X///X/(:(_)3(X//)2 (XX)// 9 X/// Lo
ecuacion dada, se tiene: PO O —— 3(— x)? ): = X)F 0. De donde: x" = 0.

U 116- Transformar la ecuacion (1 — x?)y” —xy’ +a?y = 0, aplicando el cambio x = cos®.

Solucién: Derivando en 6 = arccosx, se tiene: 0 = ———=+1—— = —=L_ g1, = =C0S0 | 6q0:

v sing ' 7 sin30 -
Yy y'cosd
o2 Y ©OSY Sustituyendo en la ecuacion dada, se tiene: y” + a2y = 0.

sin%0 sin®0

! —1 !
Yx = y/em, Y =

U 117- Dado el sistema X; +X; +X3 +... +Xn =V , calcular el jacobiano de las x
X2 +X3 +... Xn =Y1 Y2

X3 4. Xn =VYi1Y2Ys

Xn = yl y2. . .yn
respecto de las y.
Solucion: Restando cada dos ecuaciones consecutivas, se tiene: X; =Yyi(1l-yYa),
X2 = Y1¥2(1 —V¥3), Xn-1 = Y1...Yn-1(1 = ¥Yn), Xn = Y1...Yn. Derivando Xi, Xa,..., Xn, respecto de

Yi,  Y2,...,  Ya, Se  tiener  (Xa)y, =1-Yy2,  (X1)y, = VY1,...,  (Kna)y, = YooY,
(Xn)y, = Y2...¥ns-.., (Xn)y, = Y1...Yn1. Por tanto, el jacobiano es:

1-y, Y1 0 0
yo(1-y3) y1(1-y3) Y1 Y2 0
J =
Yo ¥3---(L=ypn) Y1 ¥Y3---(X=Yp) Y1 Y2 Ya---(L=Yp) - V1Yo ¥pa
Y2 ¥3:---¥n Y1¥3---¥n Y1¥2Y4--Yn o Y1 Y2 Yna
Multiplicando la primera columna por y;, la segunda por y.,..., la Gltima por y, , se tiene:
y1(1-yy) Y1 Y2 0 0
Y1 ¥2(1-y3) Y1 ¥2(1-y3) Y1Y2Y3 0
— 1
Yy1Y2--¥n
Y1 Y2 ¥3---(1=Yn) Y1 Y2 VY3 (1=Yy) Y1 VYoV¥Y3Va--(L=Yn) .. Y1 Y2.--¥Yn_1 Yn
Y1 Y2 Y3---¥n Y1 Y2 ¥Y3---¥n Y1Y2Y3Ya---Yn o Y1 Y2---Yn-1 Yn
Restando entre si cada dos columnas contiguas (la 12 menos la 22,..., la n — 1 menos la n), se tiene:
Y1 Y1 Y2 0 0
0 yivy2 —YiVYaVyz - 0
= 1 =
y1Y2--Yn
0 0 0 o Y1 Y2 Yn1 Yn
o 0 0 Y1 Y2--Yn1 Yn

= V1 yzl -Yn Yiyiyo...YiY2...¥Yn1¥Yn = yT’lyS*Z. . -yﬁ—zyn—l-

U 118- Sabiendo que f(x,y), f(y,z), f(z,x) son tres funciones ligadas por una cierta relacion funcional,
se pide el valor totalmente simplificado de la primera derivada de f(x, x) respecto a x.

Solucidn: El jacobiano de las tres funciones dadas respecto a las tres variables x, y, z, ha de ser
nulo al estar aquellas ligadas por una relacion funcional. Por tanto, se tiene que:
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Rey) Ry fxy) =0
J=| Ly =0 £ f.(y,2) = f Wy, D) (2, x) + f(x, ), (y, 2)fx(z,x) = 0.
1 (2,%) f;(z,x) -0 @

Para obtener f(x, x), se aplican en la ecuacién anterior las igualdades: x = y = z, es decir:
f O YF (v, DT, %) + Ty (X Y)Y, Dz, %) = 2[f;(x,%)]° = 0. Luego: f'(x,x) = 0.

U 119- Probar si es diferenciable la funcion z = ysin % parax # 0, yz = Oparax = 0.

Solucion:  Para ysin%:o, 0 bien y=0, o bien sin%:o. Para y =0,

sin% =2, % =arcsinA, X = —=—— =0; por tanto se tiene el conjunto de valores:
_arcsm_/l _ 1
x=40,y=0,z=0; luego z es diferenciable para cualquier valor. Para sing =0,y=p,2=0,

se tiene: % =kn, X = L por tanto es diferenciable para cualquier valor de x del tipo L En

kr kr
x = 0, no es diferenciable.
U 120- Probar si es diferenciable la funcién z = 2xy parax>+y? #0,yz=0parax =y = 0.

x2+y?’

Solucion: Para xy =0, o bien x =0, o bien y =0, correspondiendo a los ejes YY' y XX’
respectivamente; por tanto son continuas, pero no tienen tangente, por lo que no es derivable, ni
por tanto diferenciable. Para x =y =z = 0, es un punto, no tiene tangente, no es derivable ni
diferenciable.

U 121- Hallar en el interior de un tridngulo un punto tal que la suma de sus distancias a los tres
vértices, sea minima.

Solucion: Sean A, B, C los tres vertices, y sea P el punto buscado, de forma que PA + PB + PC
sea minimo. Si se deja PC constante, el minimo sera para PA + PB. Para este valor minimo, P esta
sobre una elipse que corta a la circunferencia de centro C y radio PC, en dos puntos. Entre estos
dos puntos estd el minimo pedido. Aplicando el teorema de Rolle del valor medio, el punto
buscado corresponderd al de tangencia entre la elipse y la circunferencia. Al ser tangentes en P,

- - 7 /\ - - - 7 /\
PC es la bisectriz del angulo APB. De la misma forma, PB es la bisectriz del &ngulo APC, y PA la

del angulo BPC. Por tanto, P es el punto de interseccion de los arcos capaces de 120° levantados
sobre AB, BC, CA.

U 122- Hallar maximos y minimos de la funcion w = xy?z3(a —x -y — z).
Solucion: Derivando la funcién w respecto a las tres variables, se tienen las tres siguientes
derivadas parciales: wy = y?z3(a—-x-y-12) - ?<y223 =0, W/y =2xyz}(a—-x—-y— _z) —xy?z® =0,
w, = 3xy?z?(a—x -y —1z) —xy?z® = 0. Resolviendo este sistema de tres ecuaciones con tres
incdgnitas, se tienen las siguientes seis soluciones:

Solucion | x |y z w
A a| O y 0
a| B 0 0
C 0|0 y 0
D 0| p 0 0
E 0| B |la=p O
= a  2a| 3a | 108a°
77 7 77

Las derivadas segundas de la funcion w son: w, = —2y?z3, w;’z = xz3(2a - 2x — 6y — 22),
W, = Xy’z(6a — 6x — 6y — 12z), wy, = yz3(2a—4x -3y -2z), Wy, = y’z?(3a—6x -3y — 42),
wy, = xyz?(6a — 6x — 9y — 8z). Estas derivadas segundas toman los siguientes valores para las
solucionesAaF :



Solucién W2 W”y2 w”,2 Wy Wyz W”y;
A 0 2ay3(@-a—-7y) 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0
c 0 0 0 0 0 0
D 0 0 0 0 0 0
E | 28%@-p° 0 0 | pa-p2a+p | pa-pi-a+p| o
E —216a° —162a° —144a° —108a°® —-108a°® —108a°
7° 75 7° 7° 7° 7°
Se obtiene para cada solucion los valores de 61, J2, 63 (= Hessiano), definidos segun el siguiente
esquema:
01 M Wy | Wy
02 | W'y W72 | Wy,
03 | W’ W'y, W’
Solucion 01 02 03
A,B,C,D 0 0 0
E —2p*@-p)® | -p*(a-P)°(B-2a)’
E _216a° _23.328a° | _1.469.664a'°
75 710 715

De donde se deduce que la funcion w para las soluciones A, B, C, D, Ey para F cona =0, no
esta definida en signo, es decir que no le corresponde ni maximo ni minimo. Para la solucién F y

a < 0, se obtiene que: 6; >0, 6, <0,
(—Ial —2|a|
77

—3la] .
= , alcanzando el valor: w =

03 > 0, por lo que w es definida negativa en el punto

6 . S
107#, correspondiendo a un maximo. Para la

solucion F y a > 0, se obtiene que: 6; < 0, 6, < 0, 83 < 0, por lo que w es indefinida en signo,

tratdndose de un puerto.

U123- Transformar W = (X325 + 3x22,, +
cambio: x = eV, y = g%,

1
2

3+ (@ +2), 2,

Solucién: u = l(Inx+ Iny), uy =
o 1 / 1 _
Ix = lupy 2x thoy T

AR

4
(Zu -

Anélogamente. 7y =

"o o_

2= 8y3 )(3) —

z —===(z, -

"n

Por tanto: x3z,3

+3X2|:—F

De la misma forma: y? Z,3

2

Luego: W = [l(zu +1 )(3} - [%(zg
1 @3)
64[(z +2)® + (z), -

= 64 (2,3 + 322

(Z/H + 3ZH/ + 32///

uv2

+ 3% 22+XZX—X3|:

(z,, +z)+42

n

" " "n "n "n

+3z w2 T3 +Z5—

"

1"
Zu3

+1703 +32,

U 124- Sean X,Y,z

GOl
(z, +1 )(2)]+x 1 z,+2) =

+3y? Zyz +yzy =

2,)C1[(zy + 2,
32,5, +32,0 — zv3
_ 3ZH/

xz})” = (y32"% + 3y?z/ y2 T¥Zy)?, mediante el siguiente

uy = 21y

7%m+m+

V= 1(Inx—lny) vy = ,v’yzz—y,
W(Zu"'zv)(zy

3@“%W+%m+m.
Z(/)a Z;//Z ==

2)@ +

27 B -2+ g @ -2,

== (2u — 7).
—i (z[J +2)® + %(z[J + z’v)} +
(z[l +2,)®,

l(zu 7))@,

)(3} -

V@ —(z, -z

)(3)] =

"

" n

uv2

)(321// H/ )

+123) = +3z

16 25

uv2

las coordenadas cartesianas ortogonales de un punto dado; sean X,Y,Z las de su

inverso en una inversion en el espacio cuyo polo es el origen de coordenadas, siendo su potencia la
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unidad. Hallar el jacobiano de la transformacion.

Solucion: De acuerdo con la potencia de la inversion definida, se tiene:
sz +y2+72 /X2 +Y2+Z72 = 1. Como en la inversion los puntos homdlogos estan alineados, se

inae X Y Z : 1 X y
tiene: & = 5 = 5 =k Operando: k= —=——, X = , Y= ,
x -y Z P X2 +y2+122 ; x22+y§+z2 x2J5y2+z2
Z=——Z . \Las respectivas derivadas son; X, = —~ Y *Z 5 XY
X2 +y2+22 p X (X2+ 2+22)2 y (X2+y2+22)2
r_ —2XZ r_ —2xy I x? -y +2° I —2yz
P2 +y24z9)2 Y (X2 4yr4z2)2 Y , (x22+y22+22)2’ Lo(x24+y2 4792
_ —2xz ;o —2yz _ X4yt -z s .
;( = m, y = m, Zé = m Luego eIJaCOblanO €s.
X% +y%+12°2 —2xy _2x7
(X2 +y2+122)2  (X*+y?+7%)?2  (X2+y?+17%)?
B —2xy X2 —y2+7? -2yz B 1
o i) Wy i ? iy i) | Rry iR
—2xz -2yz X2 +y?-7?

(X2 +y2+12%)2  (X2+y2+2%)? (X2+y?+17?)?

U 125- Hallar los puntos de inflexién y las pendientes de sus tangentes, de la curva x® + xy? — a3 = 0.

Solucién:
X
\\H—h
Y
o
Sl i
V= f, 2y
" f;(/y f; ) )
X 6x 2y 3xZ+y
f 5 2
Bof O 3x2+y* 2xy 0 3x* + 2x2y? —y*
" y _y -
) B = — 0, Resolviendo el
’ (f))° (2xy)® 8x%y? esolviendo e

a J3a

sistema formado por 3x* + 2x2y2 —y* = 0 vy la ecuacion dada, se tiene: x = &, y =+
p y -y y 77 y 72

Para estos dos puntos de inflexion, las pendientes de las tangentes son: y' = +/3.
Nota: En la gréfica se ha girado 90° la figura.

U 126- Suponiendo una transformacion cualquiera de coordenadas definida por las ecuaciones:
X = X(u,v,w), y = Y(u,v,w), z = Z(u,v,w), existiendo las derivadas parciales, que son continuas,
y que el jacobiano de x,y,z respecto a u,v,w, es distinto de cero, calcular (ds)? en las nuevas
coordenadas. Aplicar el resultado obtenido, al caso en que las superficies coordenadas formen un
sistema triple ortogonal.

Zy Yu Xu Zy

! ! ! !

SOI-'./_// Ing 5l ol //L ol Zvyv I XVZV
ucion: z, = ZyXy + Z,Yu, Zy = ZyXy + Zyyy. Luego: z, = ———, 2y = ——-

i ! i !

Xu yu Xu yu

Xy Yy Xy Yy

[zy] ,_[x2]
[xy]" [xvy]

Abreviadamente, z, =
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ks y]’ L I 2] Dyl +[x 2]+ [z, y]
[X y]’ [X y]’ [x y]’

En el sistema triple ortogonal se verifica que: [ x, y] +[x, z] +[z, y:|2 = 1. Luego en este
2

Xu Yu

Xy Yu

Por tanto: (ds)? = 1+ (z,)2 + (z})? =

—1 —
2
[xv]
U 127- Hallar la ecuacion entre derivadas parciales de todas las superficies de la forma
F[(x+y+12),(x2+Yy2+122)] = 0, siendo F el simbolo de una funcién arbitraria.

Solucién: Se tiene que: x? + y? + z2 = f(x +y + z). Derivando: 2x + 22z, = (1 + z))f,
2y + 272y = (1 + zy)f'". Luego eliminando f', se tiene:

caso: (ds)? =

! !

X+212, 1+2z ) X+Zzy y+iz
- = L, (z-y)+zy(x—2z) =y—x. Obien:J = " Y1 =0

y+zz, l+z 1+z, 1l+z

U 128- Siendo x = psinfcose, y = psin@sing, z = pcos, pasar a polares la expresion w, (es
decir, SW
1 6 2

Solucion: p? = x? +y? + 2%, ¢ = arctan 3 y , 0 = arctan ————. Derivando: p; = % = €0s6,

- .
ply = SII‘/I)Q’ 0, = %ﬁg 0!, = S';#, @, = 0. Desarrollando, la derivada primera de w
respecto a z es: wj = ’pp;+w59’ +Wo,0; = W),p; + Wy0, y la derivada segunda pedida es:
W = Wo(p;)? +Wpep29’ + WPl + W2 (6)? +Wepp29’ + Wy, =

" sm 20 n sin26 ) / S|n29

= Wipp =55 + W, =05

+ Wy

—W 020 + W,
U 129- Hallar méaximos y minimos de la funcién implicita y, definida por la ecuacién

(x2 +y2)? - 2x2%y = 0.

Solucién:

0.5

-0.5 0.0 0.5

Derivando: f;, = 4x(x? +y?2) — 4xy = 0, de donde: x = 0, x? +y2 = 2y. Sustituyendo estos valores
en la ecuacion dada, se tienen los puntos: (0.0), % %) (‘71 %) Como
fy, = dy(x* +y?) — 2%, particularizando para (0,0), f, = 0, luego es un punto singular. Volviendo

—6x2 — 2y? +2y +1 1
2y 12Xy , particularizando para ( ) se tiene: y' = —4 < 0, luego

ambos puntos son maximos.

a derivar: y" =

U 130- Dada la funciény = f(x,u?,v), siendo u = Inx, v = sinx, hallary’ ey".

Solucién: Para facilitar la presentacion, se hace: u? =w = (Inx)?, con lo que: w' = %
2(1 - Inx , .
w' = %; ademas: V' =cosx, V' =-sinx. Con ello: y=f(x,w,v). Por tanto:

y’ = +f,w +f(,v’ =f + 2Inx fl, + cosxf,.
y' =15+ faw' + v + (f X+f”2w’+f” VOW' + f W + (f + faw' + fov )V + fiv" =

— 1, + 5, 210X g cosx+ (F + 1, 20X 1 cosx) 210X £, 21 lenx)

(L, + fl 2Inx +f!, cosx) cosx — i sinx =
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2
:f!/ + 4(|n2X) f\’,\/’

x2

2(1 —1Inx) i
2 w
X

2 + COS2xf; + %f;’w +2cosxfl, + 4cosXxInx fil, + — sinxf..
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Problemas de Calculo Integral

SECCION V - INTEGRALES

V 1- Calcular laintegral | = J.(é/x_z S %) dx.
J

Ixz
ion- 1 = 3 3x5 — 1
Solucion: | = 5$/x_ 3YyX - 57 +C.

. 2 23\3
V 2- Calcular la integral | = I(a 3 —X3 ) dx.
Solucion: | = ax — % Jatx® + %,3/a2x7 - %xe* +C.
V 3- Calcular laintegral | = I(az —y2)3ﬁ dy.
e _ 263 6,457, 6 42T 2 15
Solucién: | = £-a N >a N+ Ty Ey° +C
V 4- Calcular laintegral | = j(f ~JOdt.

Solucién: | = Ja®t—2a/t3 + %ﬁtz—%,/t_s+c.

V 5- Calcular laintegral | = [ -~ dx.
X3
Solucién: | = %c%/x_2 +C.

1-n

. 1-

V 6- Calcular la integral | = InTnxT dx.
Solucion: I = ynx + C.

V 7- Calcular la integral | = J.y—m—l dy.

soor _1
Solucion: | = my™ + C.

2
v 8- Calcular laintegral | = j 2—? dx — j bx-2 dx + J.3cx?dx.
X2
Solucién: | = 4a /X + % + %cé/x_5 +C.

1
V 9- Calcular laintegral | = I(l +eX) 2 e* dx.
. 2 2
Solucion: | = §(1 +e%)2 +C.

sin In(1 —x) dx

V 10- Calcular laintegral | = j T x

Solucion: | = cos In(1 —x) + C.
V 11- Calcular la integral | = j

e—xdx
J1+eX '
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1
Solucion: | = 2(1 +e*)2 +C.

V 12- Calcular la integral | = Isinzx COSX dx.

Solucién: | = %sin3x+ C.
V13- Calcular la integral | = [ 22 X_b)t(’x dx.
Solucién: | = &~ — 0™ | ¢
Ina Inb

V 14- Encontrar la ley recurrente que cumplen las integrales I, = en funcion de I,.

J‘ dt
t?+1)"
Aplicando la ley, hallar I, 1.

2r1- 4 J' J' t2 dt ) J‘ tdt
(ﬂ +1) 02+nnl () R (O

Solucion: |, =

=l - =l I
2(n—1)(t2+1)n L 2(n—1)g[2+1)” L 1t 2(n 1)(t2+1)n 1 2(n-1) " !
Luego la ley recurrente es: I, = + L . Como: I, = arctant + C,
J Y "2 ™ DL '

1 t 3
I, = =arctant+ ——— + C, I3 = 2 arctant
2 2 + 2(t2+1) + y 13 8 + 8(t2+1) + 4(t2+1)2

1
V 15- Calcular la integral | = J.(a2 + b2x) 2 dx.

3
Solucién: | = %(a2 +b2x)2 +C.

1
V 16- Calcular la integral | = Ix(az —X?) 2 dx.

3
Solucion: | = —%(a2 -x3)2 +C.

4
V 17- Calcular la integral | = I(ax + 2bx?)(3ax? + 4bx3) 3 dx.
7
Solucién: | = 1—14(3ax2 +4bx%)3 +C.

V 18- Calcular laintegral | = I(x2 —2)%x3dx.

. 8
Solucion: | = X— — 3X°

AT 6 4
10 A +2X°% —2x* + C.

V 19- Calcular la integral | = I %XI% dx.
Solucion: | = Idx I 22dx = x—In(2x + 3) + C.

2
V 20- Calcular la integral | = I %jll dp.

2
Solucion: | =J‘pdp+jdp+zj% = IO7+p+2|n(p—1)+C.

V 21- Calcular la integral | = I gi ;% ds.

Solucion: | = —J.ds+ ZJ. ds = —s+2In(1+e%)+C.

eS
1+es

V 22- Calcular la integral | _I (X _2%3 dx
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X dx _ _ -3
2)3 4I(x+2)2+ X+2_2(x+2)2 x+2 +In(x+2)+C.

Solucion: | = BI X+

. 3
V 23- Calcular la integral | :I X~ _ dx.

X+1
_ (2 I G GV
Solucion: | = Ix dx — dex+jdx Ix+1 =3 5 TX In(x+1) +C.
V 24- Calcular laintegral | = [ 2X+1 ¢
alcular la integra 3 X
. X+ Lz 3y, 1 2
Solucion: | ='|. x2+% dx = fln(x +?)+farctan Ex+c.
V 25- Calcular laintegral | = [ —dX__
J N
Solucion: Haciendo el cambio: yx2 -9 =x—-1t, x = £2+9 , dx = t? _29 dt, y sustituyendo estos

2t 2t
valores, se tiene que: | = I_Tm =—Int = —In(x— IX? - ) +C.

V 26- Calcular la integral | = I

dx
V2 —3x — 4x?
J41 4 _ 4

Solucién: Las raices de 4x?>+3x—-2 =0, son: —%J_r g Luego: (x+ 3)2 64
Haciendo el cambio: t = L(XJF&), se tiene: dt = ‘/Z_ldx Por tanto, sustituyendo:

JiT
_ 1 dx _ 1 _ 1 3
| = 5 _[ " or I arcsmt+C arcsm|: JiT (x+ 5 >:| + C.
; i _ dx
V 27- Calcular la integral | j o — 4
“_ 2
Solucién: | = lIn 3 +C
2 " 2
3

v 28- Calcular la integral | = Iﬂa—J:(y‘ dx

Solucién: Haciendo el cambio: x2 N y, se tiene que: 2x dx = dy. Sustituyendo estos valores en la

integral dada, se obtiene: | = I 2 dy = -2 arctan L +C =2 arctan X +C.
ye+e 2e? e? 2e? g2
V 29- Calcular la integral | = | —C0St__
9 I a? +sin%t
Solucion: Haciendo el cambio: x = sint, se tiene que: dx = cost dt, Sustituyendo estos valores en
la integral dada, se obtiene: | = I azdj(xz = % arctan ¥ + C = % arctan S'gt +C.
, i = —C
V 30- Calcular la integral | j a7~ D2y dy.
gy
Solucion: | = -z In—3 + C.
2a b Y

V 31- Calcular laintegral | = J.x3e2X dx.

ool Lazxy3 3 [a2xy2 gy — Lazxgd _ 3 [ 1 oxy2 _ [ a2x _
Solu0|on.l—2ex 2J.exdx 2ex 2[Zex Ie xdx}
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— Lexya_ Bomy2 . 3 [ o 23 _ B a2xy2 4 3 a2 %y —
—2ex 4ex jexdx 2ex 4ex+4ex+J‘e dx

%ezx<x3 x——) +C.

V 32- Calcular la integral | = IL
x,/1 = (Inx)?

Solucion: Haciendo el cambio: y Inx se tiene que: d = dy. Sustituyendo estos valores en la

integral dada, se obtiene: | = I ‘/_ = arcsiny + C = arcsin Inx + C.
1-y
V 33- Calcular la integral | = IL
y2+3y+1
Solucién: Como las raices de y?2+3y+1 =0 son: 3i2‘/§, se tiene que la integral es:
/5 -5
5 5 ﬁ[( 3—J§> ( 3+J§H
| = dy + dy = In(y+ —In{ y+ +C=
J. 3-/5 y .[ 3+.,5 y 5 y 2 y 2
y+——7> y+—7>
1
3-45 5
In i ZJ_ C
= +C.
3+./5
Y+ 3
) : _ dx
V 34- Calcular la integral | I 2 oxi5
Solucion: 1 = %arctan % +C.
) . _ x-21
V 35- Calcular la integral | = I X7+ 6 1 502
Solucién: Las raices de X3+ 6x2+5x = O son: 0, -1, -5. Por tanto la integral dada es:
_ (x-1) dx __1 2 1 2 1 1
—j 12X 157 ——Ix dX + =5 125 _[x dx——j(x+1) dx — I(x+1) dx —
__3 2dy — 11 “1dy —
500 I(x+ 5)~2dx 1000 (x+5)"tdx =
= %x—l+%lnx+—(x+l) a1 In(x+1)+ 200 (x+5)71 - 1000 In(x+5) +C.
V 36- Calcular la integral | =
alcular la integra I4x2+9
Solucion: | = L arctan 2% + C.
6 3
v 37- Calcular laintegral | = [ —d%
‘[ V16 — 9x?
Lo 1 3x
Solucion: | = 3 arcsin i +C.
v 38 Calcular laintegral | = [ —2X— dx
I /1 _ X4
Solucién: Haciendo el cambio: x? = y, se tiene: 2x dx = dy. Sustituyendo estos valores en la
integral dada, se obtiene: | = 2 I g arcsiny + C = g arcsinx? + C.

iy

V 39- Calcular la integral | = j—
XyJ4x2 -9
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Solucién: | = larccosi +C.
3 2X

V 40- Hallar las seis férmulas de reduccion de I, = J.sinmxcos"x dx, siendo m, n enteros.

Solucion:
Valor de m | Valor de n Formula
<0 >0 Imn = m];rl sin™!x cos™Ix + rrr‘]jrll Ims2n2
>0 <0 Inn = n_+11 sin™!x cos™1x + rr?4:11 Im-2.n42
<0 cualquiera | Inn = m];rl sin™x cos™Ix + mm+—2‘1*2Im+2,n
>0 cualquiera | Imn = m_+1n sin™!xcos™!x + m;% Im-2n
cualquiera >0 Imn = T }r A sin™1xcos™x + %;J]Im,n,g
cualquiera <0 Imn = n_+11 sin™xcos™ix + m#”lemmz
V 41- Calcular la integral | = I%
sin®x cos2x

Solucion: Haciendo el cambio: tanx =y, se tiene: dx = 1 iy > Sustituyendo estos valores en la

2+1)7 144+ 7y12 + 21y'0 + 35y8 + 35y° + 21y* + 7y? +1
':j(ye)dY=Iy y y y6 y y*+ 1y dy =

7

= % tan®x + tan”x + % tansx + 3—?? tan3x + 35tanx — 21tan1x — 5 tan—3x — % tan—5x + C.

integral, se tiene:

V 42- Calcular la integral | = Ix e cos 3x dx.

Solucién: Como: cos3x = %(e3iX +e73)  se tiene que: | = % J.(xe<2+3‘)X + xe@30)dx =
_ l B 2 e3ix e—Six A e3ix e—3ix _
-2 <2+3i+2—3i> ¢ ((2+3i)2+(2—3i)2ﬂ_
_ 1 2 €0S3X +isin3Xx |, €0S3X —isiN3X ) _ .2x[ €0S3x +isin3x ., €0s3x — isin3x _
-2 ( 213 0 2.3 ) € ( 2+3)2 | (2-3i)? H
— 1 [ye2x(Acos3x + 6sin3x ) _ er( —10c0s 3x + 245sin 3x ) } _
2L 13 16
— yeX Zcos3x+3sin3x>_ezx —50053x+123?n3x>+c
13 169 '

1
V 43- Calcular laintegral | = Ix3(a+x2) 3 dx.

-1

Solucién: Haciendo el cambio: a+x?> =y, x= /y—a, dx = %(y—a)Tdy, se tiene que:
=41 _[(y— a)y%dy = iy% - ﬁy% +C= i(a+x2)%(@ +x3)+C
2 14 4 2 2 '

V44- Dada Y = J.xm(axn + b)Pdx, transformarla en 1,4 = j(l —t)Ptadt. Hallar las seis férmulas de

reduccion de esta ultima integral.

Solucion: Haciendo el cambio: x™ = —%t, X = (—%t)%, dx = (—%)%%t%*ldt, se tiene que:
Y = %(—%) mTpr ItmTH*1(1 —t)Pdt. En el cuadro se recogen las formulas de reduccion:
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Valor de g | Valor de p Férmula
_ p 1 g+l _f\p
_ L _ q p+1
> O < 0 Iq'p p i 1 Iq_]_yp+l p 1t (1 t)
<0 cualquiera | lqp = p;+71Lzlq+l,p + a+ 1 1 te (1 —t)P+t
i - 41 _ — q _ t\p+l
>0 cualquiera | Iqp 0rq1 lg-1p 01 t9(1-1t)
i __ b 1 iaelgq _pyp-2
cualquiera >0 lgp T prl lgp-1+ qrnTl tr(1-1t)
i - w __ 1 iquagq _pypl
cualquiera <0 lgp b1 lgp ) t*(1-1t)
V 45- Calcular la integral | = jxarctan X 9+9 dx.
s . . 2 9 2 9 9
Solucioén: HaC|endo el cambio: u = 9 , X2 =9u-9, xdx = > du, | = ?J.arctanu du =
_9 2 _ 97 x2+9 X2+9 1 ( X2 +9 2)
= 2[uarctanu =In(1+u )]+C 2[ 9 arctan 9 In({1+( 9 ) }+C.
V 46- Calcular la integral | = j ___dx .
sinX + cosx + 1
Solucién: Haciendo el cambio: tan X = t, sinx = 2t , COSX = 1-t , dx = 2dt , Se tiene:
2 1412 1+1t2 1412

_ 2 _ _ X
1= sre— dt = In(t+1)+ C In(tan X +1)+c.

V 47- Calcular la integral | = J.¢

J0¢ —x2)?

Solucion: Haciendo el cgmbio: 1 l—x*1 =t, x=(1-t)7%, dx = (1 -t)72dt, y sustituyendo estos
valores, se tiene: | = ItTdt =3t3 +C=3y1-xt +C.

V 48- Calcular la integral | = I% en forma real, considerando los tres casos a > b, a = b,
a<h.
Solucién: Haciendo el cambio: tan X = t, sinx = 2t , COSX = 1-t , dx = ———, se tiene
2 1+1t2 1+1t2 1+ t2
que: | = ZI 2@ b)dEr @b’ Considerando las siguientes integrales: 1?_")(2 = arctanx,
1 ﬁxxz = arg tanhx = % In 1—1”)2 se obtienen las siguientes soluciones:
_ 2 a=b X
a>b a+b>0l—marctan< AT btan2>+C
_ 2 b—a X
a>bla+b<0 I—margtanh< a+btan2>+c
_ 2 —a X
a<bla+b>0 I—margtanh< btan2>+c
_ 2 a-b X
a<bla+b<0|l= g arctan(/aer tan2>+C
a=bh I:%arctan%+c
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V 49- Calcular laintegral | = [ ——dX
J.x,/a2+b2x“
n n 2 2 2 2
i in: 2 23N — by 2 5 _a—t° dx _ t°+a
Solucién: Haciendo el cambio: a? + b%x bx2 +1t, X bt ' X (e - a?) dt
n
2 2yn >
setlenequel—4 Lz%ln%;ngC:nLaln a® + b’ bxi 2. c
(t+a)t-a) JaZz+b2x" —bx2 +a

V50- Calcular laintegral | = [ ——9X
'[ X3 (2x* + 1)?
1
Solucién: Haciendo el cambio: t = 2x*+ 1, X = (%) 4 % = %(t— 1)~ldt, se tiene que:
_2 1
| = % J.(t— 1*t3dt. Y haciendo el nuevo cambio: t3 =z, dt=3z2dz, se obtiene:

_ 3 dz _ 3 dz Z2+2 _
‘=251 4“3@—1) I3(zz+z+1) dz}

1 “ 1) — L nz2 _ 22+1 =
1 |:In(z 1) 5 In(z2 +z+1) - /3 arctan 7 :| +C
2 1 3 4
= Lin(y2es1-1)-1 |n[(2x4 FDT )T 4 1} - Tarctan szx 1+l ¢
V 51- Se consideran las dos integrales I, = XTI 4y X, Km = J. xTea ot dx, siendo m entero

J1+X%2

J(1+x2)
mayor que cero. Encontrar la ley de recurrencia para calcularlas.

Solucién: Integrando por partes, se obtiene: mly = Iypg — (M — 1)l + /1 + x2 x™-1ga-arctanx,
m-1
MK = Kt — (M = 1)Ky p + —X——ga-trctanx,
S e
(b—x)

(b +Xx) /X(x +a)(x +¢)

cuando se tiene que b? = ac.

V 52- Demostrar que | :J. dx, se puede expresar como integral eliptica

Soluciéon: Haciendo el cambio: M =t X= 1-t _ _=2b

(t2)+x) DX =T dx; T+ 1) dt, y tras hacer las
sustituciones: gfg = (‘/aat‘éf) gig = _(‘/Eaire/e) , Se tiene que la integral es:
I:j —2/bt ; dt. Luego el integrando es del tipo:

J (- e - e - YR

Ct

o €8 decir que la integral dada es eliptica en el caso considerado.
Jth+mt? +p

(Ver Puig Adam, Calculo integral, leccién 92).

Vv 53- Calcular la integral | = I (x _2§;(X2X+ x2+ 1) .

Solucién: Descomponiendo el integrando en suma de fracciones sencillas, se tiene que:
'ZK Lo Xl )dx:|”(X—3)+l'”(X2+X+1)+£arctan1+2X+C,
X—3 2 3

X2 +x+1 3

V 54- Calcular la integral | = j o %(;‘(; ixzz)zrxi 02 dx.

: ; - Ax+B
Solucion: La integral dada es igual a: I = =D&+ D) K x+1 X+2>dx
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_2y. 1 S5 3 65
Calculando los coeficientes, se tiene: | = 3 3 +J. 18__ _2 + 9 dx =
’ x-1(x+1) x-1 x+1  x+2
‘%X " % 65
= m In(X l)——ln(X+l)+ In(X+2)+C
v 55- Calcular la integral | :I _dx
SinX coSX
Solucién: Haciendo el cambio: t = tanx, dx = 1itt2 = J.% = Int = Intanx + C.
: _ X
V 56- Calcular la integral | = I Y
Solucién: Haciendo el cambio: x = aJt, dx = 2[ dt, y sustituyendo estos valores, se tiene:
1
= = arctant = —= arctan - + C.
2a2 I 1+t2 a 2a° a2
V 57- Calcular laintegral | = | ——2——.
g I 1 + cos2x
Solucién: Haciendo el cambio: t = tanx, dx = 1 ittz , Y sustituyendo estos valores, se tiene:
dt  _ 1 arctan—Lt +c=—L arctan(@X) ;.

I =
2+t 2 J2 J2 J2
Vv 58- Calcular la integral | = Ieax cosx dx.

Solucion: Integrando por partes, se tiene: | = e¥sinx — aJ‘eaX sinx dx. Por otra parte se tiene que:

Ieaxsinx dx = —e®cosX + aJ‘eaX cosx dx. Luego: | = 1 +1a2 e®(acosx + sinx) + C.
Vv 59- Calcular laintegral | = | —%— arcsinx dx.
I /1 _ X2

Solucion: Haciendo el cambio: x = sint, dx = cost dt, y sustituyendo estos valores en la integral
dada, se tiene: | = Itsint dt = —tcost + sint = x — /1 — x2 arcsinx + C.

V 60- Calcular la integral | = jxtanzx dx.

., 2
Solucion: Integrando por partes: | = xtanx — In cosx — XT +C.

. 2
V 61- Calcular la integral | = I%ct;\?x dx.

Solucion: Haciendo el cambio: x = tant, dx = céjs

, Y sustituyendo estos valores, se tiene:

(arctanx)?

> + C.

2
| = J.ttanzt dt = ttant — In cost — % + C = xarctanx — In(cos arctanx) —

sin@n—Dx 4k, :J‘ sin’nx X gy
sinx sin’ °X

7 sin’nx X gy
sin?x

Solucion: Diferenciando n(l,.1 —1,), se tiene la expresion: n S|n(2_n+1)x -n sm(2_n—1)x =

on s 1 o1 on s 1 o 1 sinx sinx
= 2cos L2NF XN =DX G @N+DXx=(@N=DX 1 _ 20 coonxsing =
smx 2 2 sinx
= 2ncos2nx = (sin 2nx)". Luego: n(ly.1 — 1y) = sin 2nzx. ,
" : o
T J- sin?(n + 1)x dx — [ SINX gy J‘ sin“(n + 1)>2< sin®nx . _
sin?x sin“x sin“x

V 62- Siendo n natural, se definen las integrales: I, =_[

Demostrar que: n(lh1 — 1n) = sin2nx, y que: Kna — Ky = Inia, Yy hallar el valor deJ.
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d = |n+l

_ ,[ [sin(n + 1)X + sinnx][sin(n + 1)X — sinnx] dx — ,[ sin(2n + 1)x
B sin2x B sinx
En el intervalo (0,Z) se tiene que: [n(lna—In )|O = |sm2nx|0 =0. Por lo tanto:

g = lp =..= |y = joz g:gidx = [XI§ = 5. Ademés se tiene: Kald = K| +|l28 =2,
Ks|d = [Ko|¢ + % =372, yasi sucesivamente. Luego: I 7 sin’nx DX dx = |Kq 2 =nZ Z.
sin®x
v 63- Calcular la integral | = X — 2 dx.
g I $4+2x2-4x-8

Solucién: Siendo: x3 + 2x? — 4x 8—(x+2) (x— 2) se tiene que la integral dada es:

5x — 2 T 2
= [—2X=2 4x= _
I(x+2)2(x—2)dx J (x+2)2 Xy 2 T 2)dx
_ -3 _1 1 _
= X392 2In(x+2)+2In(x 2)+C.
: _ 5x% — 7x
V 64- Calcular la integral | = I 33 17 1 32 dx.
Solucién: | = 5x2 — 7x ___1 4x —2 _
otueion Dt D2 T =T ) DK K- 2y X =

__1 -1 -1 2 _ 1 (x-2
~T-x +Kx—l xr1t x—2>dx‘ Tx ""xaoe-n t©

V 65- Siendo m,n enteros indicar el cambio de variables para calcular la integral

1 n 1
| = J.X[x +(1+x3)72 ] " dx, en la que X es una funcion racional de x y de (1 + x?) 2. Aplicarlo
1n
[x +(1+x?)2 ]
a la resolucion de J = I T dx.
1+x?)72
. , . 1 . y" -1
Solucién: Haciendo el cambio: x+(1+x?)2 =y", se tiene que: Xx= VI
2n 1 2n
dx = %dy, 1+x>)2 = y 2;,: ! . Sustituyendo estos valores en la integral dada:
2n 2n
I = J‘X[ym% de, siendo X una funcién racional de y + L y de y Apllcando el

m 2n
cambio a la integral J, se tiene que: J= I y(ynzger 1;21)/)3 dy = J‘nymfldy = %ym +C=

m
.
= %[x+(1+x2)7} " ic

1
V 66- Calcular laintegral | = Ixarcsin(%) 2 dx.

1
P e | = X2 i <2a—x>7 x2dx ;
Solucién: Integrando por partes, se tiene: | 5 arcsin( €9 +j P Haciendo

el cambio: x = 2asint, dx = 2acostdt, y sustituyendo estos valores en la integral dada, se tiene:

1 1
_ X2 ncinf(28=X\2 |, A2 [cin2tdt — X2 arecinf 28=X\2 , 8% 4 _ i _
| = 5 arcsm( i ) +a jsm tdt = 5 arcsm(—4a ) + 5 (t—sintcost) =

_ X% orecin( 28 —=X az X _ X [232 _x2
= 2 arcsin la ) + 2 arcsin 2a 3 4a% —x* +C.

4 2
(ax* + 2bx? + a)1 dx.
A-xHA+xH72

V 67- Calcular la integral | = I
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a(x2 + X%) +2b

Solucién: Operando: | = j — dx. Haciendo el cambio: x* + X—12 =y?,
1 1 2
(e (s +X2>
2
dx = 1 y T dy, se tiene que: _[ (ay +2b) :—jw4—t2mdy:
<x+7>ﬂ—§7)
_ (ay? +2b) dy — atb dy a+b _a bI
w2+2Xy+2Xy 2) 4J2 P y+J2 42 y? +2

+ X2 + L
ath V 2 v X2

= arctan =

442 ‘/7 s J_ V2

IXP+1 +2x a—p IXA +1 . ¢

_ a+b, — 8=D arctan

AT - 2x 22 J2x
v 68 Calcular laintegral | = [ —SI°X_ gy
g I /COSX

Solucion: Haciendo el cambio: y = cosx, dy = —sinxdx, y sustituyendo estos valores en la
,_Iﬂyﬁw I ZIWW{WW:

integral dada, se tiene que:

icoszx COSX — 2 cos*x,/cosX + C = 2./cosX (—1 + % C0S2X — 1 cos“x) +C.

= -2 cosx+5 9 9

V 69- Calcular las integrales S = jemxsin nxdx, C = je"‘x €0Ss nxdx.

ex(m+ni)
m + ni

. mx
(msinnx —ncosnx) + K, C = —&—
m2 +n

Solucion: C+1iS = _[e“””””dx = + K. De donde, separando parte real e imaginaria, se

mx
tiene que: S = —£&
d m? + n?

(mcosnx + nsinnx) + K.

dx
1
x"(a+ bx) 2

V 70- Calcular la integral | = I . Aplicar la solucién al cason = 3.

Solucién: Haciendo el cambio: x = _Ft dx = —% dt, | = (-1)™ — b™ J.t "1-t)2 2 dt. Se
a"

trata de una integral bindmica del tipo: Yq, = jtq(l —t)Pdt, siendo g < 0. Por tanto, se aplica la

ecuacion de reduccion (ver problema V 44): Yq, = p;qTJlrquﬂ,p + 3 Jlr T to*1(1 - t)P*1, siendo:
Yip = 2arg sech/t + C. Aplicando esta solucién al caso planteado de n =3, se obtiene:
| = dx — = 3bﬁa2+bx —~ ‘/2+EX + 3b§ arg sech,[— bx +C =

x3(@a+bx)2 ax ax 4a2

_ 3bJa+bx  Ja+bx L 307 Ja + Ja+bx ic

4a’x  2ax? das ox
V 71- Calcular la integral I, = (a—k?—é(osx)”' Aplicar la solucion al caso n = 2.

L L (a—bcosx)dx d(sinx)

Sol : t o = =al,1 — _— =
olucion: Se tiene: ln-. I (a- bcosx)n 2 (a—bcosx)"L i bj (a—bcosx)"L
_al, - bsinx 3 J- sinxdx(n — 1)((a — bcosx)"2bsinx _
™ (a-bcosx)"? (a_—zb COSX)2"-2

=alpy — (a—kﬁ)s’é#)”*l —(h—=1)b? %. Sustituyendo en esta integral el valor de

b2sin?x por la sigulijen_te expresion equivalente: (a? — b?) + 2a(a — bcox) — (a — bcosx)?, se tiene:
l.,=al.,———0SINX
"2 " (a-bcosx)"t

(a? — b?)dx 2adx
_(n_l)[_ (a—bcosx)" o] (a—bcosx)™* I(a bCOSX)"ZJ
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bsi . _
= alys — W —(n-1)[-(@2-bd)l,+2al1 —l,»]. De donde se obtiene que:

a(2n-3) | n-2 bsinx

-D@-b2) "2 n-1)(a-b?) + (— 1)@ —b?)(a_bcosx) ™" ecuacion de

|n = |n—l

recurrencia que resuelve la integral dada. Para calcular 1, = j%, se hace el cambio:
2 .
tan% =1, COSX = %;:2 , dx = 2 >-dt.  Sustituyendo estos valores en I, se tiene:
2 2 / a+b
I, = = = arctan( —t) =
I(1+t2)(a bi_tz) a-— bJ.1+a+btz a2 _ b2 a-b
_ 2 a+b X : : ;
= rawg arctan( / " tan 2) Aplicando la ley de recurrencia calculada mas arriba, se
tiene: I, = I, —8&— + bsinx . Sustituyendo el valor encontrado para I, se
27 a2 _p? " (@2 —Db?)(a - bcosx) y P !
A 2a a+ b bsinx
obtiene: I, = ——%———arctan tan 0 .
(@ —b?2) 2 a-b (a —b?)(a—bcosx)
2 2 3
V 72- Calcular la integral | = IM
(@ -x*)z
Solucion: Haciendo el cambio: x = asint, dx = acostdt, y sustituyendo estos valores, se tiene:
. . 3
_ 3 2=sin’Dsin’t . o 1 cos3t> _ a3 a (a2 —x?)2
I =a J. v dt = a*( oo + 3 )tC=a = 32 M +C.

V 73- Calcular la integral | = Itan3xdx.

., _ 2 R H H 1
Solucién: | = J.Msmxdx = K& - 3inx )dx = —< _ +lIncosx+C.
cos3x cos3x  COSX 2 C0S2X

V 74- Sabiendo que un polinomio f(x) de 4° grado es tal que f'(x) y f”(x) se anulan para x = a,
calcular la integral J. 00

Solucion: Haciendo el cambio: y =x—a, en el desarrollo del pollnomlo dado, se tiene:

) = @+ 1@y (@, P@ 0 @ o), 1@ e, @ i poy o a
ser blcuadrada esta expresmn fly) = (y—a)? (y ﬁ)2 f(x) = (x'—a—a) (x a— B)?. Luego:
_ 1 nX-a-a 1 —a-p

J‘ :J‘ dx - In .
f(x) (x—a-a)’(x—b—-p)? 20!(062—[32) "x=a+a 2B(B*—a®)  x—-a+p
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Seccion W - INTEGRALES DEFINIDAS

W 1- Demostrar que si  f(x,y), no varia cuando se cambia y por X, y X por y, se tiene que:
) 1

dx dx
| = =2| —5—.
{ Xf(x, +) { Xf(x, %)

1

dx

Solucion: Haciendo el cambio: x = % dx = _d_>2<’ y sustituyendo estos valores en j 7o S8
X o Xf(x, 5)
1 1 o0
tiene que: Ll — I —dxl = dxl . Luego aplicando esto a la integral dada, se
0 Xf(xa 7) w© Xf(X1 T) 1 Xf(X! Y)
© 1 0 1
obtiene: | = dx dx__ dx  _ o —adx__
{ X, %) o X% %) I X6 %) o X %)
a () »(@) o(a)
W2- Demostrar que: [dx [ f(y)dy =a [ fy)dy— [ f(y)y(y) dy, siendo y[p(x)] = x.
0 0 0 »(0)
Solucion: Cambiando el orden de integracion del primer término de la igualdad planteada, y siendo
a () »(@) a
X = y(y) la funcion reciproca de y = ¢(x), se tiene que: J.dx J. f(y)dy = J. dy J. f(y)dy =
0 0 0 x=y(y)

»(a) 0(a)
= jdy|f(y)x|";‘:y(y)= If(y)[a—y(y)]dy. Por tanto, de acuerdo con la citada igualdad:
0

0

»(@) o(@) o(@)
J. f(y)la—y(y)ldy = a J. f(y)dy — J. f(y)y(y)dy. Derivando respecto a y, ambos términos de
0 0 »(0)

esta igualdad, se tiene: [f(y)[a—y()]I® = alf(y)|§® — fy)w(y)|%). Llevando a cabo las

sustituciones correspondientes a la aplicacion de los limites indicados, se tiene:
flp(a))la—ylp(@)]] - f(0)[a-y(0)] = alflp(a)] - f(0)] - flo(@)ly[p(a)] + flo(0) Jy[p(0)].
Como se tiene que: y[p(a)] = a, y(0) =0, y[p(a)] = a, w[p(0)] = 0, aplicando estos valores:
f(p(a))[a—a]—f(0)[a—0] = a[f[p(a)] - f(0)] —flp(a)]a+ f[¢(0)] - 0. Simplificando, se obtiene
que: —f(0)a = —af(0), con lo que queda demostrada la igualdad del enunciado.

W 3- Demostrar que si g(x) es una funcion no creciente para X > 0, se cumple para cualquier valor
o0 o0

de k > 0, que: kZJ.g(x)dx < % J.ng(x)dx.
k 0

b b b
Solucion: Aplicando el teorema de la media: mJ.go(x)dx < jf(x)go(x)dx < Mj(p(x)dx. Haciendo:
a a a
p(X) = x2 >0, f(x) = g(x), tal que: m < g(x) < M, por ser g(x) funcién no creciente, se tiene:
b b b b b b

2 2 2 .4 2 4 2 4 2
mjxdxfj.g(x)xdfoj.xdx. Luego: 9mJ.xdxsQJ‘g(x)xdegijdx. Ahora

b b )
bien: % J.g(x)xzdx > %mj.xzdx > 24—7mt3, cuando t - co. Por otra parte: Ig(x)dx < (t-kM,
k

a a

cuando t —» oo. Luego: kzjg(x)dx < k?M(t - k), cuando t — co. Pero como: %mﬁ > k2M(t - k),
k
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cuando t —» oo, resulta que: kZJ.g(x)dx <k*M(t-k) < mt3 Ing(x)dx cuando t — oo,
0

Luego: kzjg(x)dx =3 Ing(x)dx.
k 0

1
W 4-  Determinar para qué valores de 4 es convergente la integral I XX =1 gy

nx)*
1
Solucién: Por el criterio integral de Cauchy, la integral es convergente si lo es: > an—_)} Paran
nn
1

. 1 . . +_
suficientemente grande, n™ es equivalente a n°— 1, equivalente a 3. Luego: ”(I”—)}
nn

: 7 Inn . - .
equivalente a: r(]l % = n(Inl)H . Para A = 1, la serie es la armonica, luego es divergente. Para

2
A > 2, la serie es convergente; por ejemplo, para A = 2, laseriees 1+ 212 + % +...= % Por
tanto, la integral es convergente para A > 2.
2+J5 5
W 5- Calcular la integral definida | = j W +1)

1 XX+ X2+ 1

Solucién: Haciendo el cambio: x> =y, 2xdx = dy, y teniendo en cuenta los nuevos limites (para

dx.

9+4./5
- : y+1)
x=1 y=1, para x=2+,5, y=9+4/5), se tiene que: | =
) '1[ 2y Y2+ 7y +1
Haciendo el cambio: Jy2+7y+1 =y+t, y= 7 21,[ dy = %dt los nuevos

limites son: para y=1, t=2, para y=9+4/5, t=1+,5. Por tanto, se tiene:
1+J5

1+/5 5/ =1 1
246 g _ 2 2 1 _ t=1 _
I (tz D(7-29 "~ ! o g e L '”‘/(Hl)(t_%)

2

_ nJ 9
2+5)(/5 -2)

2

W6- Calcular laintegral definida | = [ —SINX_ gy
. 1+ cosx

Solucién: I = |-In(1 + cosx)|2" =
I

W 7- Calcular la integral definida | = I tanx dx.

Solucién: | = |-Incosx|¢® = In—2—.
| lo 3
1
W 8- Calcular la integral definida | = Ixe*xzdx.

0
-30-4)

Solucion: | = |—%e*X2
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8
W 9- Calcular la integral definida | = J‘L

X4/ 1+ X
8
Solumon_[ —‘ dAex=1h p2 ol o3
1+ JI+x +1 4 3 2
a
W 10- Calcular la integral definida | = S S
{ a+ya—x2

Solucion: Haciendo el cambio: x = asiny, dx = acosydy, y teniendo en cuenta los nuevos limites
I

2
B A B s o acosydy cosydy
(para x=0, y=0; para x=a, y= 2), se tiene: | = 0 AFacosy — 0 —1+cosy =

- :£—|tan%|%:£—l.

1 - _
(1 1+ cosy )dy 2 1+ cosy

Il
o!—.r\:|=|
o‘—.mlbl

3

W 11- Calcular la integral definida | = _[ J7 + 6x — x2 dx, sin hallar la funcién primitiva.
7
Y
AR

Haciendo: y2 = 7 + 6x — x2, se tiene: x? + y2 — 6x — 7 = 0. Esta ecuacion corresponde a un circulo
de centro (3,0) y radio 4. Luego la integral pedida corresponde al area del primer cuadrante, es

decir: %n «16 = 4r.

Solucién:

1
W 12- Calcular las mtegralesdeflnldasll—j Inx dx, I, _[ Inx dx.

0
Solucion: Haciendo el cambio: y = 1 —X, se tiene: |; = j—ln(lT_y)dy. Aplicando el desarrollo
1

1 1
—_ 2 2 3
en potencias de y: Il=J-In(lTy)dyz—J‘(1+%+y?+...>dy:—‘y+y—2+%+...
0 0

1

0

1.2 __zm* _ Inx Inx _ Inx _
(1+ 57 T o5t )— . Sumando: I +1> = K 1+X)dx ZI - > X

Jl' arg tanh x

:2<|Inxargtanhx|é— x dx). Como: argtanhx = Liplex _yp X, X0,

: 2 1-x 3 5 '
F arg tanh x : 2 4 3 5 1
i . Y A2 4y = X L XT — X L X =
su integral es: _[ < dx K1+ 3T +...)dx ‘x+ 32 + 52 +... ‘0
=1+ 312 + 512 +...= %2 Por otra parte: |Inxarg tanhx|; = 0 (x). Luego: |1 + 1, = 2(—%2) =
= —TZ Por tanto: I, = _T - (——) = 1;
(*¥) [Inxarg tanhx|} =lim In %J“X Inx —lim In %fx Inx.  Pero, limIn %J_“X Inx=0, vy

x-1 x-0 x-1
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lim In %+X Inx = 0.
x-0 -

1
In(sinx) dx, I, = Iln—xl dx.
0 (1-x?)2

W 13- Calcular las integrales definidas 1, =

o‘—.mlbl

77:

Solucién: Por simetria: |1

o'-—.Nl::

%
In(sinx)dx = _[ In(cosx)dx = % J.[In(sinx) + In(cosx)Jdx =
0

1
2

o'—.m|=\
o'—.m|=\

In(sm%)dx = % (Insin2x — In2)dx = % In(sin2x)dx — |%x|n2|07. Haciendo el

o'—.m|=\

Z

2

cambio: 2x =y, se tiene que: IIn(sian)dx = %Iln(siny)dy = Iln(siny)dy. Por tanto:
0 0 0

2

=
I

indx = L [ inesinydy — | Lxinz2|z = L
In(sinx)dx = 5 In(siny)dy |2xln2|0 =5

o'—.wl:l
o'-—.Nl::

In(sinx)dx — % In2. Luego se tiene:

=
I

In(sinx)dx = —%Inz = %In % Para calcular 1,, se hace el cambio: x = sint, con lo

o'—.m|=\o'—.m|:\

1 7
que: I, = j - J. InGsintydt = —Z In2 = ZnL.
oL 2 2 2
0 (1 X ) 2 0
W 14- Calcular la integral definida | = L”XZ
g 1 + cos“x
0 N T .
Solucion: Haciendo el cambio: x = 7 -y, se tiene: | = — {r=y)siny —y)3|2ny dy ==« —smyz y — 1.
1 + cos<y 01+cosy
De donde se obtiene: | = %X _siny ———2—dy. Haciendo el cambio: cosy =t, se tiene que:
2 J 1+ cos?y
0

-1

_m [ —dt _ & 1 _nm , my_ 7%
‘2{1“2 plarctantl, = 5 (o + ) =74

1
2

W 15- Calcular la integral definida | = I 4 S'n”t dt, mediante el desarrollo en serie de la funcion
0

sinx.
7 RN G
Solucién: Haciendo el cambio: nt=1x, |= % I SIAX gy = % I 3! - 5! dx =
0 0
% 3 5 7 -
_ 4 _x2oxt _ 4| _x X _ _X 2 _
‘ﬂ{” IR IIDLIEE JKC v v T o i
4 2 (ﬂ)S 2l 1,745286312. El tid |
7| 53 tsEr - vor e | =1L . El error cometido es menor que e
T\
primer sumando no considerado, es decir: e < 42 _9927.10°.

T 9.9l
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1

W 16- Calcular la integral definida I :j (Z:ix -
o X+1)x3(1-x)3

. . POV _ 3t2 _ T 3 ;
Solucion: Haciendo el cambio: x R dx (1+t3)2dt’ | _([ e dt. Haciendo el
- ¢ dy 3 - o dy
cambio: 23 =y3, |= 3 = A, siendo A la integral: =

1 1 2% £g3+1 2% 1 1 £y3+1
:j ? _§y_1+1+ 3 dy:“‘ ? _l 2y—1 ? y =
| Y+tlooyroy+l o yioy+d | y+rl o 6 yP-y+l  yroy+d
L © L e © 1 _ dy e
= | 3 In(y+1)|O | 5 In(y y+1)|0 +5 ! oyl Llamando B a esta ultima integral:
B :J. 72 —d))//+1 =I 4 d; 3 y haciendo el cambio: y—% =Ww, Sse tiene que:
0 2 4
B = I ‘ arctan == 2W _ 4n_ por tanto, se obtiene el valor:
1 73 Bla 33
‘7
S 2
A: _I 1 1| 1 47T _ ll (y+ T — T ]
3o )| “[g oty en] 6y -y+1l, 33 3/3
Luego: | = 3 2n_ _ ‘B/Z
23 3 31/_ \/_

1

W 17- Calcular la integral definida | = J‘Lxl dx.
o (1-x?)72

Solucion: Haciendo el cambio: x =siny, se tiene que la integral dada es:

2 .z 7
| = _[ sinyIn(siny)dy = —|cosy|n(siny)|07 + _[ S:jTy I —sinydy = -A+B+C. Estos tres
0 0 0
sumandos se obtienen de la siguiente forma: A = |cosy|n(siny)|07 = — lim cosyIn(siny),
y=0
B = |In(tan %)|0 = — lim In(tan y) C= |cosy|07 =-1. De donde se obtiene que:
y-0
y siny : 25”‘%
I —I|m cosylIn(siny) —I|m In(tan £ ) 1 =lim In v 1 =lim In y o~ 1=In2-1
y=0 tanf y=0 tan?

T

Jz- In(1+msm X) dx.

W 18- Calcular la integral definida | = Sin?y

!

Solucion: Derivando respecto a m bajo el signo integral: I, = LZ Haciendo el

o'—.v\:h

1+ msin®x

io- in?2 y? dy . ) .

cambio: fanx =y, sin°x = , dx = , sustituyendo estos valores se tiene que:
1+y? 1+y?
7 dy
o 1 .
In = 127 £ 1 = 1+m |VI+m arctan‘/1+my| —1+m . Por tanto, el
l1+m
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valor de l es: | = | —Z2—
J.2,/1+m
C=-rnl=nayl+m-z=n(yl+m -

%
= zyT+m +C. Param=0, I = [ 1l gc—0 z+c=0,
0

. - oa_ o
W 19- Calcular la integral definida | = I% dx.
0

00

Solucién: 1, = I, = I—e—axdx = %, I, = J.dTa = In(kia). Procediendo de forma
0
analoga: I j—dx =Inkob). 1=1,-1, = In(k—l%) = In(k%). Para a=Db, se tiene:
0
J. P dx=0= In(k ), luego: k = 1. Por tanto: | = In(& )
0

dx —, suponiendo conocida Inj.

W 20- Calcular la integral definida |, = -
g " (a2 cos2x + b2 sin2x)

o‘—.Nlbl

Aplicar al caso n = 2.

dl,

., . _ 2
Solucién: Las derivadas de I, respecto a a y b, son: Gt = 2ancosx

(a?cos?x + b?sin?x)

n+1

o'—.r\:|=|

I

2
dl, _ —2bnsin?x oo =1 dly -1 dly
b —£ (8 005 + D2 SN2 ™ dx. Por tanto, se deduce que: —-- da " 2bn db
2

_ dx _ . _ _ 1 dlns 1 dln

- { (a? cos2x + b2sin?x)"™" e con fo-que: 1y <2a(n—1) da ' 2b(n-1) db )
%

I = I aZCOSZXdIbZSinZX' Haciendo el cambio: tanx =y, se obtiene el valor de
0

I, = J.d—y = | 1 Luego, aplicando para n = 2 la solucién obtenida:
0

1 by|” _

a?+b2y? | ap rean ay|o 2ab
_ 1.dly , 1 diy _(L—ﬂ L—ﬂ)_

l2 = (Za da " 2b db) 2a 2a’b  2b 2ap2 ) a3b3

(a? + b?).

W 21- Calcular la integral definida I, = _[ (ax2+2bx+c)

Solucion:  Siendo la derivada de m respecto de ¢, igual a:
%(ax2+%bx+c> = a2 ;é )2, sus sucesivas derivadas vienen dadas por:
ax?+2bx+c
dn-t ( 1 ) _ _(DH™M(n-1) : N G S L e
4o U 1 2bx 1 c (@ 1 2bx ¢ c)“ . Por tanto, se obtiene que: I, (- DT dot .
dx
Para n=1, I, es: = =
_-[Oax2+2bx+c —J;»a . ~b+yb?-4ac \( ~ —b-/b?-4ac
2a 2a
2a(x+ 2 |~
1 2a 2a =27 ; i
= & | —£&—arctan ———=2—-| = ——%5_— Sustituyendo este valor en la ecuacién
a Jb?% —4ac Jb?% —4ac b? —4ac

que relaciona 1, con 1;, se obtiene que I, viene dada por la siguiente expresion:
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G dn1< _op >:(_1)n m(2n — 1)N2n+ign
" (-1 de"t \ Jp2 —4ac (n—1)!(b2—4ac)”*%

a 1
W 22- Calcular la integral definida | = J-In(1—+ax) dx. Aplicar la solucion para J = J‘In(l—+x) dx.

1+x2 1+x2
In(1+a2) |
Solucion: Derivando | respecto al pardmetro a, se tiene: I, = n( +621 ) + xdx o =
l+a 0(1+ax)(1+x)
a a

|n(1+az)_I adx L1 adx . _a dx
1+ a? O(1+a2)(1+ax) 1+a201+x2 1+a201+x2

Inl+a®) In(1+a?  In(1+a*  aarctana _ IN(1+a%) . aarctana

= - + + = + . Integrando
1+ac 1+aZ2  2(+ad) | l+a? 2(1+a2) 1+al g
” . : In(1+a ) aarctana
esta expresion respecto al citado arametro: ———*da aadldda =
P P P = 21+ + [ aaee)
_1 . 2y _ [ aarctana aarctana _1 2
=3 arctana - In(1 + a?) 11 a2 da+I 11 a2 da+k > arctana In(1+a®) + k. Para
a=01=0, Iuego el valor de k es: k = 0. Por tanto la solucion es: | = %arctana -In(1 + a?).
: In(1 + x)dx 1 rln2
Para calcular: J = J.— se hacea = 1, luego: J = =arctanl -In2 = :
1+ x? 2 8

1
Xa—l(l _ X) b-1

W 23- Calcular la integral definida | = J. dx, utilizando las expresiones eulerianas.
0

(X + h)a®
o - o.o_x__ Y dx _ _ __dy - :
Solucion: Haciendo el cambio: x+h ~ T+h’ G+h?2 - h+D)’ se tiene que:
a-1 b-1y — 1 _ 1 r@rb)
hb(l h)? Iy A=9"Y = e e B@P) = T T Ta+b) -

Nota: La expresion euleriana de segunda especie es: T'(p) = jxp—le—xdx, ra = Ie—xdx =1,

0

0
rp)=PE-)!'=CE-1I'(p-1), T(PTIA-p) = sir?pn' La expresion euleriana de primera

z

1 2
especie es: B(p,q) = J.xp—l(l - x)%dx = B(q,p) = L@ _ 2 J. sin?1xcos?xdx. Se tiene
0

I'(p+0a)
que: B, = 4 B, Ly = x 1 d) = g7
' ' 2'2 T2 '
W 24- Calcular las integrales de Fresnel: | = J.cosxz dx, J = _[sinxz dx
0 0
hy ) o 2 . i . ﬁ -1 .
Solucion: H=1+1J = Iex 'dx. Haciendo el cambio: x?%i = -y, dx = 5y 2 dy, se tiene:

0 -

I T T T - A _

H—T£GVy2dy— ) F(?)— ) JT. Como: e 4 —T+T|, H= ’§(1+|)
Sl — _ T

Luego: I =J = /—8.

s b2
W 25- Calcular la integral definida | = I(e_ X2 —g x ) dx.

0
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o0 _i 0 _ﬁ ) l
Solucion: | = Ie x2 dx — Ie x2dx =11 —1,. Haciendo el cambio: % =y, X=ay 2,
0 0
a, ~ - a [o2.. a 1 ar ar
dx=—§y 2dy, se tiene: Ilzij zeydyzgr(—?)z— 3= = -a/m,
0 21“(?) F(?)

I, = -b/x. Portanto: | = /z (b - a).

W 26- Calcular la integral definida | = Ixzne—xzdx.
0

1
Solucién: Haciendo el cambio: x2 =y, dx = %y’Tdy, se tiene que la integral dada es:
1 [yrdevdy = Lrna Ly o @n-bu
I—Z.([y zeydy—zF(n+2)— I JT.

b

W 27- Calcular la integral definida | :J. lX >— dx.
a X—a)3(b-x)3

Solucion: Haciendo el cambio: x—a = (b-a)y, se tiene que la integral planteada es:

0 -1 -z ; : 2 1 5 1
| = J.[a+ (b—a)yly 3 (1-y) 3dy. De donde se tiene que: | = aB(g, §) + (b—a)B(g,g)

0
MO |  TDTE) 2@+ 3
(1) Q) B 9 '

W 28- Calcular la integral definida | = | sin*xcos®x dx.

o'—.v\:h

rrg)
or(6)  512°

ienor - Llpeh T
Solucion: | = 2B(2,2)
A

W 29- Calcular la integral definida | = J.sin5xcos3x dx.
0

o1 _I®er@ _ 1
Solucion: | = > B@, 2) = —ZF(S) =55
. - © yXInx
W 30- Calcular la integral definida | :j VX > dX.
o 1+x
Solucion: Haciendo m = % se tiene: | :j )im+|r;)2( dx. Integrando respecto al parametro m:
0
_ _ xm _ _ 2nxi : _
J = [1dm = _! T > Residuos =
2ni [ poci " ; zm
= —£__| Residuo +Residuo =
1—e2mi| 1+ x2 i 1+x2}
2 [ 2@ e 2@+ | 2ad [i_m (=" } _
T 1 — e2nmi _IZIT 72 +1 +IZLT 7241 T 1 —ezmi| 2j + —2i -
r mxi 3mzxi
=—T__leg 2 —g 2 ] = — T ____ Por tanto, derivando este valor respecto a m, se tiene:
1—e?mi| ZCOS% P
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nr
__d T r 2
dm \ 2cos % 4 0052% 4 2 2 4 2 2n

W 31- Calcular la integral definida | = j% dx

Solucién: Integrando respecto a a, se tiene: I Ida = —_[ %a)z(dx = —C. Siendo: S = imax dx,
se tiene que: C +iS = J. liax;z dx = % J. le:Xi == % j eaZ' ~dz = mZResmuos En el
semiplano superior hay un polo: z =i, por lo que: > R = I|m (z-1) e_:Z'ZZ = eZ_T' Por tanto:
-1
_ e _ =z -a _ g _ =-ZLega |= -a
C+S—7r|2i e Luego: C = J.Ida -C = 2e | = 2 :

W 32- Desarrollar en serie de Fourier la funcion periddica f(x) = cosax, en el intervalo -z < x < 7.

T
Solucién: Como cosax es funcién par: b, = 0, 7ag = chosaxdx M a, = 28inna

1 n'a 1
0
_ _sin(a+n)r  sin(a—n)z . . _ _sinar  2a
ra, = chosaxcosnxdx = FR a—f - Para n impar: a, = T Zon?
0
., _ Sinar _ 2a 2asinar n-1 cosnx
Para n par: a, = SIT& — 28— Por tanto: cosax = <47 |:2 . +Z( 1) sl

W 33- Desarrollar en serie de Fourier la funcion y = x, en el intervalo 0 < x < 27.
2r
Solucién: rag = dex = 2n?, ap = 2r. Por ser y = x funcién impar, se tiene: a, = 0. Como:

0
2

- 2n
. 2
by = J.xsmnxdx = |-XCosnX |+ ‘—S'Rznx
0
0

= =5 b, = _TZ Por tanto, el desarrollo

0

pedidoes:y = 7 —

1

W 34- Desarrollar en serie de Fourier la funcion y = e*, enel intervalo 0 < x < 27.

2r 2r 2r
Solucion: rwag = jexdx =e_1 agg= eznn_ 1 , Tman = Iexcos nxdx, b, = Iexsin nxdx.
0 ) 0 0
. N [ ey | & F 1 ni o _ ; .
Luego: 7(an + ibn) '([e dx 10|, T2+ 1) (e 1). De donde se obtiene que:
_ 1 2 _ —N 2 14 _ aX
an = ——(€?*-1), by = —————(e?# - 1). Por tanto, el desarrollo de la funcibny = e
" T ) b= Ty ¢ ) y

o0 o0
PR 11 1 COS NX nsinnx
es el siguiente: y = £ = + LOSDA N TISHINA
g y T 2 nZ+1 - nz+1

W 35- Hallar el valor de ZW mediante el desarrollo en serie de Fourier, de la funcién

= [x].
T
., .. . . 2
Solucion: Los coeficientes del desarrollo pedido vienen dados por: zao = dex = ”7 ao = %
0
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_ _ | 2xsinnx |* _ | 2cosnx ‘” _ 2411 2 n_ _ 4
ra, Zl.xcosnxdx | xS | | 2008 e A AR A R TR
- 2k + 1)x . = 1 2
Lueqo: [x| = & _ 4 3 COS@K+Dx oo oo s 1 _
uego: [x| = 5 — 7 g ki1 arax 0, se tiene g oKD 8

W 36- Desarrollar en serie de Fouriery = —x — x, en el intervalo 0, 2r.
2r

2r
Solucién: Los coeficientes son: mag = j(—x —m)dx = |—X72 —nX| =-4r? ao = —4r,
0
2r 0 2r
nan = [(—x—m)cosnxdx = 0, a, =0, 7b, = [(-Xx—7m)sinnxdx = ZT’T b, = % Luego el
0 0
. R sinnx
desarrollo pedido es:y = -2z + 2; no

W 37- Desarrollar en serie de Fourier y = x?, en el intervalo -2, 0.

0 0
., 3 2
Solucion: rap = [ x2dx = 8 4= 82° a4, - | x2cosnxdx = Ar o - % b, =0,

_or 3 3 o n2’
por sery = x2 funcién par. El desarrollo pedido es: y = 4§2 +> 4022 nx.
n=1
W 38- Dada ¢(a,b) =j dx , hallar con error ¢ < 0,001, por el método de

b (X+Db)Jx?+a?-b?
Newton, la raiz de la ecuacion f(x) = x¢(x, 1) — % = 0.

—dz _
JZ2(@% - b?) + (1 - bz)?

Solucién: Haciendo el cambio: x+b = % dx = —%, p(a,b) =

1

2b —
= dz - l _L 2 _ 2bz 1 2b _ l a ]
| T a[ln(z RN RE R ”0 gin(1+§)  Luego

o(x,1) = % In(1+x), f(x) =In(1+x)- % =0. Para x=2, f(x) > 0. Para x =3, f(3) <O.

L gl»—"—;o

. : g1 "1 e 1 : " :
Luego: 2 < x < 3. Derivando: f' = Tox 2" f 07 Como el signo de " es negativo,
como también el de f(3), se aplica Newton a partir de x = 3. Por tanto, se tiene que:
- _;((3:’3)) = __%3123571 = —0,45482, x =3-0,45482 = 2,54518. Aplicando la regla de
' . .. f(2,54518)  —0,007001 N
Newton a este valor, se obtiene que: g = F(2.54518) ~  —0.217923 0,03213, siendo:

X = 2,54518 — 0,03213 = 2,51305. EIl error cometido al tomar x = 2,513, es menor que:

27§/
hz[:, ] = 0,0002 < 0,001.
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Seccion X - INTEGRALES EN CAMPOS DE DOS O MAS DIMENSIONES

X 1- Calcular la integral | = ” x?yy¥1—x3 —y® dx dy, extendida al area limitada por el contorno
x=20,y>0, x3+y3<1.

-2 -2
Solucién: Realizando el cambio: x3 = ¢, dx = %aTda, y3=p, dy= %ﬂTdﬁ, siendo el

contorno. a=0, pB>0, a+p<1  Por tanto, la integral doble queda:

2 1 14 =2 =2 1 =1 1 .
I:IIaSﬁB(l—a—ﬁ)3§a 3 f73 dadp = gﬂﬂ 3 (L-a—-pB)3dadf. Haciendo un
nuevo cambio: « = (1— B)0, da:(l—ﬁ)de, | - l”ﬁ%l(l—9)%(1—ﬁ)%(1—ﬂ)d9dﬁ=

- %J'J'ﬁ?l(l_g)%(l_ﬂ)%dedﬁ 1 J'ﬂ 3 (1-p)3 dﬂ_[(l 6) 3 do. Aplicando Dirichlet

2\ 1 4 1
L TEIN(E) TON(7) _ F( )F( ) o J3r

9 Q) r) % " s4sinZ 273 81 ¢

3

X 2- Calcular | = ”I x%y?z dx dy dz extendida a la porcion de cono x2 +y? = xz, comprendida entre
losplanosz =0, z = C.

Solucion: Para pasar a coordenadas cilindricas se hace el siguiente cambio: X = pcosw,
y = psinw, p? = pzcosw, p = zcosw, dxdy = pdpdw, quedando la integral triple como sigue:

T
C 2 2C0S®m

= .[.” p? cos?wp?sin*wzpdpdadz = 2J‘ZdZ I sin?w cos?mdw j p°dp =
0 0 0

c 7 c x )
= %jzdz I sinw cos?wz® cosbwdw = %Iﬂdz J‘ sin2m cosbwdm = %J‘ 7dz (

0 0 5 é) . )

) r)
= lC—sll-%(g,i). Por tanto: | = C84 2’ 27 _ 1Cz _ _1Cz
38222 3.2¢ T®)  3.27 12288

X 3- Determinar la funcion ¢(x) de manera que ¢(0) =1, y que la integral de superficie
| = J.J'(x2 + D)o(x)dydz + 2xye(x)dzdx — 3xdxdy, extendida a una porcion de superficie S limitada

S
por una curva C, dependa de C y no de S. Dar la expresion de | en forma de integral curvilinea,
tanteando las funciones correspondientes.

Solucion:  Aplicando  Gauss-Ostrogradski: | = §|:2x e(X) + (1 +x2)¢'(X) + 2Xp(X) ]dxdydz.
Igualando a cero el integrando, se tiene: (Z((:(()) = 1_+4§2 . Luego: Ing(x) = -2In(x? + 1) + C,
o(xX) = m Para ¢(0) =1, C=1. Por tanto, la integral del enunciado queda:
| = J. 2 T 22Xy1)2 dzdx — 3xdxdy. Aplicando Stokes, se tiene la siguiente expresion:
S
§ Pdx -+ Quy + Raz = [[(2 (— - ﬂ)dydz + (P Ry @ - ﬁ)dxdy lgualando  los
5_R_&_ 1 6_P_6_R_L 9Q 5P _ _
coeficientes se tiene que: oy T o7 TS o7 oKk T @iDE ox oy 3X.
iendo: P = iene: 0P _OR _g_ SR _ _ 2Xy "R= _JY
Haciendo: P = f(x), se tiene: 57 Sx = X T LD Luego: R = N + x(y,2).
i . 0Q 6P _0Q ,__ . __3. )
De la 5m|sma manera: X 5y~ ox = -3x. Luego: Q = 5 X +w(y,z). Como:
% - 5—(22 = X2]-.l-1 = xzi 1 + xy(y,2) —wi(y,z), se tiene que: yy(y,z) = w;(y,z). Por tanto:
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| = <ff(x)dx+ [—%xz +y(y, z)}dy+ [ {r + x(y, z)}dz sabiendo que: yxy(y,z) = w;(y,z). En

particular, para x(y,z) = y(y,z) = 0, se tiene que: | = §f(><)dx 2 Xedy + — 2 7 az

X 4- Se considera la integral I=”(l+x2)(p(x)dydz+2xy(p(x)dzdx—3zdxdy, extendida a una

S
porcion de superficie limitada por una curva cerrada C. Determinar ¢(x), nula para x = 0, de
forma que | no dependa mas que del contorno C. Demostrar que en este caso | es igual a

2(y2 2

= § Zz(xz(x I)f’) dx — %zdy, a lo largo de C. Calcular el valor de I, cuando C es la
circunferencia x = cost, y = sint, z = 1.
Solucién: Aplicando Gauss-Ostrogradski: | = §|:2x o(X) + (L +x2)'(X) + 2Xp(X) — 3]dxdydz.
Igualando a cero el integrando, se tiene Ia3 ecuacion  diferencial  lineal:
(1 +x2)'(X) + 4xp(x) —3 = 0, cuya solucién es: o(x) = % Para ¢(0) =0, A =0.

S x3 + 3X . x3 + 3X 2xy(x* + 3x)

Por tanto se tiene: p(x) = Wrx) Luego: | = ” mdydz + Wdzdx — 3zdxdy.

S
2x2(x2 + 3)

(X2 +1)?
ici i iones: OR _0Q _ x(?+3) 5P SR _ 2(X*+3)y

coeficientes, se tienen las ecuaciones: 3y 5 - i1 o X~ D)

5Q 5P _ B0+ 12+ 2x3(x2 +3) — 2x3(x? + 3,

X(X? + 3)

Aplicando Stokes a J, se tiene que: P = yz, Q = —ﬁz, R = 0. Igualando

=-3z. Por tanto se tiene que:

(x2 +1)?
x(x + 3) 2xy(x3 + 3x) 3 B . o o
J= _“. —————dydz + T dzdx — 3zdxdy = I. Haciendo el cambio: x = cost, y = sint,
z=1, S|endo por tanto, dz =0, se tiene: |= ” —3zdxdy = -3 ” dxdy = -3 ” pdpdew =
2 1
-3 [do[pdp = -3-27- 1 = 3.
0 0
X 5- Calcular la integral I = ”(x—y)dxdy, siendo T la porciéon del plano del primer cuadrante
T
2
comprendido entre la ellpse Lo+ E;Z = 1y lacircunferencia x?> + y?> = R?, siendoR < b < a.
Solucion: Siendo OAB la porcion del plano del primer cuadrante limitada por la elipse, se tiene:
% a%—x2 a ) yzgm
loas = ”(x y)dxdy = jdx j (x—y)dyzjdx‘xy—y— =

OAB 0 y=0

%x./ —x2dx - J. e (@2 —x?)dx =

L ab((a b) . Siendo OMN la porcion del plano

- [T e ]

ﬁ(a2 -x?)2 2 ‘ a2 (a X — x3

del primer cuadrante limitada por la C|rcunferenC|a definida en el enunciado, se tiene:

|
)

RoR g2 iR
xy - dx =
OMN y=0
= J.x R? — x? dx—jl(Rz—xz)dx = 0. Por tanto: | = “ - “ _ ab(@-b)
v 5 : : 3 :
0 0 OAB OMN

X 6- Por un punto M exterior a un circulo C de centro O y radio R, se trazan las dos tangentes al
circulo que se cortan formando un angulo 6. Calcular la integral | = ”(9 —sing) dx dy, extendida

a la region exterior a C.
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Solucion: Siendo: p = OM, se tienen las siguientes relaciones: sin = R 9= 2arcsin R

2 =P P
ing~2R [1_R> _ 2R 5 _Re iendo: _ ' :
sinf 2p 1 7 ? p?—R?. Por tanto, siendo: dxdy = pdpdw, se tiene que:

p

7 7w
| =4 { !(Zarcsin%—i—g‘/m)pdpdw: 8 { dw{(arcsin%—%ﬁ)Mpz

7 . 7
_ P_2 iR R [72_p7 _ 2_npe 2 R _ R2x _ 2p2
_8£ 2arcsmp+2‘/p R -R/p R+Rarcsechda> 8! 7-do = 7?R%.
X 7- Calcular la integral | = ”y dx dy, extendida al cuadrilatero determinado por las curvas cuyas
ecuaciones son: x2y = 2, x2y = 8, x%y? = 32, x%y? = 64.
Solucion:
Y \%
(2,64) (8,64)
(1/16,5
(2,32) 8,32)
X U

2u u?
Vo T2
transformacion: J = 32 2\(/ = u_12 Por tanto la integral pedida, en funcion de uy v,
u ud
5 64 8 64 8 64 8
- fve 1 _ [\2 Sy = [y2| L4 Ly L 4] =
es.l—” 3 uzdudv sz vaZ.u du 3Izv| 7Y |2dv |3v |32 | 7Y |2 1.190.

Nota: Las graficas representan las correspondientes curvas sin mantener ninguna escala.

X 8- Calcular la siguiente integral curvilinea, transformandola previamente en integral doble,
I:§(excosy+xy2)dx—(exsiny+x2y)dy, tomada en el sentido positivo a lo largo de la
lemniscata p? = cos20, comprendida en el angulo positivo de los ejes.

Solucion: La integral dada se descompone en suma de dos integrales -curvilineas:
| = Sgexcosydx—exsinydy+ifxy2dx—x2ydy = I, + 1,. El integrando de la integral curvilinea I,

corresponde a la diferencial total de u=-e*cosy. Por lo tanto se tiene que:
I; = u(l) —u(0) = u(1,0) —u(0.0) = e— 1. Pasando a polares la integral curvilinea I,, se tiene:
0

I, = ;[ [—p3sin29c059(psin9 + w> - p3Sin9C0529<pC089 - w> }d@ =
vy

Z

0 : n .
—_ [ _A4ci _ 290 ci _ 1 290 ci _ 1 ~nesopgia 1
= J; p?singcos0do {cos 20sindcos0do > !cos 20sin20d0 12| €0s°20)|, 15"
3
. —e_ 14l _o_ 11
Portanto: I = I, + 1>, =e—-1+ 19 =817

X 9- Calcular la integral | = ”U dx dy dz du, extendida al dominio limitado por las dos superficies
X2 +y2+722+u2 = a2, x2+y2+72 +u? = b?, siendoa > b.

Solucién: Calculando primero la integral relacionada con: (%)2+(%)2+(%)2+(%)2 =1,
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1 -1
haciendo el cambio: % = a2, etc., se tiene: a+f+y+d =1, dx = %aTda,... Luego:

I, = ”” dxdydzdu, extendida al dominio limitado por la superficie: x? +y? +z? + u? = a?, es

igual a: 24 ”” ?—ga‘%ﬁ‘%y‘%é‘%dadﬁdydé, extendida al dominio limitado por la superficie:

a+pB+y+5=1Luego: |5 = 2;84 1"4(1%) = a42”2 . Procediendo  anélogamente
re. 5+ 1)

con I, = J.J.J.J. dxdydzdu, extendida al dominio limitado por la superficie: x? +y? +z2 + u? = b?,

se tiene: I, = 2% ”” a 7 B z v~ z o 7 dadpdyds, extendida al dominio limitado por la

24b4 F4(?) b4 2 .
i i = 2” . Por tanto la integral
F(4 . ? + 1)

superficie: a + B+y+0 = 1. Luego: I, =

2(n4 _ h4
pedidaes: I =1, -1, = ”(afb).
2 y? Z2
X 10- Calcular la integral | = ”I(ax + by + cz)%dxdydz, extendida al eI|p50|de Lt Y + £ =1,

Solucion: Haciendo el cambio: % =a, % =B, % =y, la integral triple dada queda:

I:8abcjjj(a2a+b2ﬂ+czy)2dadﬁdy, extendida al primer octante de la esfera:

d

a? + B2 +y2 = 1. Como la distancia del punto (e, 8,7) al plano a2a + b2 + ¢y = 0, viene dada
2 2 2

[@7a+ DB+ esulta que: (a%a +b%B+c?y)? = d?(@* +b* +c*).

Jat +b*+c?

Luego: | = 8abc(a* + b* +c*) Ijjdzdadﬂdy. Tratandose de una esfera con centro el origen, y

por la formula: d =

T
fijando a estos efectos que, por ejemplo, d2 = y2, el correspondiente valor de I viene dado por:
yridyr 2
MHTHTE)
A
(%)

| = 8abc(a* + b* +c*) ”I y2dadpdy = 8abc(a* + b* + 04)%
T

_ 4 4 44 ot
=5 =% abc(a* + b* +c*).

X 11- Calcular la integral | = §(y —2) dx+(z—-x) dy+ (x—y) dz, a lo largo de los lados de un
triangulo ABC cuyos vértices estan cada uno de ellos, sobre uno de los ejes coordenados.

Solucidn: Sean los vértices: A(a,0,0),B(0,b,0),C(0,0,c). Descomponiendo | en tres integrales
curvilineas (I = I, + I, +13), se tlene
I, = §(y—z) dx = jb(l— Xy dx — jc(l— Xydx = (b+0) 2,

0

0
12 =j§(z—x)dy=—Ia(1—%)dy+jc(1—%)dy: @+c)l,
b 0

c 0

_ _ - _Z _ _Z - C

B _§(x y) dz '([a(l Z) dz jb(l Lydz= (b+a).
Cc
Luego: 1 =1, +1,+ 13 = ab+ac+ bc.
X 12- Calcular la integral curvilinea | = ffyz dx — x? dy, extendida a lo largo de x> +y? =1 en el

primer cuadrante.
Solucion: Haciendo el cambio: x = cost, y = sint, se tiene:
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5 5
| = J.(—sinztsintdt) — (cos?tcost) dt = — j (sin®t + cost) dt = _2-2n 4
3! 3
0 0
X 13- Calcular la integral curvilinea szy2 dx —x? dy, extendida a lo largo de la cuerda

determinada en el primer cuadrante, por la circunferencia x> + y?> = 1y los ejes coordenados.

Solucion: En el sentido del reloj, la cuerda va desde el punto (0,1) al punto (1,0). Haciendo el

cambio: x =1-t, y =1, lacuerda vadesdet=1at = 0. Por tanto, el valor de la integral dada
0

0
. 2 0 2
es: | = [[-2dt] - [(1 - t)’dt] - I(2t2—2t+1)dt:—§t3—t2+tlzg.
1

1

X 14- Dada la esfera x? + y? +2z2 = 1, y un punto P sobre el eje OZ a una distancia h < 1 del centro
O, se designa por r la distancia de un punto cualquiera de la esfera a P. Calcular la integral

| = J.J' drf’ extendida a toda la superficie esférica, siendo do el elemento de area de la esfera.

Solucién:

(e] (e]

Sea M un punto de la superficie esférica de radio R = 1, y sea 6 el angulo POM. La distancia
PM = r, viene dada por: r? = h? + R2 + 2hcos® = h? + 1 + 2hcos6. El elemento do = ABCD, de
area de la esfera, tiene por base AB = Rsinfdg y por altura AC = Rd#, siendo dé el angulo AOC, y
do el angulo CQD (Q es la proyeccion de M sobre OZ). Es decir: do = R?sin0dddg = sinddfde.
La superficie de un elemento de rodaja de la zona esférica corresponde a ¢ = 27, es decir:
sinfdo2r. Por tanto, el valor pedido es:

~J (h2+1+2hcosh)? | 2h(h?+1+2hcosh) |, (1-h?)?"

X 15- Dada la esfera x2 + y? + z2 = 1, y un punto P sobre el eje OZ a una distancia h < 1 del centro
O, se designa por r la distancia de un punto cualquiera de la esfera a P. Calcular la integral

I = J.J. Orl—j‘, extendida a la porcion de superficie esférica interior al cilindro x? + y?> —x = 0, siendo
do el elemento de area de la esfera.

Solucion: Sea M un punto de la superficie esférica y 6 el angulo POM. La distancia PM =,
viene dada por: r> = h? + 1 + 2hcos6. El cilindro es perpendicular al plano z = 0, siendo su
seccién por este plano una circunferencia que pasa por el origen y es tangente interior a la
circunferencia seccion de la esfera por dicho plano. Por tanto, la integral doble pedida es:

2 ® ) 2 ™ )
| — '([dgoj. = 2sin0do +_|.dtp J‘ o 2sin0do = =

+1+2hcosf)® ¢ + 1+ 2hcos6)
2t
0 B
2 _
{ h(h? I h(h? d"’

7[

1 1 2 ~ 1 _
[h2+1+2h0050 (h+1)2}d¢+ J[(h 1)2 h2+1—2hsin9}d(p

_ T2
—1_h2(1_h2 harctanh).

2
h

NO‘-.N'PI
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+00 +00

X 16- Se dan las siguientes dos integrales definidas: A = I e~ cosx2dx, B = I e~*sinx2dx, (a es

una constante positiva no nula), demostrar que: A2-B2=1= ” e-30%2) cos(x2 + y2)dxdy,
2AB =J = J.J.e—a(X“Yz)sin(xZ+y2)dxdy (ambas integrales dobles extendidas a todo el plano).
Calcular dichas integrales dobles y hallar el valor de Ay B.

+00 . +o0 . r i
Solucién: A+ Bi = Ie—axze'xzdx= Zje(—a“)xzdx: (2)_ = ﬁ_ . Luego se tiene que:
. 5 Ja—i Ja—i
(A+Bi)2 =A?-B2+2ABi = -2 = ”(a+i). Por tanto: A2—-B2 = —Z& _ 2AB = % __,
a—Ii a?+1 a?+1 at+l
Para calcular | y J se hace el cambio: x?>+y2=p? =1t con lo que se tiene que:
w0 21 o 21
_ —a(x2+y?) 2 4 y2 _ —ap? 2 _ —at 1 _ _ma _
I J.J.e ax* Y% cos(x? + y?)dxdy l..([e 3" cos(p?)pdpde “}.e acost 5 dtde 241
= A?-B2  Procediendo de la misma manera con la integral J, se tiene:
0 21 o 21
_ —a(%y?) cin(y2 4 2 _ —ap? qin( 2 _ —atajnt.L __ T _
J J‘J‘e X9 sin(x? + y?)dxdy .Me P sin(p?) pdpde .Me smt2 dtde 21
= 2AB. Resolviendo el sistema: A2 — B2 = azn—fl’ 2AB = azﬁ T se tienen los valores pedidos:
n(./a2+l +a> n(./a2+l —a)
A= , B = .
2(@?+1) 2(@?+1)

X 17- Pasar a coordenadas cilindricas, y resolver la integral | = ”j(xz +y?) dx dy dz, que representa

el momento de inercia de un toro circular respecto al eje OZ. Se supone que el plano XOY pasa por
el centro del circulo generador, siendo a la distancia del origen a su centro y R el radio.

Solucion:

D
\ X
~
Y
La ecuacion del circulo generador es: (x —a)? +z2 = R2. Las ecuaciones del paso a cilindricas
cosd —psind

son: x = pcosh, y=psing, z=1z Luego: J= ] = p. Por tanto:
sin@ pcoso
R % a+yR2-z2
_ 3 _ 34, _ m2aR? 4.2 2
| =8[[[p*dpdodz =8 [dz [do [ p%dp = 9B~ (4a% + 3R?).
0 0 a—yR2-z2
X 18- Calcular la integral | = J.J'x dx dy, extendida a la parte del circulo x? +y? < R?, situada a la

derecha del eje OY.
1 1 1
Solucién: Haciendo el cambio: (%)2 =a, X=Raz2, dx = %(f?da, (%)2 =B, y=RB2,
s TOTE) s

r 3

1 1
dy = %ﬁ*?dﬁ, a+p <1, setiene: | = J.J. RTsﬁTdadﬂ = RT

X 19- Calcular la integral | = J‘J'J'(x2 +y? +z%) dx dy dz, extendida al primer octante y limitada por el

plano%+%+%=l.
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Solucion: Haciendo el cambio: % =aqa, % =B, % =y, se tiene que la integral pedida es:

| = abc m(azaz +b2p? + c?y?)dadBdy, con: a+pB+y =1 El valor de esta integral es:

| = abc[a2 11:83 + b2 11:83 +c? E:; } = agc (@% + b2 +c?).

X 20- Calcular la integral | = I X\Z’Xf\llz sin(aT” — bx) dx, sabiendo que,x <a<2,v>0,b>0.
0

Solucion: Siendo: sin(a—” —bx) = sin 2% coshx — cos 2% sinbx, se tiene que la integral dada es:

2 2
_ ar X ar X3 _ ar : .
| = vsin &% 5 -[x2+ cos bxdx — vcos <& I smbxdx vsin 2= 5 C —vcos &~ 2 475 siendo:
J. > cosbxdx, S —J. X >-sinbxdx. Por tanto se tiene: C +iS :J. ebx'dx =

—l . . . . .
-1 J. o ebz'dz. En esta integral, z = 0 es un punto singular esencial, y z = +vi son polos,

—00

estando z=vi en el semiplano superior. Luego el residuo de la integral vale:

. a zi a-1 . . .
R =lim ; +e (z-vi) = 5 L yazja2ev por tanto: j 222+—V2eb“dz = 27z|%va*2|a*2e*bv -
Z-Vi

— qvatitle™ = pya2e7 @Vigbv  |yego: C+iS = %v“efbv[cos(a— 1Z +isin@-1)% }
De donde se obtiene: C = %va—ze—bvcos(a— 1)%, S = %va—ze—bvsin(a— 1)%. El valor de la

integral dada es: | = vsinaT” . %v""—ze—bv cos(a — 1)% —vcosaT” . %va—ze—bvsin(a— 1)% =
— T yalp-bv _1ZE gjn &% _ gj _1L an [ _ Zyalp-bvgin( @ _ Aw | Ty _
—2v e [cos(a 1)23|n2 sin(a 1)20052] 2v e sm(2 > +2)

— %Va—le—bv.

X 21- Se considera un rectangulo de lados a y b, referido a un punto cualquiera del plano y a dos ejes
rectangulares que pasan por ese punto, y la recta xcosa + ysina — p = 0. Se llama | a la longitud

de esta recta comprendida entre los lados del rectangulo. Hallar el valor de la integral | = ”I da
dp, cuando la recta toma todas las posiciones posibles que cortan a los lados del rectangulo.

Solucion: La ecuaci()n de la recta indica que la distancia del origen a la recta es |p| siendo su

pendiente: _5|T = cot(—a) = tan(%+a). Trasladando los ejes y girandolos hasta que

coincidan con los lados del rectangulo, los vértices de éste son: O(0,0), A(a,0), B(0,b), C(a,b).

El valor de | corresponde a Ia distancia entre los puntos de corte de la recta dada con los ejes, es
P N2 _ P

)y (COSOt’ 0). Luego: I = «/( sma + (tosa)” = sinacosa

dadp, siendo el recinto R, el formado por las cuatro rectas:

decir entre los puntos (0, sm

Por tanto: I = Hm

y—O,X—a y—by Oesdecir'—%<a<%,O<p<./a2+bzcos(co a——) siendo:
o = arctan £ a (el angulo que forma la diagonal del rectangulo con la perpendicular desde el origen
a la recta dada, es: w—a- —) Luego el valor de la integral doble dada es:

% mcos(a)—a—?) %
= d—a = d—(l 2 2 2 Ty _
= ~([ SinOtCOSOt .('; pdp_ .([ S|naCOSa 2(a +b )COS (0) a— 2)
T 2o oy I
:a2+b2J‘COS(_w a 2)da:
2 sinacosa
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Z Z

2 2 %
_ a?+b? er b% | sin2e J. cota da + cos?w J. tana da + sin2w j da | =
0 0 0
= 224D Gingpcosw = 22102 b &__ - Zab.
2 2 Jaz+b? Ja?+ b2 2
o4f(x, y)

X 22- Calcular la integral | = ” Xy dxdy, enelrecinto0 <x<a, 0<y<h.

OX258y?
b a b a
Solucién: La integral doble dada es: | = Iydyj.xfg'z(x, y)dx = I[ ’1’,’2(x,y)x—J. Q’fz(x,y)dx} ydy =
0
0 0

0

O e T

b b b
[fi2(a,y)a - f52(a,y) + 150, )Iydy = [ fia(a yyaydy - [ f5.(a,y)ydy + [ f5.(0,y)ydy =
=A —bB + C, El calculo de estas tres int%grgles esel siguient%: ’
A = [ Ha@,y)aydy = [afi;(a,y)yls - a [ fi1(a,y)dy = abf{;(a,b) - [afio(@ )]y =
= ablel(a, b) —afy(a,b) + afy4(a, Ob), i

B = [f52(a,y)ydy = foa(@y)yly — [ foa(@y)dy = bfos(ab) — f(a,b) +f(a,0),
5 b
C = [ f52(0,9)ydy = [fo. 0.y - [ fo.(0,y)dy = bfp1(0,b) = £(0,b) +(0,0).

I = a%f’l/,l(a, b) — afi,(a,b) + afy, (a(: 0) — bfy1(a,b) +f(a,b) — f(a,0) + bfy;(0,b) — f(0,b) + f(0,0) =
= abfyy(a,b) — a[f,(a,b) — fi(a,0)] — b[f,(a,b) — f,(0,b)] + f(a,b) — f(a,0) — f(0,b) + f(0, 0).
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Seccion Y - APLICACIONES GEOMETRICAS DE LAS INTEGRALES

Y 1- Hallar la longitud de una arcada de epicicloide.
Solucién:

2

Un punto determinado P de una circunferencia de radio r y centro O', que gira sin deslizamiento
sobre otra fija de radio R y centro O, describe una epicicloide. Tomando como eje de las abscisas
la recta que une O con P cuando éste se encuentra sobre O, en el punto de tangencia T de las dos
circunferencias, y como eje de ordenadas la perpendicular en O al eje OT, se tiene que cuando O
ha girado sobre si misma un angulo ¢ = P'O"T’, el arco 6 formado por TOT' (nuevo punto de
tangencia), es q)%. La arcada de epicicloide se completa cuando ¢ = 2z. Las coordenadas del
punto P, en funcion  del angulo 0, son: X = (R+r)cosfd—rcos R ;f Lo
y = (R+r)sing —rsin @9. La longitud de la arcada viene dada por: | = I JX¢ +y#é do.

Como: X, = (R+ r)(—sin@ +sin @9) yo = (R+ r)(cose - cos #9) se tiene que:
p=2n o=2n

| = j Jz(R+r)2(1—cos$9)d9:,/§(R+r) j [(1-cos R6)do =
=0 =0

=21

2n
= ﬁ(R+r)% J.O [(1—cosg)dp = |—4(R+r)cos%|O = 8%(R+r).
o

Y 2- Hallar la longitud de la curva 8y? = x2(1 — x?), asi como el area de la superficie de revolucién
engendrada por la curva al girar alrededor del eje OX.

Solucién:

La curva es simétrica respecto a los dos ejes coordenados, cortando al eje OX en (0,0) y (£1,0).
L 2(1 _ v2 _ 9y2)2

Por tanto, su longitud es: L = 4! J1+Yy?dx. Siendo: y = ‘/% Y2 = % luego:
0

1
S VAY
‘/1 + A-2x)° dx = 2 j L_fdx. Haciendo el cambio: x = sint, se tiene:
0

8(1-x?) J1—x

0
L=4y2 I(Zsinzt— 3)dt = 742 El 4rea de la  superficie de  revolucion

L=4

O )

2
1

1
es: A = 4z [y [Ty7d = Z [ - 3dx = £
0 0
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Y 3- Hallar la longitud a partir del origen de coordenadas, de la curva determinada por la interseccion
de las dos superficies cuyas ecuaciones son: (y — x)? = 4x, 9(z — x)? = 4x5.

1 1 1
Solucion: Siendo: y =x+£2x2, z=Xx% %x 2, setiene:y, =1+x 2, zy =1+x2. Por tanto:

1\2 1 1
dL = ‘/1+<1ix?> +<1ix?> = \/3in’7 +x—1J_er7 +X. Tomando los dos signos
X

3
2

1 1 1
+, se tiene: L = I(l +X 2 +X2)dX =X+2X2 + %x . Tomando los dos signos —, se tiene:

0

1 1 1 3
L = I(l —X 2 —x2)dx=x-2x2 — % 2. Tomando los pares de signos +,— 0 —,+, se obtienen

0
integrales elipticas.

2
Y 4- Calcular la longitud total de la astroide (hipocicloide) x o +y T - =as.

Solumon La curva es S|metr|ca respecto a los dos ejes, luego su longitud total es:

L_4j,/1+y’2dx_4ja3 dx_4‘3a3x3

= ba.
0

Y 5- Hallar la longitud del lazo de la curva 9ay? = x(x — 3a)?, asi como su area.
Solucién:

(3a,0)

33

La curva es simétrica respecto al eje OX, luego la longitud pedida es:

3 3a
L—Zj,/1+y’2dx—zj —Xta_dx =2 Xi +az2x2| =4J3a. El area viene dada por:
0 2a2x2 3a?2 0
5 3 |3a
—ijdx ZJ(X 3a)x2dX: 21 257 —2ax2 :ﬁa2
i , 5
0 3a2 3a>

Y 6- Calcular el area de la superficie limitada por el eje OX y la curva cuyas ecuaciones paramétricas
son: X = asint(15 — 5sint + 3sin*t), y = 10acos?t.

(0,10a) para t=0. La curva es simétrica respecto al eje OY, ocupando los dos primeros

cuadrantes para a>0 y los otros dos para a <0. El area pedida viene dada por:
t= t=

=2 I ydx = 2 I 10acos?t - 15acost(1 — sin?t + sin*t)dt =

=0 =0

=7

= 300a? _[ (cos’t — cos®t + cos?t)dt = 300a? % - % + %) = —12740 a?
t=0

Solucidn: La curva corta al eje OX en los puntos (+13a, 0) parat = +%, y al eje OY en el punto
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Y 7- Calcular el area de la curva x®" +y?" = a?(xy)"!, siendo n entero y positivo.

= S

n impar n par

Si n es impar, hay curva en los cuatro cuadrantes si es par, en dos cuadrantes (1° y 3°). Cortando

por la recta y = tx, se tiene: x2 = 2L __ " Como: dA = L (ydx + xdy) = 1 x2dt, se tiene que el

1+t
area de un bucle, contenido en un cuadrante, viene dada por la integral: A = % fi‘;ln dt =
0
= % aTzarctantn ;" 6‘4: Para n impar (cuatro bucles), el area de la curva es: . Para n par
(dos bucles), el area de la curva es: az—lf.
Y 8- Calcular el area del bucle de la curva x® +y® — 3axy = 0 (folium de Descartes).
Solucién:
3asinfcosd i
Pasando a  polares, se tiene: = 3asinfcosd - yeqo: A =2 [ Lp2dg =
P P = sin%0 + cos?0 0 { 2P
% 2 2
= j 9a 3sm 005’049 Haciendo el cambio: tand = t, do = —dt >, se tiene que el area pedida
: (sin®0 + cos%0)? 1+t
1
essA=9a2 [ dt-9a2|—L | - 35
I (t+1)2 3w+ |, 2

Y 9- Calcular el area de la superficie delimitada por la curva x® + y® — 3axy = 0 (folium de Descartes)

y su asintota.

Solucion:

N

Pasando a polares, se tiene; p = —3a8infcos6

2 . La asintota es: x+y+a =0, y en polares:
sin®0 + cos30 y y P
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T

%
p= m. La mitad del 4rea pedida es: % J. p2do — % J. p2 do, siendo pa y pc, los
5z 5z
4 4

radios polares de la curva y de la asintota respectivamente. Haciendo el cambio:
tand =t, do = 1+tt2’ se tiene que el é&rea entre la curva y su asintota es:

T
2 2 @«

A=2 1 24 _ 1 24 _ 9a? |: t? _ :| _
1 5jpce L 5jpae e o L Jot-
4 4

:9;az|

5 —%(t3 +Dt+(t+1)? |:O = %az Esta area es igual al area del bucle (ver problema Y 8).

Y 10- Dada la curva y = 2sin3x, dividir el area de la arcada comprendida entre x = 0y x = Z, en

3 )
tres trozos de areas iguales por medio de dos ordenadas cuyas abscisas se piden con error < 0,001.
Solucion:
2T 1y
1 -
0 -
00 05 10

X

El &rea desde el origen hasta la abscisa x, viene dada por: A(X) = IZsin 3xdx = %(1 — €0S 3X).
0
Siendo x; y X, las abscisas buscadas, se tiene: %(1—cos3xl) -1

3" %(1 —0053%) = %
Luego: x; = %arccos% = 0,410 radianes, x, = % - 0,410 = 0,637 radianes.

2 2
Y 11- Hallar el area de la superficie % a + yF = 2z, limitada por la superfIC|e S+ # = C.

Solucion: Pasando a coordenadas cilindricas, se tiene: x = a,/C pcos6, y = b,/_psm 0, siendo el

a,/c cosf —ap,c sind
e pC = abcp. Luego: A = 4” /1 + cp? abcpdpdd. Los

b,/c sinf bp,/c cosh
limites de 6 son: 0 y “=. El limite inferior de p es 0, y el superior viene dado por:
p?ccos?d + p?csin?d = p?c = ¢, luego: p = 1. Por tanto, el area de la superficie definida en el

2 1
enunciado, es: A = 4abc I dQJ J1+cp? pdp = Zab” [(1 +c)2 > 1}
0 0

jacobiano: J =

2
Y 12- Hallar el area del elipsoide de revolucion engendrado por x Y

bz = 1 al girar sobre OX, en
cada uno de los 5|gU|entes casos:a>hbh,a=b=R,a<h.

Solucién: A = IZnydI IZny 1+y2dx = Z”b j Ja*—(@2-b?)x%dx. En el caso a> b,
-a

integrando por partes, se tiene: A = 2zb?+ Zﬂ—ab arcsin Jai-b® 0 bien, siendo:

’ | Nroers a ’ |

2 . . ,
c2=a?-b? A=2rb?2+ Zna—cb arcsin %. En el caso a=b =R, se tiene que el area es:
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p 2rah vb? —a?

— — 2 H . — 2 i
A=2r I Rdx = 47zR4. Enel caso a < b, setiene: A = 2zb? + g arg sinh a

R
Y 13- Hallar el 4rea de la superficie z2 + (xcos@ + ysinf)? — R? = 0, situada en la regién positiva de
los ejes coordenados.

Solucién: Pasando a cilindricas, se tiene: J1+z?+27'y? = R , siendo:
JR? = p?cos?(w - 6)

_ JR?-22 - _ - - R ) )
p= cos(@—0)" Los limites de p son: paraz =0, p = o500 y paraz =R, p=0. Por
T [ A S T R
2 cos(w—0) - . by 1w
tanto: A = J’da) J' Rpdp _R .[ do| B2 P czos (w-0)]2 _
0 s JR¥—p?cosi(w - 0) . cos?(w — 0)
7
= R? I —cosz((jg—g) = Rz[tan(% -0) +tan9} = %. También se obtiene por medio de la
0

R
L [_Rx gy 2R
sinfcos6 : m sin20

integral: A =

Y 14- Hallar el area de la porcion del paraboloide x2+y? =2z, interior al cilindro
Solucion: Pasando a cilindricas, se tiene: [1+z2+2'y2 = J1+x2+y% = [1+p2. Luego:
J€0s20 ()

A:4”,/1+p2pdpd0=4jz. J. 1/1+p2pdpd9:%
o 0

- %|2ﬁ(sin9—%sin39> —9|0% = %_%

(*) Obtencion del limite superior de p: (p?cos?d + p?sin?0)? = p?cos?d — p?sin?d. Luego:
p? = cos20.

[(200320)% — 1}d0 =

o!—.r\:|=|

Y 15- Calcular el area de la superficie comun a las cardioides r = 2R(1 + cos@), r = 2R(1 — c0s9).

Solucion:

La superficie comun es 4 veces la superficie del 1° cuadrante (o del 4°) de la 22 cardioide, o de la
superficie del 2° cuadrante (0 del 3° de la 1*® cardioide. Por tanto:

2
A=4 4R2(1 - c0s6)?df = 8R2 j(“CTOSZ@ —2¢0s6 +1)d =
0

o'—.w|
o!—.N|:a

12gp =
2rd9 2

- 8R2|%9+ %sinze—zsin9|3 = 2(37 - 8)R2
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Y 16- Dada la curva x = 4tan , ¥ = sint, hallar el area comprendida en el primer cuadrante entre
la curva, el eje OX y la recta x = A, y su limite cuando x — oo.
Solucion:

2 16 + A2
5>-dx = 4[In(16 + X )|0 = 4In =2 6

Eliminando t se tiene: y = 168 . Luego: A = j

Su limite cuando x — oo, €s o,

16

Y 17- Dada la curva x = 4tan , 'y = sint, hallar el volumen limitado por la superficie de revolucion
que engendra al girar alrededor del eje OX.
Solucion: Al ser simétrica respecto al origen: V = ZnIyzdx = ZnJ.4sin2%dt = 8r?. Ver
0
problema Y 16.

Y 18- Se considera la superficie a%?y? = (a? —x?)(a? —z2). Calcular el volumen limitado por la
porcion de dicha superficie comprendida entre los planosz = ay z = —a.

Solucion: Al cortar la superficie por el plano z =h, siendo h < a, se obtiene la elipse:

2 2 .. .
%4— . - 2 =1, cuya superf|C|e es: maja?-h2. Por tanto el volumen pedido es:

—ZJ.na./a2 hzdh—ZnaZI/ dh Haciendo el cambio: %:sint, se tiene:

cos2tdt = 27a®| L + as.

V = 27a? 4 Mﬁ:n_z

2

o‘—.mlbl

Y 19- Se considera un cono de semiangulo en el vértice @ = 30° y una esfera cuyo centro se
encuentra en la superficie conica y que pasa por su vértice. Hallar el area de la porcion de cono
interior a la esfera.

Solucién: Sea el cono: z2 = 3(x? +y?). Y sea la ecuacién de la esfera, que pasa por (0,0,0) y

J3

cuyo centro es (%,O, TR) :x2+y2+72 —Rx - J/3Rz = 0, es decir, en coordenadas esféricas:

p = Rsinfcos¢ + /3 Rcosh. Siendo: z, = ?’ZX 7y = ?’zy, y siendo el elemento infinitesimal del

area del cono: dA = [1+ 27 +z’y2 = 2, se tiene que: A = _U 2dxdy = 2” pdpdo, siendo P la

P P
proyeccion en el plano z = 0, de la interseccion del cono y la esfera. Para obtener la ecuacion de
P, se elimina z entre las ecuaciones del cono y de la esfera, teniéndose, por tanto:
X2 +y2 +3(x2+y2) —Rx = y3Rz, [4(x*+Yy?)—Rx]° = 3a2z2 = 3R?3(x? +y?). Pasando a

R
x 2 (3+cos0)

coordenadas polares, se tiene: p=%(3+cos€). Por tanto: A=4Id0 J. pdp =
0

_R_zn 2 _R_zﬂ 2 _R2 oy _ 19
-5 {(3+cos(9) do = 3 {(9+60030+cos(9)d0 8 (9n+0+2) 16 mR2,
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Y 20- Sea la esfera (x —a)? +y? +z% = a2, y el cono x? +y? = z2. Calcular el area de la porcién de
esfera interior al cono.

Solucion: En la esfera se tiene: z, = =XF2, 7/ = _Ty dA = [1+27+27 = Sdxdy =

= a dxdy. La proyeccion de la interseccion de esfera y cono, es:
Jx—a)?2+y?-a?

(x-—a)2+y?+x2+y?2—-a2=x2+y?—-ax=0, que en polares es: p=acosd. Luego:

dA = adxdy Haciendo el cambio: x =t+a, dA = adxdy = apdpdd

S ry?—2ax [x2 +y? — a?| p?—a?|

lL

Luego: A = 2a j do j — a%(x - 2).

[ 2
acos6 a

Y 21- Sea la esfera (x —a)? +y? +2z2 = a?, y el cono x?+y? = z2. Calcular el volumen comin a
ambos cuerpos.

Solucion: Se trata de la diferencia de los volimenes de dos troncos de cilindro de la misma base,
limitados por las superficies de la esfera y del cono. El volumen del tronco limitado por la

superficie esférica es: Vi =2 ” zdxdy = 2 ” Jaz—y? - (x—a)2dxdy = 2 J.J' [a? — p? pdpdf =
B B B

—acoso

do _[ Jaz—p?pdp = (% - %)a? El volumen del tronco de cilindro limitado por la

lL

I
N
o L———,nﬂa

acoso

superficie del cono es: V; = 2” xdxdy = 2” JX2+y2dxdy = =2 I do I pidp = 9
B
Luego el volumen pedido es: V = Vl -V, = ( 3 >a3.

Y 22- OA 'y OA; son dos segmentos iguales de longitud a, situados en el plano z = 0, simétricos
respecto al eje OX, con el que forman angulos iguales 6. Sea B el punto en que AA; corta a OX.
En el plano XOZ se traza la circunferencia de diametro OB. Por un punto P cualquiera de OX, se
traza un plano perpendicular a OX que cortaa OAy OA;, en M y N, respectivamente, yen Cy C;
a la circunferencia. Se construye la elipse de vértices M,N, C,C,. Al deslizar P sobre OX, la elipse
engendra una superficie. Hallar el volumen limitado por ésta, y el valor de 6 para que dicho
volumen sea méaximo.

Solucién:

Sean:. OP=x, OB=acosf. Sean d; y d los semiejes de la elipse:
d; = PM = xtan6, d, = PC = /x(acosf —x), siendo el area de la elipse: Sy = nd;d,. Por tanto:

acoso

243 . , .
V= j mxtan6 [x(acos — x) dx = Z-8~ sinfcos26. Para que el volumen V sea maximo:

16
0
V) = cosf(cos?0 —2sin?9) = 0. Para cos@ =0, 0= % V =0, solucion minima. Para
c0s20 — 2sin’0 = 0, tan@ = g 0 = arctan g = 35°15'51,8", siendo el volumen maximo:

3
v== *;2‘/_ ~ 0,2374 as.
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Y 23- Hallar el volumen comln a las superficies engendradas al girar alrededor del eje OY, por las
dos curvas cuyas respectivas ecuaciones son: y3 = 27x, 3x = 4y — y?.

Solucion: Las dos curvas se cortan en tres puntos de ordenadas: 3, 0, —12. Luego el volumen total
corresponde a la suma de dos volimenes: V1, V2. El primero se extiende desdey = 3ay =0, y el
segundo desde y =0 hasta y=-12. Luego el volumen pedido es: V=V;+V;=

3 0
_ y-y2\* (¥ 4 -y2\* (¥4, - 104z , 144.8%6x _
‘”![( 3 )‘ 37) |y 3 7)) M5 3B

-12
_ 29.000x
00z

Y 24- Sea V, el volumen limitado por la superficie x> +y?" +z2" = a2". Calcular el limite de V,
cuando n - oo,

., . . X 1 a 1-2n y 1 a 1-2n
Solucion: Haciendo el cambio: & =u=, dx = i du, g =van, dy= v 2n dv,
1 1-2n A .
% =w2, dz= Zinw n dw, se tiene que el volumen citado es: V, = 23jjjdxdydz =

a 3 1-2n 1-2n 1-2n . .
= 23”[(%) u 2n v 2o w 2n dudvdw, extendida a: u+v+w = 1 en el primer octante (T).

s T3(h) 5 T3(2)
Aplicando Dirichlet, se tiene: V, = &= 2n3 = %az 2n Luego: lim V, =
n® r<1+ ) (LX) s
2n 2
3,30
_lim 28 ( n) _ e SIn on 2n _ A 2n — 8ad.

L, 3n2 ~ 3n2 _L T _ 3y 3n?
n F<2n> ra 2n)sm L (1 2n) (2n

Y 25- Calcular el volumen de la semiesfera x> +y?+22-R2 =0, x>0, exterior al cilindro
x2+y? —Rx = 0.

Solucién: Pasando a cilindricas la ecuacién de la esfera es: p? +z2 —R? = 0, y la del cilindro:

5 o A
p = Rcos6. Luego: V = 4jjjpdpd9dz =4 I do _[ pdp I dz = R3
0 Rcos®

Nota: La parte comdn corresponde a la "Ventana de V|V|an| luego la parte exterior es igual a:

%nR3 (semiesfera) —%RS(Sn —4) (ventana de Viviani) = %RS.

Y 26- Calcular el volumen comin al paraboloide y? +z? = 4ax, al cilindro y? = ax, y al plano
X = 3a.

Solucion: Cortando por un plano perpendicular a OX, se tiene la superficie limitada por la
circunferencia: y? + z? = 4ax y las dos rectas paralelas: y?> = ax. El area de dicha superficie viene

Jax Jax
A= 4 [ Jaaxoyidy —ax[ T 4+ 43 ido es:
dada por: A =4 ! zdy = 4 '([ dax —y* dy = ax( 3t ) Luego el volumen pedido es;

3a ,/§
V=4 j ax(% + T)dx — 3a3(27 + 3J3).
0

Y 27- Calcular el volumen del sélido limitado en su parte inferior por el paraboloide x? + y? —az = 0,
y en su parte superior por la esfera x? + y? + z2 — 2az = 0.

Solucioén: El plano z = a, corta a ambos cuerpos segun el circulo: x? +y? —a? = 0.El volumen
pedido V es la suma V3 + V,, correspondiendo V; al paraboloide entre las cotas 0 <z < a, y Vz a
a 2a

la esfera entra las cotas a < z < 2a. Por tanto: V = jnazdz + j r(2az—-1z%)dz = %naS.
0 a
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Y 28- Calcular el volumen comun a dos cilindros de revolucion iguales, cuyos ejes son ortogonales.

Solucién: Sean los cilindros: x2 +z? = r? y y? + z2 = r2. El volumen solicitado esta formado por
16 partes de igual volumen limitadas por los planos coordenados (ocho octantes) y por los planos
bisectores que pasan por el eje OZ que dividen cada octante en dos partes simétricas. EI volumen

ro 22?2
pedido es: V =16 ”ydxdy =16 _“. xdxdz = 16'[dz J. xdx = 1%r3 . Si los ejes de los dos
0 0

cilindros formasen entre si un &ngulo agudo 6, el volumen comun vendria dado por: V = Beend

Y 29- Calcular el volumen comprendido entre las cotas z=1 y z=4, y la superficie

X2 +y2+22 = 167" 2xz.

Ty x2+y2+2522—10szr
Soluciéon: Al cortar la superficie dada por el plano z=h, se tiene:
(X2 +y? +h? = 2xh)(x? +y2 + 25h? — 10xh) = [ (x—h)® +y? ][ (x— 5h)* + y? | = 16h*. Por tanto:
‘/(x —h)2+y2 . ‘/(x —5h)2+y2 = 4h?. Esta ecuacién corresponde a la lemniscata de Bernouilli,
lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es
constante e igual a la cuarta parte del cuadrado de la distancia entre los focos. En este caso, los

focos son: (h,0) y (5h,0), y la cuarta parte del cuadrado de su distancia es: 4h2. El area de los dos
bucles de la lemniscata es el doble del producto de las distancias a los focos, en este caso: 8h?. Por
4

tanto, el volumen pedido es: V = J.822dz = 168.

Y 30- Se da en el plano XY la circunferencia x = Rcosf, y = Rsinf, cuyo arco comprendido entre

los puntos correspondientes a 6 = J_rzﬂ—n, (siendo n entero), estd sometido a la accion de una carga

uniformemente repartida, de direccion paralela a OZ, y cuyo valor por unidad de arco, es funcion
de 6, valiendo Acosn6 (A es constante). Calcular el valor de la resultante y su punto de aplicacion.

Tz
2n

Solucion: El valor de la resultante es: f = j AR cosnfdo = ZATR El centro del sistema ha de

_r
2n

estar, por simetria, sobre el eje OX, estando dada su abscisa x;, por la expresion:
o
2A—R = j ARcosnf - Rcosfde, siendo Rcosf la abscisa de cada punto de aplicacién. Luego:

n2R cos -2
n

[cos(n + 1)@ + cos(n — 1)0]d6 = nz——lz

b
DN

2n
x = IR I cosné cosddo = %
n

N

n

Y 31- Un espacio de tres dimensiones estd ocupado por una masa distribuida con absoluta simetria

con relacién a cada uno de los tres planos coordenados. La densidad de la masa en cada uno de los
puntos del espacio, puede expresarse como funcion lineal de sus coordenadas x, y, z, siendo nula
en el origen y siendo py, py, pz, en los puntos (1,0, 0) 0,1, O) (0,0,1), respectivamente. Calcular

la masa total contenida en el interior de la superf|C|e L+ ¥ + Z— =1

b2
Solucion: La masa M contenida en un octante viene dada por la integral triple:
M = ”j(pxx+ pyY + p.z)dxdydz = pxjjjxdxdydz+pyjjjydxdydz+pZJ.”zdxdydz Aplicando

r( )r( )r( )azbc (3 >r< () spee
1) 8 F(1+—+ 1) 8

la formula de Dirichlet: M = py
F(l +24+4

2 2"
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yridyr2
1,1,2y 8
ra+ >tot 2)
ocho octantes) es: abc%(apX +bpy +Cpy).

+p = abc%(apX +bpy +cp;). Luego la masa total pedida (en los

Nota: Si el recinto fuera: (%)“ + (%)ﬁ + (%)7 = 1, laintegral serfa: | = IH xP-lya-1z-1dxdydz =
T

Py
e @ T I(5) |
apy F(%+%+%+l)

Y 32- Sobre la superficie esférica x?+y?+2z2 = R%?, se reparte homogéneamente una masa
M = 4nR?k, siendo k una constante. Hallar el potencial W que esta masa crea en el punto
k ds

P(4,0,0), sabiendo que el potencial viene dado por la formula W = J.J. -1 extendida a toda la

superficie esférica, siendo | la distancia de P a cada punto de dicha superficie, y ds el elemento de
esta superficie.

Solucion: Pasando a esféricas: x = Rcos6, y = Rsinfcos¢, z = Rsinfsing. La distancia | viene
dada por: 12 = R?+22-2RAcosf. Por otro lado: ds = /1+2z2+z?dxdy = %dxdy. El

Xp X' —Rsing 0
jacobiano de la transformacién es: J = ,9 /(p = o =
Yo Yo Rcosfcosep —Rsinfsing
= R?sin?0sing. Luego el elemento de superficie en coordenadas esféricas es:
ds = #stinzesin @dfde = R2sin0dode. Por tanto, el potencial pedido W viene dado
Rsiné sing
T 2r
2 qj .
por la integral doble: W = ” KR®sin6dfdep = kRZI 5infdo J.d(p =
JR? + A2 — 2RAcos 0 5 YR?+ 2% —2RAcos6
= 2nkR? | sinfdo - ZﬂlkR | /R7+27 = 2Ricosd || = %[MM(R—&)].

5 YR?+ 2% —2RAcos0
Si P es exterior a laesfera: A > R, W = %[R +A+R-1] = 4”TKR2 Si 4 < R, (P es interior
a la esfera), W = %[R +A—-R+A] = 4nkR. Si A =R, (P esta sobre la superficie esférica),

W = %(R +R) = 47kR.
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Secciéon Z - ECUACIONES DIFERENCIALES

Z1- Un depdsito tiene 100 litros de agua salada con una concentracién de sal de 5 gramos por litro.
Se abre un grifo por el que salen del depoésito 10 litros por segundo. Simultaneamente se echa en el
depdsito la misma cantidad de agua pura. Se supone que la concentracion siempre es uniforme.
Hallar el tiempo que tardara el agua en tener una concentracion de 1 gramo de sal por litro.

Solucion: Habiendo transcurrido t segundos, hay s gramos de sal por litro. En ese instante entran:
Aa gramos de agua pura y salen: Aa Sgramos de agua salada con una concentrauon de s gramos por
litro, es decir que salen: Aa—>~ 100 9dramos de sal. Luego: As = —-Aa—-2~. Por tanto:

100
AS - _Aag_ 10 4 Integrando: Ins——ﬁ+C Para t=0, C =1In500. Luego:

3500 100
t = 10In %, Paras = 100, t = 10In5 = 16,09 segundos.

Z 2- La parabola y? = 2x, tiene como foco F el punto (%,O) y como directriz la recta x = —%. Un

punto P recorre su rama p03|tiva de forma que su velocidad lineal es proporcional a la distancia
PF. Siendo A el punto (—= 0) determinar la velocidad de M, punto de interseccion de PA'y OY,

asi como la abscisa de P para que la velocidad de M sea maxima o minima.
Solucion: La longitud de la rama positiva de la parabola entre su vertice (0,0) y el punto de
X X

abscisa X, viene dada por: j,/1+y’2 dx:j /1+%dx. La velocidad lineal de P, es:
0 0

(%),

k(x+l)
= kPF = k\/(x—%>2+2x=k(x+%). Luego: %:—1:
1+
2X

,/x(2x+1 Las coordenadas de M son: (0, ‘/_

1) siendo por tanto su longitud

d( J2x ) d( J2X )
/ 2x+1 2 1
recorrida: 2X_ sy velocidad es: -/ dx _ X k ,/x(2x+1 =

2X+1° ) dx dt
= 1-2x > k [X(2x+1) = M Derivando esta expresion e |gualandola a cero,
J2x (2x+1) 22X +1)7
se tiene: X = % Volviendo a derivar, se obtiene: 56)(—*277. Sustituyendo: x = % esta
2x+1)2

segunda derivada es > 0, luego la velocidad de M para P(i, J5) es un minimo.

Z3- Las coordenadas de un punto cualquiera de una curva dada se designan por (x,y), y el
coeficiente angular de la tangente en dicho punto, por p. A esta curva se le hace corresponder otra,
definida por X = p, Y =y —px. Calcular x, y, p en funcion de X, Y, P (coeficiente angular de la
tangente en el punto de coordenadas X, Y), y buscar las curvas transformadas de las que satisfacen
la ecuacion (xy + b)(y? — 1) + (x2 —y? —c?)y’ = 0, en la que b y ¢ son constantes, integrando esta
ecuacion.

dy _ dy—-px) _
dX —  dp

Sustituyendo estos valores en la ecuacion dada, se tiene la ecuacion diferencial de las curvas
transformadas: [-P(Y — PX) + b][X? — 1] + [P? — (Y - PX)? —c? ]X = 0. Operando, la ecuacion
queda: PX2Y +bX2+PY -b-Y2X-c?X =0, o bien: Y'X2Y +bX2+Y'Y —b-Y2X-c?X = 0.
Haciendo: z = Y?, 2/ = 2YY', se tiene: (X% + 1)z’ — 2zX + 2bX? — 2b — 2¢2X = 0 (ecuacion lineal).

!
Luego: ZT - _2X , Z = A(X? +1). Sustituyendo estos valores en la ecuacion lineal, se tiene:

Solucion: P = —X. Luego se tiene: x=-P, p=X, y=Y+px=Y-PX.

X2+1
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A = —ZbX(ng in)>§+ 2D 5 —f(X)+C, 2= [f(X)+CIX2+1), Y = JTF(X) + CI(XZ+ 1) .

Z 4- Hallar la curva en la que el area comprendida entre ella, el eje polar y el radio polar, esta en una
relacion constante +21k2 , con el area del triangulo formado por el radio polar, la normal y la

subnormal polar.
Solucion:

Normal

N - P
e
(o] M —— Eje polar

Perpendicular al

radio por el origen O Tangente en P

T

Sean OP el radio polar, PT la tangente en P, PN la normal en P, NO (perpendicular a OP) la
subnormal polar, OT (prolongacion de ON) Iazsubtangente polar. Sus respectivos valores son:

PT = p p2+p?, PN= [p?+p?, OT = %, ON = p'. El area limitada por la curva, el eje

0

lpp’. Por tanto:

polar y el radio polar, es: %J.pzd(?. El area del triangulo OPN es: >

0
i2k2'|.p2d9 = pp'. Derivando, se tiene: +2k?p? = p'? + pp". Haciendo: p' =tp, p" =t'p +tp/,
0
se tiene: +2k?2 = 2t2+t, — AL __ _ 49 Tomando +k2, se tiene: —IdL _ — _odp,
+2k? — 2t2 —k2 +t2

l

2k In t 20+C, t=—kcoth[k(-20+C)] = %, Inp = % In sinh[k(=26 + C)] + K.
Integrando se tiene la ecuacion de la curva pedida: p? = Asinh(-2k0 + B), en donde Ay B son

constantes. Tomando —k2, se tiene: L = —2d0, L arctan L = —20+ C,
, k? +t2 k k

t = ktan[k(-20 + C)] = % Inp = % In cos[k(—260 + C)] + K. Integrando se tiene otra ecuacion
de la curva pedida: p? = Acos(—2kd + B), en donde Ay B son constantes.

LY
Z5- Integrary + 5

= ay?Inx.

!
Solucién: Se trata de una ecuacién de Bernouilli. Haciendo el cambio: & V= =z, y = 7', se tiene:

-7+ x —alnx = 0. Resolviendo: —z' + % =0, z = Cx. Introduciendo este valor, se tiene:

i Inx _a 2 : a 2 1
C' = , C = (Inx)2+ A. Luego: z = (—=-(Inx)? + A )X, y =
2 ( 2 ) (——g (Inx)2+A>x

Z6- Integrar xy' cos% = ycos% —X.
Solucion: Haciendo el cambio: % =12, y =z+xz', y sustituyendo estos valores, se tiene:
coszdz = —%dx, sinz = —In(Cx), y = xarcsin[-In(Cx)].

Z7- Integrar x2(x — 1)y’ +2x2y — (x+1) = 0.
y— x+1

X — l x2(x —1)

se tiene: y; = A(x—1)72, y; =

= 0, que es lineal. Resolviendo la ecuacion: y; +

A 2A
x-1?  x-1)°

Solucion: y' + E V1= 0,

Introduciendo estos valores en la ecuacion

1
jene: A = X1 xX2-1 —1 1 X+x+C
dada, se tiene: A" = S—7=, A = [*—5=dx = x+ % +C. Luego:y = =12

352



Z 8- Los polinomios enteros en x, de grado n, de la forma P,(x) = 1n' X (x> —1)", siendo
Po(x) = 1, se llaman polinomios de Legendre. Escribir los cuatro prlmeros segun las potencias
decrecientes de x, y demostrar que P,(x) verifica a una ecuacion diferencial de segundo orden, que

debe hallarse.

n
Solucion: Desarrollando (x2 —1)", se tiene: (x* —1)" = x2" — (] )x®"2 +...=)" (=1)P(p )x>"P,

p=1
Hallando su derivada n —ésima y dividiendo por 2"-n!, se obtiene: P,(X) = iR 1 o dx“ x> -1D" =
— (_1)p _ _ n-2| ifi .
= S !(n p) (2n-2p)(2n—-2p-1)...(n—=2p+1)x"™**. O  bien, simplificando:

_ 5 (P (2n —2p)!
Pr = 2 "o it - pyitn — Zp)
polinomios consecutivos de Legendre: nP, = (2n — 1)xP,1 — (n — 1)P,,. Por tanto, partiendo de
Po =1, calculando P; = li(xz 1) =x, y aplicando la ley de recurrencia, se tiene:

X" De ahi se deduce la férmula de recurrencia entre tres

2d
_3w2_1 _5y3_3 _35 15,2, 3 :ﬁ5_3_5 35
P X = ,Pglp X 2x F;4| 4x+8,P5 3 X 7] 8xetc
Siendo: Py, = > = ) (2n — 2p)t x"-2P-1 " se tiene que: (x? — 1)P;, = nxP, — NPys.
p! (n—p)! (n-2p-1)!
_1)p —72p)I
Y como: P, :2( 1) (2n —2p)! x"2-2  se deduce la ecuacion diferencial

2" pl(n-p)! (n—2p-2)!
pedida: (x2 — 1)P,, + 2xP;, = n(n + 1)P,.

Z9- Integrar 2x%y'y" —xy" +y' = 0.

yl
HE 4o N/ Xy//_y/ H d(y/z) _ d(T) H . y_/ _ g2
Solucion: 2y'y" = —z Es decir: - T dx De donde se tiene: 5 =y +Cy,
1+ J1-4Cix?
y' = = X Integrando: y = 1 Inx+ L >V1- 4C;x? Farg cosh /C1 X + Co.
y|V y/// y//
Z10- |Integrar | y" y" y" | =0.
y'yy

Solucidn: Por anularse el wronskiano de y, y', y”, hay una dependencia lineal entre ellas. Por
tanto: y+ Ay’ +By” = 0. La ecuacion caracteristica es: 1> +A1+B =0, de donde se tiene:

L. Az /AT-4B
- 2

. Llamando 1, y A, a estas dos raices, la solucion es: y = C,e*1* + C,e’2*,

Z11- Hallar la forma méas general de la funcion  f(x,y), tal que las dos expresiones
dx + fdy, dx —fdy, admitan respectivamente dos factores integrantes A y u, cuyo producto sea la
unidad.

!

Ay = —_lly_ Sustituyendo
u?

!
Solucion: Ay = Af+ Afy, py = —psf — pfy. Como: Au =1, A, = ”X

estos valores en la primera igualdad y sumando la segunda, se tiene: u(f+1) = 0. Luego:

= o(y). Como: py = —u,f— ufy = —puf,, se tiene que: f, = PL" = —(Z, = F(y). Por tanto, la
funcion pedida es: f = XF(y) + F1(y).
) O | zdy ( x 1 )
Z 12- Integrar la expresion A = z( X2y x2 oy >dx + X2 + i XY dz.
ion: - L _Z_ VA X —d( =L
Solucion: A= X%y dx + X2 > dy — xy rdz — ) + 2 dx + ) + 22 = ( Xy ) + d(arctan %) =

= d( Xy + arctan 4 ) Luego la integral de A es: xy +arctan % % +C.

Z 13- Integrary = y'x + ,/a? —b%y"2.

353



Solucion:  Derivando, | s tiene: Yy =y"'x+y' —2b?%y'y"(@% - bzy/z)*%. Simplificando:
y”[x— b2y'(a? - bzy’z)’f} = 0. Luego se obtiene la solucion general: y" =0, luego:
y = Ax + B. Introduciendo este valor en la ecuacién dada, se obtiene que: B = Ja? — b?A?. Por
tanto: y = Ax+a?—b2A2. Por otra parte, como: X-—b?y'(a?- bzy’z)’% =0,

(az—bzym)% _ by —y—y'x (segin la ecuacién dada). Luego: Yy = —
X ) ) b2 +x2'
_ Xy 2 _po_ XY A i
Y= 1702 +‘/a b CRBE (solucion singular).

Z14- Integrary’ = J1+y"?
Solucién: Haciendo: y' =p, y' =p/, _d dx, A-+x=argsinhp, p = sinh(A +Xx),

s

y = cosh(A +x) + B.

Z 15- |ntegl’al’ y/3 — (X2 + Xy + yz)y/2 + (X3y + X2y2 + Xy3)y/ _ 3y3 — O
Solucion: La ecuacion dada es |gual a (Y —xy)(y —y?)(y —x?) = 0. Luego se tienen las

soluciones: y' —xy =0, y—eAg Yy -y2=0 y= 1 y —-x2=0, y= X3—3+C. La
solucion general es: (y — eATXZ)(y+ B x )(y— X -0 =

Z 16- .Integrar dy + 1xydx = Xy 2 dx.
Solucién: La ecuacion es: y' + 1_XX2y—xy% = 0. Haciendo: y =122, z :y%, y' =22z

X

Sustituyendo estos valores en la ecuacion dada: 2z' + >~2—Xx=0, que es lineal. Luego:

- loe-neca-mt.y [%(xz—l)w(l—xz)ﬂz.

Z 17- Un deposito cilindrico de 2 metros de didmetro tiene en el fondo un orificio de 1 decimetro de
diametro. La velocidad de salida del agua es ,/2gh, siendo h la altura del agua en el deposito.

¢ Cuénto tardara en bajar el agua desde el nivel de 25 metros al de 9 metros?

Solucién: La cantidad de agua correspondiente a una altura dh es: zr2dh = =dh. El agua que sale
en el tiempo dt por el orificio, es: z -0.052,/2ghdt. Igualando las dos cantidades, se tiene:
l 25

2h 2

dt = =
O 0025,/2g J. 0, 0025 /2gh 0,0025@

Z 18- Dadas tres funciones P, Q, R dependientes de X, y, z, hallar la condicién que deben cumplir
para que tengan un factor integrante.

= 361, 2 segundos.

Solucion: Sea u el factor integrante Se debe cumplir que u(Pdx + Qdy + Rdz) sea una diferencial

exacta. Para ello: %uP = Uz ——uQ = d2 uR Operando con una de estas tres ecuaciones, por
; a2 o _ d2 d _ '

ejemplo: dyz ——uP = 9xz ——uQ, se tiene: dy ——uP = X yQ DZ dondtfj gyP ;y(lj = uyQ + uQy,
'p_ _ I el Q _ au Q y— Pdx

pyP — Q= u(Qy - Py), li (d ) Qk— Py, = Pax—0dy - Operando

andlogamente con las otras dos ecuaciones, se tiene la condicion pedida:
dQdy —dPdx  dPdx —dRdz _ dRdz —dQdy

Pdx — Qdy Rdz — Pdx Qdy — Rdz

Z19- La velocidad con que varia la temperatura de una habitacion es en cada instante inversamente
proporcional a la diferencia de temperatura existente entre la habitacion y la calle. Sabiendo que al
cabo de una hora la temperatura de la habitacion se ha reducido a un tercio de la inicial, que era de
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30 °, y que la temperatura de la calle es constante, determinar al cabo de cuanto tiempo seran
iguales las temperaturas de la habitacion y de la calle.

Solucion: Temperatura de la calle: C. Temperatura de la habitacién: y. Se tiene que:
y' = y—LC = % (y—C)dy = kdt, y2—2Cy—-2kt+A =0. Parat=0, A= 60C-900. Para

_ _ _ _ _ C2-60C +900 : _ e
t=1 y=10, k=20C-400, t= 800 - 40C Haciendo A =0, se tiene:
C =15,t= 1,125 horas.

Z20- La velocidad con que varia la temperatura de una habitacidn es en cada instante proporcional al
cuadrado de la diferencia de temperatura existente entre la habitacion y la calle. Sabiendo que al
cabo de una hora la temperatura de la habitacion se ha reducido a un tercio de la inicial, que era de
30 °, y que la temperatura de la calle es constante, determinar al cabo de cuanto tiempo seran
iguales las temperaturas de la habitacion y de la calle.

Solucion: Temperatura de la calle: C. Temperatura de la habitacién: y. Se tiene que:

- 29 9y -1 - 1 _
y' =k(C-vy) it KC_y)? dt, k(y—C) e Y C K+ Ch) Para t =0,
y=230. Parat=1, y=10, k = 20 c,=L 1O,y——C+(: 10)(C - 30)

(C-10)(C-30)° -20 20t — (C - 10)
Luego la temperatura de la habitacion serd igual a la de la calle cuando transcurra un tiempo
infinito.

Z21- Sabiendo que la ecuacion diferencial dy + f(x,y) dx = 0 admite un factor integrante de la forma
M donde

Xy + Xy, siendo X y X; funciones de x, demostrar que f(x,y) es de la forma Dy+E

A, B, C, D, E son funciones de x.

Solucion: (Xy + X1)dy = —(Xy + X1)f(x,y)dx. Integrando el primer término de esta ecuacion, se
tiene: I(Xy +X1)dy == %Xy2 + X1y + @(x). Luego: %Xy2 + X1y + o(x) = —I(Xy + X)X, y)dx.

Derivando respecto a x, resulta: %X/y2 + X1y + @' (x) = —=(Xy + X1)f(x,y). Luego se tiene que:
%X/y2 + X’ly + (p/(X) B Ay2 + By +C
—(Xy + X1) - Dy+E

f(x,y) =

Ay? + By + C
Dy+E
encontrar la condicién para que admita un factor integrante de la forma Xy + X; (siendo X y X;

funciones de x), obteniendo la integral general.

Z22- Dada la funcion dy + dx =0, en la que A, B, C, D, E son funciones de X,

1 YA / /
2 S5 XY+ X1y +¢'(X)
Solucién: Por el problema anterior (Z 21), se tiene: Ay +By+C _ 2

Dy+E —(Xy + X1)
Luego: X = -D, X; = -E, X' = 2A, X} = B. Por tanto, la condicién consiste en las igualdades:
A= —?D’, B = —E'. Siendo, por el citado problema: I(Xy+ Xy)dy = %Xy2 + X1y + @(X),
% (%Xy2 + X1y + (p(x)> = %X’y2 + Xy + ' (x) = %(Xy +X1). Sustituyendo en
esta igualdad, los valores encontrados mas arriba, se tiene la integral general:
Ay? + By + ¢'(X) = —%(Dy + E), o lo que es lo mismo: Ay? + By + y(x) = 0.

1
7 23- Determinar f(x) si j f(6 - x)d6 = kf(x).
0

1
Solucién: Derivando respecto a Xx: Ifgx(e-x)edezkf/(x). Integrando  por partes:
0

1
f f

0

1

f(@ - x)do = f(TX) - %kf(x) (por el

0

1
[[14(0 - 0606 = ‘f(QTX)Q
0

O e,
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enunciado). Luego: f(x) — kf(x) = xkf'(x), ff((x)) - 1k_xk’ f(x) = Cx%k.

Z 24- Integrar y' —ycothx = —sinx cothx + cosx.

Solucién: Resolviendo y' —ycothx = 0, se tiene: y = zsinhx, y' = z'sinhx +zcoshx. Luego:

Z'sinhx + zcoshx — zsinhxcothx + sinxcothx —cosx = 0. De donde: z' = LOSX _sisr:ﬂ)):mthx
sinx

z = =22 +C. Lasolucion es: y = sinx + Csinhx.
sinhx

Z 25- Integrar (x2 —y2)dx + 2xydy = 0, mediante un factor integrante.

Solucion: Siendo la ecuacion diferencial Pdx + Qdy = 0, y p un factor integrante, se tiene que:
puPdx + uQdy = 0, uyP + pPy = usQ + uQy, Quy —Puy = u(Py—Q)), de la que es solucion

e Ox _ dy o dw dx dy du du 2dx
articular: 2% = —=% = Luego: = = == = _£0R
P QTP TRy Yy T ey ey X
U= % Por tanto, se tiene que: cZ ) —Y dx+C ny dy = Cd(x Y ) = 0. La solucion es:
X2 +y?

<~ — +k=0.

Z26- Se da una funcion f(x) definida positiva y continua para x > 0, e igual a 1 para x = 1. Se
considera la ecuacién diferencial y'xf(x) — [f(x) + xf'(X)]y = (1 — Inx)f?(x). Siendo y = a para

x =1, se pone y = F(a,x). Haciendo f(x) = Tix con 0 > 0, estudiar la serie de término
general U, = F(a,n).

Solucién' La ecuacion diferencial se puede escribir de la siguiente forma:

yxf-yf+xf) _ 1-Inx _ d (lInx Y _ Inx
dx ( xf) = VT2 =T T A \UxX +C> Integrando: vl + C. Para
X =1, % = Inl , ¢ c=a Por tanto, se tiene: y = F(a,x) = xf(I”TX +a> = f(Inx + ax) =
= W. Luego: U, = W, gue tiene signo constante positivo a partir de un

2(Inn +an) _ _2a

1+n? né-t’
comparandola con la armonica, es convergente para 6 > 2, siendo divergente para 6 < 2.

cierto valor de n, para el que: Inn+an> 0. Como: U, = la serie,

Z27- Se da una funcion f(x) definida positiva y continua para x > 0, e igual a 1 para x = 1. Se
considera la ecuacion diferencial y'xf(x) — [f(x) + xf'(x)]y = f2(x)(1 — Inx). Siendo y = a para
x =1, se pone y=F(ax). Haciendo f(x) =e!™, estudiar la serie de término general
U, = F(a,n).

Solucion: La ecuacion diferencial se puede escribir de la siguiente forma:

yxf-yf+xf) _ 1-Inx _ d (lInx Y _ Inx
dx(xf) = VT2 =T T A \UxX +C> Integrando: vl + C. Para
X =1, % = '”Tl +C, C=a Por tanto: y=F(ax) = xf(I”TX + a) = f(Inx + ax) =

= e*(Inx + ax). Luego: U, = e™(Inn + an), que tiene signo constante positivo a partir de un
. . 2
cierto valor de n, para el que Inn+an>0. Siendo: U, = 00+an . N° v oy

en-1 en
: 2 . ¥n? .
lim gn =lim —— = %, la serie es convergente.

n—oo n—oo

Z28- Sea G(x,y) un factor integrante de la ecuacion dy —f(x,y)dx = 0. Probar que la funcién
ux,y) = diInG, satisface a la ecuacion Uy +fUy + Ufy +f> =0, y determinar la forma

de f(x,y) para que esta ultima ecuacion admita una solucion U = U(x) dependiente solo de x.

/ 1" Y " 2
s as . _d _ Gy Gy — GGy r_ GyZG_ y ;
Solucion: Siendo: U = _dy InG = < U, = — Uy = — o Sustituyendo
estos valores en: U’X+fU’y+Uf’y+f;’2 =0 [A] se obtiene la siguiente ecuacion:

GG — GGy + (GG — Gf) + GGyfy + G*f, =0 [B]  Por ser G factor integrante de
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dy — fdx = 0, se tiene que: Gy = —(Gf)y, es decir: G + G,f + Gfj, = 0 [C], cuya derivada respecto
ayes: Gy +Gp f+Gyfy+Gjfy+Gf, =0. Multiplicando esta ecuacion por G y teniendo en
cuenta la igualdad [C], se obtiene la ecuacion [B], con lo que queda demostrado que la funcion U

satisface la ecuacion [A]. Para determinar la forma de f, se parte de U = independiente de y.

G )
Se tiene: G, = GU(x), dG = U)dy, InG = U(X)y + C, G = e G} = GyU,, Gy = GU.
Como: Gy = f’G—fG’ se tiene: GUy +f,G+fGU =0, es decir: f,+Uf+Uj =0. Esta
ecuacion lineal, en Ia que la funcion es f, y la variable es v, tiene como solucion:

f=keW - llJJ y+ 82 Es decir: f(x,y) = ke’ +By+C, siendo A, B, C, funciones
exclusivamente de x.

Z29- Integrary” +y'tanx = sin2x.

Solucién: Haciendo: y' = p, y" = p/, se tiene: p’ + ptanx —sin2x = 0. Resolviendo esta ecuacion
lineal: p =y’ = —cosx(2cosx + k), se obtiene la solucién: y = —x — sinxcosx — ksinx + C.

Z 30- Resolver la ecuacion r(g? + 1) — 2spq + t(p? + 1) = 0, en la que z es funcién exclusivamente de
p=JX2+y?, siendop =12y, =12y, =25, 5=12yt= z’y’z.

Solucion: Haciendo el cambio: w = p? =x?+y?, p=1zy=2z,Wy =22X, (=2zy =122y,
r=12,=@uW)x = (Z'2X)} = 2,,W2x + 27" = 2"4x* + 27", s = (z3)y = 2"4xy, t=17"4y? +27'.
Introduciendo estos valores en la ecuacion diferencial dada, se obtiene que:
(2"4x% + 22")(2%4x? + 1) — 27'4xyz'2x2'2y + (2"4y? + 22')(2"?4x? + 1) = 0. Simplificando e

introduciendo: w = x? +y?, se obtiene: z"w +2z°w +2z' = 0. Haciendo: Z% = u, se tiene la

ecuacion lineal: u' — 2% —4 =0, cuya solucion es: u = Aw? — 4w. Es decir: 22 = +
1 1 Awe — 4w
7= ———=—— Luego: z =+| JAWZ — 4w dw = i— In(2 - Aw + yA?w2 —4Aw ) +C =
+ JAWZ 4w J ( )
=+ ,/1_ In(2 Ap? + p,/A? 2—4A) +C, swndoAyCconstantes

Z 31- Enlaecuacion x?y” + 2nxy’ + [n(n — 1) — h2x2]y = 0, se reemplazay por el producto uv, donde

u, v son funciones de x, obteniéndose una ecuacion diferencial lineal de segundo orden respecto a
v, cuyos coeficientes son funciones de x, u, g—g gx Determinar la funcién u de forma que el
dv

X sea nulo y resolver la ecuacion.

Solucién: y =uv, y' =u'v+uv, y’"=u"v+2u'v +uv”’. Sustituyendo estos valores en la

coeficiente de

. . nin-1 .
ecuacion dada, se tiene: u’v+2u'v' +uv’ + %(u’v +uv') + [% - hz]uv =0, siendo el

coeficiente de v': 2u'+ 2”“ = 0. Luego: u=kx™" u =-nkx™, u”=n(n+1)k"2

Sustituyendo estos valores en la ecuacion, se tiene: v’ —h?v =0, V'V’ = h?w'. Integrando esta

ecuacion, se tiene: v?2 =h2v2+k, Vv = /h2v2+k, % =dx, x = Asinh(hv+B),
V2 +

-1 inh X _ i Y = _ C inh X _
v—h<argsmhA B).Lasoluuones.y uv = =X (argsmhA B).

Z 32- Integrar xy" + 2y’ + axy = 0.

Solucion: y" + %y’ +ay=0,y=uv, Yy =uv+u'v, y =uv"+2u'v +u"v. Sustituyendo estos
valores en la ecuacion: uv” + 2(u’ + Y ' + (u” + 24° 4 au)v = 0. Haciendo que el coeficiente
X X
de v’ sea nulo: u'+ % =0, u= Q u' = —Az, u’ = 2—'? Luego la ecuacién queda:
X X

v'+av=0, V'V +aw' = 0. Integrando esta ecuacion, se tiene: v>+av?> =0, V' =v/-a,
v =Be®™™=3, Por tanto: y=uv = éBeixﬁ = %efxﬁ. Si a<0, la integral general es:
y = %(Aexﬁ +Be™/). Sia > 0, laintegral general es: y = %(Acosax+ Bsinax).

Z 33- Una cierta poblacion de densidad constante A, esté distribuida en un semicirculo de 10km de
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radio. En un momento dado se ordena evacuar a la poblacion, para lo cual se dirigen en linea recta
hacia un extremo O del diametro del semicirculo. Las bajas producidas durante la evacuacién
corresponden, por cada km andado, al 5% de la poblacion que inicialmente se pone en
movimiento. Hallar la relacion entre las bajas y la poblacion finalmente evacuada.

Solucién:

(o] M

Con centro O y radios p y p + dp, se traza una corona circular en la que dos radios que forman
entre si un angulo d, delimitan un elemento de superficie ABCD, de forma que: OA = OB = p,
OC = OD = p+dp, AB = pdf. El area de ABCD es: AB - BC = pdfdp, y su poblacion inicial:
Apdfdp. Las bajas por cada km recorrido son: =2~ —=—Apdfdp, por lo que las bajas totales hasta

llegar a O, son: 100 —2—Ap?dodp. Las bajlago del conjunto de la poblacién, son:
20cos6
I 15 av*dodp = 35 I a0 I pdp = S0 23 jcos39d9— 0058 5t - = %0
La poblacién inicial es: %nlOOA = 507A. EI n8u0r8ero de evacuados es:
507A — 88OA = 450”9_ 800 A, La relacion pedida es: 450;:T—SA00A = 9;:1—616 ~ 1,3 (la
800 A ?
relacién entre las bajas y la poblacidn inicial es: 587:A = % ~ 56,6%).

Z 34- Se da la ecuacion diferencial ay” —xy’ + by = 0, en la que a y b son constantes reales. 1°)
Encontrar una serie entera Ao + 11X + A2X% + A3%x3 +..., que satisfaga a la ecuacién. 2°) Comprobar
gue: a).los coeficientes Ao y A; son arbitrarios; b) la serie puede escribirse en la forma
Aop(X,a,b) + L1y (x,a,b), donde ¢ y yw son dos series enteras en x, cuyos coeficientes son
funciones de a y b; c) las series son convergentes; d) las funciones ¢ y v satisfacen a la ecuacion
diferencial; e) sus derivadas ¢’y y' satisfacen cada una de ellas a una ecuacion que en ambos
casos tienen la misma forma. 3°) Expresar ¢'(x,a,b) y v'(x,a,b) en funcion de ¢(x,a,b—1) y
v(x,a,b—1). 4° Cuando b es entero y positivo, la serie ¢ 0 la serie y, segun que b sea par o
impar, son polinomios. 5°) Discutir segun el signo de a, la realidad de las raices de estos
polinomios ¢ y v segln la paridad de b.

Solucién: 1°) Al introducir en la ecuacion los valores de y = Ao + A1X + A2X% +...+AnX" +..., y de
sus derivadas: y' = A1 + 24X +...+(N+ D)Anax"+..., ¥ =24, +...+(n + 2)(N + D) An2X" +

se obtiene la siguiente ecuacion: a(2A; +...) —X(A1 + 242X +...) + b(Ao + A1 +...) = 0, siendo:
a(n+2)(n+1)An.2 — NAy + bA, el coeficie(nte dée)lltérmino general en x", cuya anulacion, para que
n- n

se cumpla la ecuacion, da: Ano = an+2)(n+1)°
b(b—2)(b—4)...[

tiene: Ay = (-1)P aP(Zp)b (2p=2)] Ao. Y dando el valor impar: 2p — 1, se tiene:
_ (b-1)(b-3)...[b-(2p-1)]

12p+1 - (_1)p ap(zp 1)| A’

A1, S€ deduce que Ao y A; pueden tomar cualquier valor arbitrario. b) Llamando:

o(x,a,b) = Z%xzp, w(x,a,b) = Z%XZW, la serie se puede poner en la
0 0

forma: y = Aop(Xx,a,b) + 21w (X,a,b). c) En cada una de estas series la relacion de un término al

anterior es: £M2 — n—D x2, que tiende a cero cuando n — oo, luego las dos series son
An an+2)(n+1)

convergentes y por tanto también lo es la serie y. d) Cuando uno de los valores 4o, A1, toma el

Dando a n el valor par: 2p-2, se

2°) a) De las expresiones anteriores de Ay Yy

358



valor cero, la serie y se hace idéntica a una de las series ¢ 0 v, y cada una de ellas verifica a la
ecuacion dada. e) La derivada de la ecuacion dada es: ay” —xy” + (b — 1)y’ = 0; haciendo: z = y/,
se tiene: az” —xz' + (b—1)z = 0; las funciones ¢ y w satisfacen a la ecuacion dada, y sus
derivadas lo hacen a esta Gltima ecuacion que es de la misma forma que aqueélla. 3°) Esta Gltima
ecuacion (de funcién z), no difiere de la dada méas que en la sustitucion de b por b — 1, luego se
pueden escribir las siguientes igualdades: ¢'(x,a,b) = ap(x,a,b-1) + By(x,a,b - 1),
v'(x,a,b) = yo(x,a,b — 1) + Sy(x,a,b — 1). Los valores de a, B, 7, § se obtienen introduciendo
en estas dos relaciones las expresiones: ¢ y w, @'y v', en sus desarrollos en serie, e identificando

los dos miembros se obtiene: a =0, f= 2/1_2 = —%, y=1 6=0, resultando:

¢'(x,a,b) = —%w(x,a,b -1), v'(x,a,b) = p(x,a,b —1). 4°).Si b = 2p, la serie esta limitada en el
término de exponente 2p, es decir, en x?*, luego es un polinomio. De forma similar, sib = 2p + 1,
se limita en el término x?°*1, 5°) Si a es negativo y b par, ¢ tiene todos sus términos positivos, y
como son de grado par, no tiene raices reales. Si a es positivo, para estudiar las raices de ¢ se
considera que este polinomio y sus derivadas sucesivas satisfacen a las siguientes relaciones:
bp = xp'—ap", (b-1)¢' =x¢"-ap",..., [b-(2p- 2)]p@2 = xp@1D —ap®@, Estas
relaciones demuestran que: a) en la serie de funciones no pueden anularse dos consecutivas
simultaneamente, pues en este caso serian nulas todas las ¢, lo que no es posible por ser ¢ una
constante; b) si se anula una funcion ¢®, las dos funciones &b, ¢*D son de distinto signo.

Ademas, i, pasa de negativo a positivo, anuldndose cuando x varia de —o a +o. El nimero de

variaciones de las ¢, ¢',..., ¢ no cambia cuando se anula una intermedia, pero esta serie pierde
una variacién cada vez que x anula a ¢. El nimero de raices reales de ¢ es igual al nimero de
variaciones perdidas al pasar x de —oo a +oo. Para X = —oo, esta serie tiene sus términos
alternativamente positivos y negativos, y para X = +oo todos son positivos, luego ¢ tiene 2p raices
reales. Si b es impar, v de grado 2p + 1 admite siempre la raiz x = 0; si a es negativo, v no tiene
otra raiz real, y si a es positivo, se demuestra de forma similar a lo hecho con ¢, que todas las
raices de v son reales.

Z 35- Resolver la ecuacion (x +y +2)y' +x+y—-1=0.

Solucion: Despejando y', se tiene: y' = _X)(J,_Tyjzl Haciendo el cambio: z = —x -y,
Y T A A X+y-— 1_—2—1 r_ 3 _ dz . _ _
Zy=-1-Yy, y_ZX+1_x+y+2_—z+2’ =705 = Uy Luego: (z-—2)dz = 3dx.

Integrando: 27 -2z =3x+C. Operando: (Xx+Yy)2+4(x+y)—6x+k=0. La solucién es:
X2 +y2+2xy—2x+4y +k = 0.

Z36- Resolver la ecuacion /Xy -y +(1-2/x) /¥y = 0.

1
2

i JV y2 1 :
Solucion: Operando: y' — Y -2/ =0, y 2y =2- ——. Haciendo el
N I S K KR
cambio: 2y2 =t, y’?y’ =1, se tiene: t' - —— =2- ecuacion lineal cuya solucion
ZJ_ J_
esit=Ce’ —4/X —2, esdeciry = L = (ke/¥ —2/X - 1)°.

Z 37- Resolver la ecuaciény’ + 2xy + xy* = 0 (ecuacion de Bernouilli).
Solucion: y=y' +2xy= +x = 0. Haciendo: t =y=3, t' = -3y™y’, se tiene: —% +2xt+x = 0.

1

Aplicando el factor integrante e, se tiene: te° = [3xe¥dx = —?e—3X2+C. Luego la

1

_1 e
5 + Ce

solucion es: y3 =

Z 38- Resolver la ecuacion y'x3siny = xy' — 2y.

Solucién: Dividiendo por y', y suponiendo que x es funcion de y, se tiene: 2yx’ —x = —x3siny
(ecuacion de Bernouilli). Haciendo el cambio: t(y) = x2, se tiene la ecuacion lineal:
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1 cosy

yt' +t = siny, cuya solucién es: t = % - CO;V. Luego la solucién pedida es: —- =

<o
|

es decir: y + x>cosy — Cx2 = 0.

Z39- Hallar la integral general de la ecuacién de Riccati y' —x2 +2xy —y2 = 0. Previamente se
calculara una solucion lineal del tipoy = mx +n.
Solucion: Introduciendo en la ecuacion dada los valores: y =mx+n, y'=m, se tiene:
m—x2+2x(mx+n) — (mx+n)2 =0, es decir: x>(-1+2m-m?)+x(2n-2mn)+m-n? = 0.
Anulando los coeficientes de esta ecuacién, se tiene el siguiente sistema de tres ecuaciones:
-1+2m-m? =0, 2n—-2mn =0, m—n? = 0, cuyas soluciones son: m = 1, n = +1, por lo )c/we

hay dos soluciones particulares lineales: y; = x+ 1, y, = x— 1. Haciendo el cambio: t =

y = tyz Y1 , Se obtiene la ecuacion: % = f(x)(y1 — y2)dx = 2 dx, cuya solucion es: t = Cezx.

-1
- . ) Ce?(x—1)—x— 1
Por tanto, la solucién pedidaes: y = Cer 1

Z 40- Resolver la ecuacion yy? + xy”® +1 = 0.
Solucion: Despejando y, en la ecuacion dada, se tiene: y = —xy' — y . Derivando esta ecuacion:

y =y —xy" + % Haciendo el cambio: y' = p, se tiene: 2p+xp' — p—g =0, es decir:

2 _y

dp _, dp dp S -
2(:) + X 2 pldx =0, o bien: 2pdx +xdp - 2— 05 = 0. Luego: dg = 22p , es decir:
OX — _ X 4 L ecuacion lineal, cuya solucion es: x=—= — —4__ Por tanto:

dp 2p  p* y P 5p
/ 1 C 2 3 Y Py :
=Xy - = = | —= - =-C — —2— (la solucion de la ecuacion dada esta

ST ( /o5 )p 3 P

dada por estas dos ecuaciones que definen los valores de x e y en funcion del parametro p).

Z 41- Resolver m?yy’? + (2x —2n)y’ —y = 0.

Solucién: Haciendo el cambio: y?> =t vy= t7, y' = tl , se tiene la ecuacion:
2t2
i’ 1 .
m2t2 ? +(2x 2n) —t2 =0. Operando: m?t?+4(x—-n)t' —4t=0, es decir:
2t2 2
t=tx+ M2y2_ nt’, ecuacion de Claireaut, cuya solucién es: t = y? = Cx + a m2 —nC.

4
Z 42- Resolvery = 3xy' + 6y2y”.
2
Solucion: y3 = 3xy?y’ +6y*y’?. Haciendo el cambio: y3 =1t Vy = %t’?t’, se tiene:

21,2, 49,4 b2 ., . L.
t=3xt3 St3t'+6t3 =t"3 =xt'+%£t? ecuacion de Claireaut, cuya solucion es:

3
t=y® = Cx+2C?
3
Z 43- Resolver la ecuacion 4x2y” +4xy" + (x? — 1)y = 0, sabiendo que y(z) = 1, y(2r) = 0.
Solucién: y" + %~ y +( 4 —=5)y = 0. Se trata de una ecuacion de Bessel, en la que: k = % y
V= % teniéndose: y" + y + (k% - —Z)y = 0. La integral es: y = AJi(f) +BJ l(?) =
2 2

2 i X 2 X 2 i X 2 X 2
=A|[—%-sSiIh& +B|—5%— cos4 = A—%=—sih< +B cos4. Parax=mx, y=A% =1,
7'[% 2 1/ 7'[% 2 ,/nx 2 J7X 2 ™y T

A= % Parax = 2r,y = B 7[_‘/2? =0, B = 0. Luego lasoluciénes:y = /& sin%

Lol & . .
Z 44- Demostrar que e 2t = D" t"Jn(x), representando J,(x) a las funciones de Bessel de primera

N=—0c0
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1 1
especie (es decir: € 2T = Jo(X) + tJ1(X) +...+tKI(X) +. ..+%J,1(x) +.. .+tlk\],k(x) ).

1 1 t t
Solucién: e 2 X 1) = 62 e 2. Desarrollando en serie de potencias estos dos factores, se tiene:
xt X212 ntn :| |: X X2 B n :|
[1+ >t 2” +... 1- 2 +—2 oz D" n't” e |- El
icl 0 2 4 2 icl
coeficiente de t° es: 1 - ( )%+ (2')2 ( ) 4. 4(=1)" (nl)2 ( y2n 4 = Jo(x), El coeficiente

k . - _1\n k+2n _ -k k —
de tk es: E( 1) n'(k+n)|( Ykren = Je(x). El coeficiente de t™ es: (-1)*Jk(X) = Jk(X).
Luego: e7THET) Z t*JI_(X) + Jo(X) +Z tkJi(X) :Z t"J,(X).

—k=—o0 k=1

Z 45- Resolver mediante desarrollo en serie, la ecuacién: y” = x% +y.

Solucién: Se tiene que: y = ap+aiX +axx? +...+apX" +..., Y = a; +2aX +...+nax"* +...,
y" = 2a; +2 - 3azx +...+n(n — 1)a,x"2 +... Sustituyendo estos valores en la ecuacién dada, se
tiene: 2a; +2 +3asX+...+N(N—1)anX"? +...= ap + arX + (a2 + 1)x? +...+a,x" +... Por tanto:

2a, = a9, a, = 70 2-3a3; =a;, az= Za—.l?). De la misma forma se obtienen:
_ ao 1 _ a1 _ Qo ., _ 1 : .
as = + 3 T 4 as —6 5| as 6l +33 -45-5-6’ etc. EI4 desarroII(‘:s) final es:
Xt Xt X2 X° X2 X
‘a°<1+ +4'+6'JZ >:a1(x+3!+5l+7| ) 3.4 ° 342 6
= aocoshx+alslnhx+2(ﬁ + % +.. ) = aocoshx+als|nhx+2(coshx— 1- 7) =
= Acoshx + Bsinhx = x? -2 = Ce* + De™ —x% - 2.

Z 46- Resolver la ecuacion (x + 2)2y" — (x + 2)y’ +y = 3x + 4 (ecuacion lineal de Legendre).

Solucién: Haciendo el cambio: x + 2 = €7, se tiene: e??y” —e?y’ +y = 3e? — 2. Luego siendo D el
operador que indica la derivacion respecto a la variable independiente x, se tiene:
[D(ID-1)-D+1]y— (D-1)%y = 3e?— 2. La integral general es: y = C;e? + C,ze?, siendo una

integral particular: y = ﬁ(SeZ ~2) =3e*[[(dz2)? - ZﬁeZ -~ %zzeZ —2. Luego la

solucion es: y = Cie? + Cpze? + %zzeZ -2=(X+ 2)[C1 +CaIn(x+2) + %(In(x + 2))2} —

Z 47- Resolver la ecuacién y” —y = x2 — 1, mediante la transformacién de Laplace, sabiendo que
y(0) = 1,y'(0) = 2.

o0

Solucion: La funcion transformada de Laplace es: n(p) = je—PXy(x)dx, siendo y(x) la funcion

0
generatriz de n. Es decir: n(p) = Lly(x)], y(x) = £L[n(p)]. Por tanto, aplicando esta

transformacion, se tiene que: pzn—p—Z—U=F—ﬁv (pz_l)n—%—%+p+2
:p4+2p3_p2+2:p3+p2—2p+2:A_i_i_l_g_i_ D :__Z_l_i_L_
P (2= 1) p’(p-1) p° p2 P p-1 p° P p-1

Invirtiendo la transformacién, se tiene:y = £71(n) = —x? — 1 + 2e*.
Z 48- Resolver la ecuacion: x?r —y?t+px—qy = x?,siendozy = p, zy = q, Z, = I, z’y’2 = .

Solucion: Haciendo el cambio: u = xy, v = § se tienen los siguientes valores: p = yz, + 1y

y ZV!
yA 1 X2 2X 51

q =Xz, — 52y, ¥ =Y%2,+22, + y—sz, t=x%, - 2y—zuv + 2o, + 227 Sustituyendo en

la ecuacion dada, se tiene: 4x%zy, = X%, z, = % Luego: 1z, = f du _ 7] Lyt v(v),
_ (L — Ly = o (X 1. a -
2= [(Fu+v®)dv = :11) + 02() + FUV = 0:13) + 920) + 42, con 1 (v) = y(v).

Z 49- Hallar la ecuacién de las curvas cuyo radio de curvatura es R = %(m2 +1?), siendo m una
constante y I la longitud de la curva.

Solucién: R = gé = msz{Iz, do = mrznglp- Luego: 6 = arctan % tang = %
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. dl I B

cosf = m , sinf = —L— Por tanto: x = m—zmln(—+ 1+—),

Jm?2 + 12 Jm?2 + 12 bf ym? + |2 m m?

|

I dl [ ) X | [ 12 X 12
y:!;m: m2+|2. LuegO em=W+ 1+F, (em—ﬁ)2:1+F,
et —Wle% -1=0, I = %(e% —e—%) Como: y2 =m? + 2 = m2+mTz(e% —ew)’ =
. m? X _ X \2 ., . ., m X XN X
= T(e m o+ eTm ) , laecuacion pedidaes: y = 7<e m o+ eTm ) = mcosh 7.

Z50- Resolver la ecuacion gs = pt,.siendo z, = p, zy = q, Zy, = S, z’y’2 =t
dp  dg

Solucion: s = py, t = qy. Luego: % = % Por tanto: Inp = Ing + Inf(x), donde f(x) es una
funcion exclusivamente de x. Es decir: % - g—éf(x) = 0. De donde: dy = f(x)dx, dz = 0. Es
decir: y = jf(x)dx+Cl, Ci=y+¢Xx), C, =1z Se deduce que: z = F[y+¢o(x)]. En efecto:

p=F ¢, q=F,s=F ¢, t=F,¢ =5 =% pt—gs

Z51- Resolver (x — x?)y" + 4(1 - x)y’ — 2y = 0 (ecuacion de Gauss), mediante desarrollo en serie.

Solucién: La ecuacion de Gauss es: (x —x2)y" + [y — (e + B+ 1)x]Jy' —aBy = 0. En la ecuacion

del enunciado: a + f+1 = 4, y = 4, af = 2. Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtienen

dos conjuntos de valores: « =2, =1, y=4ya=1, p =2, y =4. Para cualquiera de estos

dos conjuntos se tiene la serie hipergeométrica: y; = F(1,2,4,X) = F(2,1,4,X) =

_ af ala+1)pB+1) , ala+D)(a+2)pB+1)(B+2) ;

B P oA S T I M A Toa s ST
3x?

. 3 4 5 .
valores encontrados, se obtiene: y; =1+ % +30 X? + X7 + % +... La serie:

Yo=X"7"Fla-y+1,B-7+1,2-7,a) = x3F(-2,-1,-2,X) = x°F(-1,-2,-2,X) = x3(1 - X),
pues al ser y = 4, el cuarto término de y, tiene cero por denominador, siendo nulo uno de los dos
factores del tercer término, es decir: a —y + 2 = 0, o bien: B —y + 2 = 0. Por tanto, la solucion es:

y = C1F(1,2,4,%) + Cp-L

Introduciendo los

—X
x3
Z52- Hallar la ecuacion diferencial de todas las circunferencias del plano.

Solucién: Ecuacion de la circunferencia de centro (a, ) y radio R: (X —a)? + (y— )2 —R? = 0.
Derivando: X —a + (y—pB)y’ = 0. Volviendo a derivar: 1+y?+y”’(y—p) =0. Volviendo a
derivar: 2y'y" +y"(y — B) +y"y' = 0. Eliminando y — B, entre las dos Ultimas ecuaciones, se tiene

2 Iy,
la ecuacion pedida: 1+y” _3yy , esdecir:y"(1+y?) -3y'y"? = 0.

" n
y

Z53- Hallar la ecuacion diferencial de todas las curvas de segundo grado.

Solucion: Sea la ecuacion general: Ax?+2Bxy+Cy? +2Dx+2Ey+F=0. O bien:
X% + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0. Derivando sucesivamente cinco veces, se tiene:
2X + 2By + 2Bxy’ + 2Cyy' + 2D + 2Ey' = 0; 2 + 4By’ + 2Bxy" + 2Cy'? + 2Cyy" + 2Ey" = 0;

6By" + 2Bxy" + 6Cy'y" + 2Cyy"" + 2Ey"" = 0; 8By" + 2Bxy" + 6Cy"? + 2Cyy" + 2Ey" = 0;
10By" + 2Bxy¥ + 12Cy'y" + 8Cy"y" + 8Cy'y" + 2Cy'y" + 2Cyy" + 2Ey" = 0. De las ecuaciones
3y//yiv _ 4y///2
B v E—
v , siendo: M = 3y"2y"y"V — 4y'2y""2 — gy'y"2y"" + 9y"4. Eliminando
E entre las ecuaciones de la 22 y 5% derivada, y sustituyendo en la expresion resultante los valores
encontrados de By C, se tiene la ecuacion pedida: 9y"2yY — 45y"y"'yV + 40y"" = 0.

correspondientes a la 2% 3% y 4% derivada, se obtienen los valores: B =
C _ 3y//2y//r +4y/yw2 _3yryr/yiv

Z 54- Resolver la ecuacion: e—5<1 + ﬁ) = 1.

dt
Solucion: % —es—1, esd_s T = dt. Integrando: In ese—s 1 _t+InC, s=—-In(1+Ceb).
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Z55- Resolver la ecuacién: y' = cos(y — x).

. A g — vy dz Ay dz _dz
Solucion: Hamendo.yz_— Y% 4% = dx —1. Luego: y' = ot 1 =cosz, dx = o5z =T
X = cot% + C = cot 5+ C. Es también solucion: z = 2kr, es decir: y = x + 2Kkr.

Z56- Un dep6sito contiene 1m3 de agua salada, siendo 50kg la cantidad de sal disuelta. En un
momento dado se abre un grifo por el que entran en el depdsito 10 litros de agua por minuto, que
se supone se mezclan instantdneamente con la disolucién contenida en el depdsito.
Simultdneamente se abre un orificio de salida, por el que salen del deposito 10 litros de la
disolucion por minuto. ¢Qué cantidad de sal quedara en el deposito al cabo de 30 minutos? (se
supone que el peso especifico de la sal es similar al del agua).

Solucion: La cantidad de sal existente cuando ha transcurrido el tiempo t, es y(t) kg, por lo que su

. oy £ i _
concentracion es: 1000 " La sal que sale del depdsito es: 1000 ——=—10dt. Luego: dy = —0,01ydt.

Integrando: y = Ce %%, Para t =0, y =50, C = 50. Luego: y = 50e-%%%, EIl valor de y para
t = 30, es: y(30) = 50e%3 = 37kg.

Z57- Se analiza una muestra de una roca que contiene 100g de uranio y 209 de plomo que provienen
de la desintegracion de aquél. EI tiempo de vida media del uranio es de 4,5 - 10° afios y se sabe
que de 2384 de uranio se obtienen tras su desintegracion total, 206 g de plomo. Determinar la edad
de la roca, suponiendo que cuando se formo, no contenia plomo. Se desprecian los productos
intermedios de la desintegracién del uranio en plomo.

Solucion: La ley de desintegracion determina que la cantidad q(t) de sustancia radiactiva que se
desintegra en la unidad de tiempo, en un momento dado, es proporcional a la cantidad Q(t) de
dicha sustancia en dicho momento: q(t) = kQ(t). En el intervalo dt entre t; y t; + dt, se desintegra:

kQ(ty)dt = Q(t + dt) — Q(t). Luego: deft) = kQ(t), cuya solucion es: Q(t) = Ce, siendo C la

cantidad inicial de la sustancia. Sea y la cantidad de uranio desintegrado: 2y0 238 , Yy =23,1g¢.

La cantidad total inicial de uranio era: 100 + 23,1 = 123,1g. Luego: Q(t) = 123 le"t 100. Para

— 9 Q(t) — — p45- 10% — _ In2 — 45 109
t=4,5.10°, 1231 =05=¢e .k 25.109 Por tanto: 100 = 123,1e ,

t = 1.349,2 . 108afios.

Z58- Un paracaidista salta desde una altura de 1,5km, y abre su paracaidas a una altura de 0,5km.
Calcular el tiempo transcurrido desde que salta hasta que abre el paracaidas. La velocidad limite de
caida es de 50m/s. La resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad de caida.

Solucién: Sea m la masa del paracaidista, v su velocidad, y sea g = 9,8 m/s? la aceleracion de la

gravedad. Aplicando la formula f = m-a, se tiene: mg—kvZ = m gl\t/ dt = ﬁ siendo

ko:%. Integrando: t+InC = —L In4+¥, siendo: a = ’k% AtV _ ce, siendo:

2,/kog

A =2/kog. Parat = 0, la velocidad inicial es nula, luego C = 1. Se tiene: lim Z+z€3 = oo,
t-oo -
luego: lim v(t) = a. Pero, lim v(t) = 50m/s, luego: a = 50, es decir: 50 = /ﬂ k = ﬂ,
t—-00 t-oo k 2500
A= ng = 29 =0,39 ~0,4. Por tanto: v(t) = af =1 _ gptanh AL M = 50tanh0, 2t =
dict 50 eM 41
= d(t) , siendo | el camino recorrido. Integrando: I(t) = 2501In cosh 0,2t+1,. Como:

lo = 0, I(t) = 1.500 — 500 = 1000, t = 5In(e* + /e¥—1 ) = 23,5 segundos.

Z59- Un balon pesa 0,4 kp. Se lanza hacia arriba con velocidad inicial de 20m/s. La resistencia del
aire es proporcional al cuadrado de la velocidad (para el caso, es 0,48 p para una velocidad de
1m/s). Hallar la altura méxima que alcanza y el tiempo que tarda en ello.

Solucién: Aplicando la formula f = m - a, se tiene: —-mg — kv? = mﬂ m= p_04

at T = 10 (tomando
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g ~ 10), k = 0,00048 kp S . Luego: %II\t/ —-10 - 0,012v2. Integrando esta ecuacion diferencial:
arctan(/0,0012 v) = ,/0,1 (C—t), v= J% tan[ (C-1)/0,12 ]. Para t=0, vo =20,
1 o . i
C=—=—arctan(2,0,12 ) = 100,21° = 1,75rad. La altura maxima se alcanza cuando
Gz ean(2/012)

v =0, es decir: t = C = 1,75s. Siendo | el camino recorrido, se plantea la siguiente integral:

10 250 1,75
| = jﬁtan[(l,ﬁ—t) /0,12 Jdt = =3% In[cos((1,75-1) /0,12 ) | ™ = 16,3m.

Z 60- Hallar la presion atmosférica a una altura h, si sobre al nivel del mar la presién es 1 kp/cm?,
siendo la densidad del aire de 0,0012g/cm3. Se supone que la temperatura del aire es constante y
que se cumple la ley de Boyle-Mariotte.

Solucion: A la altura h, la presion es P(h). La diferencia entre P(h) y P(h + Ah), corresponde al
peso de una columna de aire de base 1 cm? y altura Ah, es decir, siendo p la densidad media del
aire: P(h) — P(h + Ah) = p(h + kAh)gAh, siendo 0 < k < 1, y g la aceleracién de la gravedad. Para

Ah - 0, se tiene: glh = —gp(h).La densidad de un gas a temperatura constante es proporcional a
la presion (ley de Boyle-Mariotte), es decir: p(h) = AP(h). Luego: g'; = —gAP, dﬁp = —gA4dh.

Integrando: InP = —gAh +C, P = e 9"C, pParah =0, P=1. Luego: 1 =e¢, C =0, P = g9,
Por otra parte: 0,0012g/cm? = A - 1kp/cm? = 21000p/cm? = 1000g/cm? - Ag, Por tanto, se tiene

3
—Oiggéé‘% 7 = 0,0000012cm = 0,12km. Luego: P = e12"kp/cm?, dada la

altura h en km.

que: Ag =

Z61- La masa de un cohete con el depoésito lleno de combustible, es M, y sin combustible es m. La
velocidad de expulsion de los residuos de la combustion respecto al cohete es ¢. La velocidad
inicial del cohete es nula. Hallar su velocidad tras la combustion de todo el combustible. No tener
en cuenta ni la gravedad ni la resistencia del aire.

Solucion: En el instante t, tras la ignicion, la masa total es M(t) y la velocidad v(t). Aplicando la
férmula: cantidad de movimiento (mv), igual a impulso (ft), se tiene que la cantidad de
movimiento es: M(t) - v(t), que es igual al impulso de las fuerzas que acttan sobre el cohete. Este
impulso corresponde a la expulsion de los residuos de la combustion. En el intervalo At, se
expulsa una masa de residuos igual a: M(t) — M(t + At), siendo la velocidad de expulsion con
relacién al cohete: ¢ — v(t). Por tanto, la variacion del impulso es: [c — v(t)][M(t) — M(t + At)].
Igualando esta expresion a la variacion de la cantidad de movimiento, se tiene:
[c = V() ][M(t) — M(t + At)] = M(t + At) - v(t + At) — M(t) - v(t). Operando, se tiene la ecuacion:

CAM + M(t + AD[V() — V(t + At)] = CAM + MAV + M(At)Av = 0. Luego: ¢ AA'V' +M + M(At) = 0.

Haciendo Av - 0, se tiene: ¢ %'\\f' + M =0, dv= dM, v(t) = —cInM(t) + k. Para t =0,

M(t) = M, v(t) = 0. Luego: k = —cIn-L V= cln

M(t) . Cuando se ha quemado la totalidad del

combustible: M(t) = m. Por tanto la velocidad pedida es: v = cIn %

Z62- Se destilan dos liquidos A y B. En todo momento, el cociente de las cantidades evaporadas es
proporcional al cociente de las cantidades que todavia se encuentran en estado liquido. Determinar
la ecuacién de dependencia entre las masas de Ay B.

Solucion: Sea x(t) la masa de A no evaporada en el momento t. Y sea y(t) la de B. En el momento
t+ At, las correspondientes masas son: x(t) —Xx(t+ At), y(t) —y(t+ At), respectivamente.

. Ya+AY —y@® y(®)
Como: ST aD —x® X
Luego: y = Cxk.

, pasando al limite, se tiene: % = ky, Iny = kinx+InC.

t
Z 63- Resolver la ecuacion integral f(t) = t® + Isin(t = xX)f(x)dx.
0
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Solucion: Sean las siguientes transformadas de Laplace: L[f(t)] = F(p), I(t3)=%,

p
t
TR | - : L F) 6 L Fp)
L(sint) = il Luego se tiene que: £|:I5|n(t x)f(x)dx:| 071 F(p) = p2 1
_ 6(*+1) _ 6 .6 -1 3
F(p) = —pG =05 T . Aplicando las tablas de £, se obtiene: f(t) = O + t3.
t
Z 64- Resolver la ecuacion integral 1 — cost = Isinh(t —x)f(x)dx.
0
o . : _ I R 1
Solucién: Se tienen las transformadas de Laplace: £(1 — cost) P i1 D)
t
: - F(p) : 1 F(p)
L — = o = . . = .
|:_(|;smh(t X)f(x)dx = sinh f(t):| 071 Por tanto o + 1) 071 De
donde: F(p) = p° -1 __» Ny Aplicando las tablas de £, se obtiene:
p(p*+1) p?+1 P ’

f(t) = 2cost — 1.

t
Z 65- Resolver la ecuacion integral sint = J.cos(t = X)f(x)dx.

0
t

Solucién: Derivando, se tiene: cost = —J.sin(t—x)f(x)dx + f(t). Se tienen las transformadas de
0

Laplace: £L[f(t)] = F(p), <£(cost) = pz% ;E|:'|.sin(t—x)f(x)dx:| = p'j(p) . Por tanto:
0

+1
p F(p) d licando las tablas de £~ iene:
741 = B + F(p). De donde: F(p) = —. Aplicando las tablas de , Se obtiene:

f(t) = 1.

t
Z 66- Resolver la ecuacion integral 1 — cost = Icosh(t — x)f(x)dx.

0
t

Solucion: Derivando, se tiene: sint = Isinh(t—x)f(x)dx+f(x). Se tienen las transformadas de
0

Laplace: £[f(t)] = F(p), L(sint) = 21 \ ;E|:J.sinh(t—x)f(x)dx:| = plz(f) . Por tanto:
0

pc+1 1

1 _ _F@ . __p*-1 2 1 :
7+l -1 + F(p). De donde: F(p) 02(p2 + 1) i1 Aplicando las tablas
de £71, se obtiene: f(t) = 2sint —t.

t
Z 67- Resolver la ecuacion integral t3 = I(t — X)?f(x)dx.
0

Solucion: Siendo: (%) = % [ [t=x2f00ax = t2 f(t):| ZFp(p) Luego: % _ ZFp(sp),
F(p) = . Aplicando las tablas de £71, se obtiene: f(t) = 3.

t t
Z 68- Resolver el sistema de ecuaciones integrales x(t) =t + Iy(u)du, yt) =1+ jx(u)du.
0 0
Solucion: Se tienen las transformadas de Laplace: £L[x(t)] = X(p), L[y(t)] = Y(p). Luego:
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ef[fy(u)du -1 -y(t)} - Y |:J.x(u)du 1. x(t):| P como: (v - L
0

p
L(1) = % se tiene: X(p) = g—lz + Y(p) , Y(p) = XI(OIO) Las soluciones de este sistema son:
__ 2 _ p
X(p) - 2 _ 1 ' Y(p) p2 -1
x(t) = 2sinht, y(t) = 2cosht — 1.

—%. Apllcando las tablas de £, se obtiene:

1 o
Z 69- Escribir en forma de ecuacion integral la expresion f(t) -t2 = /X (ecuacion integral de Abel)
y resolverla.

t
Solucion: La ecuacion integral es: If(—x)ldx = t% (se trata de la ecuacion de Abel para
o (t—x)2
TG
f(t) = t%). Para resolverla, sean las transformadas de Laplace: £(t2) = g ,
p 2
Lo A r($) p2r(3)
£|:I(—X)ldx=t‘7f(t):| = ? F(p). Luego: F(p) = -2 21 . Aplicando las
0 (t-%)2 p2 p2rd) P

tablas de £, se obtiene: f(t) = %

1
Z70- Resolver la ecuacion integral 1 = _[(t —X)" 2 f(x)dx.
0

Solucion:  Se  obtienen las siguientes transformadas de  Laplace: ;6(1):%,

t
1 1
2| [t-%"2fdx = t72 - f(t F - [ZF Por tanto: F(p) = —L—.
D( Xz f(x)dx = 2 ()J % ®) = [FFE. Por tanto: F(p) -
Aplicando las tablas de £71, se obtiene: f() -1
mft
t
Z71- Resolver la ecuacion integral t = j2cos(t —X)f(x) dx.
0
Solucion: Se tienen las siguientes transformadas de Laplace: L[f(t)] = F(p), L(t) = é
L(cost) = P Luego: £ J.cos(t—x)f(x)dx :L(p)_ Por tanto: L:zp F(p)
p?+1 : p?+1 p? p2+1’
2F(p) = p?;l _%-F#. Aplicando las tablas de £, se obtiene: 2f(t) =1+ t22
1.2
i = 2 4

t

Z 72- Resolver la ecuacion integral sint + cost = Ie‘*xf(x)dx.

0
t

Solucion: Derivando, se tiene: cost —sint = f(t) +J.etfxf(x)dx. Eliminando la integral entre esta

0
ecuacion y la del enunciado, se obtiene: f(t) = —2sint.

t

Z 73- Resolver la ecuacioén integral k' — 1 = J.k”f(x) dx.
0
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t

Solucion: Derivando, se tiene: ktInk = f(t) + InkJ.k‘—Xf(x)dx. Eliminando la integral entre esta
0
ecuacion y la del enunciado, se obtiene: f(t) = Ink.

t
Z 74- Resolver la ecuacion integral e = jsin(t = X)f(x)dx.
0
t
Solucion: Derivando, se tiene: —e—t:Icos(t—x)f(x)dx. Volviendo a derivar, se tiene:

0
t

et = —J.sin(t— x)f(x)dx + f(t). Eliminando la integral entre esta ecuacion y la del enunciado, se

0
obtiene la solucién: f(t) = et +e™ = 2e™.

b
Z 75- Hallar la curva en la que la funcional f = j J1+Yy?, que une los puntos fijos Ay B, alcanza su
a

valor extremo.

Solucion: Esta funcional determina la longitud de la curva que une los dos puntos fijos dados. Se
trata, por tanto, de encontrar la curva de longitud minima que une dichos puntos, que obviamente
es la linea recta. La extremal pedida es la curva integral de la ecuacion de Euler de las extremales:
%(f’y,) —f, = 0, siendo f(x,y,y") = 0, que desarrollada, da: y”f;’,2 +y’f’y’y, +f’x’y, —f, = 0. Como la
funcional dada no contiene explicitamente x ni y, la ecuacién de Euler se simplifica: y” = 0, cuya

solucion es: y = mx + n. Para calcular las constantes m,n, se hace cumplir a esta ecuacion con las
coordenadas de Ay B, obteniéndose la recta que pasa por los dos puntos.

Z 76- Hallar entre las curvas que unen los puntos A(1,3) y B(2,5), la curva en la que la funcional
B

f= jy’(l + x2y")dx, alcanza su valor extremo.
A

Solucion: La ecuacion de la funcional f no contiene explicitamente la variable y, luego la ecuacion
de Euler para las extremales, queda simplificada en: di(f;/) = 0, es decir, f’y/ €S una constante.

2X
familia de hipérbolas. Haciendo que pase por los puntos dados, se obtiene Ia

hipérbola: y = —% +7.

Por tanto: f’y, =1+xy'+yx2=1+2x%'=C, y = 2;21 , Y = —C+1 . p Se trata de una

Z77- Hallar entre las curvas que unen los puntos A y B, la curva en la que la funcional

2 [1+y?
fz{T

dx, alcanza un valor extremo.

Solucion: La funcional f no contiene explicitamente la variable x, luego la ecuacién de Euler para
las extremales, queda simplificada en: y”f’y’/2 + y’f’y’y/ —fy, = 0. Multiplicando esta ecuacion por y',

AV

se tiene: y’(y”f’y’,2 +y’f’y’y, -fy) = f’y’/zy’y” +f’y’y,y’2 —fyy' + f’y,y” —-fyy" = %(f—y’f’y/) = 0. Luego

Ly,

!

una primera integral da: f—y'f/, = C, es decir: -y = C. Simplificando:
y T ey
1 =Cy,/1+y"?, que integrada da: (x + D)? +y? = é Esta ecuacion corresponde a una familia

de circunferencias con centro en el eje de abscisas. Al hacer que pase por los dos puntos dados, se
obtiene un valor para las constantes C y D, quedando determinada la circunferencia.

Z 78- Determinar la curva que, pasando por dos puntos dados, forma al girar alrededor del eje de
abscisas, una superficie de &rea minima.
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B
Solucion: S = IZny,/l +Yy'2dx. Como la funcional no contiene explicitamente x, se tiene que:

f-yf, =0 é deci Try? - W~ y
-y'f,=0. Es decir: yJ1+y? - 22— —
Y J1+y7? J1+Yy?

y' = sinht, y = kcosht, dx = 3y Cg:gmdt = Cdt, x = Ct+D. Eliminando t, se tiene la

solucion: y = Ccosh X_CD, que corresponde a una familia de catenarias, que al girar forman

superficies llamadas catenoides. Las constantes C y D se fijan al hacer que la ecuacion se verifique
para los dos puntos dados.

= C. Operando: = C. Haciendo:

Z79- Determinar la curva situada en un plano vertical, que pasa por dos puntos dados, de forma que
un punto material recorra el trayecto entre dichos dos puntos, en el menor tiempo posible. Se
desprecia el rozamiento y la resistencia del medio.

Solucién: La velocidad v de caida desde una altura y, es: v = /2gy. El tiempo invertido en la
Ed
J2gy
coordenadas: y(0) = 0. La funcional no contiene la variable x, por lo que la ecuacion de Euler de
J1+y? Y2 c
_ - C,.
J29y J29y(L+y"?)

1 =Cy VY(A+y?) = = C. Haciendo: y' =cott, y= —C __ _cCsin%t=

/y(l + y/z) C% 1 + cot?t

_Cn_ S v ﬂ _ Csin2tdt _ 2Csintcostdt 2 _ 3
= 2(1 cos2t), Como: dx = Yy~ cott cott = 2Csin“t = C(1 — cos2t)dt.

Integrando: x = C(t - S'”Zt)+k Como para t=0, x=0, k=0, se tiene que:

caida entre los dos puntos, es: t = . Tomando uno de los puntos como origen de

las extremales es: f—y’f’,=0. Por tanto: Operando:

X = C(2t—sm2t) Luego la curva corresponde a la familia de cicloides: x = C(t—sint),
y = C(l cost). La curva hallada recibe el nombre de braquistocrona.

Z80- Determinar la forma adecuada para un deposito de fluidos, de forma que su capacidad sea
maxima, mientras que su superficie sea minima (menor coste del material utilizado).

Solucion: Se trata de una superficie de revolucion generada por una curvay = F(x),que pasa por
los puntos (0,0) y (a,0). El volumen viene dado por: V = j my%dx, y la superficie por:

S = fo 2ny,/1+y dx. Como la funcional no contiene explicitamente X, se tiene: f—yf’y, =
Como el enunciado puede presentarse de la forma "cémo encontrar la méxima capacidad para una
superficie dada", se puede poner: j my?dx = lj Zny,/l +y?dx. De donde se tiene que:

12
flyy') = my? — A2my, /1 + y , 24y — ﬁ +y%2—22y,J1+y? = constante. Como y(0) =0,

la constante es nula. OperandO' ,/1+y % Y2 +y2y?2 =432, yy' = [42%2 —y?,

X=a
J'dx |,/4/12 | —x+C. Parax=y=0, 24 =C.

ydy = JAA2 —y2dx, [ —=—2—
Luego 422 —y? = (x—21)%, x> +y? —ax — aTZ = 0. Se trata de una

0 1[
Parax = a, y = 0, }L—%
circunferencia de centro (% 0) y radio 2, siendo el depésito la correspondiente esfera.

2 l
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Anexo - Problemas de Estadistica

- Al calibrar unas piezas se han obtenido las siguientes dimensiones en milimetros: 74, 73, 73, 70,

71, 75, 71, 72, 65, 68, 78, 79, 64, 62, 63, 69, 71, 62, 62, 68, 74, 63, 75, 77, 71, 61, 72, 66,
77, 72, 73, 64, 70, 66, 61, 62, 63, 63, 66, 68, 74, 65, 68, 76, 71, 70, 65, 64, 62, 65, 68, 70,
78, 79, 72. Se pide la tabla de frecuencias con intervalo 3, el célculo de la media aritmética,
mediana, moda, media geométrica, media armoénica, desviacion tipica, asimetria y apuntamiento.

Solucion:

Intervalos | fi | D fi|mi |Xa |di |fidi |fid?|fid? | fid}

61-63 |11 11 62,5 -3|-33| 99 |-297 891
64-66 |10 21 65,5 -2|-20| 40| -80 | 160
67 - 69 6| 27]68,5 -1| 6| 6| -6
70-72 13| 40 71,5/71,5 O

73-175 8| 48|74,5 1 8| 8

76 -78 5| 53|77,5 2/ 10| 20| 40 80
79-81 2| 55/80,5 3 6| 18 54| 162
Total 55 -35|191 | -281 | 1307

Se ha tomado como promedio arbitrario: X, = 71,5.
fid
Media aritmética: X = Xa + 1 =— Z =715+ w = 69,59.

42 -
Desviacion tipica: s = IJ Z,L'd' - ( Zl\fl'd' ) = 3‘/ 191 55 )2 = 5,25.
>hdd  Shd D Fhd
N ° N N © N

Asimetria: as = =

()]

281 5101 | —35+2<55> i

55 55

[ oL (3 J | |
Zlilidf‘ _42;;0'? erfdi +62|Lid? (le‘lidi> _3( Zfidi>

Apuntamiento: a, = -3 =

&> —(Z“‘" /]

_ e >) (@ 55 ) 1oL

[191 (5 )}

. o . filog X;
Media geometrica: My =antilog %

Media arménica: M, = Nf = 67,92.

|
2%
Mediana: My = 70.
Moda: M, = 71. Aplicando la siguiente formula aproximada para la obtencion de la moda,
Mo = 3Mq — 2X, se obtiene el valor: My = 370 -2 - 69,59 = 70, 82.

= 69, 39.
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En un almacén hay 10.000 piezas cuya dureza se exige que esté entre los limites 48 y 52. El
porcentaje de piezas defectuosas es 2%. Se pide la desviacion tipica del nimero de piezas
defectuosas, suponiendo que las piezas extraidas se vuelven a introducir.
Xj
Solucién: Se supone la distribucion binomial de la dureza: F(X;) = >_( ¥ )p*g"X. Se tiene que:
X=0

2 1 49 por tanto, el valor de la desviacion tipica es:

P=100 "5 9°1"P- 5o

o = /npq :/10000-5%-% - 14

En una fabrica se examinan cada hora 20 piezas y si hay una defectuosa se interrumpe la operacion
y se determina la causa del defecto. Suponiendo que el proceso de fabricacion produce 1,5% de
piezas defectuosas, ¢cudl es la probabilidad de que se interrumpa la fabricacion?.

Solucion: La probabilidad de que no haya ninguna pieza defectuosa en las 20 piezas que se

20
examinan, es: (%) . Luego la probabilidad de que haya que parar la fabricacion, es:

98,5\2
1-(55) =02

Si X se distribuye normalmente con promedio u =0 y desviacion tipica o = 1, hallar la
probabilidad de que —-1,71 < X < 1,22.

Solucion: La férmulg de la distribucion normal con promedio p y desviacion tipica o, es:
X=p) 2
f(X) = 1 _¢7%2 . En el caso del enunciado, la férmula es: f(X) = 1 e’XT. La
o2 2r
probabilidad P de que X esté en el intervalo: —1,71 < X < 1,22, es igual a la suma de las
probabilidades de que: -1,71<X<0 y de que: 0<X<1,22. Es decir que:
P(-1,71 <X <1,22) =P(-1,71 < X <0)+ P(0 < X < 1,22). Utilizando tablas de la funcion
normal, se tiene: P(-1,71<X<0)=0,4564, P(0<X<1,22)=0,3888. Luego:
P(-1,71 <X <1,22) =P(-1,71 < X <0)+P(0 < X <1,22) = 0,4564 + 0,3888 = 0,8452.

Si X se distribuye normalmente con promedio u = 10 y desviacion tipica o = 2, hallar la
probabilidad de que 9 < X < 10.

— U X-10 ; . 1 -5

= , se tiene que: f(u) = e 2. Para X =9,
5 > que: f(u) = —=
u=-0,5 para X=10, u=0. Utilizando tablas de la funcion normal, se tiene:
P(9 < X<10) =P(-0,5<u<0)=0,19146.

5 . X 2
Solucién: Haciendo: u =

En una féabrica de instrumentos de precision, una de las dimensiones de las piezas fabricadas tiene
una desviacion tipica de 0,001. Los limites requeridos en las dimensiones son de 0,121 a 0,129, y
se controlan todas las piezas. La media de la dimensién es 0,123. Suponiendo equiprobabilidad en
la eleccidn de cada pieza, ¢qué porcentaje de piezas se van a desechar?

X-0,123 1

0,001 J2r
para X =0,129, u=6. Por tanto, se tiene: P(0,121 <X <0,129) =P(-2<u<6) =
=P0<u<2)+P0<u<6), pues por simetria de la curva normal se tiene que:
P(-2<u<0)=P0<uc<2). Utilizando tablas de la funcion normal, se tiene:
P(O<u<2)=0,47725 P(0 <u <6)~0,5. Luego: P(-2 <u <6)=0,97725. Por tanto, el
porcentaje de piezas a desechar es: 100 — 97,725 = 2,275%.

u?
2

Solucién: Haciendo: u = , Se tiene que: f(u) = e 2, ParaX=0,121, u = -2;

Hallar la probabilidad de que la variable V, que sigue la distribucién de 2 con 10 grados de
libertad, esté comprendida entre 2,5y 18, 3.

Kk 1

Solucién: La férmula de la distribucion y? es: f(x2) = ﬁ(%)fe*ﬂz(%z)%fl. El parametro k

recibe el nombre de grados de libertad. Utilizando una tabla de distribucién de y?, para k = 10, se
tiene: P(2,5 <V <18,3) = P(V <18,3) -P(V < 2,5 =0,99 - 0,05 = 0,94.
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Si X es una variable que sigue la distribucion t de Student, hallar la probabilidad para k = 10, de
que X esté comprendida entre —1,71y 1,22.

k=1 yp kil
Solucion: La férmula de la distribucion t de Student es: f(t) = L(l + ﬁ) . Esta
Jhw (2 vk

curva es simétrica respecto al origen. ElI pardmetro k recibe el nombre de grados de libertad.
Utilizando una tabla de la distribucidon de t, se tiene para k = 10, los siguientes valores: la
probabilidad de un valor de t mayor que 1,093 es 0, 3, mayor que 1,372 es 0,2, y mayor que 1,812
es 0,1 (estos valores se refieren a ambas direcciones, positiva y negativa; luego en un solo sentido
la probabilidad es la mitad). Interpolando los valores dados, y tomando sus mitades: para —1,71 el

valor es: 0, %23 = 0,0615, y para 1,22 el valor es: 0’254 = 0,127. La probabilidad pedida es:
(0,5-0,0615) + (0,5-0,127) = 81,1%.

Si X es una variable que sigue la distribucién de Fisher con 20 y 22 grados de libertad, hallar la

probabilidad de que X sea menor que 2,50.

Solucion:  La férmula kde la distribucion de F de Fisher es la siguiente:
1+

1+ %F)‘( aales
2

f(F) = (£1)?

@ B(% %)
especie. La curva es ligeramente asimétrica. Los pardametros ki y Kz reciben el nombre de grados de
libertad. Utilizando una tabla de distribucion de F de Fisher, se tiene para los grados de libertad
indicados y para las probabilidades 0,05 y 0,01, respectivamente: Foos = 2,07 y Foo1 = 2,83.
Interpolando, para X = 2,5 se obtiene el siguiente valor:

0,05 — (0,05 _2053%13(22’87_ 2,00 _ 0,02737. Luego: P(X < 2,5) = 1-0,027 = 97, 3%.

, donde B representa la funcion euleriana de primera

Una empresa metalurgica ha producido en 33 meses, las siguientes cantidades mensuales de un
determinado producto, con los costes que se indican entre paréntesis (las unidades producidas se
dan en millares, y los costes en millones de euros): 7(0,3), 20(0,4), 22(0,4), 28(0,5), 32(0,5),
29(0,5), 41(0,6), 29(0,5), 52(0,8), 64(1,1), 68(1,7), 62(0,9), 93(1,2), 73(0,7), 94(1,9),
90(2,5), 59(0,9), 84(1,9), 55(1,1), 56(0,9),76(1), 89(1,2), 117(1,6), 173(1,5), 90(1,5),
139(1,9), 156(2,1), 161(2,1), 188(2,6), 145(1,9), 161(2,1), 181(2,3), 177(2,3). Hallar la
funcion del coste de produccién de la forma C = a+bx+cx?, y calcular el coeficiente de
regresion y las desviaciones tipicas.

Solucion: Agrupando las producciones en los intervalos: 0/70; 70,1/140; 140,1/210, y los costes
en los intervalos: 0,21/1; 1,01/1,8; 1,81/2,6, se tiene el siguiente cuadro:

Intervalos | 0/70 | 70,1/140 | 140,1/210 | f; | d; | fid; | fjd? | D_fiidi | dj D_fidi
0,21/1| 12 2 14|-1-14 | 14 -12 12
1,01/1,8 3 4 1, 8/ 0 0 0 -2
1,81/2,6 4 7111 1) 11| 11 7
fi, 15 10 8133, 0, 3| 25 —7 19
di| -1 0 1, 0
fid; | =15 0 8|7
fid? | 15 0 8123
3 fyd; | —12 2 7/-3
4> fyd; | 12 0 7119

Xa =105, Yo =1,4,1,=70,1,=0,8, X = 105+70-§—§ = 90,15,
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19 EDE3)

Y=14+08-%3=133r= 33 = 0,8,
33 7Y (3
23— —5z— /25—
\/ 33 \/ 33
-3)2 _7)2
sy=0,8 — 33 = 0,69, sx =70 a3 = 56,52.

Para calcular la curva de regresion, ha de tenerse que la funcion: F = Y (Y —a - bX — cX?)?, ha
de ser minima. Por tanto se tienen las tres ecuaciones siguientes:

Fo=2Y(Y-a-bX-cX?)(-1) =0,

Fo=2>(Y-a-bX-cX?)(-X) =0,

Fe=2>(Y-a—-bX-cX?)(-X?) =0.

Esdecirna+b> X+c) X2->'Y =0,

aY X+b> X2+cd X3-> XY =0,

ay XZ+b> X3+cd) X4-D X% =0.

Siendo los valores medios de los intervalos de X: 35, 105, 175, y de los de Y: 0,6, 1,4, 2,2, se
tiene: > X = 35-15+ 105+ 10 + 175 - 8 = 2.975,

D X2 =352.15+ 1052 - 10 + 1752 - 8 = 373.625,

D> X3 =35% .15+ 105°% - 10 + 17583 - 8 = 55.094. 375,

D> X4 =35%.15+ 105 - 10 + 175* - 8 = 8.741.140.625,

>Y=06-14+1,4-8+2,2-11 = 43,8,

> XY=35.06-12+35-1,4.3+105-0,6-2+105-1,4-4+105-2,2-4+175-1,4+
+175.2,2 -7 = 4.977,

> X?Y =352.0,6-12+35%.1,4-3+1052.0,6-2+1052.1,4-4+1052.2,2-4+

+175% 1,4 + 1752 - 2,2 - 7 = 700.455.

El sistema a resolver es:

33a+ 2.975b + 373.625¢c — 43,8 = 0,

2,975a + 373.625b + 55.094.375¢c — 4.977 = 0,

373.625a + 55.094.375b + 8.741.140.625¢c — 700.455 = 0,

cuya solucion es: a = 0,26, b = 0,0152, ¢ = —0,0000268, con lo que la curva de regresion es:
Y = 0,26 +0,0152X — 0,0000268X?, siendo X los miles de piezas producidas mensualmente e Y
los millones de euros del coste mensual de produccion.

Siendo f(X,Y) = ce~**2¥) para X > 0, Y > 0, hallar la probabilidad de que: a) X > 1, siendo
Y>1;b)X<1;¢)X>1siendoY < 1.

Solucion: F = ¢ [[e-*+2dXdY = %(—e*2Y +e X 41 —eX),

F(oo,00) = 1 = % c=2 F(0,0)=0 F(@1,1) =-e2+e3+1l-el F(ol)=-e2+1,
F(1,0) =1-¢e™
a)P(X > 1, Y >1) = F(oo,00) — F(o0,1) — F(1,00) — F(o0,1) + F(1,1) = =% = 0,0498.
b) P(X < 1, ) = F(1,00) = 1 —e! = 0,6321.
OPX>1Y<1)=F(o1)-F(1,1) =e!-e3 =0,3181.
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12- Se dispone de los datos anuales de seis variables en el transcurso de 21 afios, que se recogen en la
tabla siguiente. Hallar la linea de regresion y el coeficiente de correlacion multiple.

Afios X1 X2 X3 X4 Xs Xe
1| 7,238| 1,2103| 2,0427 | 2,2357| 98,07 30.199
2| 13,656 | 0,9689 | 2,0456 | 1,8174| 94,17 44.811
3, 11,031| 0,8317| 1,8510| 1,7730| 86,81 67.570
4 9,976 1,9154 | 1,7753| 2,2645| 82,69 88.852
5| 8,852| 0,8272| 1,6935| 2,3182| 80,67 81.615
6| 13,470 0,8822| 2,2184 | 2,4485| 87,66 38.800
7| 8,605 1,1538| 2,0288 | 2,8178| 92,06 112.272
8| 11.315| 1,1861| 2,1014  3,3421| 95,03 54.320
9| 11,405| 1,2243| 1,9233| 3,6097 | 97,74 47.976

10| 12,431| 1,2052| 1,9163 | 4,0732| 98,00 46.481
11| 11,833 | 1,2684| 2,1155| 4,1112| 99,94 56.909
12| 12,505 | 1,2274| 2,0719 | 4,0750| 103,06 46.182
13| 9,612| 1,2691| 1,9911 | 4,1703| 101,27 51.252
14| 9,843 | 1,5457| 1,9503 | 4,3739| 104,96 96.701
15| 15,293 | 1,2603 | 1,9644 | 4,3739| 104,63 55.453
16| 9,178| 1,2728 | 2,1114| 3,8167 | 104,41 119.385
17| 15,392 | 1,0542| 2,0751 | 3,8844 | 102,77 51.370
18| 8,891 | 1,1727 | 2,0333| 3,8828 | 103,62 | 106.903
19| 11,394 | 1,1703 | 1,8229 | 3,8599 | 105,26 93.859
20| 11,944 1,0541 | 1,8776| 3,6947| 102,91 62.961
21| 12,359 | 1,8983| 2,0059| 3,7092| 105,04 43.153
Totales | 236,223 | 23,6184 | 41,6157 | 70,6521 | 2050,77 | 1.397.024

Solucion: Se obtienen los siguientes valores:

> X3 =2750,761 | XXX, = 263,848 2. XaXs = 469,5211
> XiXq = 803,6467 | 3 XiXs = 23.144,6693 | 3 X;Xs = 15.150,962
> X3 = 27,2216 3 XoXs = 46,9339 > XoX, = 81,7439

> XoXs = 2.325,3302 | 3 X,X = 1.590.070,13 | 3. X3 = 82,7929

Aplicando la formula: rj =

3 XaXs = 140,4259 | 3 XaXs = 4.070,8062 | 3 XaXs = 2.751.278,21
ZX% = 252,8733 ZX4X5 = 7.008, 2626 ZX4X5 = 4.741.223,64
S IX2 = 201.446,82 | Y XsXs = 136.423.936 | 3 X2 = 106.944.665.536
Xi
D2 XiXj - Z -3 X

, se obtienen los siguientes

‘/inz Ex)’ JZXZ Ex)°

coeficientes de correlacion:
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14

ri, =-0,162264 | ri3 = 0,234088 | riz = 0,229859 | ri5 = 0,213509 | rig = —0,4929
rs = 0,278037 |rp =0,715947 |rys = 0,671544 | rys = —0,194661 | r3s = 0,187279
Iy = 0,348462 g = —0,255748 45 = 0,813223 I 46 0,089143 I'sg = —0,000845

1 -0,162264 0,234088 0,229859 0,213509 -0,492900
-0,162264 1 0,278037 0,715947 0,671544 0,194661
Luego: |ri| = 0,234088 0,278037 1 0,187279 0,348462 -0,255748
0,229859 0,715947 0,187279 1 0,813223 0,089143
0,213509 0,671544 0,34862 0,813223 1 —0,000845
-0,492900 0,194661 -0,255748 0,089143 -0,000845 1
De donde se deducen: Cioasss = —% = —0,626353, Ci3456 = —:—i = -0, 312499,

r-l4 r-15 rlG
C14.2356 = —ar = 0,631941, Ci52346 = —ar = —0, 155385, C16.0345 = —ar = —0,383272
r r r
Por tanto, con las variables normalizadas, se tiene:
X1 = —0,626353x, — 0,312499x5 + 0,631941x, — 0,155385x5 — 0,383272xs. Pasando a valores

reales, la ecuacion de la linea de regresion es:
X1 —11,2487 _ —0,626353(X, —1,1247)  0,312499(X; —1,9817)

4,49 0,032 0,015
N 0,631941(Xs —3,3644)  0,155385(Xs —97,6557)  0,383272(Xs — 66525)
0,7225 56,07 667034028
[ri]

Il &
También se pueden calcular los coeficientes de orden inferior para obtener en cascada los de orden
superior:

ri12.3= -0,243444 ri14.3= 0,194782 ro4.3= 0,703571 ri5.3= 0,144784 rq5.3= 0,812350

El coeficiente de correlacion multiple es: ryoss6 = |1 — = 0,601, kZ 53456 = 0,638367.

ros.3= 0,638208 ri6.3= 0,460742 re4.3= 0,144310 res.3= 0,097418 r2e.3= 0,286201

r12.34= —0,545874 r15.34= —0,023508 | rs534= —0,160954 | rig.34= —0,509496 | res5 34= —0,034730

r26,34= 0,265658 r12.345= —0,5494 | r16.345= —0,510758 | rog.345= 0,274995 | r12.3456= —0,494744

ri13.2456= —0,028775 | ...

Hallar los intervalos de confianza del promedio u, correspondientes a una probabilidad de
0,9973, de un colectivo del que se conoce una muestra de cuatro elementos: 12, 10, 11, 15,
siendo 2,4 la desviacion tipica del colectivo.

., . ., . - . - ZX 48

Solucion: La estimacion por maxima verosimilitud proporciona el valor: X = =— = a = 12.
Segin las tablas de la funcion normal: f(t) = Lef%‘z, para la probabilidad:

f2r

P = %(0,9973) = 0,49865, t = 3. Los intervalos de confianza del promedio u vienen dados por:

-l 2,4 - ox 2,4
pi=X—-t(P2) X =12-3. 52 -84, pus=X+t(P2)ZX =12+3.452 -156. Es
Jn n

JE JE
decir: 8,4 < u < 15,6. Tomando como estadistico la mediana Mg, la muestra ordenada
es: 10,11,12,15, siendo: My = 11,5. Para n = 4, la tabla de eficiencias da: k = 1,09. Por tanto:

ko 1,09.2,4
i = 11,5 -t(P/2 X =11,5-3. =———=— =7 576,
#| ( )Jﬁ

1 = 11,5+t(P/2)% —11,5+3-

4
1,09.2,4
Ja

Hallar los limites de confianza correspondientes a una probabilidad P = 0,9973, de un colectivo
que sigue la distribucién normal, cuya o = 0,1, y del que se conoce la siguiente muestra de 40
unidades: 12,524, 12,667, 12,574, 12,732, 12,853, 12,735, 12,604, 12,694, 12,741, 12,592,
12,671, 12,708, 12,870, 12,591, 12,656, 12,671, 12,725, 12,646, 12,562, 12,732, 12,606,

= 15,424, Es decir: 7,576 < p < 15,424,
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16-

12,713, 12,763, 12,790, 12,841, 12,611, 12,691, 12,723, 12,713, 12,737, 12,655, 12,676,
12,707, 12,803, 12,694, 12,551, 12,692, 12,464, 12,601, 12,883.

> X 507,452
== = S2LO% — 12,6863,

, es decir: uj = 12,6389, us = 12,7337.

Solucion: Tomando como estimador la media de la muestra: X =
3.0,1
J40

los limites seran (ver problema 13): 12,6863 +

Luego: 12,6389 < u < 12,7337.

En una fabrica se estaban produciendo piezas con un promedio de cuatro defectos por pieza. A
causa de una averia, este promedio ascendié a seis defectos por pieza. Tras efectuar unas
reparaciones del equipo, se desea conocer si el nimero de defectos ha disminuido a cuatro, o si
sigue en seis 0 mas. Para ello se toman muestras de cuatro datos, y se desea un error de primera
clase de 0,07. También se desea conocer el error de segunda clase. Las piezas sucesivas han dado
los siguientes defectos: 5, 6, 4, 6, 3, 3, 4, 5, 4, 3, 4, 7, 3. Se supone que la variable sigue la ley
de Poisson.

Solucion: La hipotesis a comprobar es Ho = 4, siendo la hipétesis alternativa H; = 6. Se
denomina region critica w a aquella en la que, si estd comprendido el valor del estadistico obtenido
con los datos de la muestra tomada para comprobar Hy, se rechaza esta hipotesis. Se denomina
error de 12 clase, o error «, a la probabilidad de que el estadistico esté en w, si Ho es la hipdtesis
verdadera. Se denomina error de 22 clase, o error S, a la probabilidad de que el estadistico no este
en w, si Hy es la hipétesis verdadera. EI nimero de datos que se toma es n = 4, y el estadistico a
comprobar, correspondiente a la hlpote5|s Ho, es po = 4. Luego: a =nuo =4 -4 =16. En las

tablas de Poisson que dan el valor de: Z a)(l

X=0
la probabilidad de 0,07. Este valor de ¢ estd entre 22 y 23, luego se toma: nus = 22,5. Como:

nX =4. % = 17,52 < 22,5, se acepta la hipétesis de que el nimero de defectos ha disminuido

a cuatro. Para calcular g, se busca: a = 4 - 6 = 24, y el valor correspondiente a ¢ = 22 es: 0, 686.
Luego: f =1-0,686 = 0,314.

, Se busca el valor de c correspondienteaa = 16 y

En un muestreo se ha tomado una muestra de 100 piezas, encontrando 20 defectuosas. Se desea
obtener los limites de confianza para el porcentaje de defectos del colectivo con una probabilidad
de 0,95.

Solucion: Utilizando las tablas de distribucion binomial, paran = 100y X = 20, se tiene que entre
p=0,29yp=0,30 (aproximadamente por interpolacion es para p = 0,295), la probabilidad es

de: 0,025 (= 1T Para X =19,entre p=0,12 y p = 0,13 (aproximadamente por
interpolacion 0,125), la probabilidad es de: 0,975 (= 1 - 12&). Por tanto, los limites son:

0,125 < p < 0,295.
Por otra parte, utilizando una aproximacion normal simplificada, se obtiene: t« = toos = 1,96.

Luego el célculo del wvalor aproximado del Ilimite inferior de confianza es:

pi =X — 2_1n —to,0251/M =0,20 - T%O 1,96 [% = 0, 1166, siendo el limite

superior de confianza: ps = X + 2_1n +to,0251/M = 0,2834. Por tanto, los limites son:

0,1166 < p < 0,2834, ambos menores que los hallados antes.
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17- En el andlisis del rendimiento de dos tipos de barrenas, se han cronometrado 50 perforaciones de
1,5m de longitud, cuyos tiempos, agrupados de 5 en 5 segundos, son los siguientes: 3
perforaciones entre 95/99 segundos; 6 entre 100/104; 7 entre 105/109; 11 entre 110/114; 9 entre
115/119; 7 entre 120/124; 3 entre 125/129; 3 entre 130/134; 1 entre 135/139. Hallar la media
aritmética, la desviacion tipica, la asimetria y el apuntamiento.

Solucion: Se tiene la siguiente tabla, tomando como promedio arbitrario: X, = 122,5 segundos:

Tiempos | f; mi | di | fid; | fid? | fid?| fid}
95-99| 3| 97,5|/-5/-15| 75|-375|1.875

100-104 | 6]102,5|-4|-24| 96 |-384|1.536

105-109| 7,107,5|-3|-21| 63|-189| 567

110-114 11 |112,5|-2 | -22 | 44| -88 176

115-119| 9|117,5/-1| -9 9 -9

120-124 | 71122,5| O

125-129 | 3/127,5| 1

130-134 | 3|132,5| 2 6| 12 24 48

135-139| 1/137,5| 3 9 27 81
Totales | 50 —79 311 | -991 | 4.295

5( 79)

Media aritmética: X = 122,5 + = 114, 6 segundos.

Desviacion tipica: o = 5\/ 311 ( =) 9 ) = 9,65.
—991 311 —79
O R G ) _ 0.0167.

[311 (5)J

G o () A

[311 (5 )}

Asimetria: a5 =

Apuntamiento: a, = -3 =-0,94.
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18- Estudiando los tiempos empleados en palear el escombro obtenido de una pega, se han
cronometrado los valores recogidos en las dos primeras columnas del cuadro incluido a
continuacion, agrupados de 20 en 20 segundos. Calcular la media aritmética, la desviacion tipica y
la asimetria.

Solucion: En el cuadro siguiente se ha elegido como promedio arbitrario: X, = 480 segundos:

Tiempos | fi| m;| d;| fid; | fid? | fd?
330—-349 | 1/340|-7| -7 | 49| -343
350-369| 0|360|-6 0 0 0
370-389| 2/380|-5|-10| 50| -500
390-409| 3/400|-4|-12| 48| -576
410-429| 41420|-3|-12| 36| —432
430-449| 71440 -2 |-14| 28| -392
450-469 | 8460 | -1, -8 8| -64
470-489| 91480, 0 0
490-509| 8500 1 64
510-529| 7520 2| 14| 28| 392
530-549 | 6540 3| 18| 54| 972
550-569 | 5/560| 4| 20| 80| 1.600
570-589| 3/580| 5| 15| 75]1.125
500-609| 2(600| 6| 12| 72| 864
610-629 | 1,620| 7 7| 49| 343
Totales | 66 31 /585 3.053
Media: X = 480 + % = 489, 3 segundos.
Desviacion tipica: o = 20 % - %)2 = 58,7.

Asimetria: a; = 1, 3.
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19- Estudiando los tiempos empleados en descender la jaula desde la calle hasta la cota de extraccion
de un pozo, se han cronometrado los valores recogidos en las dos primeras columnas del cuadro
incluido més abajo, agrupados de 5 en 5 segundos Calcular la media aritmética, la desviacion tipica

y la asimetria.

Solucion: En el cuadro siguiente se ha elegido como promedio arbitrario: X, = 182 segundos:
Tiempos fi| mi| di| difi | dif? | dif?
160-164 | 1162 -4| -4| 16 64
165-169| 2167 -3| —-6| 18| -54
170-174| 10172 | -2 |-20| 40 |-80
175-179| 36177 |-1|-36| 36 | —-36
180-184| 40182 0| O] 0| O
185-189| 20,187 | 1| 20| 20| 20
190-194| 10192 2| 20| 40| 80
195-199| 2,197 3| 6| 18| 54
Totales | 121 —-20 188 | -80

5(-20)

Media aritmética: X = 182 + o1

2
Desviacion tipica: o = 5‘/@ - (IT2(1)> = 6.

121
Asimetria;: as = 0,07.

= 181,17 segundos.

20- En la realizacion de diez barrenos de 2,5m,de profundidad, la perforadora A ha tardado 385,
264, 347, 501, 544, 442, 413, 561, 527, 618 segundos, y la perforadora B ha tardado 282, 687,
375, 385, 432, 444, 318, 622, 375, 280 segundos. Encontrar si hay una diferencia significativa

entre las dos perforadoras.

Solucién: Para la perforadora A, se obtienen: X, = 480, oa = 85,2. Para la perforadora B:

Xg =420, o =136,3. Luego:

D = 480 - 420 = 60,

Op =

2 2
85,2 + 136,3

10 0 - 50, 8.

Como: D » 20p, no hay diferencia significativa entre las dos perforadoras.

21- En la realizacién de unas perforaciones de igual longitud, la perforadora A ha tardado 132, 116,
98, 124, 115, 118, 140, 151, 129, 117, 101, 107, 98, 115 segundos, y la perforadora B ha
tardado 96, 100, 84, 120, 112, 120, 115, 117, 105, 97, 99, 111 segundos. Encontrar si hay una

diferencia significativa entre las dos perforadoras.

Solucion: Para la perforadora A, se obtienen: na = 14, X, = 118,6, oA = 15,5. Para la

perforadora B: ng =12, Xg = 106,3,

o — [155% 11,37
b 14 12

las dos perforadoras, aunque no altamente significativa.

og = 11,3.

Luego: D =118,6-106,3 = 12,3,

= 5,27. Como: D > 20p, pero < 3op, hay diferencia significativa entre

22- Estudiando las presiones del terreno de dos tajos, se han encontrado los siguientes datos de carga
maxima en toneladas, indicAndose entre paréntesis el nimero de mampostas con dicha carga

maxima:

Tajo A: 28(1), 29(2), 30(4), 31(5), 32(6), 33(12), 34(14), 35(9), 36(3), 37(1), 38(1).
Tajo B: 23(1), 24(2), 25(5), 26(10), 27(11), 28(7), 29(3), 30(2), 31(1), 32(1).
Encontrar si hay una diferencia significativa entre los dos tajos.

Solucién: Para el tajo A, se obtienen: na = 58, Xa = 33, oa = 2,03. Para el tajo B: ng = 43,

Xg =27, o05=1,83. Luego: D=58-43 =15 op =

2,032 1,832

=0,39. Como:

58 ' 43

D > 3op, la diferencia es altamente significativa, por lo que los dos conjuntos de datos no forman

parte de un mismo conjunto.
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23-  Analizando las cargas maximas (kg/cm?) de dos lineas de 11 y 9 mampostas, colocada la primera
el dia A, y la segunda el dia B, se han obtenido los siguientes resultados:
Dia A: 120, 145, 140, 180, 80, 110, 120, 135, 150, 95, 100.
DiaB: 90, 70, 120, 50, 100, 80, 115, 75, 110.
Encontrar si hay diferencia significativa entre las cargas méximas correspondientes al dia A y al

dia B.

Solucién: Para el dia A, se obtienen: na =11, Xa = 125, o = 27,3. Para el dia B:
ng =9, Xg =90, op =22. Luego: D = 125-90 = 35,

D > 3op, la diferencia es altamente significativa,

maximas es un hecho no debido al azar.

oD

27,32 | 222
\ 79

Bl 11

11. Como:

por lo que la diferencia entre las cargas

24- Se ha realizado una serie de medidas de las cargas (kg/cm?) soportadas por mampostas metalicas
colocadas en un tajo en 16 dias diferentes, obteniéndose el cuadro recogido mas abajo. Encontrar si
las diferencias halladas son significativas.

Solucién:

Dias »| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10 11| 12| 13| 14| 15| 16| Total

85| 40| 95| 90| 70| 40| 110| 55| 50| 70| 85| 75| 105| 20| 40| 60

20| 50| 90| 8| 45| 80| 150 | 110 90| 45| 30| 40| 90| 20| 60| 10

70| 70| 150| 90| 80| 70| 65| 70| 100| 100| 40| 30| 60| 8| 90| 80

65| 100 | 45| 80| 100| 100| 70| 70| 105| 70| 40| 100| 30| 40| 70| 70

30| 75| 125| 90| 90| 8| 70| 25| 120| 40| 80| 70| 35| 60| 65| 140

85| 55| 55| 65| 70| 90| 55| 150 | 120| 50| 70| 40| 35| 8| 20| 50

70| 50| 60| 95| 50| 100| 120| 65| 90| 80| 120| 35| 70| 100| 40| 35

55| 60| 90| 100| 75| 70| 100| 85| 115| 55| 50| 50| 20| 40| 60| 60

70| 70| 80 75| 90| 100 | 125 30| 30| 80| 65| 60| 20

120 130 | 115 1) 50
10

D | 550 | 570 | 790 | 690 | 580 | 830 | 830 | 860 | 960 | 510 | 645 | 470 | 575| 510 | 505 | 525 | 10.400
X |61,1|633|87,8|86,2 725 83922 86| 96637586 522|57,5|567 561583 70,74
D" X.10° | 33,6 | 36,1 | 69,4 | 59,5 | 42,1 | 68,9 | 76,5 | 74,0 | 92,2 | 32,5 | 37,8 | 24,5 | 33,1 | 28,9 | 28,3 | 30,6 | 767,8

N = 147, > X2 = 863,9 - 10%, SZ = 767,8 - 10° — 147 - 70,742 = 32.190, 3,
§? = 863?5 %901%3 — 147 - 70,742 = 128.290,3, S? = 12\5/3\}290,3 —32.190, 3 = 96.100,
_ 92.190,3 _ _ _96.100 _ a _
W, = 61 - 2.146, W, = 147 - 16 733,6, W, 2,9.
En la tabla de F de Fisher para el 5%, publicada por Snedecor, en la columna encabezada por los
grados de libertad de S3, que son 15, y en la linea correspondiente a los grados de libertad de S2,

que son 131, se obtiene por interpolacion un valor aproximado a 1,8. Y en la tabla para el 1%,

procediendo de la misma manera, se obtiene aproximadamente 2, 3. Al ser \\;VV"" = 2,9, mayor que
r

los dos valores obtenidos en las tablas de F de Fisher, la diferencia es altamente significativa.
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25-

Las cargas en kg/cm?, medidas en mampostas colocadas en dias diferentes (D1,...D7) y en
posiciones diferentes (P1,...Pg), son las recogidas en el cuadro siguiente. Comprobar si la
diferencia de cargas es significativa.

Solucién:

Dy Dy;| D3| Ds| Ds| D¢| Dy > X |3 X.10
P,| 70| 85| 75| 105 20| 40| 60 455 | 65,0 29,6
P,| 45| 30| 40| 90| 20, 60| 10 295 42,1 12,4
Ps) 100, 40| 30, 60| 80| 90| 80 480 | 68,6 32,9
P,| 70| 40| 100| 30| 40, 70| 70 420 | 60,0 25,2
Ps| 40| 80| 70| 35| 60| 65| 140 490 | 70,0 34,3
Pe| 50| 70| 40| 35| 85| 20| 50 350 | 50,0 17,5
P,/ 80| 120, 35| 70, 100, 40, 35 480 | 68,6 32,9
Pg| 55| 50| 50| 20| 40, 60| 60 335 47,9 16,1
Py 0| 30, 30| 80, 65| 60| 20 285 | 47,5 1 13,5
> | 510| 545 470| 525| 510 | 505 | 525 214,4
X 63,7 60,6 |52,2|58,3|56,7|56,1|58,3

> X -10%|32,5|33,0|24,5|30,6|28,9 28,3 30,6 - 2084

N =62, X =57,9, > d? = 252.200, S% = 208,4 - 10% - 62 - 57,92 = 550, 6,

S = 214,4 -10% - 62 - 57,92 = 6.550,6, S? = 252.20g56662 - 57,92 = 44.350,6,

S2 = 44.350,6 — 550,6 — 6.550,6 = 37.249,4, W, = 7_€N = 91,8,
= 6:550.6 _ __37.2494  _ A _ We _
We = —g—7— = 818,8 Wi = 5=+ = 7925, W, = 0,16, W — 1,03.

En las tablas de F de Fisher para 5% y 1%, publicadas por Snedecor, se encuentran para W, (47
grados de libertad) y Wa (6 grados de libertad), los valores: 3,8 y 7,3;y para Wg (8 grados de
libertad) y W, (47 grados de libertad) los valores: 2,1y 3 Como 0,16 < 3,8 < 7,3 no existe
diferencia significativa en relacion a los dias de colocacién de las mampostas. Como:
1,03 < 2,1 < 3, tampoco existe diferencia significativa en relacion con las diferentes posiciones
de las mampostas.
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26- Hallar si existe correlacion entre las cargas soportadas al cabo de 24 horas por unas mampostas, y
las cargas maximas, segun los datos recogidos en el cuadro incluido mas abajo.

Solucion: Los valores de las cargas soportadas al cabo de 24 horas se distribuyen entre 0 y
149kg/cm?; se establecen intervalos de 10kg/cm?, y se toma como promedio arbitrario
55kg/cm?. Es decir: Iy = 10, H = 55. Los valores correspondientes a las cargas maximas se
distribuyen entre 40 y 319kg/cm?; se establecen intervalos de 20kg/cm?, y se toma como
promedio arbitrario 170kg/cm?. Es decir: Iy = 20, M = 170. EIl cuadro de frecuencias es el
siguiente:

40-59 | 60-79 | 80-99 | 100-119 | 120 -139 | 140 -159 | 160 — 179 | 180 — 199
0-9 3 4 2 2 3

10-19 1 1 6 2 2 3

20-29 2 1 2 3 2 4 3 1

30-39 3 6 7 6 7

40-49 2 3 4 13 3

50-59 2 1 4 4 4

60 — 69 1 1 3 1 5

70-79 1 2

80 -89 3 2

90-99 1

100 - 109 1

110 -119 2

120 - 129
130 -139
140 - 149

f 6 1 8 13 21 27 34 29

dm -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

fedy -36 -5 -32 -39 42 =27 0 29

fe d%,, 216 25 128 117 84 27 0 29

f.dy-dH 150 15 104 92 116 50 0 -8
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200 - 219 | 220 — 239 | 240 — 259 | 260 — 279 | 280 — 299 | 300 — 319 fldy |fedy | f-d
0-9 1 15| 5| -75| 375
10-19 15| -4 | —60| 240
20-29 1 3 22| 3| -66| 198
30-39 4 2 2 1 38| 2| -76| 152
40 - 49 5 2 32| -1| -32| 32
50 — 59 4 4 1 1 25| 0 0 0
60 — 69 3 2 1 2 2 21 1| 21| 21
70-79 4 1 2 1 1 12| 2| 24| 48
80— 89 1 1 1 8| 3| 24| 72
90 - 99 3 2 1 1 8| 4| 32| 128
100 - 109 1] 5 5/ 25
110 - 119 1 1 4| 6| 24| 144
120 - 129 0| 7 0 0
130 — 139 0| 8 0 0
140 — 149 1 1 2| 9| 18] 162
f 25 17 6 7 6 3 203 ~161 | 1.597
dm 2 3 4 5 6 7

fedy 50 51 24 35 36 21| 65

f.d2, 100 153 96 175 216 147 | - 1.513

fody-dH 2 0 16 65 114 105 | - 821

Para las cargas maximas, se tiene:

v _ 20.65 _ 1.513 2 _
Xu = 170 + 5522 = 176,4, Sy = 20 ‘/ 503 203 = 54,2.

Para las cargas al cabo de 24 horas, se tiene:
Xg =55+ 0160 _ 471 s, _10/1597 ( 261) ~ 26,9

203 203
2
(821 _ 65 -2(0—3161) )
El coeficiente de correlacién es: r = 5 = 0,59.
(1.597 _ 1612 (1 513 - 652
203 203
En la tabla de los valores de z = arg tanhr, se encuentra: z = arg tanh0,59 = 0,675, y como:
20, = 2 0,14, al ser: z(= 0,675) > 20,(= 0,14), se tiene que r es significativamente

J203-3
diferente de cero, por lo que hay correlacion entre las cargas maximas y las cargas soportadas al
cabo de 24 horas.
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27- En la Academia Usunariz, de San Sebastian, se daban clases de cultura general, de idiomas, de la
carrera de Comercio (Peritaje y Profesorado mercantil), de Bachillerato y de preparacion para el
ingreso en las carreras técnicas. Existen los datos mensuales de sus alumnos desde octubre de 1939
(la Academia habia empezado a funcionar unos diez afos antes) hasta el cierre de la Academia en
1984. Muchos de los alumnos estudiaban por libre la carrera de Comercio, estudios que
compatibilizaban con su trabajo diario, por lo que asistian a la Academia a Ultima hora de la tarde
(incluso hasta las diez de la noche). En 1953, la Escuela de Comercio establecio las
"permanencias”, facilitando a sus alumnos la asistencia a la Escuela a ultimas horas de la tarde, con
lo que gran parte de estos dejaron de asistir a las Academias. El impacto de esta situacion se fue
amortiguando con los afios. A partir de los primeros afos de la entrada en funcionamiento de la
Escuela de Ingenieros Industriales de San Sebastian, la Academia Usunariz reforzé su dedicacion a
la ensefianza de estos estudios, pudiéndose decir que a partir de 1965 alcanz6 al respecto, un nivel
sostenido. Desde 1976, la Academia fue disminuyendo paulatinamente sus clases, hasta su cierre
en 1984. Analizar la distribucion por meses de la asistencia de los alumnos en cada periodo
considerado. Los datos se recogen en el cuadro incluido mas abajo.

Solucion: Para realizar el andlisis indicado, sélo es necesario, dentro de un determinado afio,
conocer la asistencia mes a mes, de los alumnos, comparandola con el correspondiente promedio
anual de alumnos, para lo cual se establece para cada mes, la diferencia porcentual, positiva o
negativa, con el promedio anual del afio de que se trata (son afios escolares, es decir desde octubre
del afio N, a septiembre del N + 1). Por ejemplo, si es A el nimero medio de alumnos de un

determinado afio, y B el de uno de sus meses, le correspondera a este mes el valor de % - 100

(la suma de los 12 valores de un afio es cero). En el cuadro siguiente se recogen estos valores.

Afo| Oct| Nov| Dic| En| Feb| Mar| Abr May| Jun Jul Ag| Sep
39|-13,4 -7,6 1,2| 86| 56)10,0/10,0|11,5 -0,2| 7,1/ -13,4/-19,4
40| -6,3| 11,5| 11,5|14,5/10,0|11,5| 56| 1,1 -4,8|-18,2|-16,7 |-19,7
41| -0,5, 10,4| 11,9| 8,8/10,4|10,4| 57 -0,5 -17,6|-19,2| -8,3|-11,5
42| -6,1, 17,8| 5,8|-1,0 9,2|12,7| 7,5/12,7 -21,5|-12,9|-12,9|-11,3
43|-10,5, -6,1| -0,4|-6,1, 1,1| 83| 69| 9,7 -7,6| 25| -0,4| 2,6
44| 5,7, 7,4\ 3,5| 3,5 7,4/11,4|14,0 11,4 -24,0|-17,6| -0,4|-10,9
45| -1,7, 2,2 3,4| 86 60| 7,3, 7,3/151 -1,7/-19,8| -8,2|-18,5
46| -2,3, 34| 1,1|-2,3/-2,3| 2,3|-1,1 46 -6,9| 3,4| 57| -56
47 | -20,7 1,1 1,1| 4,3 3,3 9,8| 54| 6,5 1,1 0| -43| -7,6
48| -4,4 4,2\ 3,0| 1,7 42| 42| 66 54 -32| -68| -4,4/-10,5
49 |-154, 0,1| 49| 7,2/14,4| 8,4/12,0 12,0 -2,3|-15,4|-11,8|-14,1
50/ -11,8| 88| 99| 68|17,9| 88| 53| 3,1|-13,0| -9,5|-13,0|-23,3
51| -0,3| 11,0 11,0 9,8|11,0|14,8| 12,3/ 12,3|-19,2|-20,5|-23,0|-19,2
52 -2,8| 7,3 06| 7,3| 89| 39| 56|-45|-11,2| -6,1| 3,9/-12,9
53, -2,1| -7,6| -3,9| 1,5| 5,1|-57|-5,7/-9,4|-11,1 19,6| 19,6 -0,3
54,-18,9| -3,5| -3,5| 3,5| 35| 91| 49| 49| 3,5 -0,7| -2,1| 6,3
55|-16,5| -6,8| -5,2|-8,4| 4,4|-0,4| 1,2 -2,0| -8,4| 10,8| 14,1 17,2
56 | -22,2|-10,7 |-10,7 |-9,2|-4,9|-3,5|-3,5/-2,0| 0,8 16,7 | 23,9| 25,3
57\ -6,9| -2,5| 40| 0,4| 47| 33| 1,8 0,4 -1,1| 33| -1,1 1,7
58 |-17,7| -3,7| -6,5|-51| 3,3| 6,0|14,4| 88| 4,7 33| -0,9| -6,6
59| -2,7, 13,5| -5,2| 85| 60| 6,0 -0,2| 3,5|-13,9| -6,4| -2,7| —6,4
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Afio| Oct| Nov| Dic En| Feb| Mar| Abr| May| Jun Jul Ag| Sep
60| -9,4| 12,0, 9,6, 49| 61| 61| 84 84 25 -154 -9,4| 238
61 -13,6 1,5 2,7 7,7 11,5 52| -1,0, -1,0| -3,5| -8,7 0,2] -1,0
62| -8,1| -6,7/-3,9 44| -1,2| -2,6| 58| 58 58| 58 16| -6,7
63 |-11,0 1,5 2,9 4,3 11,2 0,1| 11,2| 14,0| -5,4| -5,4|-15,2| -8,2
64 | 27,9 0/-3,3 -3,3 98| 148 8,2| 19,7 13,1| -6,6| —4,9 -19,6
65|-29,5| 1,4|-54 -2,2| 49| 27,2| 83| 13,5 -2,0, 3,1 -0,3|-14,0
66 |-17,4| 10,1 10,1 -8,3| -0,9| -2,8 10,1| -2,8 6,4, 83| 64| 6,4
67 1,7 7,41-2,0 7,4 9,3| 11,1| 11,1 3,6 -13,3|-13,3| -9,6|-13,4
68| 1,4| 11,0 53, 91| 148 33| 14| -43 14| -6,2|/-158|-21,4
69 -14,6| -4,0|-7,6 49| 17,3| 10,2 19,1 6,7| -5,8, -4,0|-11,1|-11,1
70, 39| 16,8|-3,6/ 2,0, 57| 13,1 39| -1,7| 0,2 39|-12,8/-31,4
71| 13,6| 27,5|13,6 16,4| -0,2|-14,1|-19,6 -11,3 -30,8| 8,1 -0,2| -3,0
72|-12,7| 11,5 /11,5 21,2| 23,6 6,7 1,8 -3,0 -17,5| -7,9|-15,2|-20,0
73|-40,3|-12,3|-5,3| 40,4| 43,9| 158 8,8/ -1,8 -8,8|-158| -8,8|-158
74| -4,0| -0,8| 56| 12,0| 21,6 15,2| 34,4 24,8 12,0|-32,8|-74,4|-13,6
75| 12,0| 15,4, 8,4 -16,0| 8,4| 154| 5,0/ 154 12,0/-33,5/-37,0| -55
76| 16,1| 33,4 3,2 16,1| 24,7| 24,7 16,1| 3,2 -14,0 -18,2|-48,3|-57,0
77| 27,9| 18,0 -1,6 -1,6| 18,0 8,2 8,2| 8,2/-21,3|-11,5|-11,5|-41,0
78|-42,3|-19,2|-7,8| 3,8/-19,2|-19,2| 154 3,8, 3,8 38,5| 61,5|-19,1
79| 15,7| 30,1|30,1| 15,7 15,7| 15,7 | 15,7 1,2-71,1 1,2 1,2|-71,2
80|-38,5| -7,7/23,1,-38,5| -7,7| 23,1| 23,1 -7,7 -38,5| 23,1| 53,9| -7,7
81 0 0/50,0 0 0/ 100| 50,0 0 0| -100| -100 0
82| 12,5| 50,0|50,0 50,0 12,5| 12,5| 12,5| 12,5 -25,0| 12,5 | -100| -100

En el cuadro siguiente se agrupan los datos anteriores segun los distintos periodos considerados,
habiéndose afiadido una columna con la correspondiente desviacion tipica (o).

Afios| Oct| Nov| Dic| En| Feb| Mar| Abr| May| Jun| Jul Ag| Sep o
39-52| 7,3| 51| 49| 58| 7,7| 88| 7,4 7,2, -94,-95 -7,7/-13,0| 8,1
53-57|-13,3|-6,2|-5,5|-2,4| 2,6| 0,6 /-0,3/-1,6 -4,7| 9,9 10,9 10,0| 7,1
58-64| 02| 51| 29| 3,2 2,4| 26| 41| 59, 29|-85| -90/-11,8| 5,8
53-64|-13,1|-1,1|-2,6| 0,8 50| 3,2 3,8 4,3 -1,8| 1,4, 1,9 -1,8]| 4,7
39-64|-10,0| 2,2| 1,5| 3,5| 6,4| 6,2 57| 59| -59|-45 -3,2| -7,8| 5,7
65-75| -7,8, 7,6 2,8| 7,4113,5| 9,2| 7,7 3,6| -4,2|-8,2|-17.5|-14,1| 9,6
39-75| -93| 3,8 1,9| 47| 85| 7,1| 6,3| 52| -54|,-56| -7,5| -9,7|| 6,1
76-82| -1,2114,9/21,1| 6,5| 6,3|23,6|20,1| 3,0,-23,7|-7,9|-20,4|-42,3|17,4
39-82| -80| 56| 50| 50 81| 9,7, 85 49 -83|-60| -9,6-149| 8,3

Para 1939-1952, el periodo veraniego que incluye las épocas de examenes de junio y septiembre, es
el de menor asistencia, siendo minima la de septiembre. En los cinco afios 1953-57, tras la
implantacion de las "permanencias”, la situacion cambia importantemente: los meses de verano
después de los exdmenes de junio, son los de mayor asistencia pues en ellos no funcionan las
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"permanencias” y los alumnos de comercio vuelven a las academias para preparar los examenes de
septiembre, tras unos examenes de junio no muy positivos. Terminados estos examenes, la
asistencia disminuye. En los afios 1958-1964, se vuelve a una situacion parecida a la de los afios
1939-1952, aunque con una menor desviacion tipica (5,8 frente a 8,1), debido a que la asistencia
de los nuevos alumnos, especialmente los de carreras técnicas, es mas constante a lo largo del afio.
En los afios 1965-1975, aumenta la desviacion tipica, reflejo de la aun mayor disminucion de
asistencia en los cinco meses de junio a octubre, lo que parece indicar que el nivel de exigencia de
los examenes de junio ha disminuido.(repercusion de los hechos politicos de 1968), amén de la
desaparicion de la carrera de comercio, absorbida por otros estudios. En los afios 1976-1982, la
desviacidn tipica casi triplica a la del conjunto 1939-1975 (17,4 frente a 6, 1), lo que junto con las
muy importantes caidas de asistencia en verano (—42,3 en septiembre), reflejan el paulatino cierre
de la Academia. En fin, en el conjunto de los 44 afios de 1939 a 1982, destaca ante todo, la caida de
asistencia del periodo junio-octubre, con la mayor incidencia en septiembre, siendo marzo el mejor
mes de asistencia. Ambas situaciones se producian ya en el conjunto inicial de 14 afios desde 1939
a 1952, siendo del mismo nivel las desviaciones tipicas de ambos conjuntos (8,3 y 8, 1).
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