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Logica y Teoria de Conjuntos

Logica matematica

La l6gica matematica es un subcampo de la 16gica y las matemadticas. Consiste en el estudio matemadtico de la 16gica
y en la aplicacion de este estudio a otras dreas de las matemdticas. La 16gica matemadtica guarda estrechas conexiones

con la ciencias de la computacién y la l6gica filoséfica.

La légica matematica estudia los sistemas formales en relacion con el modo en el que codifican conceptos intuitivos

de objetos matemdticos como conjuntos, nimeros, demostraciones y computacion.

La l6gica matemadtica suele dividirse en cuatro subcampos: teoria de modelos, teoria de la demostracion, teoria de
conjuntos y teoria de la recursién. La investigacién en légica matemdtica ha jugado un papel fundamental en el

estudio de los fundamentos de las matematicas.

La l6gica matemdtica fue también llamada logica simbélica. El primer término todavia se utiliza como sinénimo

suyo, pero el segundo se refiere ahora a ciertos aspectos de la teoria de la demostracion.

La l6gica matemadtica no es la "l6gica de las matemadticas" sino la "matematica de la 16gica". Incluye aquellas partes

de la 16gica que pueden ser modeladas y estudiadas matematicamente.

Historia

Logica Matemdtica fue el nombre dado por Giuseppe Peano para esta disciplina. En esencia, es la logica de

Aristételes, pero desde el punto de vista de una nueva notacién, mas abstracta, tomada del 4lgebra.

Previamente ya se hicieron algunos intentos de tratar las operaciones logicas formales de una manera simbdlica por

parte de algunos fil6sofos matematicos como Leibniz y Lambert, pero su labor permanecié desconocida y aislada.

Fueron George Boole y Augustus De Morgan, a mediados del siglo XIX, quienes primero presentaron un sistema
matemadtico para modelar operaciones légicas. La légica tradicional aristotélica fue reformada y completada,

obteniendo un instrumento apropiado para investigar sobre los fundamentos de la matematica.

El tradicional desarrollo de la 16gica enfatizaba su centro de interés en la forma de argumentar, mientras que la actual
16gica matemadtica lo centra en un estudio combinatorio de los contenidos. Esto se aplica tanto a un nivel sintdctico
(por ejemplo, el envio de una cadena de simbolos perteneciente a un lenguaje formal a un programa compilador que
lo convierte en una secuencia de instrucciones ejecutables por una mdaquina), como a un nivel semdntico,
construyendo modelos apropiados (teoria de modelos). La légica matemdtica estudia los sistemas formales en
relacién con el modo en el que codifican conceptos intuitivos de objetos matemdticos como conjuntos, nimeros,

demostraciones y computacion.

La l6gica matematica suele dividirse en cuatro subcampos: teoria de modelos, teoria de la demostracién, teoria de
conjuntos y teoria de la recursién. La investigacién en légica matemdtica ha jugado un papel fundamental en el

estudio de los fundamentos de las matematicas.
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Légica matematica

Areas

La Mathematics Subject Classification divide la 16gica matemdtica en las siguientes dreas:

» Filosdfica y critica

* Ldgica general (que incluye campos como la 16gica modal y la 16gica borrosa)

* Teor{a de modelos

* Teoria de la computabilidad

* Teoria de conjuntos

* Teoria de la demostracién y matematica constructiva

* Ldgica algebraica

* Modelos no-estandar

En algunos casos hay conjuncién de intereses con la Informatica tedrica, pues muchos pioneros de la informatica,
como Alan Turing, fueron matematicos y 16gicos. Asi, el estudio de la semdntica de los lenguajes de programacién
procede de la teoria de modelos, asi como también la verificacion de programas, y el caso particular de la técnica del
model checking. También el isomorfismo de Churry-Howard entre pruebas y programas se corresponde con la teoria
de pruebas, donde la l6gica intuicionista y la l6gica lineal son especialmente significativas. Algunos sistemas 16gicos
como el cédlculo lambda, y la légica combinatoria entre otras han devenido, incluso, auténticos lenguajes de

programacién, creando nuevos paradigmas como son la programacién funcional y la programacién 1égica.

Lagica de predicados

La légica de predicados es un lenguaje formal donde las sentencias bien formadas son producidas por las reglas

enunciadas a continuacion.

Lenguajes y estructuras de primer orden
Un lenguaje de primer orden' *es una coleccién de distintos simbolos clasificados como sigue:

1. Elsimbolo de igualdad =; las conectivas \/ , —; el cuantificador universal' /'y el paréntesis (, ).

2. Un conjunto contable de simbolos de variable {v,}°.

3. Un conjunto de simbolos de constante {c,, } ,c -

4. Un conjunto de simbolos de funcién { [} scp.

5. Un conjunto de simbolos de relacién { R. } r.

Asi, para especificar un orden, generalmente sélo hace falta especificar la coleccién de simbolos constantes,
simbolos de funcién y simbolos relacionales, dado que el primer conjunto de simbolos es estandar. Los paréntesis
tienen como Unico propdsito de agrupar simbolos y no forman parte de la estructura de las funciones y relaciones.
Los simbolos carecen de significado por si solos. Sin embargo, a este lenguaje podemos dotarlo de una semdntica
apropiada.

Una £ -estructura sobre el lenguaje £, es una tupla consistente en un conjunto no vacio 4 , el universo del

discurso, junto a:

1. Para cada simbolo constante ¢ de £, tenemos un elemento -4 < 4 .

2. Para cada simbolo de function 72 -aria f de ¢, una function n -aria f A AT 5 AL
3. Para cada simbolo de relacién n -aria R de , una relacién n -aria sobre 4 , esto es, un subconjunto

R* C A"

A menudo, usaremos la palabra modelo para denotar esta estructura.
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Légica matematica

Véase también

» Logica proposicional

* Ldgica de primer orden
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Logica proposicional

En légica y matemdtica, la légica proposicional es un sistema formal disefiado para analizar ciertos tipos de
argumentos. En la 1égica proposicional, las férmulas representan proposiciones y las constantes logicas son
operaciones sobre las formulas que producen otras férmulas de mayor complejidad.[l] Como otros sistemas logicos,
la 16gica proposicional intenta clarificar nuestra comprension de la nocién de consecuencia ldgica para el rango de

argumentos que analiza.

Introduccion
Considérese el siguiente argumento:

1. Maifiana es miércoles o mafiana es jueves.
2. Mafana no es jueves.

3. Por lo tanto, mafiana es miércoles.

Este es un argumento valido. Quiere decir que es imposible que las premisas sean verdaderas y la conclusidn falsa.
Esto no quiere decir que la conclusién sea verdadera. Si las premisas son falsas, entonces la conclusién también
podria serlo. Pero si las premisas son verdaderas, entonces la conclusidon también lo es. La validez de este argumento
no se debe al significado de las expresiones "mafana es miércoles" y "mafiana es jueves", porque éstas podrian

cambiarse por otras y el argumento permanecer valido. Por ejemplo:

1. Esta soleado o estd nublado.
2. No esta nublado.
3. Por lo tanto, esta soleado.

En cambio, la validez de estos dos argumentos depende del significado de las expresiones "o" y "no". Si alguna de

estas expresiones se cambiara por otra, entonces podria ser que los argumentos dejaran de ser validos. Por ejemplo:

1. Ni esta soleado ni esta nublado.
2. No esta nublado.

3. Por lo tanto, esta soleado.

Las expresiones de las que depende la validez de los argumentos se llaman constantes logicas. La légica
proposicional estudia el comportamiento de una variedad de estas expresiones. En cuanto a las expresiones como
"estd nublado" o "mafiana es jueves", lo Unico que importa de ellas es que tengan un valor de verdad. Es por esto que
se las reemplaza por simples letras, cuya intencién es simbolizar una expresién con valor de verdad cualquiera. En
general las letras se toman del alfabeto latino, empezando por la letra p, luego g, r, s, etc. Asi, los dos primeros
argumentos de esta seccién podrian reescribirse asi:

1. pog
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Légica proposicional

2. Nog
3. Por lo tanto, p

Y el tercer argumento, a pesar de no ser vélido, puede reescribirse asi:

1. Nipnig
2. Nog
3. Por lo tanto, p

Constantes logicas

A continuacién hay una tabla que despliega todas las constantes 16gicas que ocupan a la légica proposicional,

incluyendo ejemplos de su uso en el lenguaje natural y los simbolos que se utilizan para representarlas.

Expresion en el Ejemplo Simbolo en | Simbolos
lenguaje este alternativos
natural articulo
no No estd lloviendo. - ~
y Estd lloviendo y estd nublado. A &
o Esta lloviendo o estd soleado. \Y
si... entonces Si estd soleado, entonces es de dia. — D)
si'y sélo si Estd nublado si y sélo si hay nubes visibles. — =
ni... ni Ni estd soleado ni estd nublado. |
o bien... o bien | O bien est4 soleado, o bien estd nublado. “*> !, 7—é

En la l6gica proposicional, las constantes 16gicas son tratadas como funciones de verdad. Es decir, como funciones

que toman conjuntos de valores de verdad y devuelven valores de verdad. Por ejemplo, la constante 16gica "no" es

una funcién que si toma el valor de verdad 1, devuelve 0, y si toma el valor de verdad 0, devuelve 1. Por lo tanto, si

se aplica la funcién "no" a una letra que represente una proposicién falsa, el resultado serd algo verdadero. Si es falso

que "esta lloviendo", entonces serd verdadero que "no esté lloviendo".

El significado de las constantes l6gicas no es nada mas que su comportamiento como funciones de verdad. Cada

constante 16gica se distingue de las otras por los valores de verdad que devuelve frente a las distintas combinaciones

de valores de verdad que puede recibir. Esto quiere decir que el significado de cada constante 16gica puede ilustrarse

mediante una tabla que despliegue los valores de verdad que la funcién devuelve frente a todas las combinaciones

posibles de valores de verdad que puede recibir.

Negacion Conjuncién Disyuncion Condicional Bicondicional
pl=p||plq||pAq| |pla|PVe| |P|9||P—4q]| |P|q||P—4
140 111 1 111 1 111 1 111 1
0] 1 110 0 110 1 110 0 110 0
01 0 01 1 01 1 01 0
0]0 0 0]0 0 0]0 1 0]0 1
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Limites de la 16gica proposicional

La maquinaria de la légica proposicional permite formalizar y teorizar sobre la validez de una gran cantidad de
argumentos. Sin embargo, también existen argumentos que son intuitivamente validos, pero cuya validez no puede
ser probada por la 16gica proposicional. Por ejemplo, considérese el siguiente argumento:

1. Todos los hombres son mortales.

2. Sécrates es un hombre.

3. Por lo tanto, Sécrates es mortal.

Segtn la 16gica proposicional, la forma de este argumento es la siguiente:

1. p
2. 4
3.

Pero esta es una forma de argumento invalida, y eso contradice nuestra intuicién de que el argumento es valido. Para
teorizar sobre la validez de este tipo de argumentos, se necesita investigar la estructura interna de las variables
proposicionales. De esto se ocupa la légica de primer orden. Otros sistemas formales permiten teorizar sobre otros

tipos de argumentos. Por ejemplo la 16gica de segundo orden, la 16gica modal y la l6gica temporal.

Dos sistemas formales de l6gica proposicional

A continuacién se presentan dos sistemas formales estdndar para la 16gica proposicional. El primero es un sistema

axiomadtico simple, y el segundo es un sistema sin axiomas, de deduccién natural.

Sistema axiomatico

Alfabeto

El alfabeto de un sistema formal es el conjunto de simbolos que pertenecen al lenguaje del sistema. Si L es el

nombre de este sistema axiomaético de logica proposicional, entonces el alfabeto de L consiste en:

* Una cantidad finita pero arbitrariamente grande de variables proposicionales. En general se las toma del alfabeto
latino, empezando por la letra p, luego g, r, etc., y utilizando subindices cuando es necesario o conveniente. Las
variables proposicionales representan proposiciones como "estd lloviendo" o "los metales se expanden con el
calor".

 Un conjunto de operadores l6gicos: =, A, V, —, ¢

* Dos signos de puntuacién: los paréntesis izquierdo y derecho. Su tinica funcién es desambiguar ciertas
expresiones ambiguas, en exactamente el mismo sentido en que desambiguan la expresién 2 + 2 + 2, que puede

significar tanto (2 + 2) + 2, como 2 + (2 + 2).

Gramatica

Una vez definido el alfabeto, el siguiente paso es determinar qué combinaciones de simbolos pertenecen al lenguaje
del sistema. Esto se logra mediante una gramdtica formal. La misma consiste en un conjunto de reglas que definen
recursivamente las secuencias de simbolos que pertenecen al lenguaje. A las secuencias de simbolos construidas

segln estas reglas se las llama férmulas bien formadas. Las reglas del sistema L son:

1. Las variables proposicionales del alfabeto de L son férmulas bien formadas.

2. Si ¢ es una férmula bien formada de L, entonces —¢ también lo es.

3. Si ¢y 9 son férmulas bien formadas de L, entonces (¢ A ), (¢ V 1)), (¢ — 1)y (¢ +> 1))también

lo son.
4. Sdlo las expresiones que pueden ser generadas mediante las cldusulas 1 a 3 en un ndmero finito de pasos son

férmulas bien formadas de L.
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Légica proposicional

Segtn estas reglas, las siguientes secuencias de simbolos son ejemplos de férmulas bien formadas:

p

—|—\—|q

(pAa)
=(p A )
(p < —p)
((p—a) Ap)
(=(pA(gVr))Vs)
Y los siguientes son ejempos de férmulas mal formadas:
()
~(p)
(=p)
(pAg—T)

Axiomas

Los axiomas de un sistema formal son un conjunto de férmulas bien formadas que se toman como punto de partida

para demostraciones ulteriores. Un conjunto de axiomas estandar es el que descubrié Jan Lukasiewicz:

* (9= (¥ —09))
* (o=@ —=x) = (6= v) = (0= X))
* (5o = —y) = (¥ = 9))

Reglas de inferencia

Una regla de inferencia es una funcién que va de conjuntos de férmulas a férmulas. Al conjunto de férmulas que la
funcién toma como argumento se lo llama premisas, mientras que a la formula que devuelve como valor se la llama
conclusion. En general se busca que las reglas de inferencia transmitan la verdad de las premisas a la conclusion. Es
decir, que sea imposible que las premisas sean verdaderas y la conclusién falsa. En el caso de L, la unica regla de
inferencia es el modus ponens, el cual dice:

(0 =), ok 4
Recordando que ¢y 7/ no son férmulas, sino metavariables que pueden ser reemplazadas por cualquier férmula

bien formada.

Ejemplo de una demostracién

A demostrar: ¢ — ¢
Paso Férmula Razén
1 o — ((b N ¢) Instancia del primer axioma.
2 o — ((¢ — ¢) N (b) Instancia del primer axioma.
3 ((b N ((¢ _ ¢) _ (b)) N ((¢ N ((b N ¢)) _ (¢ N @)) Instancia del segundo axioma.
4 ((¢ _ (¢ N (b)) N (¢ _ ¢)> Desde (2) y (3) por modus ponens.
5 ¢ — @ Desde (1) y (4) por modus ponens. Q.E.D.
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Deduccion natural

Un sistema de 16gica proposicional también puede construirse a partir de un conjunto vacio de axiomas. Para ello se
especifican una serie de reglas de inferencia que intentan capturar el modo en que naturalmente razonamos acerca de

las constantes logicas.

* Introduccién de la negacion:
Si suponer ¢ lleva a una contradiccién, entonces se puede inferir que —¢ (reduccién al absurdo).

* Eliminacién de la negacién:
oo

* Introduccién de la conjuncidn:
¢, ¢ (¢ AY)
¢, ¢ (YA o)

* Eliminacién de la conjuncién:
(@ny)Fo
(@A) Fo

* Introduccién de la disyuncién:
ok (oV)
ok (¥ Vo)

* Eliminacién de la disyuncioén:

(6VY), (6= x), ([ —=x)Fx

¢ Introduccién del condicional:

Si suponer ¢ lleva a una prueba de @ , entonces se puede inferir que (gb — 1/)

* Eliminacién del condicional (modus ponens):

(¢ — 1), 02
¢ Introduccion del bicondicional:
(6= 1), (4 = 0) F (62 ¥)
(6 =), (0 = 6) F (¥ = )
¢ Eliminacién del bicondicional:
(9 = v)F (6= )
(0= ¥)F (¥ = 0)

Ejemplo de una demostracién
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A demostrar: ¢ — ¢

Paso Foérmula Razén
1 o} Supuesto.
2 oV @ Desde (1) por introduccién de la disyuncion.

3 (¢ \/ (b) Ao Desde (1) y (2) por introduccién de la conjuncion.

4 o} Desde (3) por eliminacién de la conjuncion.

5 o) a0} Resumen de (1) hasta (4).

6 Fo— o Desde (5) por introduccién del condicional. Q.E.D.

Lenguaje formal en la notacion BNF

El lenguaje formal de la l6gica proposicional se puede generar con la gramatica formal descrita usando la notacién

BNF como sigue:

(Bicondicional) ::= (Condicional) <+ {Bicondicional) | {(Condicional)
(Condicional) ::= (Conjuncion} — (Condicional) | {Conjuncion)
(Conjuncion) := (Disyuncion) V {(Conjuncion) | (Disyuncion})
(Disyuncion) = (Literal) A (Disyuncion) | (Literal)

(Literal) (Atomo) | = (Atomo)
(Atomo) == T | L | (Letra) | (Agrupacion)
(Agrupacion) = ((Bicondicional)) | [(Bicondicional)| | {{Bicondicional)}

La gramadtica anterior define la precedencia de operadores de la siguiente manera:

A

Negacién ( —)

Conjuncién ( A )
Disyuncién ( V)
Implicacién ( — )

Coimplicacién ( <= )

Semantica

Una interpretacion para un sistema de 16gica proposicional es una asignacién de valores de verdad para cada variable

proposicional, sumada a la asignacién usual de significados para los operadores légicos. A cada variable

proposicional se le asigna uno de dos posibles valores de verdad: o 1 (verdadero) o O (falso). Esto quiere decir que si

hay n variables proposicionales en el sistema, el niimero de interpretaciones distintas es de 2".

A partir de esto podemos definir: si ¢ es una férmula cualquiera de un sistema L, e I es una interpretacién de L,

entonces:

¢ es verdadera bajo la interpretacion 1, si I asigna el valor de verdad 1 a ¢ .

¢ es falsa bajo la interpretacion I, si I asigna el valor de verdad 0 a ¢ .

¢ es una tautologfa (o vélida) si para toda interpretacion I, I asigna el valor de verdad 1 a ¢ .

¢ es una contradiccion si para toda interpretacion I, I asigna el valor de verdad 0 a ¢ .

¢ es consistente (o satisfacible) si existe al menos una interpretacion I que asigne el valor de verdad 1 a ¢ .

¢ es una consecuencia seméntica de un conjunto de férmulas ", si para toda férmula 1 que pertenezca a ",

no hay ninguna interpretacién en que ¢ sea verdaderay ¢ falsa. Cuando ¢ es una consecuencia semdntica de

T, se escribe: T ): 0]
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Tablas de verdad

La tabla de verdad de una férmula es una tabla en la que se presentan todas las posibles interpretaciones de las
variables proposicionales que constituyen la férmua y el valor de verdad de la férmula completa para cada

interpretacion. Por ejemplo, la tabla de verdad para la férmula —n(p \% q) — (p — fr) seria:

plalr| (Ve | ~pVe |p—=r) | ~(pVe —(p—oT)
T[T 1 0 1 1
1l1]o] 1 0 0 1
1jof1] 1 0 1 1
1lofjo] 1 0 0 1
oj1|1|| 1 0 1 1
oj1|o|| 1 0 1 1
ojo|1|| o 1 1 1
olojol| o 1 1 1

Como se ve, esta férmula tiene 2? interpretaciones posibles —una por cada linea de la tabla—, y resulta ser una
tautologia, es decir que bajo todas las interpretaciones posibles de las variables proposicionales, el valor de verdad de

la férmula completa termina siendo 1.

La logica proposicional y la computacion

Debido a que los computadores trabajan con informacién binaria, la herramienta matemética adecuada para el
andlisis y disefio de su funcionamiento es el Algebra de Boole. El Algebra de Boole fue desarrollada inicialmente
para el estudio de la 16gica. Ha sido a partir de 1938, fecha en que Claude Shannon publicé un libro llamado
"Andlisis simbdlico de circuitos con relés", estableciendo los primeros conceptos de la actual teoria de la
conmutacién, cuando se ha producido un aumento considerable en el nimero de trabajos de aplicacién del Algebra
de Boole a los computadores digitales. Hoy en dia, esta herramienta resulta fundamental para el desarrollo de los
computadores ya que, con su ayuda, el andlisis y sintesis de combinaciones complejas de circuitos 16gicos puede

realizarse con rapidez.

Aristételes con respecto al estudio de la légica

La logica es conocida como una de las ciencias mds antiguas, tanto es asi que se le atribuye a Aristételes la
paternidad de esta disciplina Partiendo de que corresponde a Aristételes haber sido el primero en tratar con todo
detalle la 16gica, se le considera pues ser su fundador. En un principio se llamé Analitica, en virtud del titulo de las
obras en que traté los problemas légicos. Més tarde los escritos de Aristételes relativos a estos eventos fueron
recopilados por sus discipulos con el titulo de Organon, por considerar que la l6gica era un instrumento para el
conocimiento de la verdad. Aristételes se planteo como es posible probar y demostrar que un conocimiento es
verdadero, es decir, que tiene una validez universal. Aristdteles encuentra el fundamento de la demostracién en la
deduccioén, procedimiento que consiste en derivar un hecho particular de algo universal. La forma en que se afecta

esa derivacion es el silogismo, por cuya razén la silogistica llega a ser el centro de la 16gica aristotélica.
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Tabla de valores de verdad

Una tabla de valores de verdad, o tabla de verdad, es una tabla que despliega el valor de verdad de una

proposicién compuesta, para cada combinacion de valores de verdad que se pueda asignar a sus componentes.[ I

Fue desarrollada por Charles Sanders Peirce por los afios 1880, pero el formato mds popular es el que introdujo

Ludwig Wittgenstein en su Tractatus logico-philosophicus, publicado en 1921.

Definicion y algoritmo fundamental

Considérese dos proposiciones A y B2

Cada una puede tomar uno de dos valores de verdad: o 1 (verdadero), o O
(falso). Por lo tanto, los valores de verdad de A y de B pueden combinarse de cuatro maneras distintas: o ambas son
verdaderas; o A es verdadera y B falsa, o A es falsa y B verdadera, o ambas son falsas. Esto puede expresarse con una

tabla simple:

A|B
111
110
01
010

Considérese ademds a " * " como una operacién o conjuncion légica que realiza una funcién de verdad al tomar los
valores de verdad de A y de B, y devolver un tnico valor de verdad. Entonces, existen 16 funciones distintas
posibles, y es facil construir una tabla que muestre qué devuelve cada funcién frente a las distintas combinaciones de
valores de verdad de A y de B.
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1 3 7
A|B||AxB | AxB | AxB | AxB | AxB | AxB| AxB | AxB
1|1 1 1 1 1 1 1 1 1
110 1 1 1 1 0 0 0
011 1 1 0 0 1 1 0 0
00 1 0 1 0 1 1 0

9 10 11 12 13 14 15 16
A|B|| AxB | AxB | AxB | AxB | A«xB | AxB | AxB | AxB
11 0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 1 1 1 0 0 0 0
011 1 1 0 0 1 1 0 0
01]0 1 0 1 0 1 0 1 0

Las dos primeras columnas de la tabla muestran las cuatro combinaciones posibles de valores de verdad de A y de B.

Hay por lo tanto 4 lineas, y las 16 columnas despliegan todos los posibles valores que puede devolver una funcién *

De esta forma podemos conocer mecanicamente, mediante algoritmo, los posibles valores de verdad de cualquier

conexidn légica interpretada como funcién, siempre y cuando definamos los valores que devuelva la funcién.
Se hace necesario, pues, definir las funciones que se utilizan en la confeccidn de un sistema l6gico.

De especial relevancia se consideran el Cdlculo de deduccién natural y las puertas logicas en los circuitos

electronicos.

Definiciones en el Calculo légico de Deduccion Natural

De todas estas posibles funciones de verdad, algunas parecen tener correlatos en el lenguaje natural. Por ejemplo, la
funcién definida en la columna 8, que devuelve 1 sélo cuando los valores de verdad de A y de B son ambos 1, se
asemeja a la expresion "y" del lenguaje natural. Por ejemplo, cuando se dice que llueve y hace frio, esa afirmacién es
verdadera s6lo cuando es verdad tanto que llueve como que hace frio. Si es verdad que llueve, pero no que hace frio,
entonces no es verdad que llueve y hace frio. Del mismo modo, si no es verdad que llueve, pero si que hace frio,
entonces no es verdad que llueve y hace frio. Y por ultimo, si no es verdad ni que llueve ni que hace frio, entonces

esté claro que no es verdad que llueve y hace frio.

Esta interpretacion de las conexiones ldgicas ligadas a funciones gramaticales del lenguaje natural constituye el

fundamento del Célculo de deduccién natural en el que suelen definirse las siguientes funciones:

Negacion
La negacién es un operador que opera sobre un unico valor de verdad, tipicamente el valor de verdad de una

proposicion, devolviendo el valor de verdad verdadero si la proposicion es falsa, y falso si la proposicion es

verdadera.
La tabla de verdad de la negacidn es la siguiente:
Al -A

1
0 1
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Conjuncion
La conjuncién es un operador que opera sobre dos valores de verdad, tipicamente los valores de verdad de dos
proposiciones, devolviendo el valor de verdad verdadero cuando ambas proposiciones son verdaderas, y falso en

cualquier otro caso.

La tabla de verdad de la conjuncién es la siguiente:

A|/B|AAB
111 1
110 0
01 0
010 0

Que se corresponde con la columna 8 del algoritmo fundamental.

Disyuncién
La disyuncién es un operador que opera sobre dos valores de verdad, tipicamente los valores de verdad de dos
proposiciones, devolviendo el valor de verdad verdadero cuando una de las proposiciones es verdadera, o cuando

ambeas lo son, y falso cuando ambas son falsas.

La tabla de verdad de la disyuncion es la siguiente:

A|B|AVE
111 1
110 1
0|1 1
010 0

Que se corresponde con la columna 2 del algoritmo fundamental.

Condicional material

El condicional material es un operador que opera sobre dos valores de verdad, tipicamente los valores de verdad de
dos proposiciones, devolviendo el valor de verdad falso s6lo cuando la primera proposicién es verdadera y la

segunda falsa, y verdadero en cualquier otro caso.

La tabla de verdad del condicional material es la siguiente:

A|lB||A—B
1)1 1
110 0
01 1
010 1

Que se corresponde con la columna 5 del algoritmo fundamental.



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Disyunci%C3%B3n_l%C3%B3gica
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Condicional_material

Tabla de valores de verdad

13

Bicondicional

El bicondiconal es un operador que opera sobre dos valores de verdad, tipicamente los valores de verdad de dos
proposiciones, devolviendo el valor de verdad verdadero cuando ambas proposiciones son verdaderas, o cuando
ambas son falsas.

La tabla de verdad del condicional material es la siguiente:

A|lB||A< B
1)1 1
110 0
01 0
010 1

Que se corresponde con la columna 7 del algoritmo fundamental.

Tablas de verdad

Las tablas nos manifiestan los posibles valores de verdad de cualquier proposicién molecular, asi como el andlisis de

la misma en funcién de las proposiciones que la integran, encontrandonos con los siguientes casos:

Verdad Indeterminada o Contingencia

Se entiende por verdad contingente, o verdad de hecho, aquella proposicién que puede ser verdadera o falsa, segtin
los valores de las proposiciones que la integran. Sea el caso: AN\ (B V C).

Su tabla de verdad se construye de la siguiente manera:

Ocho filas que responden a los casos posibles que pueden darse segtin el valor V o F de cada una de las
proposiciones A, B, C. (Columnas 1, 2, 3)

Una columna (Columna 4) en la que se establecen los valores de B VV C aplicando la definicién del disyuntor a los
valores de B y de C en cada una de las filas.(Columnas 2,3 — 4)

Una columna (columna 5) en la que se establecen los valores resultantes de aplicar la definicién de la conjuncién entre
los valores de A (columna 1) y valores de la columna B V C, (columna 4) que representardn los valores de la proposicién
completa A A\ (B VV C), cuyo valor de verdad es V o F segtn la fila de los valores de A, B, y C que consideremos.

(Columnas 1,4 — 5)

1123 4 5
A |B | C|BVC | ANBVC)
ViV|V] V
VIV|IF| V
VIF|IV] V
VIF|F| F
F|V|V| V
F|V|F| V
FIF|V| V
F|F|F| F

Donde podemos comprobar cudndo y por qué la proposicion AA(BVC) es V y cudndo es F
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Contradiccion

Se entiende por proposicion contradictoria, o contradiccion, aquella proposicidon que en todos los casos posibles de
su tabla de verdad su valor siempre es F. Dicho de otra forma, su valor F no depende de los valores de verdad de las
proposiciones que la forman, sino de la forma en que estdn establecidas las relaciones de unas con otras. Sea el caso:
[(AAB)A(AVB)JNC

Procederemos de manera similar al caso anterior. Aplicamos (Columna 4) la definicién de conjuntor a los valores de A
y B.(columnas 1,2 — 4) Después aplicamos la definicién de disyuntor a los valores de A y B. (columnas 1,2 — 5)
Aplicamos en la columna siguiente (Columna 6) el negador a los valores de la columna anterior. Aplicamos el
conjuntor a los valores de la columna (A/AB)(Columna 4) con los de la columna —(AVB).(Columna 6) Por dltimo (Columna
8) aplicamos el conjuntor a los valores de la columna de C (Columna 3) con la columna tltima (Columna 7)cuyo resultado

nos da los valores de [(A/AB)\=(AVB)JAC, siempre falsos cualquiera que sea la fila que consideremos.

1123 4 5 6 7 8

A | B | C|AAB | AVB | =(AVB) | (AAB)A-(AVB) | [(AAB)A-(AVB)]NC
ViV|V] V \% F F

VIV|IF| V \% F F

VIF|V| F \% F F

VIF|F| F \% F F

F|V|V| F \% F F

F|V|F| F \% F F

F|F|V| F F v F

F|F|F| F F v F

Tautologias

Se entiende por proposicion tautoldgica, o tautologia, aquella proposicién que en todos los casos posibles de su tabla
de verdad su valor siempre es V. Dicho de otra forma, su valor V no depende de los valores de verdad de las
proposiciones que la forman, sino de la forma en que estdn establecidas las relaciones sintdcticas de unas con otras.
Sea el caso: [(A—B)A(B—C)] -(A—C)

Siguiendo la mecénica algoritmica de la tabla anterior construiremos su tabla de verdad:

A|B|C|A—-B |B—-C|(A-B)AB—-C)| (A—C) | [(A—=»B)AB—C)] -(A—-C)
VIiV|IV| V v \Y v
VIVIF| V F F F
VIF|V| F v F v
VIF|F| F v F F
FIV|V|] V v \Y v
FIV|F| V F F v
FIF|V|] V v \Y v
FIF|F| V v \Y v
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Tablas de verdad, proposiciones légicas y argumentos deductivos

En realidad toda la 16gica estd contenida en las tablas de verdad, en ellas se nos manifesta todo lo que implican las

relaciones sinticticas entre las diversas proposiciones.

No obstante la sencillez del algoritmo, aparecen dos dificultades.

* La gran cantidad de operaciones que hay que hacer para una proposiciéon con mas de 4 variables.

Esta dificultad ha sido magnificamente superada por la rapidez de los ordenadores, y no presenta dificultad alguna.

* Que Unicamente sera aplicable a un esquema de inferencia, o argumento cuando la proposicién condicionada,
como conclusién, sea previamente conocida, al menos como hipétesis, hasta comprobar que su tabla de verdad

manifiesta una tautologia.
Por ello se construye un célculo mediante cadenas deductivas:

Las proposiciones que constituyen el antecedente del esquema de inferencia, se toman como premisas de un

argumento.

Se establecen como reglas de cdlculo algunas tautologias como tales leyes 16gicas, (pues garantizan, por su caricter

tautolégico, el valor V).

Se permite la aplicacién de dichas reglas como reglas de sustituciéon de férmulas bien formadas en las relaciones que

puedan establecerse entre dichas premisas.

Deduciendo mediante su aplicacién, como teoremas, todas las conclusiones posibles que haya contenidas en las

premisas.
Cuando en un célculo se establecen algunas leyes como principios o axiomas, el cdlculo se dice que es axiomatico.

El célculo légico asi puede utilizarse como demostracién argumentativa.

Aplicaciones
Légica de circuitos

La aplicacién mds importante de las tablas de verdad procede del hecho de que, interpretando los valores l6gicos de

verdad como 1 y O en el sentido:
Valor 1: corriente eléctrica
Valor 0: ausencia de dicha corriente.

Los valores de entrada o no entrada de corriente a través de un diodo puede producir una salida 0 o 1 segiin unas
condiciones definidas como funcién segtn las tablas definidas anteriormente.

Asfi se establecen las siguientes funciones: AND, NAND, OR, XOR NOR, que se corresponden con las funciones
definidas en las columnas, 8, 9, 2, 10 Y 15 respectivamente, y la funcién NOT.

En lugar de variables proposicionales consideramos graficamente los posibles input como EA, EB, y los
correspondientes outputs de SALIDA como 1, 0.

NOT
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EA |[EB
110
0|1

EA | EB | AND | NAND | OR | XOR | NOR
1|1 1 0 1 0 0
110 0 1 1 1 0
0| 1 0 1 1 1 0
0|0 0 1 0 0 1

Esta aplicacion hace posible la construccién de aparatos capaces de realizar estas computaciones a velocidades

increibles, llamadas por lo mismo computadoras u ordenadores.

El desarrollo de estos circuitos y su estructuracién merece verse en el articulo puerta logica.

La Tabla de la verdad es una herramienta imprescindible en la recuperacion de datos en las bases de datos como
Internet con los motores de biisqueda o en una biblioteca con sus ficheros informatizados. Asi mismo se utilizan para

programar simulaciones logicas de inteligencia artificial con lenguajes propios. También en modelos matematicos

predictores: meteorologia, marketing y otros muchos.

Véase también

* Operador légico

* Anexo:Tabla de simbolos matematicos
* Lenguaje formalizado

+ Algebra de Boole

» Cilculo légico

* Ldgica binaria

* Logica proposicional

* Puerta l6gica

* Funcién légica
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Teoria de conjuntos

La teoria de conjuntos es una division de

las matemadticas que estudia los conjuntos.
El primer estudio formal sobre el tema fue U
realizado por el matemadtico alemédn Georg
Cantor, Gottlob Frege y Julius Wilhelm
Richard Dedekind en el Siglo XIX y maés

tarde reformulada por Zermelo.

El concepto de conjunto es intuitivo y se
podria definir como una "coleccién de
objetos"; asi, se puede hablar de un conjunto AC
de personas, ciudades, gafas, lapiceros o del

conjunto de objetos que hay en un momento

dado encima de una mesa. Un conjunto estd

bien definido si se sabe si un determinado Diagrama de Venn que muestra un conjunto 4 contenido en otro conjunto [/ y
elemento pertenece o no al conjunto. El su complemento AC

conjunto de los boligrafos azules estd bien

definido, porque a la vista de un boligrafo se puede saber si es azul o no. El conjunto de las personas altas no estd
bien definido, porque a la vista de una persona, no siempre se podrd decir si es alta 0 no, o puede haber distintas
personas, que opinen si esa persona es alta o no lo es. En el siglo XIX, segin Frege, los elementos de un conjunto se
definian s6lo por tal o cual propiedad. Actualmente la teoria de conjuntos estd bien definida por el sistema ZFC. Sin

embargo, sigue siendo célebre la definicién que publicé Cantor

Se entiende por conjunto a la agrupacién en un todo de objetos bien diferenciados de nuestra intuicién o nuestra
mente.

Georg Cantor
Un conjunto es un saco lleno de elementos. Dentro del saco puede haber nimeros, letras, plantas, personas,
mastodontes,..., practicamente cualquier cosa.

Julius Wilhelm Richard Dedekind

Notacion
Usualmente los conjuntos se representan con una letra mayidscula: A , B, K ...
Llamaremos elemento, a cada uno de los objetos que forman parte de un conjunto, estos elementos tienen caracter

individual, tienen cualidades que nos permiten diferenciarlos, y cada uno de ellos es Unico, no habiendo elementos

duplicados o repetidos. Los representaremos con una letra mindscula: a, p , k ,-..
De esta manera, si 4 es un conjunto, y a, b, ¢, d, e todos sus elementos, es comiin escribir:
A={a,b,c,d e}
para definir a tal conjunto 4 . Esta notacién empleada para definir al conjunto 4 se llama notacion por extension

Para representar que un elemento x pertenece a un conjunto A , escribimos z € 4 (léase " xen 4", " T

pertenece a A " o bien " x es un elemento de 4 "). La negaciéon de x € A se escribe x g_f A (Iéase x no

pertenece a A4 ).
El conjunto universal, que siempre representaremos con la letra [J (u mayuscula), es el conjunto de todas las cosas

sobre las que estemos tratando. Asi, si hablamos de nimeros enteros entonces [/ es el conjunto de los nimeros
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enteros, si hablamos de ciudades, [J es el conjunto de todas las ciudades, este conjunto universal puede mencionarse
explicitamente, o en la mayoria de los casos se da por supuesto dado el contexto que estemos tratando, pero siempre
es necesario demostrar la existencia de dicho conjunto previamente.
Existe ademds, un tinico conjunto que no tiene elementos al que se le llama conjunto vacio y que se denota por (J .
Es decir
b=}
La caracteristica importante de este conjunto es que satisface todos los elementos posibles que no estdn contenidos
en €l, es decir

Ve z¢0.
Por otro lado, si todos los elementos x de un conjunto 4 satisfacen alguna propiedad, misma que pueda ser

expresada como una proposicion p (3:) , con la indeterminada x , usamos la notacion por comprension, y se puede
definir:

A={z e U:p(z)}
Lo anterior se lee " A4 es el conjunto de elementos x , que cumplen la propiedad p(;c) ". El simbolo ":" se lee
"que cumplen la propiedad" o "tal que"; este simbolo puede ser remplazado por una barra | .
Por ejemplo, el conjunto A = {1,2, 3,4} puede definirse por:

A={neN:1<n<4}
donde el simbolo [y representa al conjunto de los nimeros naturales.
El uso de algin conjunto [J es muy importante, ya que de no hacerlo se podria caer en contradicciones como
ejemplo:

M={z:z¢ M}
Es decir, }\f es el conjunto donde cada elemento T satisface la propiedad z gé M . Al principio uno podria creer
que ningin conjunto puede estar contenido en si mismo y que por lo tanto }f no contiene elemento alguno; sin
embargo, en vista de que }f es un conjunto, cabe hacer la pregunta "; A < M ?" Si la respuesta es negativa (
M ¢ M) entonces )\ cumple la propiedad z gé M y por lo tanto A\ C M/ . Si por el contrario la respuesta es
afirmativa ( M C M ), entonces Jf no cumple con la propiedad x gé My por esta razén M ¢ M . Esta
paradoja es muy famosa y se conoce como la paradoja del barbero esta es una de las tantas incongruencias que tenia

la teoria de Cantor.
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Igualdad entre conjuntos. Subconjuntos y Superconjuntos

Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos 4 y B se dicen iguales, lo que se escribe 4 — B si constan de los mismos elementos. Es decir, si
y solo si todo elemento de A estd también contenido en By todo elemento de B estd contenido en 4 . En

simbolos:

Ve,r € A < =€ B

Subconjuntos y Superconjuntos

Un conjunto A4 se dice que es subconjunto

de otro B, si cada elemento de A es

también elemento de B, es decir, cuando

se verifique: B

Diagrama de Venn que muestra A g B

reEA=zx€B,
sea cual sea el elemento x . En tal caso, se escribe A C B .
Cabe sefialar que, por definici6n, no se excluye la posibilidad de que si A C B, se cumpla 4 — B . Si B tiene
por lo menos un elemento que no pertenezca al conjunto 4 , pero si todo elemento de A es elemento de B,
entonces decimos que A es un subconjunto propio de B, lo que se representa por 4 B . En otras palabras,
ACBsiysolosi ACB,y B \ A # (b . Asi, el conjunto vacio es subconjunto propio de todo conjunto

(excepto de si mismo), y todo conjunto 4 es subconjunto impropio de si mismo.
Si A es un subconjunto de B, decimos también que B es un superconjunto de A , lo que se escribe B O A .

Asi pues
BDA «— ACB,
y también que:
BD>DA < ACB,
significando B & A que B es superconjunto propio de A .
Por el principio de identidad, es siempre cierto x € A = x € A, para todo elemento z, por lo que todo
conjunto es subconjunto (y también superconjunto) de si mismo.

Vemos que C es una relacién de orden sobre un conjunto S de conjuntos, pues
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ACA ( € es reflexiva)
ACBABCA = A=B (Ces

antisimétrica)

ACBABCC = ACC (C estransitiva)

Operaciones con conjuntos

Sean 4 y B dos conjuntos.

Unidn u

Para cada par de conjuntos 4 y [ existe
un conjunto Unién de los dos, que se denota
como A | Bel cual contiene todos los
elementos de 4 y de B . De manera mads
general, para cada conjunto S existe otro
conjunto denotado como US de manera
que sus elementos son todos los g € X
tales que X € 5. De esta manera
AU Bes el caso especial donde
S={AB}.

Es claro que el hecho de que un elemento x

pertenezca  a AU Bes condicién
necesaria y suficiente para afirmar que x es
un elemento de 4 o al menos de . Es Diagrama de Venn que ilustra 4 | B

decir

re€(AUB) <= (zx€ A)V (z € B)

Ejemplos: si tenemos los conjuntos

A={A,0,6}

B ={x,6,1,0}

C = {0, 14, », &}

S={A,B,C}
Entonces

AUB={A, 0,610
AUC ={A,0,6,0,14, %, &}
s =1{A,0,6,%1,0,14, &}
AUD=A

AUuA=A
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Interseccion n

Los elementos comunes a 4 y 3 forman
un conjunto denominado interseccion de A
y B, representado por A N B . Es decir,
A M B es el conjunto que contiene a todos
los elementos de A que al mismo tiempo

estinen [ :

Diagrama de Venn que ilustra 4 (M B

ANB={zxc A:z € B}.
Si dos conjuntos 4 y 3 sontalesque 4 M B = [} ,entonces 4 y B3 se dice que son conjuntos disjuntos.

Es claro que el hecho de que € A M B es condicién necesaria y suficiente para afirmarque y € Ayxr c B.
Es decir

r€(ANB) < (zx€ A)A(z € B)

Ejemplos: si tenemos los conjuntos

A={2,4,6}

B = {4,6,8,10}

C = {10,14, 16,26}
Entonces:

AN B ={4,6}

ANC =10

Anb=90

ANA=A
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Particiones

Dado un conjunto 4 y una serie de subconjuntos Aj; , se dice que A; son particiones de 4 cuando la unién de
todas es el conjunto 4 , y la interseccion de todas es el conjunto vacio. Es decir, que los subconjuntos 44 , forman

parte del conjunto mas grande denotado 4 .

Diferencia -

Los elementos de un conjunto 4 que no se
encuentran en otro conjunto B, forman
otro conjunto llamado diferencia de A y
B , representado por A \ B . Es decir:

Diagrama de Venn que muestra 4 — B

Diagrama de Venn que muestra 3 — A

A\B={z€ A:z¢ B}.
o dicho de otra manera:

z€(A\B) — (z€ A)A(z ¢ B)
Algunas personas prefieren denotar la diferenciade 4 y Bcomo 4 — 3.
Una propiedad interesante de la diferencia es que

ANB=A\(A\B)

€so es porque
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reANB <+ (z€A)A(z€B)
— (z€A)A(z¢ A\ B)
< xzcA\(A\B)
Ejemplos: Sin importar cual conjunto A elija usted, siempre se cumple
A\G=A
O\NA=0
{0,1,2,33\ {3,2} = {0, 1}

Complemento

El complemento de un conjunto A4 , es el conjunto de los elementos que pertenecen a algin conjunto [/ pero no

pertenecen a A , que lo representaremos por AC. Es decir

AL=U\ A
El conjunto complemento siempre lo es respecto al conjunto universal que estamos tratando, esto es, si hablamos de
ndmeros enteros, y definimos el conjunto de los nimeros pares, el conjunto complemento de los niimeros pares, es el
formado por los nimeros no pares. Si estamos hablando de personas, y definimos el conjunto de las personas rubias,

el conjunto complementario es el de las personas no rubias.

Envistadeque A C Uy B C U, entonces

z€(A\B) — z € (AmBC),

de manera que

A\B=AnB"
Pero también
r€(ANBY) <= zcAAzcB®
«— zcB'AzcA
— zeBAzgA
= :cE(BC\AC)

de modo que

A\ B = (B“\AC)

Diferencia simétrica

Los elementos de dos conjuntos,A y B a excepcién de aquellos que se encuentran en el drea de interseccion de dichos

conjuntos se define la diferencia simétrica.

BAA = (B\ A)U(A\ B)

Algebra de conjuntos
Sean A, B,y ( conjuntos cualesquieray [J un conjunto talque A C U, B C Uy C C U entonces:

c ANA=A
* AUA=A
* AN0=10

* AU () = A Elemento neutro de la unién

* A NU = A Elemento neutro de la interseccién

s AUU=U

* AN B = BN A Propiedad conmutativa de la interseccién
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* AU B = B U A Propiedad conmutativa de la unién
C
. ( AC) — A Propiedad de Involucién.

« (AN B)NC = AN (BN C)Propiedad asociativa de la interseccién

* (AUB)UC = AU (B U C)Propiedad asociativa de la unién

« AN(BUC) = (AN B)U /(AN C)Propiedad distributiva de la interseccion
« AU(BNC)=(AUB)N (AU C)Propiedad distributiva de la unién

c ACB < ANB=A

+ ACB < AUB=BHB

. C\(ANB)=(C\A)U(C\B)

* C\(AUB) =(C\A)N(C\B)

. C\(B\4)=(4NC)U(C\ B)

« (B\A)NC = (BNC)\A=Bn(C\ A)
+ (B\A)UC = (BUC)\ (A\C)

« ACB < A\B=10

« ANB=0 «— B\A=B

- A\A=10

c O\NA=0

- A\D=A

Producto cartesiano de conjuntos o producto cruz

Un par ordenado de nimeros (i, y)es tal si los pares (z, )y (y, x)son uno mismo si'y sélo si T = ¥.
Dados dos conjuntos 4 y B, definimos al conjunto producto ( o producto cartesiano) de 4 y B (en ese orden),

representado por 4 x 3, como el conjunto

AxB={(z,y)| z€A AN yeB}
Ejemplo
Sean S = {1,2,3}y R = {a,b,c} . Asi,
Sx R={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢),(3,a),(3,b),(3,¢)}

Ya que el producto cartesiano estd formado de pares ordenados (donde el orden de los componentes importa), resulta

AxB=BxA = A=1B



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Par_ordenado
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Si_y_s%C3%B3lo_si

Teoria de conjuntos

25

Cuantificadores

Los cuantificadores sirven para indicar cuantos elementos de un conjunto dado cumplen con cierta propiedad. Tales

cuantificadores son
e El cuantificador universal, representado por %/ . Este cuantificador se emplea para afirmar que todos los

elementos de un conjunto cumplen con determinada propiedad. Se escribe

V:CGA P (:E )
* El cuantificador existencial se usa para indicar que al menos un elemento de un conjunto 4 cumple con una

propiedad. Se escribe

EIIEA p(l‘)
Se definen
_‘(V.’EEA p(SC)) = EIxGA —\p(fL')
_‘(EI:CEA p(SC)) = vaA —\p(fL')

Funciones

Sean 4 y B dos conjuntos. Un subconjunto f C A X B, se dice aplicacion o funcién de 4 en B, lo que se
representa por
f:A—B
siempre que se verifique
* Veeadyen (my)Ef
c(myefrlzy)ef=y=y
Si (:1,'7 y) € f.elelemento ¥ se dice imagen de x por [, yelelemento x se llama antecedente de Y por f .

Sea una funcién f : A — B. Se emplea la notacién f(x)para representar a la imagen de 7z € A por f,y por
tanto f(z) € B.
Sean las funciones f: X — f(X) y g:Y — g(Y). Se define
fog: z— flg(x)),
y se dice que f o ges el producto de composicion de las funciones fy g .
Sean f: A— B,g: B — Cyh:C — D tres funciones. Entonces h(go f) = (hog)o f.

Para demostrar la igualdad tendremos que probar que tienen el mismo dominio, el mismo codominio, y que sus

imdgenes son iguales:

Dom[ho(go f)] = Dom(go f) = Dom(f) = A

Dom[(hog)o f] = Dom(f)=A

Hemos demostrado que los dominios son iguales.

Codom[h o (g o f)] = Codom(h) = D

Codom|[(h o g) o f] = Codom(h o g) = Codom(h) = D

También vemos que tienen el mismo codominio, s6lo nos queda ver que
[h(g o Pl(a) =[(hog)o fl(a) Vac A:

[ho (g o )l(a) = hl(go f)a)] = hlg(f(a))]

[(hog)o flla) = (hog)(f(a)) =hlg(f(a))]

Por lo tanto queda probado que:

h(go f)=(hog)of
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Presentacion de los Numeros Reales

Numero real

En matemadticas, los nimeros reales incluyen tanto a los nimeros

/
racionales (como: 31, 37/22, 25,4) como a los nimeros irracionales NumerOS I'eales

aquellos que no se pueden expresar de manera fraccionaria y tienen

Numeros racionales:

infinitas cifras decimales no periddicas, tales como: \/57 T -3/4,5/8, 31/7
Numeros reales son aquellos que poseen una expresion decimal. Nimeros enteros:
Pueden ser descritos de varias formas, aparentemente simples, pero -7,-1,0,5, 20

estas carecen del rigor necesario para los propdsitos formales de
Numeros irracionales:

V2, (1+V5)/2

matematicas.

Durante los siglos XVI y XVII el cédlculo avanzé mucho aunque

carecia de una base rigurosa, puesto que en el momento no se Numler(os)trascendentes:
e, 1, In(2

consideraba necesario el formalismo de la actualidad, usando

expresiones como «pequefio», «limite», «se acerca» sin una definicién

precisa. Esto llevé finalmente a una serie de paradojas y problemas Diferentes clases de nimeros reales.
16gicos que hicieron evidente la necesidad de crear una base rigurosa a

la nueva matematica, la cual incluy6 definiciones formales y rigurosas (aunque ciertamente técnicas) del concepto de
nimero real.!!! Mas adelante se describirdn algunas de las definiciones mds usuales actualmente: clases de

equivalencia de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales, Cortaduras de Dedekind.

7

N Naturales
. Z. Enteros Cero
@Q Racionales )
R Reales{ Enteros negativos

C Complejosy ) )
Fraccionarios

Irracionales

Imaginarios

Historia

Los egipcios utilizaron por primera vez las fracciones comunes alrededor del afio 1000 a. C.; alrededor del 500 a. C.
el grupo de matematicos griegos liderados por Pitdgoras se dio cuenta de la necesidad de los niimeros irracionales.
Los nimeros negativos fueron ideados por matematicos indios cerca del 600, posiblemente reinventados en China
poco después, pero no se utilizaron en Europa hasta el siglo XVII, si bien a finales del XVIII Leonhard Euler
descart6 las soluciones negativas de las ecuaciones porque las consideraba irreales. En ese siglo, en el célculo se
utilizaba un conjunto de ntimeros reales sin una definicién concisa, cosa que finalmente sucedié con la definicién

rigurosa hecha por Georg Cantor en 1871.

En realidad, el estudio riguroso de la construccion total de los nimeros reales exige tener amplios antecedentes de
teoria de conjuntos y l6gica matemadtica. Fue lograda la construccion y sistematizacion de los nimeros reales en el
siglo XIX por dos grandes matematicos europeos utilizando vias distintas: la teoria de conjuntos de Georg Cantor
(encajamientos sucesivos, cardinales finitos e infinitos), por un lado, y el andlisis matemético de Richard Dedekind

(vecindades, entornos y cortaduras de Dedekind). Ambos matematicos lograron la sistematizacién de los nimeros
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reales en la historia, no de manera espontdnea, sino utilizando todos los avances previos en la materia: desde la
antigua Grecia y pasando por matemdticos como Descartes, Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss, Riemann,

Cauchy y Weierstrass, por mencionar sélo a los mds sobresalientes

Evolucion del concepto de nimero

Se sabe que los egipcios y babil6nicos hacian uso de fracciones (nimeros racionales) en la resolucién de problemas
practicos. Sin embargo, fue con el desarrollo de la matemadtica griega cuando se considerd el aspecto filoséfico de
nimero. Los pitagéricos descubrieron que las relaciones armonicas entre las notas musicales correspondian a
cocientes de nimeros enteros, lo que les inspiré a buscar proporciones numéricas en todas las demds cosas, y lo

expresaron con la maxima «todo es niimero».

En la matematica griega, dos magnitudes son conmensurables si es posible encontrar una tercera tal que las primeras
dos sean multiplos de la dltima, es decir, es posible encontrar una unidad comin para la que las dos magnitudes
tengan una medida entera. El principio pitagérico de que todo nimero es un cociente de enteros, expresaba en esta

forma que cualesquiera dos magnitudes deben ser conmensurables.

Sin embargo, el ambicioso proyecto pitagérico se tambaled ante el problema de medir la diagonal de un cuadrado, o
la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, pues no es conmensurable respecto de los catetos. En notacién moderna, un

tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 1, tiene una hipotenusa que mide \/5 :

Si \/§ =p / ges un ndimero racional donde p/q estd reducido a sus términos minimos (sin factor comtn)

entonces 2¢g?=p2.

La expresion anterior indica que p? es un nimero par y por tanto p también, es decir, p=2m. Sustituyendo
obtenemos 2¢?=(2m)?*=4m?2, y por tanto g?>=2p?2.

Pero el mismo argumento usado nos dice ahora que g debe ser un niimero par, esto es, g=2n. Mas esto es

imposible, puesto que p y ¢ no tienen factores comunes (y hemos encontrado que 2 es un factor de ambos).

Por tanto, la suposicién misma de que \/5 es un nimero racional debe ser falsa.

Surgi6 entonces un dilema, ya que de acuerdo al principio pitagérico: todo nimero era racional, mas la hipotenusa de
un tridngulo rectdngulo isésceles no era conmensurable con los catetos, lo cual implicé que en adelante las
magnitudes geométricas y las cantidades numéricas tendrian que tratarse por separado, hecho que tuvo

consecuencias en el desarrollo de la matemadtica durante los dos milenios s1gu1entes.[ ]

Los griegos desarrollaron una geometria basada en comparaciones (proporciones) de segmentos sin hacer referencia
a valores numéricos, usando diversas teorias para manejar el caso de medidas inconmesurables, como la teoria de
proporciones de Eudoxo. Asi, los niimeros irracionales permanecieron a partir de entonces excluidos de la aritmética
puesto que sélo podian ser tratados mediante el método de infinitas aproximaciones. Por ejemplo, los pitagdricos

encontraron (en notacién moderna) que si a/b es una aproximacion a \/§ entonces p=a+2b y g=a+b son tales que

P/q es una aproximacion mds precisa. Repitiendo el proceso nuevamente se obtienen mayores nimeros que dan una
mejor aproximacién.[3] Dado que las longitudes que expresan los numeros irracionales podian ser obtenidas
mediante procesos geométricos sencillos pero, aritméticamente, s6lo mediante procesos de infinitas aproximaciones,
originé que durante 2000 afios la teoria de los nimeros reales fuese esencialmente geométrica, identificando los
nimeros reales con los puntos de una linea recta.

Nuevos avances en el concepto de nimero real esperaron hasta los siglos XVI y XVII, con el desarrollo de la
notacién algebraica, lo que permitié la manipulacién y operacion de cantidades sin hacer referencia a segmentos y
longitudes. Por ejemplo, se encontraron férmulas para resolver ecuaciones de segundo y tercer grado de forma
mecdnica mediante algoritmos, los cuales incluian raices e incluso, en ocasiones, «nimeros no reales» (lo que ahora
conocemos como nimeros complejos). Sin embargo, no existia ain un concepto formal de nimero y se seguia dando
primacia a la geometria como fundamento de toda la matematica. Incluso con el desarrollo de la geometria analitica

este punto de vista se mantenia vigente, pues Descartes rechazaba la idea que la geometria pudiera fundamentarse en
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nimeros, puesto que para €l la nueva drea era simplemente una herramienta para resolver problemas geométricos.

Posteriormente, la invencién del cdlculo abrié un periodo de grande avances matemadticos, con nuevos y poderosos

métodos que permitieron por vez primera atacar los problemas relacionados con lo infinito mediante el concepto de

limite. Asi, un ndmero irracional pudo ser entendido como el limite de una suma infinita de nimeros racionales (por

ejemplo, su expansion decimal). Como muestra, el nimero it puede estudiarse de forma algebraica (sin apelar a la
intuicién geométrica) mediante la serie:

o0
71—:4(1_14_1_14_...) :42(_1%#
3 5 7 P 2k +1

entre muchas otras expresiones similares.

Para entonces, el concepto intuitivo de nimero real era ya el moderno, identificando sin problema un segmento con
la medida de su longitud (racional o no). El cdlculo abri6 el paso al andlisis matematico, que estudia conceptos como
continuidad, convergencia, etc. Pero el andlisis no contaba con definiciones rigurosas y muchas de las

demostraciones apelaban atin a la intuicién geométrica. Esto conllevé a una serie de paradojas e imprecisiones.

Tipos de nimeros reales

Un ndmero real puede ser un niimero racional o un niimero irracional. Los nlimeros racionales son aquellos que
pueden expresarse como el cociente de dos nimeros enteros, tal como 3/4, -21/3, 5, 0, 1/2, mientras que los
irracionales son todos los demas$. Los ndmeros racionales también pueden describirse como aquellos cuya
representacion decimal es eventualmente periddica, mientras que los irracionales tienen una expansién decimal
aperiodica:
Ejemplos

1/4 = 0,250000... ES un niimero racional puesto que es periddico a partir del tercer nimero decimal.

5/7 =0,7142857142857142857.... ES racional y tiene un periodo de longitud 6 (repite 714285).

@ = 1.456465591386194 . . esirracional y su expansion decimal es aperiddica
5 ) .

Otra forma de clasificar los nimeros reales es en algebraicos y trascendentes. Un nimero es algebraico si existe un

polinomio que lo tiene por raiz y es trascendente en caso contrario. Obviamente, todos los nimeros racionales son

algebraicos: si —es un nimero racional, con p entero y ¢ natural, entonces es raiz del binomio gx=p. Sin embargo,

no se cumple el reciproco, no todos los nimeros algebraicos son racionales.

Ejemplos

El nimero es algebraico puesto que es la raiz del polinomio 823 — 1242 + 61 — 8

V7+1
2
Un ejemplo de nimero trascendente es In 3 = 1,09861228866811 . ..

Operaciones con nameros reales
Con nidmeros reales pueden realizarse todo tipo de operaciones bdsicas con dos excepciones importantes:

1. No existen raices de orden par (cuadradas, cuartas, sextas, etc.) de niimeros negativos en nimeros reales, razén
por la que existe el conjunto de los nimeros complejos donde estas operaciones si estan definidas.
2. No existe la divisidn entre cero, pues carece de sentido dividir entre nada o entre nadie, es decir, no existe la

operacion de dividir entre nada.

Estas dos restricciones tienen repercusiones importantes en ramas mds avanzadas de las matemadticas: existen
asintotas verticales en los lugares donde una funcién se indefine, es decir, en aquellos valores de la variable en los

que se presenta una division entre cero, o no existe grafica real en aquellos valores de la variable en que resulten
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nimeros negativos para raices de orden par, por mencionar un ejemplo de construccidn de graficas en geometria

analitica.

La principal caracteristica del conjunto de los niimeros reales es la completitud, es decir, la existencia de limite para
dada sucesion de Cauchy de niimeros reales.

Notacion

Los niimeros reales miden cantidades continuas que se expresan con fracciones decimales que tienen una secuencia
infinita de digitos a la derecha de la coma decimal, como por ejemplo 324,8232. Frecuentemente también se
subrepresentan con tres puntos consecutivos al final (324,823211247...), lo que significaria que atn faltan mds

digitos decimales, pero que se consideran sin importancia.

Las medidas en las ciencias fisicas son siempre una aproximaciéon a un nimero real. No sélo es mds conciso
escribirlos con forma de fraccién decimal (es decir, nlimeros racionales que pueden ser escritos como proporciones,
con un denominador exacto) sino que, en cualquier caso, cunde integramente el concepto y significado del nimero
real. En el andlisis matemdtico los nimeros reales son objeto principal de estudio. Puede decirse que los niimeros
reales son la herramienta de trabajo de las matematicas de la continuidad, como el célculo y el andlisis matemadtico,

mientras que los ndmeros enteros lo son de las matemadticas discretas, en las que estd ausente la continuidad.

Se dice que un nimero real es recursivo si sus digitos se pueden expresar por un algoritmo recursivo. Un niimero
no-recursivo es aquél que es imposible de especificar explicitamente. Aun asi, la escuela rusa de constructivismo

supone que todos los nimeros reales son recursivos.

Los ordenadores s6lo pueden aproximarse a los nimeros reales por nimeros racionales; de todas maneras, algunos
programas de ordenador pueden tratar un nimero real de manera exacta usando su definicién algebraica (por
ejemplo, " \/ﬁ ") en vez de su respectiva aproximacion decimal.

Los matemdticos usan el simbolo [R (o, de otra forma, R, la letra "R" en negrita) para representar el conjunto de
todos los nimeros reales.

La notacién matemadtica [R" se refiere a un espacio de 2 dimensiones de los nimeros reales; por ejemplo, un valor
[R3consiste de tres nimeros reales y determina un lugar en un espacio de tres dimensiones.

En matemadtica, la palabra "real" se usa como adjetivo, con el significado de que el campo subyacente es el campo de

los ntmeros reales. Por ejemplo, matriz real, polinomio real, y Algebra de Lie real.

Construcciones de los nameros reales

Construccion axiomatica

El conjunto de niimeros reales, denotado por R es aquel conjunto en el que cada elemento cumple cada una de las
siguientes proposiciones:

Si z,y € R, entonces = + y € R (Cerradura en la suma)

Si z,y € R, entonces * + y = y + x (Conmutatividad en la suma)

Siz,y,z € R, entonces (z + y) + z = x + (y + z) (Asociatividad en la suma)

Existe () € R de maneraque g + () = g paratodo z; € R (Neutro aditivo)

Para cada 1 € R existe unelemento — € R tal que —x + x = ((Inverso aditivo)

Si z,y € R, entonces xy € R (Cerradura en la multiplicacién)

Siz,y € R , entonces T¥ = Y& (Conmutatividad en la multiplicacion)

® NNk w D=

Siz,y,z € R, entonces (zy)z = x(yz) (Asociatividad en la multiplicacién)
Existe ] € R de manera que 2] — g para cualquier z € JR (Neutro multiplicativo)

R

10. Paracada x # 0,z € R existe un elemento ;~! ¢ R tal que ;-—1, — 1 (Inverso multiplicativo)
1. Siz,y,z € R, entonces z(y + z) = zy + xz (Distributividad de la multiplicacién en la suma)
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12. Si z,y € R, entonces se cumple sélo una de estas: (Tricotomia)

e T <Y
e Y<=zx
. :,E:y

13. Siz,y,z€ R,z <yyy < zentonces & < z (Transitividad)

14. Siz,y,z € Ry x < y,entonces T + z < y 4+ z (Monotonia en la suma)

15. Siz,y,z€ R,z <Yy 0 < z,entonces Tz < Yz (Monotonia en la multiplicacion)

16. Si /7 C IR esun conjunto no vacio acotado superiormente en R , entonces [, tiene supremo en [R (Axioma

del supremo)
Los axiomas del 1 al 15 corresponden a la estructura més general de cuerpo ordenado. El dltimo axioma es el que

distingue R de otros cuerpos ordenados como (Q .

Construccion por nimeros decimales

Consideramos  los  ndmeros decimales como los conocemos intuitivamente. Sabemos  que
7 = 3,1415926535897932384626 . . ., es decir, el nimero w se expresa como el nimero entero 3 y una
secuencia infinita de digitos 1,4, 1, 5, 9, 2, etc.

Un ntimero decimal se expresa entonces como x.d;dad3dy . . .donde z es un nimero entero y cada d; es un
elemento del conjunto {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} . Ademds, consideramos que no existen las colas de 9.

Al conjunto de todos los nimeros decimales donde Z es un niimero entero positivo se le denota por [R+y se le
Ilama el conjunto de los nimeros reales positivos.

Al conjunto de todos los nimeros decimales donde x es un nimero entero negativo se le denota por R~y se le
Ilama el conjunto de los nimeros reales negativos.

Al niimero decimal (0, 00000 . . .se le llama cero.

Al conjunto RTtUR- U {0’ 00000. .. } se le denota por [R y se le llama conjunto de niimeros reales.

Se define la relacidén de orden total de los niimeros decimales como

1. 0> gparatodo o c R~

2. T > ysiempreque y ¢ Rty y € R™

3. z > (Qparatodo ¢ Rt

4. Dados dos nimeros reales cualesquiera T = G.G1Q20304 ...y y = b.b1babsby ..., T > Yen cualquiera

de los casos siguientes:

*a>b
* g — b yademasexiste € Ntalque a; = b, paratodo 1 << nya, > b,

Construccion por cortaduras de Dedekind

Hay valores que no se pueden expresar como nimeros racionales, tal es el caso de \/5 . Sin embargo es claro que
se puede aproximar \/5 con nimeros racionales tanto como se desee. Podemos entonces partir al conjunto de los

nimeros racionales en dos subconjuntos 4 y 3 de manera que en el conjunto 4 se encuentran todos los nimeros

racionales 4 \/iy en J3 todos los niimeros racionales tales que 4. - \/5 .
Una cortadura de dedekind es un par ordenado ( A, B)que hace precisamente esto. Conceptualmente, la cortadura

es el "espacio" que hay entre Ay [ . De esta manera es posible definir a ﬁcomo (Aj B)tal que
A={reQ:2°<2}yB={z€Q:2">2}.

Es posible demostrar que B queda univocamente definido por 4 , de esta manera la cortadura ( A, B)se reduce

simplemente a A .
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También es demostrable que el conjunto de todas las cortaduras cumple con los axiomas de los nimeros reales, de
esta manera [R es el conjunto de todas las cortaduras de Dedekind. Esta es la primera construccién formal de los

nimeros reales bajo la teoria de conjuntos.

Construccion por sucesiones de Cauchy

Las sucesiones de Cauchy retoman la idea de aproximar con nimeros racionales un nimero real. Témese por

ejemplo, la ecuacién

X 4(-1)" 4 4 4 4 4
Y =4+ =T
Zom4+1 1 35 79

A1)
2n+1
final es el ndmero irracional 7 . Cada vez que se afiade un término, la expresion se aproxima mds 'y mas a 7 .

Las sucesiones de Cauchy generalizan este concepto para definir a los nimeros reales. Primero se define que una

Es claro que esta sumatoria opera s6lo con los niimeros racionales de la forma , sin embargo el resultado

sucesion de niimeros racionales es una funcién x : N — (@ . Cada x(z) se denota simplemente por Z; .

Una sucesion de Cauchy es una sucesion de nimeros racionales donde sus elementos cada vez son menos diferentes.
Mas formalmente, se define una sucesion de Cauchy como una sucesién de nimeros racionales tales que para todo

e € QTexiste un ny € N tal que para todo 7, . = ngse cumple |z, — z,,| < €.

De esta manera es posible definir al nimero real 7 como la sucesién de niimeros racionales:
PO e
n=0 n+
expresa las propiedades aplicadas en las siguientes expresiones matematicas y ab = ba. al expresar el nimero el valor

siempre es 0.
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Véase también

Complejos C

Reales R
Racionales Q
Enteros 7,
Naturales Iy
Primos
Compuestos
Cero
Negativos
Fraccionarios
Fraccién propia
Fraccién
impropia
Trracionales
Algebraicos
Trascendentes
Imaginarios
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Inecuacion

Una inecuacién es una expresion matemdtica la cual se
caracteriza por tener los signos de desigualdad; Siendo
una expresion algebraica nos da como resultado un
conjunto en el cual la variable independiente puede
tomar el valor cualesquiera de ese conjunto cumpliendo
esta desigualdad; a este conjunto se le conoce como
Intervalo.

En matemadticas, una inecuacién es una expresion
referida al tamafio u orden relativo de dos objetos (ver

también ecuacion). La notacién a < b significa que a es

Region de
viabilidad

menor que b y la notacién a > b quiere decir que a es

mayor que b. Estas relaciones son conocidas con el

nombre de inecuaciones estrictas, contrastando con )

a<b (a es menor o igual a b) y a=b (a es mayor o X2

igual que b).

La regién de viabilidad en un problema de programacion lineal estd
Si el signo comparativo de la inecuacién es el mismo definida por un juego de inecuaciones.

para cualquier valor que tomen las variables por las que

estd definida, entonces se hablard de una inecuacién "absoluta" o "incondicional" (véase entidad). Si por el contrario,
es el mismo sélo para ciertos valores de las variables, pero se invierte o destruye en caso de que éstos se cambien,
serd una inecuacion "condicional". El signo comparativo de una inecuacién no se cambia si a ambos miembros se les
suma o resta el mismo nimero, o si se les multiplica o divide por un nimero positivo; en cambio, se invierte si

ambos miembros se multiplican o dividen por un niimero negativo.

La notacién a >> b quiere decir que a "es mucho mayor que" b. El significado de esto puede variar, refiriéndose a
una diferencia entre ambos indefinida. Se usa en ecuaciones en las cuales un valor mucho mayor causard que la

resolucién de la ecuacidn arroje a luz un cierto resultado.

Propiedades

Las inecuaciones se rigen por las siguientes propiedades:

Tricotomia
La propiedad de la tricotomia dicta que:
» Para dos nimeros reales cualquiera, a y b, sélo se cumplird una de las siguientes afirmaciones:

* a<b
* a=1b
* a>b
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. .
Simetria

Las relaciones en inecuaciones pueden ser invertidas, queriendo decir esto que:
e Para dos nimeros reales, a y b:

e Si g>} entonces }h < g
e Si g< b entonces Hh > g

Transitiva
» Para tres nimeros reales, a, b, y c:

* Si g>b y b>c entonces a > c
e Si g<b y b< ¢ entonces a < c
* Si g>b y b= entonces a > ¢

Adicion y sustraccion
Las propiedades relacionadas con la adicién y la sustraccion:

* Para tres nimeros reales, a, b, y c:

* Si g>b ;entoncesg4+c>b-+c Yy a—c>b—c
* Si g<b sentoncesgtc<bt+c y a—c<b-—c

Multiplicacion y division
Las propiedades relativas a la multiplicacién y la division:

» Para tres niimeros reales, a, b, y c:

. .. a b
e Sicespositivo y g >b entonces gXec>bXec y — > —
c c
. . a b
e Sicespositivo y g < b entonces gXc<bXc yVy — < —
c c
. . a b
e Sicesnegativo y g > b entonces gxXc>bXc y — > —
c c
. . a b
e Sicesnegativo y g < b entonces gXc<bXc Yy — < —
c c

Nota:

Si ambos términos de una inecuacién se multiplican o dividen por la misma expresion negativa, el simbolo de la
desigualdad se da la vuelta.

Aplicando una funcién a ambos miembros

Puede aplicarse cualquier funcién monétona creciente a ambos lados de una inecuacién manteniendo el mismo signo
de desigualdad.

Notacion encadenada

La notacién a < b < ¢ establece que a < b (a menor que b) y que b < ¢ (b menor que c) y aplicando la propiedad
transitiva anteriormente citada, puede deducirse que a < ¢ (a menor que c). Obviamente, aplicando las leyes
anteriores, puede sumarse o restarse el mismo nimero a los tres términos, asi como multiplicarlos o dividirlos todos
por el mismo nidmero (distinto de cero) invirtiendo las inecuaciones segin su signo. Debe tenerse cuidado de utilizar

en todos los casos el mismo nimero. Asi,a < b + e < cesequivalenteaa-e<b<c-e.
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Esta notacién se puede extender a cualquier nimero de términos: por ejemplo, a,sa s..sa establece que a <
a. , para i=1, 2, .. n-1. Segin la propiedad de la transitividad, esta condicién es equivalente a a, < aj para

cualquier / i <j<n.

Ocasionalmente, la notacién encadenada se usa con inecuaciones en diferentes direcciones. En ese caso el
significado es la conjuncién légica de las desigualdades entre los términos adyacentes. Por ejemplo, a<b>c <d
significa que a < b, b > c, y ¢ < d. Aparte del uso poco frecuente en matemdticas, esta notacién existe en unos pocos

lenguajes de programacion tales como Python.

Desigualdades conocidas

Categoria principal: Desigualdades

Los matematicos suelen usar inecuaciones para aproximarse a cantidades cuyas férmulas exactas no pueden ser

facilmente computadas. Algunas se usan tan a menudo que se les ha puesto nombre, como:

* Desigualdad de Azuma

* Desigualdad de Bernoulli

* Desigualdad de Boole

* Desigualdad de Cauchy-Schwarz
* Desigualdad de Chebyshov

* Desigualdad de Chernoff

* Desigualdad de Cramér-Rao

* Desigualdad de Hoeffding

* Desigualdad de Holder

* Desigualdad de las medias aritmética y geométrica
* Desigualdad de Jensen

e Desigualdad de Markov

* Desigualdad de Minkowski

* Desigualdad de Nesbitt

* Desigualdad de Pedoe

* Desigualdad de Shapiro

* Desigualdad triangular

Véase también

* Relacion binaria
* Conjunto parcialmente ordenado

* Polos y ceros

Referencias
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Geometria analitica

Se conoce como geometria analitica al estudio de ciertos objetos geométricos mediante técnicas basicas del andlisis
matematico y del dlgebra en un determinado sistema de coordenadas. Se podria decir que es el desarrollo histérico
que comienza con la geometria cartesiana y concluye con la aparicion de la geometria diferencial con Gauss y mas

tarde con el desarrollo de la geometria algebraica.
Los dos problemas fundamentales de la geometria analitica son:
1. Dado el lugar geométrico en un sistema de coordenadas, obtener su ecuacion.

2. Dada la ecuacidn en un sistema de coordenadas, determinar la grafica o lugar geométrico de los puntos que la

cumplen.
Lo novedoso de la Geometria Analitica es que permite representar figuras geométricas mediante férmulas del tipo
f (aj7 y) = (), donde frepresenta una funcién u otro tipo de expresién matemética. En particular, las rectas
pueden expresarse como ecuaciones polinémicas de grado 1 (v.g.: 2z + 6y = () y las circunferencias y el resto

de cénicas como ecuaciones polinémicas de grado 2 (v.g.: la circunferencia 22 4 yQ = 4, la hipérbola xy = 1).

Construcciones fundamentales

En un sistema de coordenadas cartesianas, un punto del plano queda determinado por dos nimeros, llamados
"abscisa" y "ordenada" del punto. Mediante ese procedimiento a todo punto del plano corresponden siempre dos
nimeros reales ordenados (abscisa y ordenada), y reciprocamente, a un par ordenado de niimeros corresponde un
tnico punto del plano. Consecuentemente el sistema cartesiano establece una correspondencia biunivoca entre un
concepto geométrico como es el de los puntos del plano y un concepto algebraico como son los pares ordenados de

nimeros. Esta correspondencia constituye el fundamento de la Geometria Analitica.

Con la Geometria Analitica se puede determinar figuras geométricas planas por medio de ecuaciones e inecuaciones
con dos incégnitas. Este es un método alternativo de resolucion de problemas, o cuando menos nos proporciona un

nuevo punto de vista con el cual poder atacar el problema.

Localizacion de un punto en el plano cartesiano

En un plano traza dos rectas perpendiculares (ejes)

—que por convenio se trazan de manera que una de {A
ellas sea horizontal y la otra vertical—, y cada punto © (-5, 6)
del plano queda univocamente determinado por las 5
distancias de dicho punto a cada uno de los ejes, 4
siempre y cuando se dé también un criterio para 4}('3-6. 3.2) ° o
2 (4.4, 2.4)

determinar sobre qué semiplano determinado por cada

una de las rectas hay que tomar esa distancia, criterio

que viene dado por un signo. Ese par de nimeros, las 1 9 g} 179 7 R
coordenadas, quedara representado por un par ordenado (-5-1) :

(:C, y), siendo x la distancia a uno de los ejes (por _4)_( s B

convenio serd la distancia al eje vertical) e ¥Yla - 4

distancia al otro eje (al horizontal). 5 -49-(5, 5)

En la coordenada x, el signo positivo (que suele

omitirse) significa que la distancia se toma hacia la
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derecha del eje horizontal (eje de las abscisas), y el signo negativo (nunca se omite) indica que la distancia se toma
hacia la izquierda. Para la coordenada ¥, el signo positivo (también se suele omitir) indica que la distancia se toma
hacia arriba del eje vertical (eje de ordenadas), tomdndose hacia abajo si el signo es negativo (tampoco se omite
nunca en este caso). A la coordenada x se la suele denominar abscisa del punto, mientras que a la Y se la denomina
ordenada del punto.

Los puntos del eje de abscisas tienen por lo tanto ordenada igual a (), asi que serdn de la forma (g:, O) , mientras

que los del eje de ordenadas tendran abscisa igual a (), por lo que serdn de la forma (07 y).
El punto donde ambos ejes se cruzan tendrd por lo tanto distancia ()a cada uno de los ejes, luego su abscisa serd ()y

su ordenada también serd (). A este punto —el (0j O)— se le denomina origen de coordenadas.

Ecuaciones de la recta en el plano

Una recta es el lugar geométrico de todos los puntos en el plano tales que, tomados dos cualesquiera de ellos, el

célculo de la pendiente resulta siempre igual a una constante.
La ecuacion general de la recta es de la forma:
Ar+ By+C=0
cuya pendiente es m = -A/B y cuya ordenada al origen es b = -C/B.
Una recta en el plano se representa con la funcién polindmica de primer grado de la forma:
y=mzx+b
como expresion general, Esta es conocida como ecuacién pendiente-ordenada al origen y podemos distinguir dos
casos particulares. Si una recta no corta a uno de los ejes, serd porque es paralela a él. Como los dos ejes son

perpendiculares, si no corta a uno de ellos forzosamente ha de cortar al otro (siempre y cuando la funcién sea

continua para todos los reales). Tenemos pues tres casos:

IA YA YA
7 7 ~ 5 s x= _4 7
6 A 6 Y= 6
5 / 5 5
4 4 4 x= 1
3 3 3
y=2
y=0,5x+2 ?
1 1 1
3 3 3>
7 6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7°X 7 6 5 -4 -3 2 1 1 2 3 4 5 6 77X 7 6 5 -4 3 2 1 2 3 4 5 ’X
1 -1 1
2 y =x+ 5 \ -2 2
3 3 3
-4 -4 -4
5 -5 5
6 -6 6
7 -7 7
Rectas oblicuas. Rectas horizontales. Rectas verticales.

» Rectas verticales, estas rectas no cortan al eje de ordenadas y son paralelas a dicho eje y se denominan rectas

verticales. El punto de corte con el eje de abscisas es el punto (3:0j O) . La ecuacioén de dichas rectas es:
r = X
* Rectas horizontales, estar rectas no cortan al eje de las abscisas y, por tanto, son paralelas a dicho eje y se
denominan rectas horizontales. El punto de corte con el eje de ordenadas es el punto (07 yo). La ecuacion de

dichas rectas es:

Y =1%o
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* Rectas oblicuas. Cualquier otro tipo de recta recibe el nombre de recta oblicua. En ellas hay un punto de corte

con el eje de abscisas (a,, 0) y otro punto de corte con el eje de ordenadas (O, b) . El valor a recibe el nombre

de abscisa en el origen, mientras que el § se denomina ordenada en el origen.

Secciones conicas

El resultado de la interseccién de la
superficie de un cono, con un plano, da
lugar a lo que se denominan secciones
conicas, que son: la pardbola, la elipse (la
circunferencia es un caso particular de

elipse) y la hipérbola.

* La pardbola es el lugar geométrico de
todos los puntos que equidistan de un
punto fijo llamado foco y de una recta

fija llamada directriz.

Los tres ejemplos de interseccién de un plano con un cono: parabola (A), elipse (B)
e hipérbola (C).

Una parabola (Figura A) cuyo eje de simetria sea paralelo al eje de abcisas se expresa mediante la ecuacion:

y=az’+br+c
* Elipse es el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos

es siempre igual a una constante positiva, e igual a la distancia entre los vértices.

Una elipse (Figura B) centrada en los ejes, con longitudes de semieje a y b viene dada por la expresion:

2 2
x Yy
2l
* Silos dos ejes son iguales y los llamamos c:
2 2
T Y
2tz

el resultado es una circunferencia:

2+ yz — 2

* La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos tales que el valor absoluto de la diferencia (resta) de sus
distancias a dos puntos fijos llamados focos es siempre igual a una constante positiva, e igual a la distancia entre

los vértices.
La hipérbola (Figura C) tiene por expresion:

2 2
xZ
Yy

a? b2
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Construcciones en el espacio tridimensional

Los razonamientos sobre la construccién de los ejes coordenados
son igualmente validos para un punto en el espacio y una terna
ordenada de nudmeros, sin mds que introducir una tercera recta

perpendicular a los ejes X e Y: el eje Z.

Un toro, ejemplo de superficie tridimensional.

Sin embargo no hay andlogo al importantisimo concepto de pendiente de una recta. Una tnica ecuacién lineal del
tipo:

ar +by+cz =10
Representa en el espacio un plano. Si se pretende representar mediante ecuaciones una recta en el espacio
tridimensional necesitaremos especificar, no una, sino dos ecuaciones lineales como las anteriores. De hecho toda
recta se puede escribir como intereseccion de dos planos. Asi una recta en el espacio podria quedar representada

como:

a1T + by + 1z =dy
a9 + boy + coz = ds
Es importante notar que la representacion anterior no es Unica, ya que una misma recta puede expresarse como la

interseccion de diferentes pares de planos. Por ejemplo los dos pares de ecuaciones:

Clasificacion de la geometria analitica dentro de la geometria

Desde el punto de vista de la clasificacién de Klein de las geometrias (el Programa de Erlangen), la geometria

analitica no es una geometria propiamente dicha.

Desde el punto de vista didactico, la geometria analitica resulta un puente indispensable entre la geometria euclidiana
y otras ramas de la matematica y de la propia geometria, como son el propio andlisis matemadtico, el dlgebra lineal, la

geometria afin, la geometria diferencial o la geometria algebraica.

Historia de la geometria analitica

Existe una cierta controversia sobre la verdadera paternidad de este método. Lo tnico cierto es que se publica por
primera vez como "Geometria analitica", apéndice al Discurso del método, de Descartes, si bien se sabe que Pierre
de Fermat conocia y utilizaba el método antes de su publicacién por Descartes. Aunque Omar Khayyam ya en el
siglo XI utilizara un método muy parecido para determinar ciertas intersecciones entre curvas, es imposible que

alguno de los citados matematicos franceses tuvieran acceso a su obra.

El nombre de geometria analitica corri6 parejo al de geometria cartesiana, y ambos son indistinguibles. Hoy en dia,
paraddjicamente, se prefiere denominar geometria cartesiana al apéndice del Discurso del método, mientras que se
entiende que geometria analitica comprende no sélo a la geometria cartesiana (en el sentido que acabamos de citar,
es decir, al texto apéndice del Discurso del método), sino también todo el desarrollo posterior de la geometria que se

base en la construccién de ejes coordenados y la descripcién de las figuras mediante funciones —algebraicas o no—
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hasta la aparicién de la geometria diferencial de Gauss (decimos "paraddjicamente” porque se usa precisamente el
término "geometria cartesiana" para aquello que el propio Descartes bautizd como "geometria analitica"). El
problema es que durante ese periodo no existe una diferencia clara entre geometria analitica y anélisis matemadtico
—esta falta de diferencia se debe precisamente a la identificacién hecha en la época entre los conceptos de funcién y
curva—, por lo que resulta a veces muy dificil intentar determinar si el estudio que se estd realizando corresponde a

una u otra rama.

La geometria diferencial de curvas si que permite un estudio mediante un sistema de coordenadas, ya sea en el plano
o en el espacio tridimensional. Pero en el estudio de las superficies, en general, aparecen serios obsticulos. Gauss
salva dichos obstdculos creando la geometria diferencial, y marcando con ello el fin de la geometria analitica como
disciplina. Es con el desarrollo de la geometria algebraica cuando se puede certificar totalmente la superacién de la

geometria analitica.

Es de puntualizar que la denominacién de analitica dada a esta forma de estudiar la geometria provocé que la
anterior manera de estudiarla (es decir, la manera axiomatico-deductiva, sin la intervencion de coordenadas) se

terminara denominando, por oposicion, geometria sintética, debido a la dualidad an4lisis-sintesis.

Actualmente el término geometria analitica slo es usado en ensefianzas medias o en carreras técnicas en las que no

se realiza un estudio profundo de la geometria.

Véase también

. 1/? Portal:Matemadtica. Contenido relacionado con Matematica.

Enlaces externos
* Graficador gratuito de funciones, cénicas y haces para geometria analitica (h

* Construya objetos de la geometria analitica 21
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Funciones, Polinomios y Numeros
Complejos

Funcion real

Una funcion real f es una funcién matemdtica cuyo dominio y codominio estdn contenidos en [R , es decir, es una
funcién:

f:SCR—-SCR
En general se trata de funciones continuas, o bien discontinuas cuando estdn representadas por tramos, a diferencia

de las funciones discretas, que son siempre discontinuas.

Algebra de las Funciones (con valores) Reales

Sea X un conjunto cualquiera no vacio y sea JF ( X, R) el conjunto formado por todas las funciones de X en R

. Muchas de las operaciones y propiedades algebraicas de los Reales se pueden extender a JF ( X, R), como

veremos a continuacion.

Sean f, g : X — IR elementos de F ( X, R) . Definimos operaciones entre esas funciones, punto a punto por

* f+g:z+— f(z)+ g(z)Suma de Funciones.

* f—g:z+— f(x)— g(z)Restade Funciones.

* fg:z — f(x)g(x)Producto de Funciones.

También, podemos extender relaciones punto a punto.

© [ <g = Yz, f(z) <g(z).

La manera en que hicimos la extensidn, garantiza que muchas de las propiedades de los Reales se extienden a

F ( X, R) . Indicamos a continuacién aquellas mas importantes.

* La suma de funciones es asociativa, conmutativa, con neutro la funcién constante 4 - (), con opuesto aditivo
—f : * — — f(z) para cada funcién f.

* Larestaestalque f —g:= f + (—g).

e La multiplicacién es asociativa, conmutativa, con neutro la funcioén constante s 1, pero solamente las
funciones que nunca tiene valor nulo, tienen reciprocos.

* La multiplicacién es distributiva respecto a la suma.

Note que todas las anteriores propiedades son andlogas a propiedades de los niimeros reales. Hay, sin embargo,
propiedades "extrafias". Por ejemplo, Cuando el conjunto X tiene a lo menos dos elementos, hay divisores de cero en
F(X,R). En efecto, supongamos que X = {a,b}y definamos f,g:X — Rtales que
f(a) =1, f(b) = Oy g(a) = Oyg(b) = 1. Se ve, inmediatamente, que f ¢ es la funcién constante 0, o sea

la funcién cero, aunque ninguno de los factores lo es.

El conjunto F ( X, R) junto con sus operaciones es importante por la gran cantidad de ejemplos diversos que se

obtienen al seleccionar el conjunto X.

* Sea X = {1, 2} . Entonces, cada funcién de F (X, R) define una pareja de nimeros f(1), f(2)que si
consideramos el orden natural en X, podemos escribir como el para ordenado ( f (1)7 f (2)) Esto nos dice que,
en este caso, podemos identificar JF ( X, ]R) con el conjunto de todos los pares posibles de niimeros reales, o sea

con JR2.
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e Sea X = {1, 2, 3} Razonado como arriba, podemos identificar a JF ( X, R) con 3.

e Sea X = {1, 2,3,... ,n} Razonado como arriba, podemos identificar a F ( X, R) con R™.

Note que en cada uno de los ejemplos anteriores, el conjunto de pares, trios, duplas ordenadas aparece provisto de
una suma y multiplicacién. La suma coincide con la suma vectorial usual y la multiplicacién por constantes con la
multiplicacién por escalar.

e Sea X = N, los Naturales. En este caso, JF ( X , ]R) es el conjunto de todas las sucesiones de nimeros reales

provisto cono la suma y multiplicacién usual de sucesiones.

Funciones Numéricas

Llamamos funciones numéricas a funciones cuyo dominio y codominio son subconjuntos de los Reales. Estas
funciones son aquellas que aparecen mas frecuentemente en las aplicaciones elementales. En el resto del articulo,
funciones significard funciones numéricas. Muchas veces, para estas funciones, se da solamente la regla o férmula de
la funcién. En esa situacion se aplica el convenio del dominio natural y se supone que el codominio (natural)

consiste de todo R .

Funciones acotadas

Decimos que una funcién f estd acotada cuando su conjunto imagen esté acotado. Es decir, hay un nimero )/ tal
que para todo x del dominio de la funcién se cumple que

M < fz) < M.
Por ejemplo: f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x) tienen por conjunto imagen al intervalo [-1,1] y son, por lo tanto acotadas.

Una funcidn estd acotada cuando su gréfica estd entre dos lineas horizontales.

En forma andloga se define las nociones de funcién acotada superiormente y funcién acotada inferiormente,
queriendo decir que su conjunto imagen estd acotado superiroemente o inferiormente respectivamente. Por ejemplo,

f("'x'")=Ixl tiene por conjunto imagen [0, +o00 [, por lo que la funcién estd acotada inferiormente.

Funciones monétonas
1. Decimos que una funcidn f es estrictamente creciente en el intervalo
[a,b] <> Yz1, 29 € [a,b] : 11 < 39 & f(z1) < f(22)-
2. Decimos que funcién f es estrictamente decreciente en
[a,b] < Vz1,29 € [a,b] 1 21 < 72 & f(21) > f(72)
3. Decimos que f es creciente en [a, b] <> Vz1,x9 € [a,b] : 71 < 9 <> f(71) < f(x9)
4. Decimos que f es decreciente en [a, b| <> Yoy, 29 € [a,b] : 21 < z9 &> f(21) > f(x2)

Cuando una funcién verifica cualquiera de las cuatro propiedades anteriores, decimos que es mondétona.

Propiedades

¢ Si una funcioén es estrictamente creciente o decreciente entonces es inyectiva.
e La suma de funciones moné6tonas de un mismo tipos tiene el mismo tipo de monotonia. Lo anterior no es cierto ni

para restas ni para productos.

Funciones pares e impares

Decimos que una funcién es par cuando presenta simetria sobre el eje Y (ordenadas), esto es, si para todo elemento

x de su dominio se cumple que —z; también estd en el dominio y

f(=z) = f(2)
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Decimos que una funcién es impar cuando presenta simetria srespecto al origen, esto es, si para todo elemento T de

su dominio se cumple que —x también estd en el dominio y

f(=z) = —f(z)
Una funcién que no presenta simetria par, no tiene necesariamente simetria impar. Algunas funciones no presentan
ninguno de los dos tipos de simetria o bien la presentan frente a focos o ejes distintos del de coordenadas o el eje de

ordenadas (o eje Y). Dichas funciones se dice que no poseen paridad.

Propiedades

* La suma de dos funciones pares o dos funciones impares es par.
* El producto de funcién par por par o impar, da par.

* Todas las otras combinaciones dan impar.

Funciones periodicas

Decimos funcién es periddica si se cumple: f(z) = f(x + T'); T # Odonde 7" es un periodo de la funcién. El

periodo es el menor de los periodos positivos, cuando exista tal numero.
Los ejemplos clasicos son las funciones seno y coseno con periodos iguals a 24r. Si int denota la funcién parte

entera (que produce el mayor enetero menor o igual al argumento) entonces la funcién ftal que

f(z) = x — int(x) tiene periodo 1.
Una funcién es periddica alternada cuando se cumple: f (17) =—flz+ 5 . Estas tltimas también son
conocidas como funciones simétricas de media onda y constan de dos semiondas iguales de sentidos opuestos.

Funciones céncavas y convexas

Una funcién f es convexa sobre un intervalo cuando el segmento que

une dos puntos de la gréfica de f, siempre esta por encima o tocando "a" as la pendiente
la gréfica. I
Una funcién [ es estrictamente convexa sobre un intervalo cuando el a= fix) - f(x)
segmento que une dos puntos de la grafica de f, siempre esta por as

encima de la gréfica.

i X RS

Funcién convexa.

Una funcién fes céncava (estrictamente céncava) sobre un ol 3

intervalo cuando — f es convexa (estrictamente convexa).

Una funcién fes estrictamente convexa sobre un intervalo cuando el
segmento que une dos puntos de la grafica de f, siempre esta por
encima de la grafica.

La denominacién de convexidad y concavidad depende del punto de vista que se adopte para considerar que es una
concavidad, esto es si se mira a la funcién "desde arriba" o "desde abajo". Por ello, algunos textos denominan
convexas a las funciones que se curvan "hacia abajo", al contrario de la definicién que se acaba de dar en los
anteriores parrafos. Por ello, es frecuente que en ocasiones se adopten las denominaciones concava hacia arriba y

concava hacia abajo para evitar las ambigiiedades.

Las técnicas del andlisis diferencial (Calculo) permiten determinar si una funcién es creciente, decreciente, concava

o convexa a través del estudio de las derivadas sucesivas de la funcion.

Se verifica que una funcién es convexa estricta en un intervalo si la rectas tangentes a la funcién en ese intervalo
estan por debajo de la grafica de la funcién. Una funcién es concava estricta en un intervalo si la rectas tangentes a la

funcién de ese intervalo estidn por encima.



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=N%C3%BAmero_peri%C3%B3dico
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Funci%C3%B3n_convexa
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Archivo:Convexidad_desigualdad.png
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Convexidad
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Convexidad
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Convexidad
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Derivada
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Convexidad
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Concavidad

Funcién real

46

Véase también

¢ Funcidén matematica

¢ Funcidn discreta

Funcion trigonométrica

Las funciones trigonométricas, en matematica, son relaciones angulares; guardan relacién con el estudio de la
geometria de los tridngulos y son de gran importancia en astronomia, cartografia, ndutica, telecomunicaciones, la

representacion de fendmenos periddicos, y otras muchas aplicaciones.

Historia F
El estudio de las funciones trigonométricas se w /\A
remonta a la época de Babilonia, y gran parte de
los fundamentos de trigonometria fueron sin sin t°7’7
desarrollados por los matematicos de la Antigua
Grecia, de la India y estudiosos musulmanes. [] 0 €
O\cos|versin|D  exsec " E
El primer uso de la funcién seno aparece en el ' |
Sulba Sutras escrito en India del siglo VIII al —oC -

VIa. C. Las funciones trigonométricas fueron
estudiadas por Hiparco de Nicea (180-125 a. C.),
Aryabhata (476-550), Varahamihira, Brahmagupta,
Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi. Abu'l-Wafa Todas las funciones trigonométricas de un dngulo 6 pueden ser construidas
o Kh Bhask L Nasi I-Din Tusi geométricamente en relacion a una circunferencia de radio unidad de
mar ayyam, askara II, Nasir al-Din Tusi,
Regiomontanus (1464), Ghiyath al-Kashi y Ulugh
Beg (Siglo XIV), Madhava (ca. 1400), Rheticus, y

el alumno de éste, Valentin Otho. La obra de Leonhard Euler Introductio in analysin infinitorum (1748) fue la que

centro O.

establecio el tratamiento analitico de las funciones trigonométricas en Europa, definiéndolas como series infinitas

presentadas en las llamadas "Férmulas de Euler".

La nocién de que deberia existir alguna correspondencia estdndar entre la longitud de los lados de un tridngulo sigui6
a la idea de que tridngulos similares mantienen la misma proporcién entre sus lados. Esto es, que para cualquier
tridngulo semejante, la relacion entre la hipotenusa y otro de sus lados es constante. Si la hipotenusa es el doble de

larga, asi serdn los catetos. Justamente estas proporciones son las que expresan las funciones trigonométricas.
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Conceptos basicos

Las Razones trigonométricas se definen
comiinmente como el cociente entre dos
lados de un tridngulo rectdngulo asociado
a sus dangulos. Las  funciones
trigonométricas son funciones cuyos
valores son extensiones del concepto de
razén trigonométrica en un tridngulo
rectdngulo trazado en una circunferencia
unitaria (de radio unidad). Definiciones
mds modernas las describen como series
infinitas o como la solucién de ciertas
ecuaciones diferenciales, permitiendo su
extension a valores positivos y negativos,

e incluso a nimeros complejos.

Existen seis funciones trigonométricas
basicas. Las ultimas cuatro, se definen en

relaciéon de las dos primeras funciones,

aunque se pueden definir
geométricamente o por medio de sus Identidades trigonométricas fundamentales.

relaciones. Algunas funciones fueron

comunes antiguamente, y aparecen en las primeras tablas, pero no se utilizan actualmente; por ejemplo el verseno (1

— cos 0) y la exsecante (sec 0 — 1).

Funcion | Abreviatura Equivalencia
Seno sen 0= 1 (ﬂ' 9) __cos@
senf = s cos 5~ =
Coseno cos 0= 1 T 0) __ senf
cosf = s sen 5~ = tond
Tangente | tan 1 0
g tanf = = cot (Z — 0) = sen
cot 6 2 cos 6
Cotangente | cot 1 0
g cotf = = tan (3—0) = o’
tan 6 2 senf
Secante sec p 1 (7T 0) tan 6
secf = =csc| = — =
cos 6 2 senf
Cosecante | csc (cosec) 1 T cot @
cscl = Esec(——@)z
senf 2 cos 6
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Definiciones respecto de un triangulo rectangulo

Para definir las razones trigonométricas del dngulo: a, del
vértice A, se parte de un tridngulo rectdngulo arbitrario que B

contiene a este angulo. El nombre de los lados de este

tridngulo rectdngulo que se usard en los sucesivo serd:

 La hipotenusa (k) es el lado opuesto al dngulo recto, o lado (hiPOtenusa)
de mayor longitud del tridngulo rectdngulo. h

» El cateto opuesto (a) es el lado opuesto al dngulo que nos
interesa.

» El cateto adyacente () es el lado adyacente al dngulo del

a

que queremos determinar.

[

Euclidiano, por lo que la suma de sus dngulos internos es (adyacente)

C

Todos los tridngulos considerados se encuentran en el Plano A

igual a m radianes (o 180°). En consecuencia, en cualquier
tridngulo rectangulo los dngulos no rectos se encuentran entre
0y m/2 radianes. Las definiciones que se dan a continuacién definen estrictamente las funciones trigonométricas para

angulos dentro de ese rango:

1) El seno de un dngulo es la relacion entre la longitud del cateto opuesto y la longitud de la hipotenusa:

opuesto a
seny = —————— = —.
hipotenusa  h
El valor de esta relacién no depende del tamaiio del tridngulo rectingulo que elijamos, siempre que tenga el mismo

angulo av, en cuyo caso se trata de tridngulos semejantes.
2) El coseno de un dngulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la longitud de la hipotenusa:

adyacente b
cosag = ——— = —.
hipotenusa  h

3) La tangente de un dngulo es la relacién entre la longitud del cateto opuesto y la del adyacente:

opuesto a
tana = —— = —.
adyacente b

4) La cotangente de un dngulo es la relacién entre la longitud del cateto adyacente y la del opuesto:

adyacente b
cotag = ——— = —.
opuesto a

5) La secante de un dngulo es la relacién entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del cateto adyacente:

hipotenusa &
secqy = ——— = —.
adyacente b

6) La cosecante de un dngulo es la relacion entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del cateto opuesto:

hipotenusa &
scoy = ——— = —.
opuesto a
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Funciones trigonométricas de angulos notables

v sin(x): -0.02, angle: 180
10,1
'0,-1
Animacién de la funcién seno.
0°] 30° | 45° | 60° |90°
Sen | 0 1 \/§ \/g 1
20 2] 2
Cos | 1 V31 V2 1 0
2 2| 2
Tan | 0 \/g 1 \/g [e%e]
3
Representacion grafica
AN - N
057 fl/' X
R pd ' . \
1 K Funciones
. — trigonométricas
——y=sen (¥)
—— y = csc (%)
2 —— y =cos (x)
—— y =sec (%)
3 — y=tan (¥

— y = cot (%)
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Definiciones analiticas

La definicién analitica mds frecuente dentro del anélisis real se hace a partir de ecuaciones diferenciales. En concreto

se definen dos funciones C(x) y S(x) que satisfacen el siguiente sistema de primer orden:

S'(z) = C(z)  S(0)=0
C'(z) = —S(z) C(0)=1
El teorema de Picard-Lindelof de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales lleva a que existen las

funciones anteriores que se llaman respectivamente seno y coseno, es decir:
cosz = C(z), sen z = S(zx)

Esta definicién analitica de las funciones trigonométricas permite una definicién no-geométrica del nimero m, a

saber, dicho nimero es el minimo nimero real positivo que es un cero de la funcién seno.

Series de potencias

A partir de las definicién anterior pueden establecerse que las funciones seno y coseno son funciones analiticas cuyo
desarrollo en serie de potencias viene dado por:

oo (_1)P I2k+1 T ZEB ZL‘5 QU7

sen =) k1)) 1 3 E T

0 (_1)k CL‘2k 1 1‘2 $4 512'6

k=0

Relacion con la exponencial compleja

Existe una relaciéon importante entre la exponenciacion de nimeros complejos y las funciones trigonométricas:

e'® = cosx + isen x
Esta relacion puede probarse usando el desarrollo en serie de Taylor para la funcidn exponencial y el obtenido en la
seccién anterior para las funciones seno y coseno. Separando ahora en parte real e imaginaria en la expresién anterior

se encuentran las definiciones de seno y coseno en términos de exponenciales complejas:
eiﬂ: + e*'éa: eim o e*i'x
COST = ———— sen r = ————
2 21
Funciones trigonométricas inversas

Las tres funciones trigonométricas inversas comtinmente usadas son:

e Arcoseno es la funcién inversa del seno de un dngulo. El significado geométrico es: el arco cuyo seno es dicho
valor.

La funcién arcoseno real es una funcion [— 1j 1] — [O7 271') , es decir, no esta definida para cualquier nimero real.

Esta funcion puede expresarse mediante la siguiente serie de Taylor:
4

T — 1
_E T = —
. B 12> 1-32° 1-3-527
i) =Y ot se gyt o 1<
\+g z=1

* Arcocoseno es la funcién inversa del coseno de un dngulo. El significado geométrico es: el arco cuyo coseno es
dicho valor.
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Es una funcién similar a la anterior, de hecho puede definirse como:
™ .
arccos(m) = E — arcsm(m)

* Arcotangente es la funcién inversa de la tangente de un dngulo. El significado geométrico es: el arco cuya

tangente es dicho valor.

A diferencia de las anteriores la funcién arcotangente estd definida para todos los reales. Su expresién en forma de

serie es:
ZEB ZCS .CE7
T——+———+... lz| <1
Aot o — 3 5 7
arctg(x) 7 ] N ] ] N . . .
2_56 3;{;3_5565 con r -~ ,—CODI_—
Generalizaciones

* Las funciones hiperbélicas son el andlogo de las funciones trigonométricas para una hipérbola equilatera. Ademas
el seno y coseno de un nimero imaginario puro puede expresarse en términos de funciones hiperbdlicas.

» Las funciones elipticas son una generalizacion biperiddica de las funciones trigonométricas que en el plano
complejo sélo son periddicas sobre el eje real. En particular las funciones trigonométricas son el limite de las

funciones elipticas de Jacobi cuando el pardmetro del que dependen tiende a cero.

Véase también

* Trigonometria
* Identidad trigonométrica

¢ Seno, coseno, tangente, verseno
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Funcion hiperbodlica

Las funciones hiperbélicas son andlogas a las funciones trigonométricas ordinarias o funciones circulares. Estas

son:
10 T T T T
sinhfx) =——— [
coshix}
tANhE) —
5 .
/
ar -
5 F -
-10 - ! L
-10 -5 a 5 10

sinh, cosh y tanh
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-H} T T T
cosechix)
sechix)
coth(x) —
_5 - -
a ___'__,_,-
5 -
-10 - ! L
-10 -5 a 5 10

csch, sech y coth

El seno hiperbdlico
sinh(wz) =

El coseno hiperbdlico

cosh(wz) = 5
La tangente hiperbdlica
inh
tanh(z) = SR
cosh(z)
y otras lineas:
h
coth(z) = M
sinh(x)
(cotangente hiperbdlica)
1
h = —
sech(z) cosh(x)
(secante hiperbdlica)
1
h = —
csch(z) sinh(x)

(cosecante hiperbolica)
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Relaciones

cosh2(:1:) — smh2(:v) =1
La derivada de sinh(x) estd dada por cosh(x) y la derivada de cosh(x) es sinh(x). El grafico de la funcién cosh(x) se

denomina catenaria.

Series de Taylor

Es posible expresar las funciones hiperbélicas utilizando una serie de Taylor:

sinhfr::U—F:;—T—l-g—T—l-i—:—F"':?i%
cosha:zl—kz—f;—kz—zl—kz—(?—%-“:i(;:!

tanhz = m—%g %— 1371:657—1-. R i (_1)n122n((222;)!_ 1)Bn:152”*17 2] < 5
cothz = %+§—Z—;+%+---= %-I_,i (_1)”1(2:)1!8n$2”170< lz| <7
sech:vzl—%Q—i-%— 6712%6 +---=1+2%,\I\ <g

cscha = i_% %_ 13511250+' T %ri (—1)”2(2252;)!1)1&3@2"1 O <ol <m

Donde
B,, es el enésimo nimero de Bernoulli y

E, es el enésimo niimero de Euler.

Inversas de las funciones hiperbdlicas

Las funciones reciprocas de las funciones hiperbdlicas son:
arcsinh(z) = In(z + Va2 + 1)
arccosh(z) = In(z £ V22 — 1)

1— 22 1 1
arctanh(z) = In Tl =2 In ( + I)
2 1—=z

11—z

21 1 1
arccoth(z) = In (3:7> =5 In (I + )

r—1

1:|:\/1—332)
x

arcsech(z) = In (

1:|:\/1—|-$2)

arccsch(z) = In (
z

Las series de Taylor de las funciones inversas de las funciones hiperbdlicas vienen dadas por:

'h()— 1 :E3+ 1-3\ z° 1-3-5 $7+
s =+ =153 2.4)35 \2.2.6) 7

asinh(z) = 3 ((‘1)n(?”)!) <1

(2n+1)
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1\ z72 1-3\ z7* 1-3-5\ 27¢
hiz) =12 (= )=
acosh(z) = In ((2) 5 +<2-4) 1 +(2-4-6) gt

- )" (2n)\ 2"
acosh(z) =In2 — Zl (22’3(7(1!)2) ) (Qn)’m > 1

3 5 g7
tanh(z) — S ST
atanh(x) a:—|—3—|—5—|—7—|—
2n-+1

atanh Z ; +1 |:c\ <1

1 -3 1-3\ z7° 1-3-5\ 277
acsch(z) = asinh(afl) = xl—(g) 13 —|—(2 : 4) x5 _(2 T 6) ‘T7 I

X (=) 2
acsch(z) = Z ( 92n(n])2 ) 2n+ 1) lz| <1

n=0

1Y\ z? 1-3 1-3-5
asech(z) = acosh(z ™) =1In 2—((§> %—i—(ﬁ) %—i—(z 1 6) %4-- ) =

- —r@2n)\ 22
asech(z) =1In2 — Z <( 223(75!)2) ) (271)’0 <z <1
acoth(z) = atanh(afl) =z 14+ + + + ... =

0 —(2n+1)
acoth Z 3 +1 ]$| >1
n

n=

n=1

Relacion con la funcién exponencial
De la relacién del coseno y seno hiperbdlico se pueden derivar las siguientes relaciones:

e = coshz + sinh x

e ® = coshzx — sinh z.
Estas expresiones son andlogas a las que estdn en términos de senos y cosenos, basadas en la férmula de Euler, como

suma de exponenciales complejos.

Véase también

e Trigonometria
* Funciones trigonométricas
* Logaritmo natural

e Numero e
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Formula de Euler

La formula o relacion de Euler, atribuida a Leonhard Euler, establece que:
T :
e” =cosx +senx
para todo nimero real x. Aqui, e es la base del logaritmo natural, i es la unidad imaginaria y senxry cosx son

funciones trigonométricas.

Esta funcién tiene, tanto simetria par como impar sabido que este tipo de simetrias desempefian un papel muy

importante en la fisica moderna, razén por la cual en la mecdnica cudntica los niimeros complejos son esenciales.

Demostracion

La férmula puede interpretarse geométricamente como una circunferencia de radio unidad en el plano complejo,
dibujada por la funcién ¢™ al variar x sobre los nimeros reales. Asi, x es el dngulo de una recta que conecta el

origen del plano y un punto sobre la circunferencia unidad, con el eje positivo real, medido en sentido contrario a las
agujas del reloj y en radianes. La férmula sélo es vélida si también el seno y el coseno tienen sus argumentos en

radianes.

La férmula de Euler fue demostrada por primera vez por Roger Cotes en 1714, y luego redescubierta y popularizada
por Euler en 1748. Es interesante notar que ninguno de los descubridores vio la interpretacién geométrica sefialada
anteriormente: la visién de los nimeros complejos como puntos en el plano surgié unos 50 afios mds tarde (ver

Caspar Wessel).

Demostracion usando las Series de Taylor

Sabiendo que:

e'¥ = cosp +isingp

o
O|cos l Re

La formula de Euler ilustrada en el plano complejo

=1, ilt=i i2=—1 3=,
it=1, i°=1 i =—-1, "=,
y asf sucesivamente. Ademds de esto, las funciones e", cos(x) y sin(x) (asumiendo que x sea un niimero real) pueden

ser expresadas utilizando sus series de Taylor alrededor de cero.
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0 fL‘l 51’)2 :1:3 $4

x—x = s .
S TR TR TR R TR
ZEO £E2 ZE4 5136
TR T
Il 333 :L‘5 ZL‘7
sinz = + = =4

3 57
Para una z compleja definimos cada una de estas funciones por las series anteriores, remplazando x por iz. Esto es

posible porque el radio de convergencia es infinito en cada serie. Entonces encontramos que:

O N o S o0 N ) O o M (29 A GO 9 G

S Tn T Tt e ter T e T
20 . z1 z2 ) 23 z4 . 2° 28 . 27 28
IR TR R T TR TR TR TR
ZO 212 24 216 28 211 23 215 27
:(a*a*a—a+§‘“)+%ﬂ‘§+a‘ﬂ+“)

= cos(z) + isin(z)
El reordenamiento es posible debido a que cada serie es absolutamente convergente. Remplazando z = x como un
nimero real resulta en la identidad original tal como la descubrié Euler.

Relevancia matematica

La férmula proporciona una potente conexién entre el andlisis matemdtico y la trigonometria. Se utiliza para

representar los nimeros complejos en coordenadas polares y permite definir el logaritmo para nimeros negativos y
nimeros complejos.

para el logaritmo de un nimero negativo:

basta con evaluar la férmula de euler en & = 7, obteniendo:

e =cosm+isinmT = —1
e =—1.

Luego invirtiendo la exponencial se obtiene el logaritmo natural de -1:
ir =In(-1).

Para un nimero negativo cualquiera:

In(—a) = In(a) + In(—1) = In(a) + im. (Con g > ).
Ademds puede definirse el logaritmo de un niimero negativo en cualquier base, a partir del logaritmo natural y la
férmula de cambio de base.
Una propiedad importante de la férmula de Euler es que es la tinica funcién matemaética que permanece con la misma
forma -excepto por la unidad imaginaria- con las operaciones de integracion y derivacion del cdlculo integral, lo que
permite que en Ingenieria Eléctrica se utilice para convertir ecuaciones diferenciales en ecuaciones con forma

algebraica, simplificando enormemente esas operaciones.

De las reglas de la exponenciacién

(ea)b — ea-b
(vélidas para todo par de nimeros complejos ay p ), se pueden derivar varias identidades trigonométricas, asi
como la férmula de De Moivre.
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La férmula de Euler también permite interpretar las funciones seno y conseno como meras variaciones de la funcion

exponencial:
eim + 672.:6
COST = —————
2
6iz _ efiz
sing = -
21

Estas férmulas sirven asimismo para definir las funciones trigonométricas para argumentos complejos x . Las dos
ecuaciones anteriores se obtienen simplemente resolviendo las férmulas

e = cosx +1sinz

e =cosz —isinz
para el seno y el coseno.
En las ecuaciones diferenciales, la funcién ™ es utilizada a menudo para simplificar derivadas, incluso si la
respuesta final es una funcion real en la que aparezcan senos o cosenos. La identidad de Euler es una consecuencia

inmediata de la férmula de Euler
En ingenieria y otras disciplinas, las sefiales que varian periddicamente suelen describirse como una combinacién de

funciones seno y coseno (véase andlisis de Fourier), y estas son expresadas mds convenientemente como la parte real

de una funcién exponencial con exponente imaginario, utilizando la férmula de Euler.

Véase también

e Numero complejo
* Plano complejo

¢ Analisis de Fourier
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Identidad de Euler

Se llama identidad de Euler a una férmula desarrollada por Leonhard Euler, notable por relacionar cinco nimeros

muy utilizados en la historia de las matemdticas y que pertenecen a distintas ramas:

€T+ 1=0
donde:
* g es el nimero mds importante de la geometria
* ¢ es el nimero mds importante del andlisis matemadtico
* ies el nimero mds importante del dlgebra

* 0Oy I son las bases de la aritmética por ser los elementos neutros respectivamente de la adicién y la multiplicacién

Una curiosidad de esta férmula es que, si la escribimos de esta manera:

e =—1
representa la evolucién del concepto de nimero a lo largo de la historia. Desde el concepto mds intuitivo, los
nimeros naturales, conocidos desde la prehistoria, afiadiendo los nidmeros negativos (representados por -1)
obtenemos los niimeros enteros. Luego, afladiendo las fracciones (no aparecen) obtenemos los racionales. Después,
afiadiendo los irracionales (e y ) obtenemos los niimeros reales. Y finalmente, afiadiendo los niimeros imaginarios

(representados por i) obtenemos los nlimeros complejos.

Volviendo a la primera férmula, se puede ver que también cuenta la historia de una evolucién en las matemadticas, en

este caso de las operaciones aritméticas. Aparecen una suma, un producto y una potencia.

Derivacion
La identidad es un caso especial de la Férmula de Euler, N
la cual especifica que Im

i

e = cosp +ising

O] cos l Re

e’ =cosxr+sinzx
para cualquier nimero real x. (Nétese que los argumentos para las funciones trigonométricas sen y cos se toman en

radianes.) En particular si
r=T
entonces
e™ =cosm+isinm
y yaque
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cosm = —1
y que

sinm =0
se sigue que

e%ﬂ' — _1

Lo cual implica la identidad

e +1=0

Para una forma alternativa de notar que la identidad de Euler es tanto verdadera como profunda, supongamos que:
T =T,
en la expansion polinomial de e a la potencia x:

2 1.3 .CC4

r Lo T
e —1+m+2[+3!+4[—|—‘..,

para obtener:

(im)?  (im)®  (im)?

o -
e =1+1ir+ 51 + o + Al + ..,
simplificando (usando i2= -1):
2 g 4
i , T LT T
e =14m 51 3l +4!+...,
Al separar el lado derecho de la ecuacidn en subseries real e imaginarias:
3 5 7 2 4 6
) T T T T 7r ™
’L(T(—y'f‘g—?ﬁ-)—o ) (1—§+Z—a+)——1
Se puede comprobar la convergencia de estas dos subseries infinitas, lo cual implica
e =—1
Referencias

¢ Weisstein, Eric W.. «Euler Formula [, (en inglés). MathWorld--A Wolfram Web Resource. Consultado el
2009-05-15.

Véase también
¢ Leonhard Euler

¢ Foérmula de Euler

Referencias

[1] http://mathworld.wolfram.com/EulerFormula.html
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Polinomio

En matematicas, se denomina polinomio a una expresion algebraica constituida por un niimero finito de variables y
constantes, utilizando solamente operaciones de adicidn, sustraccién, multiplicacién y potenciacién con exponentes

naturales. Por ejemplo:

22 —4dr+7

es un polinomio, pero:

4
$2——+733%
x

no, porque incorpora la divisién y un exponente fraccionario.

El polinomio de un sélo término se denomina monomio, el de dos binomio, el de tres trinomio , el de cuatro

cuatrinomio o polinomio de "N" términos dependiendo de cuantos haya.

La expresion general de los polinomios que sélo tienen una variable, los mas utilizados, es:
P(2) = anz™ + @p12™ P+ Gpoo™ 2+ - Fagx® +a17 + ag

por ejemplo:

P(x) = Ta® + 92* — 142® + 62 — 12

Se denomina grado de un polinomio a la mayor potencia de los monomios que lo componen.

Historia

La resolucién de ecuaciones algebraicas, o la determinacién de las raices de
polinomios, estd entre los problemas mds antiguos de la matemadtica. Sin
embargo, la elegante y préctica notacién que utilizamos actualmente se
desarroll6 a partir del siglo XV. T

En el problema 14° del papiro de Moscii (ca. 1890 a. C.) se pide calcular el 6

volumen de un tronco de pirdmide cuadrangular. El escriba expone los pasos: JL

eleva al cuadrado 2 y 4, multiplica 2 por 4, suma los anteriores resultados y

multiplicalo por un tercio de 6 (h); finaliza diciendo: «ves, es 56, lo has

- F
calculado correctamente». En notacién algebraica actual serfa: V =h (2 + b2 + V=h(t"+bt+ bz) 13
tb) / 3, un polinomio de cuatro variables (V, h, t, b) que, conociendo tres, Volumen de una pirdmide truncada.

permite obtener la cuarta variable.

Algunos polinomios, como f(x) = x2 + 1, no tienen ninguna raiz que sea nimero real. Sin embargo, si el conjunto de
las raices posibles se extiende a los nimeros complejos, todo polinomio (no constante) tiene una raiz: ese es el

enunciado del teorema fundamental del dlgebra.

Hay una diferencia entre la aproximacién de raices y el descubrimiento de férmulas concretas para ellas. Se conocen
féormulas de polinomios de hasta cuarto grado desde el siglo XVI (ver ecuacién cuadritica, Gerolamo Cardano,
Niccolo Fontana Tartaglia). Pero, las férmulas para polinomios de quinto grado fueron irresolubles para los
investigadores durante mucho tiempo. En 1824, Niels Henrik Abel demostré que no puede haber férmulas generales
para los polinomios de quinto grado o mayores (ver el teorema de Abel-Ruffini). Este resultado marcé el comienzo
de la teoria de Galois que se ocupa del estudio detallado de las relaciones existentes entre las raices de los

polinomios.

La méquina diferencial de Charles Babbage fue disefiada para crear automaticamente tablas de valores de funciones
logaritmicas y diferenciales, evaluando aproximaciones polinémicas en muchos puntos, usando el método de las

diferencias de Newton.
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Funciones polinémicas

Las funciones polinémicas son aquellas que surgen de evaluar los polinomios sobre las variables en las que estan
definidos. Son una clase de funciones suaves, esto es, son infinitamente diferenciables (tienen derivadas de todos los

ordenes finitos).
A las funciones polinémicas de

* Funcién polinémica de grado 0, que también se denomina: funciones constantes

* Funcién polindémica de grado 1, que también se denomina: funciones lineales,

* Funcién polinémica de grado 2, que también se denomina: funciones cuadrdticas,
* Funcién polinémica de grado 3, que también se denomina: funciones ciibicas.

* Funcién polindmica de grado 4, que también se denomina: funciones de grado 4.

Debido a su estructura simple, los polinomios son muy sencillos de evaluar, y se usan ampliamente en andlisis
numérico para interpolacién polinémica o para integrar numéricamente funciones mas complejas. Una manera muy

eficiente para evaluar polinomios es la utilizacion de la regla de Horner.

En dlgebra lineal el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada codifica muchas propiedades importantes de la
matriz. En teorfa de los grafos el polinomio cromatico de un grafo codifica las distintas maneras de colorear los

vértices del grafo usando x colores.

Con el desarrollo de la computadora, los polinomios han sido remplazados por funciones spline en muchas dreas del
andlisis numérico. Las splines se definen a partir de polinomios y tienen mayor flexibilidad que los polinomios
ordinarios cuando definen funciones simples y suaves. Estas son usadas en la interpolacién spline y en gréficos por

computadora.

Definicion algebraica

Para ag ---, @ constantes en algun anillo (en particular podemos tomar un cuerpo, como R o (C , en cuyo caso los
coeficientes del polinomio serdn nimeros) con a, distinto de cero, para n > 0, entonces un polinomio, P, de grado »
en la variable x es un objeto de la forma

P(z) = apa™ + ap 12"+ -+ agxt 4 ag2®.

El polinomio se puede escribir mas concisamente usando sumatorios como

P(z) = zn:aia:i.
i=0

Las constantes NP llaman los coeficientes del polinomio. A a, se le llama el coeficiente constante (o
término independiente) y a a., el coeficiente principal. Cuando el coeficiente principal es 1, al polinomio se le llama

moénico o normado. Siendo x un simbolo llamado indeterminada.

Operaciones con polinomios

Los polinomios se pueden sumar y restar agrupando los términos y simplificando los monomios semejantes. Para
multiplicar polinomios se multiplica cada término de un monomio por el término del otro monomio y se simplifican

los monomios semejantes, posteriormente.

Factorizacion

Para factorizar un polinomio de segundo grado completo (con todos los términos) se divide por el inverso de una de
sus raices sumado con la incégnita, siendo los factores el niimero por el que dividimos y el resultado; ya que no hay
resto, cumpliéndose asi que dividendo = divisor X cociente + resto. En caso de que el polinomio no tenga término

independiente se sacard la incdgnita como factor comun y ya estd factorizado. También se puede factorizar usando
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las igualdades notables.

Ejemplos

Las funciones polinémicas de una variable (x), se corresponden con diversas curvas planas, que se pueden

representar en un sistema de coordenadas cartesianas XY.

Polinomio de grado 2: Polinomio de grado 3:
) =235 + 455 - Txd5 - 2

foy=x*-x-2
= (+1)(x-2) = 1/5 (e+5)(x+1)(x-2)

Polinomio de grado 5:

Polinomio de grado 4:
fx) = 1720 (x+4)(x+2)(x+ 1D (x-1)(x-3) + 2

Sfix) = 1/14 (e+4)(x+1)(x-1)(x-3) + 0.5

La funcidn

f(z) =132* — 72° + %9:2 —br+3

es un ejemplo de funcién polinémica con coeficiente principal 13 y una constante de 3.
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Véase también

* Operaciones con polinomios

* Teorema del resto

» Factorizacién

+ Algebra

+ Algebra elemental

* Teorema fundamental del dlgebra

¢ Posinomio

Enlaces externos

. @ Wikimedia Commons alberga contenido multimedia sobre Polinomio.Commons

¢ Polinomios, en descartes.cnice.mec.es (1]

» Calculadora polinémica gratuita en linea. 21

* Calculadora polinémica. 31

Referencias

[1] http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/Polinomios/polinomios1.htm
[2] http://xrjunque.nom.es/precis/polycalc.aspx?In=es
[3] http://thales.cica.es./rd/Recursos/rd99/ed99-0453-02/ed99-0453-02.html

Numero complejo

El término nimero complejo describe la suma de un nimero real y un
nimero imaginario (que es un multiplo real de la unidad imaginaria,
que se indica con la letra i). Los niimeros complejos se utilizan en A
todos los campos de las matemadticas, en muchos de la fisica (y y
notoriamente en la mecdnica cudntica) y en ingenieria, especialmente
en la electrénica y las telecomunicaciones, por su utilidad para

representar las ondas electromagnéticas y la corriente eléctrica.

En matematicas, los nimeros constituyen un cuerpo y, en general, se
consideran como puntos del plano: el plano complejo. La propiedad O
mds importante que caracteriza a los nimeros complejos es el teorema

fundamental del dlgebra, que afirma que cualquier ecuacién algebraica

de grado n tiene exactamente n soluciones complejas.

-y

Z=x—ly

Tlustracion del plano complejo. Los nimeros

reales se encuentran en el eje de coordenadas

horizontal y los imaginarios en el eje vertical.

Los nimeros complejos son una extension de los nimeros reales, cumpliéndose que R  C . Los nimeros
complejos representan todas las raices de los polinomios, a diferencia de los reales.

Los nidmeros complejos son la herramienta de trabajo del dlgebra ordinaria, llamada algebra de los nimeros

complejos, asi como de ramas de las matemadticas puras y aplicadas como variable compleja, aerodindmica y
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electromagnetismo entre otras de gran importancia.

Contienen a los nimeros reales y los imaginarios puros y constituyen una de las construcciones tedricas mas
importantes de la inteligencia humana. Los andlogos del cédlculo diferencial e integral con nimeros complejos
reciben el nombre de variable compleja o anélisis complejo.

’

N Naturales
. Z Enteros Cero
@Q Racionales )
. R Reales¥ Enteros negativos
C Complejosy . )
Fraccionarios

Irracionales

\
Imaginarios

Definicion
Definiremos cada complejo z como un par ordenado de nimeros reales (a, b) 6 (Re(z), Im(z)), en el que se definen
las siguientes operaciones:
* Suma

(a.) + (c;d) = (a+¢) + (b+ d)i
e Multiplicacién

(a,b) - (¢, d) = (ac — bd) + (ad + cb)i
» Igualdad

(a,b) = (c,d) <= a=cAb=4d
Al primer componente (que llamaremos a) se le llama parte real y al segundo (que llamaremos b), parte
imaginaria. Se denomina nimero imaginario puro a aquel que esta compuesto sélo por la parte imaginaria, es
decir, aquel en el que g = ().
Los nimeros complejos forman un cuerpo, el cuerpo complejo, denotado por C (o mas apropiadamente por el
cardcter unicode [] ). Si identificamos el nimero real a con el complejo (a, 0), el cuerpo de los nimeros reales R
aparece como un subcuerpo de C. Mas atin, C forma un espacio vectorial de dimensién 2 sobre los reales. Los

complejos no pueden ser ordenados como, por ejemplo, los nimeros reales: C no puede ser convertido de ninguna

manera en un cuerpo ordenado.

La multiplicacién de ndmeros complejos es asociativa, conmutativa y distributiva:

Sean z,w,s € C

D (zw)s = z(ws)

Il zw = wz

) z(w + s) = zw + zs

Sean z =a +1tb,w =c+1id,s=e+ifcona,b,cd e fER

Por demostrar la propiedad asociativa (I)

(zw)s = [(a + ib)(c + id)|(e + if) = [(ac — bd) + i(be + ad)|(e + i f)

le(ac—bd)— f(be+ad)|+ile(bet-ad)+ f(ac—bd)| = (ace—bde—be f —adf )+i(bee+ade+acf —bdf)
Por otra parte

z(ws) = (a+ b)[(c +id)(e +if)] = (a + ib)[(ce — df) + i(de + cf)]

la(ce—df )—b(de+cf)]|+i[b(ce—df )+a(de+cf)] = (ace—bde—bef—adf )+i(bee+ade+acf—bdf)

Entonces se cumple (zw)s = z(ws).
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Unidad imaginaria
Tomando en cuenta que (a,0)-(0,1) = (0,a), se define un nimero especial en matematicas de gran
importancia, el nimero i o unidad imaginaria, definido como

i=(0,1)

De donde se deduce inmediatamente que,

i?=1i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

Representacion binomial
Un ndmero complejo se representa en forma binomial como:
z=a-+b

La parte real del nimero complejo y la parte imaginaria, se pueden expresar de varias maneras, como se muestra a

continuacion:
a = Re(z) = R(z)
b=1Im(z) = 3(z)

Plano de los niimeros complejos o Diagrama de Argand

El concepto de plano complejo permite interpretar geométricamente los nimeros complejos. La suma de niimeros
complejos se puede relacionar con la suma con vectores, y la multiplicacién de nimeros complejos puede expresarse
simplemente usando coordenadas polares, donde la magnitud del producto es el producto de las magnitudes de los

términos, y el dngulo contado desde el eje real del producto es la suma de los dngulos de los términos.

Los diagramas de Argand se usan frecuentemente para mostrar las posiciones de los polos y los ceros de una funcién

en el plano complejo.

El andlisis complejo, la teoria de las funciones complejas, es una de las dreas mds ricas de la matemdtica, que

encuentra aplicacién en muchas otras dreas de la matemadtica asi como en fisica, electrénica y muchos otros campos.

Valor absoluto o médulo, conjugado y distancia

Valor absoluto 0 médulo de un niimero complejo

El valor absoluto, mddulo o magnitud de un nimero complejo z viene dado por la siguiente expresion:

|z| = \/ReQ(z) + Im?(z)

Si pensamos en z como algtin punto en el plano; podemos ver, por el teorema de Pitagoras, que el valor absoluto de

un nimero complejo coincide con la distancia euclidea desde el origen del plano.

. . . . . i
Si el complejo esté escrito en forma exponencial z = r ¢'?, entonces Iz = r. Se puede expresar en forma polar como z

=r (cosep + iseng), donde cosp + isengp = ¢! es 1a conocida férmula de Euler.
Podemos comprobar con facilidad estas cuatro importantes propiedades del valor absoluto
|zl =0+=2z=0
|2+ w| <[z] + |w]
|zw| = [2]|w]
|z —w| > [z] = |w]

para cualquier complejo z y w.
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Por definicion, la funcién distancia queda como sigue d(z, w) = Iz - wl y nos provee de un espacio métrico con los
complejos gracias al que se puede hablar de limites y continuidad. La suma, la resta, la multiplicacién y la divisién
de complejos son operaciones continuas. Si no se dice lo contrario, se asume que ésta es la métrica usada en los

nimeros complejos.

Conjugado de un nimero complejo

Dos binomios se llaman conjugados si solo difieren en su signo central, por ejemplo, los dos binomios: 3m - 1 y 3m

+ 1 son conjugados.
El conjugado de un complejo z (denotado como z 6 z* ) es un nuevo nimero complejo, definido asi:
z=a—1b+< z=a+1b
Se observa que ambos difieren en el signo de la parte imaginaria.
Con este nimero se cumplen las propiedades:
ztw=z4+w
z+Z=2-Re(z)
z—7z=2i-Im(z)
ZW = ZWw
zER—= z==2
12|* = 2z
1 z
z# 0= - = W
Esta dltima féormula es el método elegido para calcular el inverso de un nimero complejo si viene dado en

coordenadas rectangulares.

Representacion trigonométrica (polar) y representacion geométrica

Algunas veces, la representacion de niimeros complejos en la forma z = a + i b (coordenadas ortogonales) es menos

conveniente que otra representacion, usando coordenadas polares.

Representamos el nimero complejo z en el plano de niimeros complejos como un punto con coordenadas (a, b),

denominado vector de posicion.

Trazamos la distancia desde el punto (0,0) hasta (a, b), a la que llamaremos 7, y, que como se ha visto antes, es igual

al médulo de z, expresado | z‘ .

Esta distancia forma, con respecto al eje real positivo, un dngulo, denominado ¢ .

| ] +Re
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La representaci6én polar nos permite expresar este nimero complejo en funcién de ry del dngulo ¢ :

5 — pelle+2mk)

donde k pertenece a 7, ,

Moédulo y argumento

En esta representacion, 7 es el médulo del nimero complejo y el dngulo ¢ es el argumento del nimero complejo.

¢ = arctan (é) = arctan Im(z)
a Re()
Formamos un tridngulo rectdngulo, con r como hipotenusa, y con catetos a y b. Vemos que:

sin g =

cos g =

S |3l

Despejamos a y b en las expresiones anteriores y, utilizando la representacion binomial:
z=a+1b; z=rcos¢ 4+ irsin¢
Sacamos factor comun r:
z =r(cos ¢+ isin @)
Frecuentemente, esta expresion se abrevia convenientemente de la siguiente manera:
z=rcls ¢
la cual solo contiene las abreviaturas de las razones trigonométricas coseno, la unidad imaginaria y la razén seno del
argumento respectivamente.

Seglin esta expresion, puede observarse que para definir un nimero complejo tanto de esta forma como con la
representaciéon binomial se requieren dos pardmetros, que pueden ser parte real e imaginaria o bien médulo y

argumento, respectivamente.
Segtin la Férmula de Euler, vemos que:
cos ¢+ ising = €9; z = re'®
No obstante, el dngulo ¢ no estd univocamente determinado por z, como implica la férmula de Euler:
VkEZ z = (¢+27F)
Por esto, generalmente restringimos ¢ al intervalo [-mt, ) y a éste @ restringido lo llamamos argumento principal
de z y escribimos ¢ = Arg(z). Con este convenio, las coordenadas estarian univocamente determinadas por z.

La multiplicacién de nimeros complejos es especialmente sencilla con la notacién polar:

o .
2129 = rsel @) o Z129 = re?se'?

Division:
A _ T o)
Z9 S
Potenciacion:

2= e o = (Tew)n

R St SR N RO
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Geometria y operaciones con complejos

Geométricamente, las operaciones algebraicas con complejos las podemos entender como sigue. Para sumar dos
complejos 7 =a, + ib (Y, =a,+ ibz, podemos pensar en ello como la suma de dos vectores del plano x-y apuntando
desde el origen al punto (al, bl) y (az’bz)’ respectivamente. Si trasladamos (movemos) el segundo vector, sin
cambiar su direccion, con lo que su punto de aplicacién coincide con el punto final del primer vector; el segundo
vector asi ubicado apuntard al complejo z R
Siguiendo con esta idea, para multiplicar dos complejos Y 2, primero medimos el dngulo que forman en sentido
contrario a las agujas del reloj con el eje positivo de las x y sumamos ambos dngulos: el dngulo resultante
corresponde con el del vector que representa al complejo producto 7 2y La longitud de este vector producto viene
dada por la multiplicacién de las longitudes de los vectores originales. La multiplicacién por un niimero complejo

fijo puede ser vista como la transformacién del vector que rota y cambia su tamafio simultineamente.

Multiplicar cualquier complejo por i corresponde con una rotaciéon de 90° en direccién contraria a las agujas del
reloj. Asimismo el que (-1) - (-1) = +1 puede ser entendido geométricamente como la combinacién de dos rotaciones

de 180° (i al cuadrado = -1), dando como resultado un cambio de signo al completar una vuelta.

Soluciones de ecuaciones polinémicas

Una raiz del polinomio p es un complejo z tal que p(z)=0. Un resultado importante de esta definicién es que todos los
polinomios de grado n tienen exactamente n soluciones en el campo complejo, esto es, tiene exactamente n
complejos z que cumplen la igualdad p(z)=0, contados con sus respectivas multiplicidades.También se cumple que si
z es una raiz entonces su conjugado también es una raiz del polinomio p. A esto se lo conoce como Teorema
Fundamental del Algebra, y demuestra que los complejos son un cuerpo algebraicamente cerrado. Por esto los
matemadticos consideran a los niimeros complejos unos nimeros més naturales que los nimeros reales a la hora de

resolver ecuaciones.

Variable compleja o analisis complejo

Al estudio de las funciones de variable compleja se lo conoce como el Andlisis complejo. Tiene una gran cantidad de
usos como herramienta de mateméticas aplicadas asi como en otras ramas de las matemadticas. El andlisis complejo
provee algunas importantes herramientas para la demostracién de teoremas incluso en teoria de nimeros; mientras
que las funciones reales de variable real, necesitan de un plano cartesiano para ser representadas; las funciones de
variable compleja necesitan un espacio de cuatro dimensiones, lo que las hace especialmente dificiles de representar.
Se suelen utilizar ilustraciones coloreadas en un espacio de tres dimensiones para sugerir la cuarta coordenada o

animaciones en 3D para representar las cuatro dimensiones.

Esbozo historico

La primera referencia conocida a raices cuadradas de nimeros negativos proviene del trabajo de los matematicos
griegos, como Herén de Alejandria en el siglo I antes de Cristo, como resultado de una imposible seccién de una
pirdmide. Los complejos se hicieron mas patentes en el Siglo XVI, cuando la biisqueda de férmulas que dieran las
raices exactas de los polinomios de grados 2 y 3 fueron encontradas por matemadticos italianos como Tartaglia,
Cardano. Aunque sélo estaban interesados en las raices reales de este tipo de ecuaciones, se encontraban con la
necesidad de lidiar con raices de nimeros negativos. El término imaginario para estas cantidades fue acufiado por
Descartes en el Siglo XVII y estd en desuso. La existencia de nimeros complejos no fue completamente aceptada
hasta la mds abajo mencionada interpretacién geométrica que fue descrita por Wessel en 1799, redescubierta algunos
afios después y popularizada por Gauss. La implementaciéon mds formal, con pares de nimeros reales fue dada en el
Siglo XIX.
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Aplicaciones

Los nimeros complejos se usan en ingenieria electrénica y en otros campos para una descripcién adecuada de las
seflales periddicas variables (ver Andlisis de Fourier). En una expresion del tipo z = r & podemos pensar en r como
la amplitud y en ¢ como la fase de una onda sinusoidal de una frecuencia dada. Cuando representamos una corriente
o un voltaje de corriente alterna (y por tanto con comportamiento sinusoidal) como la parte real de una funcién de

variable compleja de la forma;f(r) = z ¢!

donde w representa la frecuencia angular y el nimero complejo z nos da la
fase y la amplitud, el tratamiento de todas las férmulas que rigen las resistencias, capacidades e inductores pueden
ser unificadas introduciendo resistencias imaginarias para las dos tltimas (ver redes eléctricas). Ingenieros eléctricos
y fisicos usan la letra j para la unidad imaginaria en vez de i que estd tipicamente destinada a la intensidad de

corriente.

El campo complejo es igualmente importante en mecdnica cudntica cuya matemdtica subyacente utiliza Espacios de

Hilbert de dimensién infinita sobre C (D).

En la relatividad especial y la relatividad general, algunas férmulas para la métrica del espacio-tiempo son mucho

mads simples si tomamos el tiempo como una variable imaginaria.

En ecuaciones diferenciales, cuando se estudian las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes, es habitual encontrar primero las raices (en general complejas) ) de la ecuacién
caracteristica, lo que permite expresar la solucién general del sistema en términos de funciones de base de la forma:
fla)=e.

Los fractales son disefios artisticos de infinita complejidad. En su versién original, se los define a través de célculos

con niimeros complejos en el plano.

Representaciones alternativas de los niimeros complejos

Otras representaciones, no tan frecuentes, de los nimeros complejos, pueden darnos otra perspectiva de su
naturaleza. La siguiente es una interpretaciéon donde cada complejo se representa matricialmente, como una matriz de
orden 2x2 con nimeros reales como entradas que estiran y rotan los puntos del plano. Cada una de estas matrices

tiene la forma

a —b
b a
con nimeros reales a'y b. La suma y el producto de dos matrices queda de nuevo de esta forma. Cualquier matriz no

nula de esta forma es invertible, y su inverso es de nuevo de esta forma. Por consiguiente, las matrices de esta forma

son un cuerpo. En efecto, este es exactamente el cuerpo de los complejos. Cualquier matriz puede ser escrita:

G-

Lo cual sugiere que se puede identificar la unidad con la matriz

(o )

y la unidad imaginaria

0 —1
1 0
esto es, una rotacion de 90 grados. {Nos damos cuenta de que el cuadrado de esta matriz es ciertamente igual a -1!
El valor absoluto de un complejo expresado como una matriz es igual a la raiz cuadrada del determinante de la

matriz. Si vemos la matriz como una transformacion del plano, entonces la transformacién rota puntos con un dngulo

igual al argumento del complejo y escala multiplicando por un factor igual al valor absoluto del complejo. El
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complejo conjugado de z es la transformacién con la misma rotacién dispuesta por z pero en sentido inverso, y escala

de la misma manera que z; esto puede ser descrito por la traspuesta de la matriz correspondiente a z.

Véase también

Complejos C
Reales R
Racionales Q
Enteros 7,
Naturales Iy
Primos
Compuestos
Cero
Negativos
Fraccionarios
Fraccién propia
Fraccién
impropia
Irracionales
Algebraicos
Trascendentes
Imaginarios

Enlaces externos
¢ Historia (1]
112

* Numeros complejos en Exce
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Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales

Matriz (matematica)

En matematicas, una matriz es una tabla de nimeros consistente en cantidades abstractas que pueden sumarse y
multiplicarse. Las matrices se utilizan para describir sistemas de ecuaciones lineales, realizar un seguimiento de los
coeficientes de una aplicacion lineal y registrar los datos que dependen de varios pardmetros. Las matrices se
describen en el campo de la teoria de matrices. Pueden sumarse, multiplicarse y descomponerse de varias formas, lo

que también las hace un concepto clave en el campo del dlgebra lineal.

Definiciones y notaciones

Una matriz es una tabla cuadrada o rectangular de datos (Ilamados elementos o entradas de la matriz) ordenados en
filas y columnas, donde una fila es cada una de las lineas horizontales de la matriz y una columna es cada una de las
lineas verticales. A una matriz con m filas y n columnas se le denomina matriz m-por-n (escrito mxn), y amy n
dimensiones de la matriz. Las dimensiones de una matriz siempre se dan con el nimero de filas primero y el nimero
de columnas después. Comunmente se dice que una matriz m-por-n tiene un orden de m x n ("orden" tiene el

significado de tamafio). Dos matrices se dice que son iguales si son del mismo orden y tienen los mismos elementos.

Al elemento de una matriz que se encuentra en la fila i-ésima y la columna j-ésima se le llama elemento i,j o

elemento (i,j)-iésimo de la matriz. Se vuelve a poner primero las filas y después las columnas.

Casi siempre, se denotan a las matrices con letras mayusculas mientras que se utilizan las correspondientes letras en
minusculas para denotar a los elementos de las mismas. Por ejemplo, al elemento de una matriz A que se encuentra
en la fila i-ésima y la columna j-ésima se le denota como ai,j o ali,j]. Notaciones alternativas son A[i,j] o Ai,j'
Ademas de utilizar letras maytsculas para representar matrices, numerosos autores representan a las matrices con

fuentes en negrita para distinguirlas de otros tipos de variables. Asi A es una matriz, mientras que A es un escalar.

Normalmente se escribe A :— (ai,j)mxn para definir una matriz A m x n con cada entrada en la matriz A[i,j]

llamada a, para todo 1 <i<my 1 <j< n. Sin embargo, la convencién del inicio de los indices i y j en 1 no es
universal: algunos lenguajes de programacién comienzan en cero, en cudl caso setiene 0 <i<m-1y0<j<n-1.
Una matriz con una sola columna o una sola fila se denomina a menudo vector, y se interpreta como un elemento del

espacio euclideo. Una matriz 1 x n (una fila y n columnas) se denomina vector fila, y una matriz m x 1 (una columna

y m filas) se denomina vector columna.

Ejemplo
La matriz
1 2 3
1 27
A= 4 9 2
6 0 5
es una matriz 4x3. El elemento A[2,3] o a,,es 7.
La matriz

R=[123456738 9

es una matriz 1x9, o un vector fila con 9 elementos.
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Matriz (matemaética)

Operaciones basicas

Suma o adicion

Dadas las matrices m-por-n ,A y B, su suma A + B es la matriz m-por-n calculada sumando los elementos
correspondientes (i.e. (A + B)[i, j1 = Ali, j] + BIi, j] ). Es decir, sumar cada uno de los elementos homélogos de las

matrices a sumar. Por ejemplo:

1 3 2 1 05 1+1 340 2+5 2 37
100 +|7 50 =[1+7 0+5 0+0| =18 5 0
1 2 2 211 1+2 241 2+1 3 3 3

Propiedades

* Asociativa

Dadas las matrices mxn A, By C
A+(B+C)=(A+B)+C

e Conmutativa

Dadas las matrices mxn Ay B
A+B=B+A

» Existencia de matriz cero o matriz nula
A+0=0+A=A

* Existencia de matriz opuesta

con gr-A = [—aij]
A+(-A)=0

Producto por un escalar

Dada una matriz A y un escalar ¢, su producto cA se calcula multiplicando el escalar por cada elemento de A (i.e.
(cA)i, jl = cAli, j1 ).

Ejemplo

21 8 =3 |2x1 2x8 2x-3] |2 16 -6
4 -2 5| |2x4 2x-2 2x5| |8 —4 10

Propiedades

Sean A y B matrices y c y d escalares.

¢ Clausura: Si A es matriz y c es escalar, entonces cA es matriz.
¢ Asociatividad: (cd)A = c(dA)

¢ Elemento Neutro: 1-A=A

¢ Distributividad:

¢ De escalar: c(A+B) = cA+cB
¢ De matriz: (c+d)A = cA+dA
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Producto

El producto de dos matrices se puede definir sélo si el nimero de

columnas de la matriz izquierda es el mismo que el nimero de B

filas de la matriz derecha. Si A es una matriz mxn y B es una

matriz nXp, entonces su producto matricial AB es la matriz mxp

(m filas, p columnas) dada por:

o

o

Diagrama esquematico que ilustra el producto de dos
matrices A y B dando como resultado la matriz AB.

(AB)[z,j] = A2, 1)B[1, j] + Ali, 2] B[2, j] + ... + Ali,n|B[n, j|
paracadapariy .

Por ejemplo:
[1 0 2}(3 [ (x3+0x2+2x1) (I1x1+0x1+2x0)
1

1
] 51
-1 31 0 (=1 x343x24+41x1) (-1x143x1+1x0)| |4 2

Propiedades

Si los elementos de la matriz pertenecen a un cuerpo, y puede definirse el producto, el producto de matrices tiene las

siguientes propiedades:

* Propiedad asociativa: (AB)C = A(BC).

* Propiedad distributiva por la derecha: (A + B)C = AC + BC.

* Propiedad distributiva por la izquierda: C(A + B) = CA + CB.

* En general, el producto de matrices tiene divisores de cero: Si A.B = 0, No necesariamente A 6 B son matrices
nulas

e El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion: Si A.B = A.C, No necesariamente B=C

El producto de dos matrices generalmente no es conmutativo, es decir, AB # BA. La divisién entre matrices, es

decir, la operacién que podria producir el cociente A / B, no se encuentra definida. Sin embargo, existe el concepto

de matriz inversa, s6lo aplicable a las matrices cuadradas.
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Aplicaciones lineales

Las matrices pueden representar convenientemente aplicaciones lineales (también conocidas como
. . . . . ., .. , . n . ’

"transformaciones lineales") entre dos espacios vectoriales de dimension finita. Asi, si [ es el espacio euclideo

n-dimensional cuyos vectores se pueden representar como vectores columna (matrices n-por-1), para cada aplicacion

lineal f: I" — " existe una tnica matriz A m por n de tal forma que
f(x) = Ax
para cada vector x de .
Se dice que la matriz A "representa" la aplicacion lineal f; o que A es la matriz coordenada de f.

El producto de matrices claramente corresponde a la composicién de las aplicaciones. Si la matriz k por m B

representa otra aplicacién lineal g : "' — [Ik, entonces la composicion g o f se representa por BA:
(g0 f)(x) =9(f(x)) = g(Ax) = B(Ax) = (BA)x.
Esto se desprende de la mencionada propiedad asociativa del producto de matrices.

Mas en general, una aplicacién lineal de un espacio vectorial n-dimensional en otro espacio vectorial m-dimensional
. n . .« o, .
(no necesariamente [I) se representa por una matriz m por n, a condicién de que se haya elegido una base para cada

uno de ellos.

Rango

El rango de una matriz A es la dimension de la imagen de la aplicacion lineal representada por A, que coincide con
la dimensioén de los espacios vectoriales generados por las filas o columnas de A. También puede ser definido sin
referencia al dlgebra lineal de la siguiente manera: el rango de una matriz m por n A es el mas pequeflo nimero k de
tal manera que A puede escribirse como un producto BC donde B es una matriz m por k y C es una matriz k por n

(aunque ésta no es una manera practica de calcular el rango).

Transpuesta

La transpuesta de una matriz m-por-n A es la matriz n-por-m AT (algunas veces denotada por AY formada al

intercambiar las filas y columnas, i.e.
T _
(A%)i; = Aja
La transposicién de matrices tiene las siguientes propiedades:
(AT)T = A,
(A+B)" =AT + BT,
(AB)" = B"A”,
Si A describe una aplicacién lineal respecto a dos bases, entonces la matriz AT describe 1a transpuesta de una

aplicacién lineal respecto a las bases del espacio dual.

Matrices cuadradas y definiciones relacionadas

Una matriz cuadrada es una matriz que tiene el mismo nimero de filas que de columnas. El conjunto de todas las
matrices cuadradas n-por-n junto a la suma y la multiplicacién de matrices, es un anillo que generalmente no es

conmutativo.
M(n,R), el anillo de las matrices cuadradas reales, es un dlgebra asociativa real unitaria. M(n,C), el anillo de las
matrices cuadradas complejas, es un dlgebra asociativa compleja.

La matriz identidad In de orden n es la matriz n por n en la cual todos los elementos de la diagonal principal son
iguales a 1 y todos los demds elementos son iguales a 0. La matriz identidad se denomina asi porque satisface las

ecuaciones MIn =My InN = N para cualquier matriz M m por n'y N n por k. Por ejemplo, si n = 3:
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La matriz identidad es el elemento unitario en el anillo de matrices cuadradas.

Los elementos invertibles de este anillo se llaman matrices invertibles o matrices no singulares. Una matriz A n

por n es invertible si y sélo si existe una matriz B tal que
AB = In =BA.
En este caso, B es la matriz inversa de A, identificada por ARl conjunto de todas las matrices invertibles n por n

forma un grupo (concretamente un grupo de Lie) bajo la multiplicacién de matrices, el grupo lineal general.

Si A es un ndmero y v no es un vector nulo tal que Av = Av, entonces se dice que v es un vector propio de A y que A
es su valor propio asociado. El niimero A es un valor propio de A si y s6lo si A—Mn no es invertible, lo que sucede si
y s6lo si p AO”) =0, donde p A()c) es el polinomio caracteristico de A. p A(x) es un polinomio de grado n y por lo tanto,
tiene n raices complejas multiples raices si se cuentan de acuerdo a su multiplicidad. Cada matriz cuadrada tiene

como mucho 7 valores propios complejos.

El determinante de una matriz cuadrada A es el producto de sus n valores propios, pero también puede ser definida
por la férmula de Leibniz. Las matrices invertibles son precisamente las matrices cuyo determinante es distinto de

Cero.

El algoritmo de eliminacién gaussiana puede ser usado para calcular el determinante, el rango y la inversa de una

matriz y para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

La traza de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de la diagonal, lo que equivale a la suma de sus n

valores propios.

Las matrices en la Computacion

Las matrices son utilizadas ampliamente en la computacidn, por su facilidad y liviandad para manipular informacién.

En este contexto, son la mejor forma para representar grafos, y son muy utilizadas en el cdlculo numérico.

Historia

El origen de las matrices es muy antiguo. Un cuadrado magico, 3 por 3, se registra en la literatura china hacia el
(1]
650 a. C.

Es larga la historia del uso de las matrices para resolver ecuaciones lineales. Un importante texto matematico chino
que proviene del afio 300 a. C. a 200 a. C., Nueve capitulos sobre el Arte de las matemdticas (Jiu Zhang Suan Shu),
es el primer ejemplo conocido de uso del método de matrices para resolver un sistema de ecuaciones simultdneas.!*!
En el capitulo séptimo, "Ni mucho ni poco", el concepto de determinante aparecié por primera vez, dos mil afios
antes de su publicacién por el matemadtico japonés Seki Kowa en 1683 y el matematico aleman Gottfried Leibniz en

1693.

Los "cuadrados mégicos" eran conocidos por los matemdticos drabes, posiblemente desde comienzos del siglo VII,
quienes a su vez pudieron tomarlos de los matemadticos y astrénomos de la India, junto con otros aspectos de las
matematicas combinatorias. Todo esto sugiere que la idea provino de China. Los primeros "cuadrados magicos" de
orden 5 y 6 aparecieron en Bagdag en el 983, en la Enciclopedia de la Hermandad de Pureza (Rasa'il Ihkwan
al-Safa).[l]

Después del desarrollo de la teoria de determinantes por Seki Kowa y Leibniz, a finales del siglo XVII, Cramer
presenté en 1750 la ahora denominada regla de Cramer. Carl Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan desarrollaron la

eliminacién de Gauss-Jordan en el siglo XIX.
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El término "matriz" fue acufiado en 1848, por J. J. Sylvester. En 1853, Hamilton hizo algunos aportes a la teoria de
matrices. Cayley introdujo en 1858 la notacién matricial, como forma abreviada de escribir un sistema de m
ecuaciones lineales con n incégnitas. Grassmann, Frobenius y von Neumann estdn entre los mateméticos famosos
que trabajaron sobre la teorfa de matrices.

Olga Taussky-Todd (1906-1995), durante la II Guerra Mundial, usé la teorfa de matrices para investigar el fendmeno

de aeroelasticidad llamado fluttering.

Véase también

¢ Determinante (matematica)
e Matlab
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Sistema de ecuaciones lineales

En matematica y dlgebra lineal, un sistema de ecuaciones lineales, también conocido como sistema lineal de
ecuaciones o simplemente sistema lineal, es un conjunto de ecuaciones lineales sobre un cuerpo o un anillo

conmutativo. Un ejemplo de sistema lineal de ecuaciones seria el siguiente:

31171 + 2 TI9 + r3 = 1
21171 + 2 TI9 + 4333 = -2
— T + %J)Q — r3 = 0

El problema consiste en encontrar los valores desconocidos de las variables x X,y X, que satisfacen las tres

17
ecuaciones.

El problema de los sistemas lineales de ecuaciones es uno de los més antiguos de la matemdtica y tiene una infinidad
de aplicaciones, como en procesamiento digital de sefiales, estimacidn, prediccién y mds generalmente en

programacion lineal asi como en la aproximacién de problemas no lineales de andlisis numérico.

Introduccion

En general, un sistema con m ecuaciones lineales n incégnitas puede ser escrito en forma ordinaria como:

a1171  +aprs +... Fa.r, =b

anr1  +aprs +... Fa.T, =b

Cp1T1 FameT2 +... 0T, = bm
Donde Z1,---,Znson las incégnitas y los nimeros a;; € K son los coeficientes del sistema sobre el cuerpo
K [=R,C,...].Esposible reescribir el sistema separando con coeficientes con notacién matricial:

([[#Eqnref_1I1]])

apy a1 - Q1p 1 by
a1 G2 - Qgp L2 by

Aml AGm2 ° Qmpp Ty, bm
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Si representamos cada matriz con una unica letra obtenemos:

Ax=Db

Donde A es una matriz m por n, X es un vector columna de longitud n y b es otro vector columna de longitud m. El

sistema de eliminacion de Gauss-Jordan se aplica a este tipo de sistemas, sea cual sea el cuerpo del que provengan

los coeficientes.

Sistemas lineales reales

En esta seccidn se analizan las propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales sobre el cuerpo R , es decir, los

sistemas lineales en los coeficientes de las ecuaciones son numeros reales.

Representacion grafica

La interseccion de dos planos no paralelos es una

recta

linea o superficie.

Un sistema con 72 incdgnitas se puede representar en el n-espacio

correspondiente.

En los sistemas con 2 incégnitas, el universo de nuestro sistema serd el
plano bidimensional, mientras que cada una de las ecuaciones serd
representada por una recta, si es lineal, o por una curva, si no lo es. La
solucién serd el punto (o linea) donde intersecten todas las rectas y
curvas que representan a las ecuaciones. Si no existe ningtin punto en
el que intersecten al mismo tiempo todas las lineas, el sistema es

incompatible, o lo que es lo mismo, no tiene solucién.

En el caso de un sistema con 3 incdgnitas, el universo serd el espacio
tridimensional, siendo cada ecuacién un plano dentro del mismo. Si
todos los planos intersectan en un tnico punto, las coordenadas de éste
seran la solucién al sistema. Si, por el contrario, la interseccién de
todos ellos es una recta o incluso un plano, el sistema tendrd infinitas

soluciones, que serdn las coordenadas de los puntos que forman dicha

Para sistemas de 4 6 mas incdgnitas, la representacion grafica no es intuitiva para el ser humano, por lo que dichos

problemas no suelen enfocarse desde esta Optica.

Tipos de sistemas

Los sistemas de ecuaciones se pueden clasificar segin el nimero de soluciones que pueden presentar. De acuerdo

con ese caso se pueden presentar los siguientes casos:

* Sistema incompatible si no tiene ninguna solucién.

* Sistema compatible si tiene alguna solucidn, en este caso ademds puede distinguirse entre:

* Sistema compatible determinado cuando tiene un niimero finito de soluciones.

* Sistema compatible indeterminado cuando admite un conjunto infinito de soluciones.

Quedando asi la clasificacion:

Determinado

Compatible

Tipos de sistemas

Indeterminado

Incompatible

Los sistemas incompatibles geométricamente se caracterizan por (hiper)planos o rectas que se cruzan sin cortarse.

Los sistemas compatibles determinados se caracterizan por un conjunto de (hiper)planos o rectas que se cortan en un
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unico punto. Los sistemas compatibles indeterminados se caracterizan por (hiper)planos que se cortan a lo largo de
una recta [0 mds generalmente un hiperplano de dimensién menor]. Desde un punto de vista algebraico los sistemas

compatibles determinados se caracterizan porque el determinante de la matriz es diferente de cero:

Sistema compatible determinado <= det(A) # 0

Sistemas compatibles indeterminados

Un sistema sobre un cuerpo K es compatible indeterminado cuando posee un nimero infinito de soluciones. Por
ejemplo, el siguiente sistema:

r 42y =1

2z +4y 2

Tanto la primera como la segunda ecuacion se corresponden con la recta cuya pendiente es —(, by que pasa por el

punto (— 1, 1) , por lo que ambas intersectan en todos los puntos de dicha recta. El sistema es compatible por haber

solucién o interseccion entre las rectas, pero es indeterminado al ocurrir esto en infinitos puntos.
* En este tipo de sistemas, la solucién genérica consiste en expresar una o mas variables como funcién matematica
del resto. En los sistemas lineales compatibles indeterminados, al menos una de sus ecuaciones se puede hallar

como combinacidn lineal del resto, es decir, es linealmente dependiente.
* Una condicién necesaria para que un sistema sea compatible indeterminado es que el determinante de la matriz
del sistema sea cero (y por tanto uno de sus autovalores serd 0):
sistema compatible indeterminado = det A = 0

* De hecho, de las dos condiciones anteriores se desprende, que el conjunto de soluciones de un sistema compatible
indeterminado es un subespacio vectorial. Y la dimensién de ese espacio vectorial coincidird con la multiplicidad

geométrica del autovalor cero.

Sistemas incompatibles
De un sistema se dice que es incompatible cuando no presenta ninguna solucién. Por ejemplo, supongamos el
siguiente sistema:

r +2y =4

20 44y =7
Las ecuaciones se corresponden graficamente con dos rectas, ambas con la misma pendiente, Al ser paralelas, no se
cortan en ningln punto, es decir, no existe ningtn valor que satisfaga a la vez ambas ecuaciones.

Matemadticamente un sistema de estos es incompatible cuando el rango de la matriz del sistema es inferior al rango
de la matriz ampliada. Una condicién necesaria para que esto suceda es que el determinante de la matriz del sistema

S€a Cero:

sistema incompatible = det A =0

Métodos de resolucion

Sustitucion

El metodo de sustitucion consiste en despejar en una de las ecuaciones cualquier incégnita, preferiblemente la que

tenga menor coeficiente, para, a continuacion, sustituirla en otra ecuacién por su valor.

En caso de sistemas con mas de dos incégnitas, la seleccionada debe ser sustituida por su valor equivalente en todas
las ecuaciones excepto en la que la hemos despejado. En ese instante, tendremos un sistema con una ecuacién y una
incégnita menos que el inicial, en el que podemos seguir aplicando este método reiteradamente. Por ejemplo,

supongamos que queremos resolver por sustitucion este sistema:



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Determinante
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Funci%C3%B3n_matem%C3%A1tica
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Autovalor
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Espacio_vectorial
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Paralela

Sistema de ecuaciones lineales

80

v 4y = 22
dr -3y = -1

En la primera ecuacién, seleccionamos la incoégnita Y por ser la de menor coeficiente y que posiblemente nos
facilite mds las operaciones, y la despejamos, obteniendo la siguiente ecuacion.

y=22—3x
El siguiente paso serd sustituir cada ocurrencia de la incégnita ¥ en la otra ecuacion, para asi obtener una ecuacién
donde la tnica incégnita sea la x .

dr — 3(22 — 3z) = -1 = 132z — 66 = —1, = 13z =065
Al resolver la ecuacién obtenemos el resultado » — 5, y si ahora sustituimos esta incégnita por su valor en alguna

de las ecuaciones originales obtendremos 7 = 7, con lo que el sistema queda ya resuelto.

Igualacion
El método de igualacién se puede entender como un caso particular del método de sustitucién en el que se despeja la
misma incégnita en dos ecuaciones y a continuacion se igualan entre si la parte derecha de ambas ecuaciones.
Tomando el mismo sistema utilizado como ejemplo para el método de sustitucion, si despejamos la incognita Y en
ambas ecuaciones nos queda de la siguiente manera:

y= 22-3x
dr+1

3

Como se puede observar, ambas ecuaciones comparten la misma parte izquierda, por lo que podemos afirmar que las

y:

partes derechas también son iguales entre si.

4r +1
3

Llegados a este punto, la ecuacion resultante es resoluble y podemos obtener el valor de la incognita x , y a partir de

22 -3z =

aqui, sustituyendo dicho valor en una de las ecuaciones originales, obtener el valor de la ¥, que ademds ya se
encuentra despejada.

La forma mas fécil de tener el método de sustitucidn es realizando un cambio para despejar x después de averiguar el

valor de lay.

Reduccion

Este método suele emplearse mayoritariamente en los sistemas lineales, siendo pocos los casos en que se utiliza para
resolver sistemas no lineales. El procedimiento, disefiado para sistemas con dos ecuaciones e incognitas, consiste en
transformar una de las ecuaciones (generalmente, mediante productos), de manera que obtengamos dos ecuaciones
en la que una misma incégnita aparezca con el mismo coeficiente y distinto signo. A continuacidn, se suman ambas
ecuaciones produciéndose asi la reduccién o cancelacién de dicha incégnita, obteniendo asi una ecuacién con una

sola incégnita, donde el método de resolucién es simple.
Por ejemplo, en el sistema:

2z 43y =5

S5r 46y =4
no tenemos mds que multiplicar la primera ecuacién por —2para poder cancelar la incégnita ¥ . Al multiplicar,
dicha ecuacién nos queda asi:

—2(2x+3y=5) — —dzxr—06y=-10

Si sumamos esta ecuacion a la segunda del sistema original, obtenemos una nueva ecuacién donde la incégnita Y ha

sido reducida y que, en este caso, nos da directamente el valor de la incégnita x :
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—4dr -6y = -—10

Sr +6y = 4

x = -6
r=—0

El siguiente paso consiste inicamente en sustituir el valor de la incégnita x en cualquiera de las ecuaciones donde

aparecian ambas incognitas, y obtener asi que el valor de Y es igual a:

17
y=13

Método de Gauss

La eliminacion de Gauss-Jordan, mds conocida como método de Gauss, es un método aplicable tinicamente a los

sistemas lineales de ecuaciones, y consistente en triangular la matriz aumentada del sistema mediante

transformaciones elementales, hasta obtener ecuaciones de una sola incégnita, cuyo valor serd igual al coeficiente

situado en la misma fila de la matriz. Este procedimiento es similar al anterior de reduccién, pero ejecutado de

manera reiterada y siguiendo un cierto orden algoritmico.

Tomemos como ejemplo el siguiente sistema:

2t 4y —z
—3r —y +2z
—2r 4y +2=z

Su matriz aumentada sera esta:

2 1 -1

8

-3 -1 2 -11

-2 1 2

-3

8
—11
-3

En primer lugar, reducimos la incégnita x , sumando a la segunda fila, la primera multiplicada por 5, y a la tercera,

la primera fila. La matriz queda asi:

21 -1 8
0L 11
02 15

El siguiente paso consiste en eliminar la incdgnita Y en la primera y tercera fila, para lo cual les sumamos la

segunda multiplicada por —2y por —4, respectivamente.

2 0 -2 6
1 1
03 351
00 —-11

Por dltimo, eliminamos la z, tanto de la primera como de la segunda fila, sumandoles la tercera multiplicada por

—2Yy por 5 respectivamente:

Llegados a este punto podemos resolver directamente las ecuaciones que se nos plantean:

20 0 4
05 03
00 —1 1
20 =4
y_3
2 2
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O, si lo preferimos, podemos multiplicar las tres filas de la matriz por: 5, 2y —1respectivamente, y obtener asi

automdticamente los valores de las incdgnitas en la dltima columna.

r= 2
y= 3
z= —1

Regla de Cramer
La regla de Cramer da una solucién para sistemas compatibles determinados en términos de determinantes y
adjuntos dada por:
z; = det(Aj)
det(A)
Donde Aj es la matriz resultante de remplazar la j-ésima columna de A por el vector columna b. Para un sistema de

dos ecuaciones y dos inconitas:
ar + by =e
cx + dy =f

La regla de Cramer da la siguiente solucion:

e b a e
S d’_ed—bf e fl _af—ec
T b ad—be’ Y700 b T ad—be
c d c d

Nota: Cuando en la determinante original det(A) el resultado es 0, el sistema indica multiples o sin coincidencia.

Sistemas lineales en un cuerpo arbitrario

Cuando consideramos ecuaciones lineales cuyas soluciones son nimeros racionales, reales o complejos o mads
generalmente un cuerpo [K , la solucién puede encontrarse mediante Regla de Cramer. Para sistemas de muchas
ecuaciones la regla de Cramer puede ser computacionalmente mas costosa y suelen usarse otros métodos mas
"econdémicos" en niimero de operaciones como la eliminacién de Gauss-Jordan y la descomposicién de Cholesky.

Existen también métodos indirectos (basados en iteraciones) como el método de Gauss-Seidel.
Si el cuerpo es infinito (como es el caso de los nimeros reales o complejos), entonces solo puede darse una de las
tres siguientes situaciones:
* el sistema no tiene solucién (en dicho caso decimos que el sistema estd sobredeterminado o que es incompatible)
* el sistema tiene una tnica solucién (el sistema es compatible determinado)
* el sistema tiene un nimero infinito de soluciones (el sistema es compatible indeterminado).
Un sistema de la forma
Ax=0

se le llama sistema homogéneo. El conjunto de todas las soluciones de este tipo de sistema se le llama nicleo de la
matriz y se escribe como Nuc A.
Se han disefiado algoritmos alternativos mucho mds eficientes a la eliminacién de Gauss-Jordan para una gran
cantidad de casos especificos. La mayoria de estos algoritmos mejorados tienen una complejidad computacional de
O(n?). Algunos de los métodos mds usados son:
* Para los problemas de la forma Ax = b, donde A es una matriz de Toeplitz simétrica, se puede utilizar la recursién

de Levinson o alguno de los métodos derivados de éste. Un método derivado de la recursién de Levinson es la

recursion de Schur, que es ampliamente usado en el campo del procesamiento digital de sefiales.
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* Para los problemas de la forma Ax = b, donde A es una matriz singular o casi singular, la matriz A se descompone

en el producto de tres matrices en un proceso llamado descomposicién de valores singulares.

Solucion de sistemas lineales en un anillo

Los métodos para resolver el sistema ([[#Equation_111]]) sobre un anillo son muy diferentes a los considerados
anteriormente. De hecho la mayoria de métodos usados en cuerpos, como la regla de Cramer, son inaplicables en

anillos debido a que no existen inversos multiplicativos.

La existencia de solucién del sistema ([[#Equation_111]]) sobre los enteros requiere varias condiciones:

1. Paracadai med(a;, a, ..., a;,)es divisorde b;.
2. Si la condicién anterior se cumple para un determinado i existe un conjunto de enteros &, formado por el

conjunto de enteros que satisface la i-ésima ecuacion, y existird solucién si la interseccién S1 N ... N S, # & .

Véase también

e Sistema de ecuaciones

» Sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas

Enlaces externos

. . . 1
¢ Resolusor de ecuaciones lineales en linea (1]
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