Apuntes de
Mecanica de Fluidos

Agustin Martin Domingo

Departamento de Fisica e Instalaciones
E.T.S. Arquitectura de Madrid
Universidad Politécnica de Madrid



Copyright

Esta obrdApuntes de Mecanica de Fluidogtexto y figuras) es:
Copyright (C) 1997-2011 Agustin Martin Domingagust i nérmar ti n@nai | . con»

con las siguientes excepciones:

e La figura 5-2 es Copyright 2006 Isaka YOoji, y se distribuyeodajencia Creative Commons Attribution-Share Alike 2.1
Japan.

e La figura 5-9 pertenece al dominio publico y proviene delrimf® de Henry Darcy de 1836es fontaines publiques de la
ville de Dijor{1].
Algunos derechos reservados.
Versionl. 0. 1, mayo de 2011.

Licencia de distribucion

Este trabajo se distribuye bajo una licen€Cigative CommonReconocimiento-Compartirlgual 3.0 Espafia (CC-
BY-SA). Para ver una copia de esta licencia, visite la padek licencia

http://creativecomons. org/licenses/by-sal/3.0/es

o envie una carta a Creative Commons, 171 Second Street, 330t San Francisco, California, 94105, EEUU.

Estos apuntes se hacen publicos con la intencién de que SleanAunque se ha tenido cuidado durante su prepa-
racion no puede descartarse que alin contengan erroregoEhaiwgarantiza que el contenido de estos apuntes esté
libre de errores.

This work is licensed under the Creative Commons Attribu8hareAlike 3.0 Spain License. To view a copy of
this license, visit

http://creativecomons. org/licenses/by-sal/3.0/es/
or send a letter to Creative Commons, 171 Second Stree¢ 3 San Francisco, California, 94105, USA.

These notes are provided in the hope they are useful. Whéleaption has been taken during its preparation, it is
possible that notes still contain some errors. There islatedp no warranty about its contents.

Resumen de la licencia:
Esta permitido. . .

e Copiar, distribuir y comunicar publicamente la obra

e Hacer obras derivadas
Bajo las siguientes condiciones

Reconocimiento: Se deben reconocer los créditos de la obra de la manerafesgpor el autor o el licenciador.

Compartir bajo la misma licencia: Si se altera o se transforma esta obra, 0 se genera una oladdesolo se
puede distribuir la obra generada bajo una licencia siraiksta.




Indice

1. Introduccion a los fluidos. La hipotesis del continuo. 5
1.1, IntroduCCiON . . . . . o e e 5
1.2. Descripcion de un fluido. Hipotesis del continuo. . . ..o v oo v v v e
1.3. Propiedades delosfluidos. . . . . . . . . . L e e e

1.3 1. Densidag . . . . . . . .
1.3.2. Pesoespecifien. . . . . . . .
1.3.3. Volumenespecifico. . . . . . . . .
1.3.4. Viscosidad. . . . . . oo e e 8
1.3.5. Presion. . . . . . . e 8
1.3.6. Compresibilidad. . . . . . . . e e e e 8
1.3.7. Dilatacion térmiCa. . . . . o v v v e e e e

2. Estatica de fluidos. 11

2.1. Ecuacion general de la estatica de fluidos. Principi@ageal. . . . . . . . . .. ... ...
2.1.1. Expresiondiferencial de lamisma. . . . . . . . . 11
2.1.2. Caso particular: fluido incompresible. . . . . . . . . L. 13
2.1.3. Principiode Pascal.. . . . . . . . e 13
2.1.4. Paradojade Pascal. . . . . . . . . L e e 13

2.2, TubosenUymandmetroS. . . . . . . . . . o o o e 14
2.2.1. Fluidosmiscibles. . . . . . . . 14
2.2.2. Fluidosnomiscibles. . . . . . . . e e 14
2,23, ManOMELrOS. . . . . . o o o e e 15
2.2.4. Manometrodiferencial. . . . . . . .. L e 15

2.3.  Variacion de la presion con la altura en un gas perfette@oso. . . . . . . . . ...
2.3.1.  Atmoésferaisoterma. . . . . . . . . e e e 17
2.3.2. Dependencialineal . . . . . . . . L e e e 17
2.3.3.  AtmoOsferatipo . . . . . . . e e 17

2.4. Fuerzas hidrostéticas sobre superficies. . . . . . . . . .. 18
2.4.1. Fuerzasobresuperficiesplanas. . . . . . . . . . L 18
2.4.2. Fuerzasobre superficies curvas. . . . . . . . ..o e 21

2.5. Equilibriode un cuerpo sumergido. . . . . . . L L L e e e e 21
2.5.1. Flotacion. Principio de Arquimedes. . . . . . o v v i e e 21
2.5.2. Estabilidad de un cuerpo semisumergido . . . . . . . .. e i e e e 22

3. Dinamica de fluidos perfectos. 25
3.1. Movimiento de un fluido perfecto. . . . . . . . .. 25



3.1.1. Aproximaciones clasicas al estudio de los fluidos.. .. .. . . . . . ... ... ... L. 25
3.1.2. Tiposdeflujo. . . . . e e e e 26
3.1.3. Senda, linea de corriente y de traza. Tubode flujo. . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 26
3.2, Ecuacidnde continuidad. . . . . . . .. e e e e 28
3.2.1. Formaintegral. . . . . . . L e e e 28
3.2.2. Formadiferencial. . . . . . . e e 29
3.3. Fuerzay aceleracién enunelementodefluido. . . . . . . .. ... L L 31
3.3.1. Fuerza neta sobre un elemento de un tubo de flujo.ci@mide la cantidad de movimiento. . . . . . . .. 31
3.3.2.  Ecuaciones de movimiento microscopicas. Aceléna&cuacionde Euler. . . . . . . .. ... ... .. 32
3.3.3. Aplicacion aun fluido €N reposo . . . . . v v v v v e e e e e e 33
3.3.4. Aplicacion a un fluido en reposo en un sistema de med&eo inercial . . . . . ... ... .. 33
3.3.5. Morticidad . . . .. e 36
3.4. Conservacion de la energia. Ecuacionde Bernoulli. . . . . . . . . ... 37
3.5. Aplicaciones de las ecuaciones anterioreS. . . . . . . v . v v e i e e e e e e e 40
3.5.1. \Velocidad de salida por un orificio (teoremade Teilic . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 40
3.5.2. Tiempodevaciado de undeposito. . . . . . . . . .. e e 41
3.5.3. Presion dindmicay presion estatica. Tubode Pitot - . . . . . . . . . ... ... ... ... 41
3.5.4. Efecto Venturi. Venturimetro. . . . . . . . . . e 42
Dinamica de fluidos reales. Flujo de fluidos en tuberias. 45
4.1, INtroduCCiON. . . . . L o o e e e e e 45
4.1.1. Conceptodeviscosidad. . . . . . . . . e e 45
4.1.2. Régimen laminary régimen turbulento. . . . . . . . . . oo 46
4.2. Efectodelaviscosidad enlosfluidosreales. . . . . . . ... . . L 47
4.2.1.  Fluidos Newtonianos. . . . . . . . . e e e 47
4.2.2. Dequédependelaviscosidad . . . . . . . ... e e e 48
4.2.3. Lacondicion de no deslizamiento . . . . . . . . 49
4.2.4. FluidoS NO NEWIONIANOS. . . . . . . . . e e e e 50
4.3. Ecuaciones de movimiento de los fluidosreales. . . . . . . . . . ... 51
4.3.1. Fluido perfecto 0 flujonOVISCOSO. . . . . . v v v v v i e 53
4.3.2. Fluido newtoniano. Las ecuaciones de Navier-Stokes. . . . . . . . . . . . . ... 53
4.4. Distribucion de velocidades y tensiones cortantesnbid de Poiseuille. . . . . . . . . . ... oL 54
4.5. Numero de Reynolds. Conceptode capalimite. . . . . . . ... . ... . 56
4.6. Pérdidasde carga. Generalidades. . . . . . . . . . ... e 57
4.6.1. Pérdidasdecargalineales. . . . . . . . L e e e 57
4.6.2. Pérdidasdecargasingulares. . . . . . . ... e e e 60
4.6.3. \Variacion de alturadebidaaunamaquina. . . . . . . . . e e oL 62
4.6.4. Representacion graficade lapérdidadecarga. . . ... o o 63
47. Redesdetuberias . . . . . . L e e 64

4.8.

CavitaCion . . . . . . . e 65



Indice 3
4.9. Golpe de ariete o choque hidraulico . . . . . . . . o 0 65
5. Mecéanica de fluidos en medios permeables. 69
5.1. Fendémenos de superficie: tension superficial y cagélelri. . . . . . . . . ... ... o 69
5.1.1. Tensionsuperficial. . . . . . . . . e e e 69
5.1.2. AngUIO e CONACIO . .« . v v v v v e e e e e e 73
5.1.3. Capilaridad . . . . . . . . 74
5.2. Fluidos en medios permeables. . . . . . . . e e e e 76
5.2.1. Velocidad de descarga y velocidad microscopica@dim . . . . . . . . . . ... ... 78
5.2.2. LaleydeDarcyenunadimension. . . . . . . . . . . . i e 79
5.2.3. Potencial hidraulico y sus componentes. El camp@biido. . . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 83
5.2.4. LaleydeDarcy entresdimensiones. . . . . . . . . . .. e e e e e e 84
5.2.5. Flujo a través de terrenos saturados homogéneos@pis®. . . . . . . . . . . . . . .. ... 85
5.2.6. Laecuacion de Laplace y suresolucion. . . . . . . . . . i e 85
5.2.7. Flujo permeable a través de medios anisOtropos . . . w w v v v v v v e e e 87
5.2.8. Lareddeflujo. . . . . e 920
5.2.9. Ejemplos de redes de flujo en distintos sistemas . . . . .. .. ... L oo o0 90
5.2.10. SUDPresiones . . . . . . e e e 92

Referencias 95






Capitulo 1

Introduccion a los fluidos. La hipotesis del
continuo.
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1.1. Introduccion

La Mecanica de Fluidos estudia las leyes del movimientosl#ualos y sus procesos de interaccion con los cuerpos
sélidos. La Mecanica de Fluidos como hoy la conocemos es ezalende teoria y experimento que proviene por un
lado de los trabajos iniciales de los ingenieros hidraslide caracter fundamentalmente empirico, y por el otro del
trabajo de basicamente matematicos, que abordaban e¢praldesde un enfoque analitico. Al integrar en una Unica
disciplina las experiencias de ambos colectivos, se evitalta de generalidad derivada de un enfoque estrictamente
empirico, valido Unicamente para cada caso concreto, y @hmtiempo se permite que los desarrollos analiticos
matematicos aprovechen adecuadamente la informaciéniergueal y eviten basarse en simplificaciones artificiales
alejadas de la realidad.

La caracteristica fundamental de los fluidos es la denoraiiiadez Un fluido cambia de forma de manera continua
cuando esta sometido a un esfuerzo cortante, por muy pequefgea éste, es decir, un fluido no es capaz de soportar
un esfuerzo cortante sin moverse durante ningun intenateedcpo. Unos liquidos se moveran mas lentamente que
otros, pero ante un esfuerzo cortante se moveran siempraetaa de la facilidad con que se mueve vendra dada
por laviscosidadque se trata mas adelante, relacionada con la accion desugezrozamiento. Por el contrario en
un solido se produce un cambio fijopara cada valor de la fuerza cortante aplicada. En realidaoh@s solidos
pueden presentar en cierto modo ambos comportamientagj@lz tension aplicada esta por debajo de un cierto

F F
L/ / S T T
! / / ‘//////ﬁ/
/ / e
i | £ |
Solido Liquido

Figura 1-1 Diferencias entre el comportamiento de un liquido y de uiisdiente a una fuerza cortante aplicada.
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umbral presenta el comportamiento habitual, mientras quemcima de un cierto umbral el sélido puede plastificar,
produciéndose una deformacion méas continua para una fiijarzte forma parecida a como ocurre en un fluido. Esto
es precisamente lo que ocurre erzdma de fluencieSi la fuerza persiste, se llega a la rotura del sélido.

Asi, mientras que un solido experimenta un desplazamiezftoido (o se rompe por completo) bajo la accion de
una fuerza cortante, en los fluidos pequefias fuerzas produaades deformaciones no elasticas (en general no se
recupera la forma) a volumen constante, que se realizanrd®foontinua. Mientras que para un solido bajo una
fuerza cortante constante se alcanza un angulo de def@mdeierminado y constante, en un fluido debemos hablar
de una velocidad de deformacién constante o no, ya que landafion se produce de forma continua.

Dentro de los fluidos, la principal diferencia entre liquadogases estriba en las distintas compresibilidades de los
mismos.

Gases.Los gases presentan una gran compresibilidad, que infllre $as caracteristicas del flujo, ya que tanto el
volumen como la densidad varian con facilidad. En el casmslgdses el movimiento térmico vence a las
fuerzas atractivas y, por tanto tienden a ocupar todo ehvefudel recipiente que los contiene.

Liquidos. En el caso de los liquidos, por el contrario, la compresiaiies muy débil. Esto es debido a que las
fuerzas atractivas entre las moléculas del liquido venterogimiento térmico de las mismas, colapsando las
moléculas y formando el liquido. Al contrario que en el castod gases, que tendian a ocupar todo el volumen
gue los contiene, los liquidos tienden a formar una supefftoie.

La nocion de compresibilidad dada es la correspondientestddica de fluidos. En dindmica de fluidos, hay casos
en los que la densidad no varia a lo largo del flujo, inclusorefiuido compresible, por lo que a ese flujo le pode-
mos aplicar las leyes de los fluidos incompresibles. Tienesta caso mas sentido hablar de flujo compresible o
incompresible.

Los fluidos no conservan la forma. Al situarlos en un recif@eoman la forma del mismo (si lo llenan) o de parte
del mismo.

1.2. Descripcion de un fluido. Hipotesis del continuo.

Para la descripcion del movimiento de un fluido recurriremias leyes generales de la Mecéanica (leyes de Newton,
leyes de conservacion de la cantidad de movimiento y de lag&)ejunto con relaciones especificas condicionadas
por la fluidez.

A escala microscopica la materia, y en particular un fluidé esmpuesta de moléculas a cierta distancia promedio
con espacio vacio entre ellas. Estas moléculas estan gantante moviéndose y colisionando entre si. Un andlisis
exacto del problema debiera tener en cuenta la accion demgaldaula o grupo de moléculas en el fluido. Este proce-
dimiento, con algunas simplificaciones importantes es elsguadopta en Teoria Cinética y en Mecanica Estadistica,
pero es aun demasiado complejo para utilizarlo en el trabaj® de hidraulica.

En la mayor parte de los calculos hidraulicos, el interés estimente centrado en manifestaciones macroscoépicas
promedio que resultan de la accion conjunta de una grardeahtie moléculas, manifestaciones como la densidad,
la presion o la temperatura. En la practica es posible haweisimplificacion importante, suponer que todas estas
manifestaciones son el resultado de la accién de una higetdistribucion continua de materia, a la que denomi-
naremos el continuo, o el medio continuo, en lugar de estatliconglomerado real de las moléculas discretas, de
mucha mayor complejidad. De esta forma a la hora de estudéstios problemas sustituiremos la materia real por
este medio continuo ficticio, cuyas propiedades varianmhed@ontinua y reflejan las propiedades macroscépicas del
medio real.

Este concepto del medio continuo permite una gran simgifioeen el analisis. Por supuesto, este enfoque debe
utilizarse anicamente cuando arroje resultados razomegsite correctos. Por ejemplo, no puede utilizarse cuando el
recorrido libre medio de las moléculas es del orden de lasiinatgs caracteristicas del problema. En estas condicio-
nes, la accion de cada molécula individual es significatiglalye estudiarse individualmente.
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Por ejemplo, consideremos la accién sobre una superficemréd en el caso de un depdsito cerrado que contiene
un gas a una cierta presién, en un estado estacionariostnalbaja presion, la gran cantidad de colisiones de molé-
culas sobre la superficie da lugar a una fuerza global quenadtica puede considerarse independiente del tiempo,
comportamiento que sera correctamente simulado por oueigintético medio continuo. Ahora bien, si la presion
fuera tan baja que Unicamente quedaran en el tanque unasrpobEculas de forma que el recorrido libre medio de
las mismas es del orden de magnitud del elemento consideedbservara una actividad erratica seguiin las moléculas
individuales o los grupos de moléculas bombardean la safgeyfno se podra hablar de una fuerza constante, sino de
una serie de choques aleatorios contra la superficie. Estpartamiento no podria ser reflejado por nuestro medio
continuo. Lo mismo ocurriria si considerando el gas disaredl, tomamos una superficie muy pequefia, de forma que
su tamafio es del orden del recorrido libre medio de las miglgcu

Sin embargo, si ya estamos trabajando con el medio contiraomymagnitudes macroscopicas, un elemento de
volumen infinitesimal serda un elemento de volumen del meditticuo y no de la materia real discreta, con lo que
trabajaremos con la confianza de que a partir del mismo ofgteras las magnitudes macroscopicas.

Hipétesis del continuo:

La materia y las propiedades fisicas asociadas a la mismassideran dispersas de forma continua
en ella, y no concentradas en pequefias fracciones (atomofigutas) de la misma.

De este modo, sustituimos la materia real de caracter thspog una materia ficticia continua cuyas propiedades
en cada punto vienen dadas por las propiedades promedioragdaa real en el entorno de ese punto.

1.3. Propiedades de los fluidos.

1.3.1. Densidady

Se define como la masa por unidad de volumen. Sus unidadesisteaia internacional son [kg#in

Para un fluido homogéneo, la densidad no varia de un punto & ptrede definirse simplemente mediante

pP= m (1-1)

Por el contrario, para un fluido inhomogéneo, la densjdaaria de un punto a otro. Por tanto tenemos que definir
la densidad en un punto como la masa por unidad de volumen elemento diferencial de voluméen torno a ese
punto:

dm

Pz (1-2)

p=p(r,y,2,t) =

Esto es posible gracias a la continuidad. En los liquidosgrar baja compresibilidad, la densidad depende de la
temperatura, pero apenas depende de la presién,p(T'). Para los fluidos compresibles, la densidad depende en
general tanto de la presion como de la temperafura, p(p, T). Para el caso concreto de un gas ideal, con una
ecuacion de estagd” = nRT, la densidad tiene la forma concreta:

_ My

" RT (1-3)

p(p,T)

TNoétese que, aunque sea un elemento infinitesimal de voluooetiene una gran cantidad de particulas y podemos defiojrigatades
promedio.
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1.3.2. Peso especificp

El peso especifico se define como el peso por unidad de volusneel sistema internacional sus unidades son
[N/m?3]. Para un fluido homogénep= mg/V = pg, mientras que para un fluido inhomogéneo,

dm

= = 1-4
97 =PI (1-4)

v =7,y 2,t) =

dondeyg es la aceleracion de la gravedad.

1.3.3. Volumen especifico

Se denomina volumen especifico al volumen ocupado por ladmd masa. Para un fluido homogéneo se define
comov = V/m = 1/p, mientras que en el caso general de un fluido inhomogéneretand que hablar de su valor

en un punto,

awv 1

— = (1-5)
dm p

En todos los casos,= 1/p. Sus unidades en el sistema internacional sotgj.

v=uv(r,y,2,t) =

1.3.4. Viscosidad.

Como se ha dicho en la introduccién, la viscosidad reflejasestencia al movimiento del fluido y tiene un papel
andlogo al del rozamiento en el movimiento de los soélidosvikeosidad esta siempre presente en mayor o0 menor
medida tanto en fluidos compresibles como incompresibégs, o siempre es necesario tenerla en cuenta. En el caso
de losfluidos perfectos o no viscosss efecto es muy pequefio y no se tiene en cuenta, mientras glieaso de los
fluidos reales o viscosal efecto es importante y no es posible despreciarlo. Erseldsl agua a veces se habla del
flujo del agua seca para el flujo no viscoso del agua y del flujaglea mojada para el flujo viscoso.

1.3.5. Presion.

Lapresionen un punto se define como el valor absoluto de la fuerza pdadmie superficie a través de una pequefia
superficie que pasa por ese punto y en el sistema internasionmidad es ePascal(l Pa=L N/m?). Mientras que
en el caso de los soélidos en reposo, las fuerzas sobre undiciegeueden tener cualquier direccion, en el caso de
los fluidos en reposo la fuerza ejercida sobre una superfatie der siempre perpendicular a la superficie, ya que
si hubiera una componente tangencial, el fluido fluiria. BEzagb de un fluido en movimiento, si éste es no viscoso
tampoco aparecen componentes tangenciales de la fueraaj ge trata de un fluido viscoso si que aparecen fuerzas
tangenciales de rozamiento.

De este modo, un fluido en reposo a una pregiéjerce una fuerza pdS sobre cualquier superficie plana arbitraria
en contacto con el fluido en el punto, definida por un vectaauinidS, perpendicular a la superficie. En general, la
presién en un fluido depende del punto= p(z,y, z). Asi, para un fluido en reposo la presion se define como la
fuerza normal por unidad de superficie.

1.3.6. Compresibilidad.

Se caracteriza por el coeficiente de compresibilidadefinido como
1dV

R = —Vd—p (1—6)

gue representa la disminucion relativa del volumen porathi@e aumento de presion. Sus unidades son de inversa de

presion, en el sistema S.I. fifN]. Su inversa,

=2 (1-7)
K

es el modulo de compresibilidad [Nfijn Tantox como/C dependen de la forma en que se realiza el proceso.
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1.3.7. Dilatacion térmica.

Se caracteriza por el coeficiente de dilatacion de volumenrepresenta el aumento relativo del volumen producido
por un aumento de la temperatura, y esta definida como

1dv

ay = Vﬁ (1_8)

dondeV es el volumen inicial del liquido. Sus unidades son de imvdesgrados [K!] o [°C~!] y depende de la
forma en que realiza el proceso.
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Capitulo 2

Estatica de fluidos.
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Comenzaremos estudiando el caso del fluido estatico, eraklarias las particulas tienen (en movimiento prome-
dio) una velocidad nulaEn este fluido en reposo no aparecen fuerzas tangencialésigas lugar a un movimiento
tangencial. Asi, las fuerzas de contacto ejercidas por wdoflen reposo sobre la pared del recipiente que lo contiene
son siempre perpendiculares a la misma. Asimismo, si intiogbs un cuerpo cualquiera en el interior de un fluido,
se ejercera una fuerza sobre toda la superficie del cuerporgacto con el fluido y esta fuerza sera normal a la
superficie en cada punto. La fuerza por unidad de superfiperdera del punto de la superficie, pero para un punto
dado no dependera de la orientacién de la superficie del@eerpse punto. Denominarenmesionejercida sobre
la superficie a la magnitud de esta fuerza normal por unidadiplerficie. La presién es una magnitud escalar.

2.1. Ecuacion general de la estéatica de fluidos. Principio deascal.

2.1.1. Expresion diferencial de la misma.

El caso mas general

En el caso méas general, la fuerza de presion por unidad deneolejercida por el fluido exterior a un pequefio
elemento de volumen sobre el contenido del mismo, vendra pladel gradiente de la presidvip (véase la seccion
3.3.2). Sino hay otras fuerzas como la de la gravedad, lédprdebe compensarse para que haya equilibrio.

fRigurosamente, se mueven (en movimiento promedio) con eloaidad constante con respecto de un sistema de refeiperiial.

11
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dz
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Figura 2—1 Obtencion de la ecuacion general de la estatica de fluidos.

Consideremos una situacion en la que estas fuerzas adesgneeden describirse mediante una energia potencial,
con® el potencial o energia potencial por unidad de masa. Ladysrunidad de masa vendra dada en esas circuns-
tancias por-V® y si p es la densidad del fluido, la fuerza por unidad de volumenpar®. La suma de las fuerzas
que actliian sobre el elemento de volumen debe ser cero enlédrémastatico, y por tanto se cumplira la ecuacion

—Vp—pVd =0 (2-1)

que es la ecuacion general de la hidrostéatica. Esta ecueiéhcaso general no tiene solucién. Si la densidad varia
en el fluido de forma arbitraria no es posible que las fuergeequilibradas y el fluido no puede estar en equilibrio
estético, estableciéndose corrientes de conveccionegstsi ya qu§p es un gradiente puro mientras que el término
pﬁ@ no lo es para una densidad/ariable en general. El equilibrio hidrostatico es posilecamente en el caso de

p constante o cuandeoes funcion Gnicamente ge Veremos a continuacién algunos casos en los que esto es asi.

La ecuacion de la hidrostatica parap = p(z)

Calculemos ahora la dependencia de la presién con la aliura 8uido sometido a la atraccién gravitatoria. Para
ello consideraremos un pequefo elemento prismatico iedinital de volumerdV” cuyas caras son perpendiculares a
los ejes coordenados y tienen dimensiafiesdy y dz, con su cara inferior a una alturala fuerza que actta sobre
la cara inferior del elemento prismatico es obviamente

dF(2) = p(2)dzdyi.
mientras que la fuerza que actla sobre la cara superior es
dF (z 4 dz) = p(z + dz)dzdy(—i.) = — [p(z) + dp) dzdyi.
La fuerza de presion neta hacia arriba en la direccion e e

—

dF, = dF(z) + dF(z — dz) = —dpdzdyi.
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gue a su vez debe ser igual al peso del fluido contenido degltedemento prismaticpgdzdydz, de donde se obtiene
la ecuacién general de la estatica de fluidos en forma difexen

dp = —pgdz

donde el signo negativo refleja el hecho de que la presiénimlismm al aumentar la altura.

2.1.2. Caso particular: fluido incompresible.

En el caso de un fluido incompresible la densidad no depentiepiesion, y ademas se tiene una superficie libre.
Es posible describir el problema en funcién de la profundligspecto de la superficie libke que aumenta segin
disminuye. La ecuacién general de la estatica quedariaedgpen forma diferencial, como

dp = —pgdz = pgdh

Esta ecuacién se puede integrar con facilidad entre lacipdibre y un punto a una profundidéd quedando

h h
/dp:p_patm:/ pgdh = pgh
0 0

gue se escribe como

P(h) = patm + pgh = Patm + vh (2-2)
y que es la ecuacion general de la estatica en forma integralyn fluido incompresible. En concreto, entre dos
puntos del fluido a distinta profundidad, la diferencia despnes es

p2 —p1 = pg(ha — h1) = —pg(z2 — 21) (2-3)

Estas expresiones subrayan el importante resultado deaquredion de un fluido en reposo en un punto del mismo
depende exclusivamente de la profundidad a la que se enawketio punto, y de que la diferencia de presiones entre
dos puntos depende exclusivamente de la diferencia deratiofades de los mismos (y, obviamente, de la densidad
del fluido).

2.1.3. Principio de Pascal.
El resultado anterior nos lleva de forma inmediata al ppiccile Pascal,

En un fluido incompresible, las variaciones locales de resie transmiten integramente a todos los
puntos del fluido y en todos los sentidos, asi como a las saigsrén contacto con el fluido.

o dicho con otras palabras, si la presion en un punto aumenita&jemplo por la aplicacion de una fuerza externa,
aumenta por igual en los demas puntos del fluido, ya que s&3B) [a diferencia de presiones entre dos puntos
determinados depende Unicamente\depara un fluido estatico.

El hecho de que los liquidos sean compresibles (aunque nmag) pace que este cambio de presion se transmita
como una onda hasta que se restablece el equilibrio me¢greodonces ya se cumpliria el principio de Pascal. Este
mismo principio se cumple también para fluidos compresiblea vez alcanzado el equilibrio.

2.1.4. Paradoja de Pascal.

A primera vista puede resultar algo sorprendente el heclypedgara un fluido dado, la presion dependa exclusi-
vamente de la profundidad y no de otras cosas como el tamafimg el recipiente, o pueden resultar algo extrafias
situaciones como la siguiente, conocida como paradoja sieaPa

Consideremos los tres recipientes de idéntica base quesenpan en la figura 2—2. Los tres estan llenos de agua
hasta el mismo nivel, pero sus formas son muy distintas, iene ta parte superior muy cerrada, uno es cilindrico y
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(@)

(b)
misma para los tres) es la misma.

Figura 2-2 Paradoja de Pascal. A pesar de que la cantidad de fluido eadiggentes sea claramente distinta, la presion en la baseegla

2.2. Tubos en Uy mandémetros.
2.2.1.

el otro tiene la parte superior muy abierta, pero todos &lo®n la misma basePuede resultar algo sorprendente el
Fluidos miscibles.

hecho de que en los tres casos la fuerza ejercida sobre ladmkemisma, como se desprende de la ecuacién general
de la estatica de fluidos. Sin embargo, no es tan sorprerslesgtéene en cuenta que las paredes del recipiente ejercen
sobre el liquido una fuerza perpendicular a las mismas, geegtener una componente vertical neta bien hacia abajo
(primer caso), nula (segundo caso) o bien hacia arribaeft@aso), componente vertical que es necesario tener en
tercer caso aminora el efecto del peso del fluido.

cuenta, y que en el primer caso aflade un término adicionasal gel fluido, en el segundo caso no afecta y en el

Consideremos el caso de un sistema de vasos comunicantesufmouen U) que contiene un fluido de densigad
Si denominamo® 4 y 0p a dos puntos en la base que se encuentran a la misma alturaipgim obstaculo entre
medias, esta claro que la presion en ambos puntos es la misma; po,. Sin embargo queda la duda acerca de
lo que ocurre con las presiones en los puntby N, que se encuentran a una altdraor encima dé)4 y Op Yy
PN =PM-

que no estan comunicados de una forma tan clara y directa koestan los punto8,4 y 0p. Sin embargo, se ve
enseguida que si la diferencia de presiones evtne04 esprs — po, = —pgd Y la diferencia de presiones entié
2.2.2. Fluidos no miscibles.

y 0B eSpm — po, = —pgd, al tener en cuenta qug, = po,, S€ obtiene directamente que para un fluido en reposo,

Las cosas no son tan claras sin embargo, si se tienen fluidossaibles. Consideremos el caso de la figura en el
gue se tienen dos fluidos no miscibles, de forma que el fluid@ eslumna B es mas denso que el fluido en la columna

A. Sea C lalinea que pasa por la interfase entre los dos flyidog dos puntos a la misma altura. Sédry N dos

puntos a la altura del nivel superior de la columna B. Si lasadumnas estan abiertas a la atmdésfera, las presiones

Lo mismo ocurre en el caso de la fuerza sobre una pequefidisigpen la base de una presa llena de agua hasta un ciertoyivélierza
sobre una superficie similar en un tubo vertical de seccidle la superficie, lleno de agua hasta la misma altura de la.pres
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Figura 2-3 Presion en un tubo en U. a) caso de fluidos miscibles. b) Cafloides no miscibles.

respectivas e y N Serampy = paim Y P = Patm + 7ada, POr lo que claramentgy; > py. En liquidos no
miscibles las presiones a la misma altura son en genereitdsst

El esquema de la figura nos permite obtener la densidadveetiilos dos fluidos. Como las presiones en la linea
C son las mismas para la columna A que para la B, al correspeande mismo fluido, se tiene que ge, =
Datm + Yaha Y Dcp = Patm + YBhp S€ Obtieneyaha = yphp, 0 que permite obtener la densidad relativa en
funcion de la altura de las distintas columnas como

YA _pa_ ha (2-4)
Y8 pPB  ha

2.2.3. Manometros.

Consideremos ahora el caso de un manémetro que quereniwar ydlra medir la presién en un recipiente A en la
forma que se muestra en la figura. Como a la altura MN hay urodhiclo, pyy = pa;. Como la presién en M viene
dada pompy; = pa + vad y la presion en N popy = paim + vh, S€ tiene que la presion en el deposito A vendra
dada por

PA = Patm +Yh — yad (2-5)

gue en el caso habitual de un fluido manométrico mucho mas dgresel fluido en A se reduce a

PA = Patm + 'yAh (2—6)

Esta aproximacion es en general vélida sk v4. En caso contrario es necesario utilizar la primera de |psesio-
nes. Normalmente con el mercurio como fluido manométricpitaxdmacion va bastante bien, a no ser que se quiera
medir la presion de un fluido muy denso, ya que la densidativeldel mercurio respecto del agua es alta, de 13,6.

2.2.4. Manémetro diferencial.

Un razonamiento anélogo se puede hacer para el caso del ra@oddiferencial de la figura, con una presién
Py = pa +7ada +vhenM,yunapresiopy = pp + v €n N, lo que da una diferencia de presiones entre Ay B

pB —pa =Yh+vada —vpdp (2-7)

gue para el caso habituat> v4,vp queda simplemente comg — pa = vh
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Figura 2—4 Medida de la presion con un manémetro. a) Manémetro norméilnometro diferencial.

2.3. \Variacion de la presion con la altura en un gas perfectorereposo.

Hemos visto que la variacién diferencial de la presion cqorédundidad viene dada pdp = pgdh = —pgdz =
—~dz y hemos resuelto el problema para un fluido incompresipieA no varian con la presion).

Consideremos ahora el caso de un fluido compresible, y nosggemos al caso en que este fluido compresible es
un gas que se comporta como un gas ideal (ésto ocurre coe altaiosférico y con buena parte de sus componentes
para un rango de presion y temperatura relativamente alto).

Obtengamos en primer lugar la dependencia de la densidagsiédeal con presion y temperatura. Si tenemos en
cuenta que = m/V'y quen = m/M, conM el peso molecular promedio del gas ideal,

m m
V = nRT = p— = —
pV =n P T

por lo que la densidad queda:

ip
T)=—-. 2-8
pp,T) = (2-8)
La variacion infinitesimal de la presion con la altura se puentonces escribir como
Mp
dp = —pgdz = —p(p,T)gdz = — - gdz (2-9)

Agrupando variables, =
dp Mg dz

p RT
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que, al integrar queda -
P Mg [*dz
In—=-——> —.
Po R 0 T
Ahora bien, en generdl = T'(z), es una funcion dey por tanto, para poder obtener la variacion de la presioracon
elevacion es necesario conocer la funcidn).

(2-10)

2.3.1. Atmosferaisoterma

Consideremos primero el caso mas sencillo, el de una atmadisfaterma coli’ = 7, = cte. En este caso, la
expresion anterior queda

P Mgz — 2z
In&= === 2-11
Do R Ty ( )
que da una variacion exponencial de la presion con la altura
M
P = Po €Xp {R—J%(Z - Zo)} (2-12)

gue es una buena aproximacion para pequefas alturas.

2.3.2. Dependencia lineal

Para grandes alturas, la temperatura de la atmdsfera digetie forma aproximadamente lineal hasta unos 11000 m,
expresandose esta dependencia en la forma
T(Z) = TO - ﬁterz (2—13)

conTy la temperatura absoluta al nivel del magy,. el denominado gradiente térmico. Estas magnitudes vadan d
un dia a otro, aunque como ejemplo, unos valores tipicoarsgfi= 288,16 K~ 15°C y B, ~ 6,50 Kkm~!. La
integral queda entonces

Mg [? Mg [—In(Tp — =M To — Brer
1112 _ __g d _ _g |: D( 0 Bte?"z):| — g In 0 ﬁtmz (2_14)
Po R 0 TO - 5terz R Bter 0 Rﬂte’r TO
gue se puede escribir como -
Mg
In 2 = In |:—T0 — 6te7-2:| Rﬂter ,
Do To

guedando la dependencia de la presion con la altura, padepeadencia lineal de la temperatura con la altura, en la

forma _
Mg

TO - ﬂterz] Rﬁter

, (2-15)

ppo{ To

2.3.3. Atmosferatipo

De entre los distintos casos particulares consideradasniésfera de densidad homogéneatiene un interés esencial-
mente tedrico, mientras que la aproximacion de atmosfetarima es aplicable Gnicamente a capas de la atmésfera
con densidad constante. Esto Ultimo es aplicable a la bag@sfera, especialmente a altas alturas, pero, salveagjue
trate de capas delgadas, es dificilmente aplicable a lasfefa. La aproximacion de atmdsfera adiabatica tiene una
aplicacion muy interesante, ya que da un limite superica pagradiente de una atmdsfera verticalmente estable y
tiene la distribucién de temperatura de una capa mezclatlealmente.

La atmosferareal tiene, en general, valores inferioregrdeliente térmico, y aunque en general éste no es constante
con la altura, es posible definir una atmdésfera de gradiemistante (lineal) que se aproxime al caso real.
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h = ¢Esend
hca = €ccsend
hcp = &cpsend

Figura 2-5 Calculo de la fuerza sobre una superficie plana. Considerama superficie plana que forma un angilcon la superficie libre del
liquido.

Se han definido distintas atmésferas tipo que se utilizaroaefierencia para una aproximacion a la atmosfera real
y para calibrar y utilizar altimetros. Las condiciones ea ge define la atmésfera tipo son las siguientes,

Atmosfera de aire seco puro con composicion quimica coteseansentido vertical y peso molecular promedio
M = 28,964449.

El comportamiento del gas puede aproximarse por el de urdgak Esto es razonable paraz1 atm.
Se utiliza como valor estandar de la aceleracion el de laegaVva nivel del mag ~ 9, 80 ms 2

El sistema se encuentra en equilibrio hidrostatico.

Se toma como referencia la temperatiifa= 15°C a nivel del mary la presiop, = 1 atm.

Para alturas hasta los 11000m (tropopausa), se considestante el gradiente térmico y de valgy, =
—dT/dz = 6,5K-km~!

Para alturas mayores de 11000 m (estratosfera) y hasta 2086@onsidera la temperatura constante e igual
a—>56,5°C. A partir de esa altura se supone un gradiente térmico aatestle valor-1,0K-km~! hasta los
32000 m.

2.4. Fuerzas hidrostaticas sobre superficies.

2.4.1.

Fuerza sobre superficies planas.

Consideremos una placa plana de forma arbitraria que semaisumergida completamente en el liquido, como
se muestra en la figura.
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Valor de la fuerza resultante.

Tomamos como sistema de referencia el sistema de coordehagacentrado en el centro de gravedad de la
superficie. La fuerza total que actla sobre la placa se expogso

Fy = / pdA = / (Patm + pgh)dA = patm A + pg / hdA
A A A

Sitenemos en cuenta qae= £ sen 0, y qued se mantiene constante sobre la placa, la fuerza queda como
Fa = Apaim + pg/ Esen0dA = Apaim + pg sen@/ &dA
A A

Ahora bien, si recordamos la definicién del centro de gravetfa, = [, {dA, la expresion anterior se convierte en
FA = Apatm + pgsen eAgcg = Apatm + pgAhcg = (patm + pghcg)A

gue es simplemente
Fa = pegA (2-16)

La fuerza total que actla sobre una superficie plana cualqusemergida en un fluido uniforme es
igual a la presion que hay en el centro de gravedad de dich&i$ige multiplicada por su area, con
independencia de la forma de la superficie plana o de su iacién6.

Punto de aplicacion de la fuerza resultante.

Imaginemos un recipiente que contiene un liquido y sobee@sa superficiel libre que encaja perfectamente en
la pared del recipiente. Al poder moverse la superficie, gsta empujada por el liquido y se saldra. Para evitarlo
habria que aplicar sobre la superficie una fuerza normal asimande magnitud la fuerza que ejerce el liquido sobre
la superficie. Para que ademas la superficie no gire, esteafdebe aplicarse en un punto determinado de forma que
el momento total del sistema de fuerzas ejercido por eldimaobre la superficie se compense con el momento de la
fuerza equivalente aplicada en ese punto. Este puntocesb de presiones

Cuanto mayor es la profundidad, mayor es la presion. Pao,tehpunto de actuacion de la fuerza total resultante
(centro de presiones) no coincide con el centro de gravedazlque debe encontrarse mas abajo. La linea de accion
de esta fuerza debe pasar precisamente por este centrsitgpse Para calcular la posicifn.,, y.,) del centro de
presiones se suman los momentos de las fuerzas elementalesspecto del centro de gravedad y se igualan con
el momento (respecto del centro de gravedad) de la fueraliaete aplicada en el centro de presiones. Obtengamos
ésto para cada una de las componentes,

Eje z: Lacomponente del momento en la direccidviene dada por
P = [ upda (2-17)
Comop = patm + pgé sen § se tiene a su vez que
Fyep = AypdA = /Ay(patm + pg€senb)dA = paim /A ydA + pgsend / yEdA

El primer sumando es cero por la definicion del centro de giadey comay = &, — ¢ se tiene, co = o — ¥

F - yep = pgsend [gcg/ ydA —/ deA}
A A

De nuevo el primer sumando es cero por la definicion de ceptgoavedad de una superficie, por lo que la componente
x del momento es
F - yep = —psenbliy, (2-18)
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con
Lo = / y2dA (2-19)
A

el denominado momento de inercia de la seccion plana (debé&réa placa) respecto de su eje horizontaalculado
en el plano de la placa. Conto= p., A, la distancia en el plano de la placa a la que se encuentratebcke presiones
respecto del centro de gravedad, viene dada por

pgsen d pgsen
_7IZEI = -

— I 2-2
- e (2-20)

Yep =

El signo— indica que el centro de presiones esta por debajo del cemggmasledad, y como se puede ver, esta posicion
depende de la inclinaciéh

Al aumentar la profundidad a la que se encuentra la plagase acerca al centro de gravedad, ya que todos los
factores que intervienen en 2—20 permanecen constantegstexg, que aumenta.

Eje y: Lacomponente del momento en la direcciéviene dada por

F -z = / xpdA (2-21)
A

que, al igual que antes se convierte en

F 2= / TpdA = / Z(Patm + pg€sen)dA = patm/ xdA + pgsen 6 / z&dA.
A A A

El primer sumando también es cero por la definicion de cergrgrdvedad y teniendo de nuevo en cuentazgue
&g — € se tiene, al sustitulf = &, — y

F -z = pgsend [ECQ/ xdA —/ zydA} ,
A A
lo que da, para la componentale la posicion del centro de presiones
F 2o = —psenbly, (2-22)
con
Iy = / xydA (2-23)
A

conocido como el producto de inercia. Dividiendo por la fagf = p.,, la componente de la posicion del centro
de presiones respecto del centro de gravedad en el sistecoaminadasy situado sobre la placa es:

pgsen d pgsen
Tep — — i3 Ipy = — Dol
cg

L, (2-24)

El producto de inercia puede tener cualquier signo, al edistque el momento de inercia, que puede ser s6lo positivo.
Dependiendo de este signo el centro de presiones se eméantra lado u otro del centro de gravedadl,$ies< 0,

zep < 0, mientras que si,,, es negativoz., > 0. En el caso particular en el qig, = 0, se tiene que, = 0y, por
tanto, el centro de presiones esta directamente debajeniebale gravedad sobre el gjen el plano de la placa.

Como normalmente la presion atmosfépigano se tiene en cuenta ya que actlia sobre ambos lados de légaleca
interna de un barco o cara seca de una compuerta o de una pegsagde escribijr., = pgh., y la fuerza neta como
F = pgh.4A. Las expresiones 2—20 y 2—24 se pueden escribir como

L. senf
op = — 22200 (2-25)
P hegA
Iy send
oy = — . 2-26
&€ 7% thA ( )

véalidas Unicamente cuando la superficie superior del Imesgia a la presién atmosférica.
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Figura 2—6 Flotacién y principio de Arquimedes.

2.4.2. Fuerza sobre superficies curvas.

Para calcular la fuerza ejercida por el agua sobre una stipatirva hay que tener en cuenta la combinacion de dos
componentes, una horizontal y otra vertical. La componkatizontal se calcula obteniendo la fuerza que actuaria
sobre la proyeccion de la superficie curva en el plano vériboe su valor y su linea de aplicacion a través del
correspondiente centro de presiones.

La componente vertical se obtiene directamente a partpeta del agua sobre la superficie curva, o, en su caso del
empuje vertical del agua sobre la misma, actuando a travéedio de gravedad del liquido o del liquido desalojado,
dependiendo del caso.

2.5. Equilibrio de un cuerpo sumergido.

2.5.1. Flotacion. Principio de Arquimedes.

Consideremos un cuerpo parcial o totalmente sumergido éhido en reposo (liquido o gas). Este fluido ejerce
presiones sobre todas las partes de la superficie del cuagyores cuanto mayor es la profundidad. Se denomina
empuje sobre el cuerpo sumergido a la fuerza total haclseagjercida por el agua.

Calculemos el valor de esta fuerza. Si se considera la sciparéirrada que delimita el cuerpo sumergido, la presion
en cada punto de esa superficie dara lugar a una distribueifwmedzas cuya resultante es precisamente el empuje
gue estamos calculando. Consideremos ahora que en elergeipiubiera el mismo fluido y hasta el mismo nivel
gue cuando estaba el cuerpo y dentro de este fluido una sigesdicada imaginaria que coincida con la superficie
exterior del cuerpo que estd sumergido en el caso real. Campresion depende Unicamente de la profundidad, la
presion en todos los puntos de esta superficie imaginare@aragsha que habia en los puntos correspondientes de la
superficie real, por lo que la fuerza resultante que ejerfleidb de fuera de la superficie sobre el fluido de dentro
de la misma seré la misma que ejerce el fluido sobre el cuetpmatbien, ahora es facil hacer el calculo, ya que el
fluido se encuentra en equilibrio mecanico y por tanto laZageue compensa el empuje es el peso del propio fluido
dentro de la superficie imaginaria.

¢,Donde estara aplicada esa fuerza? Volvamos de nuevo a@dhado con la superficie cerrada imaginaria. Si el
sistema esta en equilibrio mecanico no habra rotacion ygilaras necesario que los puntos de aplicacion del empuje
y del peso del fluido desalojado sean el mismo. Por tantogise &l principio de Arquimedes,

Un cuerpo total o parcialmente sumergido en un fluido es eatfmipacia arriba con una fuerzaigual
al peso del fluido desalojado, que actia verticalmente aésalel centro de gravedad del fluido antes de
ser desplazado.
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Figura 2—7 Contraejemplo de porqué el centro de presiones esta a todartp linea que pasa por el centro de gravedad del fluidoojiedal

Frecuentemente se tiene la idea de que este empuje actirésaded centro de gravedad del cuerpo sumergido. Esto
es en general incorrecto y para verlo mas graficamente @psbs un contraejemplo. Sea un cuerpo con forma de
pesa de gimnasia con la particularidad de que cada bola edta lde un material distinto, una de hierro, la otra de
corcho blanco (poliestireno expandido), ambas del misrhowen, con una masa y volumen de la barra practicamente
despreciables. El centro de gravedad de la pesa esta asgfegtdicos en el centro de la bola pesada. ¢ Qué ocurriria
si el centro de aplicacion del empuje estuviera también errglo de gravedad del cuerpo? Ambas fuerzas estarian
aplicadas sobre el mismo punto por lo que no se producidaifot de la pesa hasta que la bola pesada quede abajo y
la ligera arriba, contra lo que muestra la experiencia. Poomrario, en el caso real en el que el empuje actia sobre
el centro de gravedad del fluido desalojado, este par dedsisezproduce en el sentido adecuado (como debe ser).

2.5.2. Estabilidad de un cuerpo semisumergido

Al estudiar un cuerpo semisumergido no solamente es impertanocer el valor del empuje, sino cémo actia
éste. Asi, es de gran importancia conocer la capacidad dgetiotante de recuperar el estado de equilibrio una vez
sacado del mismo. No nos sirve sélo que el barco flote, sinodecidn en que debe hacerlo.

La estabilidad longitudinal (a lo largo) de los barcos esmaimente muy considerable, por Io que nos centraremos
en la estabilidad transversal (frente a giros a izquierzareaha). Consideremos el barco cuya seccion transversal
se esguematiza en la figura 2-8 y denominaregjsle flotaciorOO’ al eje de simetria del barco cuando éste se
encuentra en la posicién de equilibrio. En ésta, tanto drcete gravedad como el de empuje estan sobre este eje.
Cuando como consecuencia de las fuerzas que actlan solare®| &ste se inclina un cierto &ngulpuna parte del
barco ha salido del agua y otra parte que antes estaba fuerdrado. La posicion del centro de gravedad del barco
no ha variado en este giro, pero el centro de gravedad dadigiesplazado si, quedando més hacia la izquierda. Asi,
el eje de empuje se desplaza, en este caso hacia la dereeste §je de empuje queda a la derecha del centro de
gravedad se produce un par recuperador que tiende a degbha&rco a su posicidn original, mientras que si queda
a la izquierda el par fomentara el vuelco del barco. Denomgsmetacentral/ al punto de cruce del eje de empuje
y el eje de flotacidn del barco,gltura metacéntrica: a la distancia entre el metacentro y el centro de gravedad a lo
largo del eje de flotacion.

La altura metacéntrica es una magnitud caracteristica sieclzidn transversal del cuerpo para un peso dado y su
valor un indicador de la estabilidad del cuerpo. Valoregoip para barcos comerciales estan ety 0,8 m. El
calculo de la altura metacéntrica es, en general, un tragesado.

Dependiendo de la posicion relativa del metacentro y efoete gravedad se tienen 3 casos:
Equilibrio estable

El metacentro se encuentra por encima del centro de gravBgadsta forma el par de fuerzas es un par
restaurador que lleva al barco a su posicion inicial.
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Figura 2—8 Estabilidad de un cuerpo semisumergido.

Equilibrio indiferente
El metacentro y el centro de gravedad coinciden. No hay paraieas.

Equilibrio inestable
El metacentro se encuentra por debajo del centro de gravetlpdr de fuerzas es un par de vuelco.

Asi, la estabilidad del barco sera tanto mayor cuanto mésdeagncuentre el centro de gravedad y cuanto mayor sea
la altura metacéntrica.

En condiciones de equilibrio estable el barco oscilara eanaierta frecuencia. El problema es similar a un péndulo
con el metacentro como punto fijo. Asi, /&, es el momento de inercia respecto del eje perpendiculaaabple
oscilacion que pasa por el metacentro, el periodo sera

Mpr

T=2
i mgh

(2-27)

dondeh es la altura metacéntrica. Al disminuir el producto del peg@or la altura metacéntridael periodo aumenta
y por tanto el balanceo es algo menos desagradable. Sin gondrata practica ésto implica una disminucién de la
estabilidad.
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3.1. Movimiento de un fluido perfecto.

3.1.1. Aproximaciones clasicas al estudio de los fluidos.

A la hora de abordar el estudio de los fluidos, surgen dos apamiones clasicas, la de Euler y la de Lagrange.

Método de Lagrange. El método de Lagrangeonstituye una generalizacion directa de la mecénica debpuate-

rial. Se estudia un volumen pequefo del fluido y se sigue elmierto de cada una de las particulas (de coordenadas
x,y, z) en funcién del tiempo, a través de la ecuacion que describe la trayectoria de cadelas particulas. El prin-
cipal inconveniente de este sistema es que hacen falta anagntidad de ecuaciones para describir el movimiento
del sistema, por lo que en la practica no es Uutil.

Método de Euler. En laaproximacion de Eulese desiste de describir el movimiento del fluido mediantésiaha

de cada una de las particulas individuales. En su lugar eeiéisp el movimiento del fluido por la densidagr, v, z)

y la velocidadd(7, t) de las particulas del mismo en ese punto, como una funcidiedgbo y del espacio. En otras
palabras, en este método se estudia un punto del espaciooyesoeh movimiento del fluido en ese punto en funcion
del tiempo. Las herramientas de trabajo seran las tipicda @leoria de Campos, con un campo de presiones, un
campo de velocidades y un campo de densidades.

25
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3.1.2. Tipos de flujo.

Atendiendo a las caracteristicas del flujo, éste pueddickasie de acuerdo con distintos criterios.

Flujo estacionario/no estacionario. Se dice que el flujo esstacionaricsi la velocidadi(7) y la densidagh(7) del
flujo en un punto no dependen del tiempag estacionarieen caso contrario. Esto no quiere decir que la velocidad
y la densidad deban ser las mismas en dos puntos distintoss&lio que en un mismo punto no deben variar con el
tiempo.

Flujo irrotacional/rotacional. Se dice que el flujo eisrotacional cuando el elemento del fluido en un punto dado
no tiene una velocidad angular neta alrededor de dicho pugtee esrotacionalen caso contrario. Un fluido que
circula a través de una tuberia recta de seccion unifornmeserejemplo simple de flujo irrotacional, mientras que un
remolino de un rio seria un ejemplo de flujo rotacional.

Flujo compresible/incompresible. Se dice que el flujo esompresiblesi la densidag en el mismo varia, como
por ejemplo ocurre en los gases en el caso mas general, asiente se dice que el flujo @scompresiblecuando

la densidady apenas varia como es el caso de los liquidos. Notese queibegeser un flujo aproximadamente
incompresible aunque el fluido en movimiento en si sea undlaanpresible siempre que a lo largo del flujo en la
region considerada la densidadea practicamente la misma en todos los puntos.

Flujo viscoso/no viscoso. Se dice que el flujo egscosocuando aparecen en él importantes fuerzas de rozamiento
gue no se pueden despreciar. Como consecuencia de estsfderrozamiento aparecen unas fuerzas tangenciales
entre las capas del fluido en movimiento relativo y hay unipaisdén de energia mecanica. Por el contrario se dice
que el flujo esno viscosauando estas fuerzas de rozamiento son muy pequefias o ksertianen en cuenta.

3.1.3. Senda, linea de corriente y de traza. Tubo de flujo.

Vamos a definir ahora una serie de lineas que nos permitigoridie el movimiento de un fluido. Estas son la
senda, la traza o linea de traza y la linea de corriente o di@dlajo. En general, cada una de éstas lineas es distinta
de las otras, pero en el caso de un flujo estacionario lasdiesiden.

Senda.

Se denomina al camino seguido realmente por una particullmide. La senda se define para una particula a
lo largo del tiempo. Su caracter es fundamentalmente erpatal y se obtendria experimentalmente soltando una
particula marcador y haciendo una fotografia a obturadertatdurante el tiempo del estudio.

Para obtener analiticamente la senda integrariamos elocdenelocidades para obtener las ecuaciones paramétri-
cas(z(t),y(t), z(t)) de la senda para un elemento genérico del flujo que en un @istemte de referencia pasa por
un punto de referencia dado (lo que nos permite obtener fetates de integracion). Si eliminamos el tiempo entre
las distintas ecuaciones obtenemos la ecuacion e la senda.

Linea de traza.

Se denomindinea de trazaal lugar geométrico de las particulas que en instantesisasgssaron por un punto
dado. Su caracter es también fundamentalmente experiettda practica se obtendria por ejemplo inyectando de
forma continua en un punto fijo del flujo una serie de part&olarcadas y tomando una fotografia.

Para obtener analiticamente la ecuacion de la traza delmedamente obtener la familia de constantes de inte-
gracion correspondientes a las sendas de las particul@ndustantes, anteriores al instante genéritoonsiderado
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Figura 3—1 Representacion espacial, y) de un campo de velocidades y de algunas lineas de flujo junteaci@ms sendas y una linea de traza. El
campo de velocidades representado es el camp@l + t), y, 0) en el instant¢ = 1s. La senda representada en trazo mas grueso corresponde a
la seguida por un elemento del fluido quetes 1s pasa por el punt(®,7,2,7) y la traza al lugar geométrico de los elementos del fluido que e
instantes sucesivos pasan por dicho punto. Junto a la setef@ase muestran las sendas de las particulas que pgsaréincitado punto en los
instantes = 1,5s,t = 2syt = 3, representadas con lineas finas de trazos.

pasaron por el punt@ro, yo, 20) de referencia. Sustituyendo estos valores en las ecuaqianamétricas de la senda
tendriamos las sendas de cada una de estas particulasneelitoi; tendriamos la ecuacion de la traza, en el instante
t, de las particulas que en instantes previos pasarofxpogo, 2o)-

Linea de corriente o linea de flujo.

Se define ldinea de corrienteomo una linea que en un instante dado es tangente al veldoidea en cada punto.
Es importante recalcar que la linea de corriente esta defgach un instante dado, mientras que la senday la linea de
traza contienen informacion de otros instantes.

Al contrario de las dos anteriores, de caracter basicanexpterimental, la linea de corriente tiene un profundo
sustrato matematico. Para su obtencion experimental sadtian en el flujo un conjunto de particulas marcadoras
y se tomaria una fotografia del conjunto “casi” instantafudiurador abierto durante un breve periodo de tiempo),
de modo que en ésta se aprecian para cada particula linesfipsgue marcan la direccion (angulo de la linea) y el
maédulo de la velocidad (relacionado con la longitud de ledjn

Como la velocidad debe ser tangente en cada punto a la linfBajaledebe cumplirse’ x di¥ = 0 condri =
(dz,dy,dz). Asi, éstas deben cumplir
d d d d
Gr _ 4y _ a4z _ ar (3-1)
v

Vg Vy 0.
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vdt

Ay

Figura 3—2 Tubo de corriente utilizado para la obtencion de la ecuag@®continuidad en forma integral.

que, siv,, v, v, son conocidas en funcion de la posicion y el tiempo, puedegiarse para dar la ecuacion de la
linea de corriente que en un determinado instante pasa gmumia dado. N6tese que esta integracion puede ser muy
compleja.

Tubo de flujo.

Un tubo de flujoo de corriente esta formado por un haz de lineas de flujo. Camlineas de flujo son tangentes
al vector velocidad en cada punto, las lineas de flujo noiasan las paredes del tubo de flujo. Esto es asi porque
las paredes estan a su vez formadas por lineas de flujo y sidassaran dos lineas de flujo se cortarian, estando la
velocidad indeterminada en el punto de corte. Por tantcsarpke estar limitado por la superficie ficticia que envuelve
el haz de lineas de flujo, éste se comporta a todos los efentas una superficie impermeable.

3.2. Ecuacion de continuidad.

3.2.1. Formaintegral.

Consideremos un tubo de corriente estrecho, de forma queeskagonsiderar uniforme la velocidad en cualquier
seccién del tubo perpendicular al flujo. En el interior délala velocidad del flujo es paralela a la linea de corriente
en cada punto, pudiendo ser estas velocidades distintaslarpanto.

Seaw; la velocidad de la particula en el punto 1pyla velocidad de la particula en el punto 2, cdny As
las secciones transversales de los tubos, perpendicaléasdineas de corriente. Si el tubo es estreghy v, son
uniformes end; y A, respectivamente.

En un intervalo de tiempdt, un elemento del fluido recorrera una distanci#, por o que en el tiempdt pasara
por A; la masa de fluido
dm1 Zpl'Al "Uldt

dondep; es la densidad del fluido al pasar por la seccién 1. El flujo dearmaaudal masicse define como la masa
que atraviesa una seccién en la unidad de tiempo, y vieneptado

- dm1

Qm = o p1Aiv1, (3-2)

donde se considera implicitamente que en ese intervaldt@siimal de tiempo ni ni v varian apreciablemente en el
recorrido del fluidav dt. El caudal masico a través de la seccitinesp; A;v; y a través de la seccidfl; esps Asvs.



3.2. Ecuacion de continuidad. 29

B j%

Figura 3-3

Como las particulas del flujo no pueden atravesar las padedégbo de flujo debe cumplirse que, si el régimen es
permanente (o estacionario) y no hay fuentes ni sumiderpaidieulas, ambos caudales masicos han de ser iguales

Qm = p1Ar1v1 = paAsvy = ‘Qm = pAv = cte

y analogamente para cualquier otra seccigmerpendicular al tubo de flujo, por lo que esta ley de consé&male la
masa cecuacion de continuidase puede escribir simplemente como

pAv = cte (3-3)

a través de cualquier seccion del tubo de flujo perpendialilaismo en régimen estacionario.

Para el caso particular de flujo incompresibleo depende del punto y esta ecuacién de continuidad puedleiessc

como
b= dae = o

dondeQ es elcaudalo volumen que atraviesa la seccion en la unidad de tiempo.

Por ejemplo, en una canalizacion por la que circula un flutornpresible, se tiene la sencilla relacign, =
Sovo, que da, para la relacién entre velocidades
S1

Vo = S_Q V1 (3_5)

En todo el célculo anterior hemos considerado implicitamgoe la velocidad es uniforme en cada seccién. Esto
no es cierto en el caso general, pero la ecuacion de coraichgigue siendo valida en las mismas condiciones si la
densidad es uniforme en la seccion y en vez de la velocidatiiga la velocidad promedio en la seccion,

e o L
va/AvdA (3-6)

3.2.2. Forma diferencial.

Estudiaremos la conservacion de la masa en un prisma isfmiééde aristaglz, dy y dz fijo en el espacio. El
caudal masico que atraviesa la cara perpendicular gl@gela izquierda es

dQm, = pvydA, = pvydrdz

mientras que el caudal mésico que atraviesa la cara peguésacil ejey de la derecha (a + dy) es

0 0
Qg = PoydAy + 5 [pv,d ANy = pv, + 5
De este modo, el caudal masico neto a través de las carasngiendares al ejg es

(pvy)dyldadz

7]
:Lne;fo — me — me+dy = 78—y(pvy)dzdydz (3—7a)
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Figura 3—4 Obtencion de la ecuacion de continuidad en forma diferéncia

Una expresion similar se obtiene para los caudales méasitos a través de las caras perpendiculares al,eje

5 = Qs = Quaeae = — (v dadyds, (3-7b)
£r

y otra para los caudales masicos netos a través de las capasgieulares al eje,

, 0
Zfzt‘) =Qm. — Qm..y. = —a(pvz)dxdydz. (3-7c)
Si tenemos en cuenta que la masa total contenida en el prsta e= pdV = pdxdydz, el caudal mésico total

también debe ser

0

AQists = 5 (pdV)

gue representa la velocidad con que varia la masa en el pjmuefiespacio en el que estamos considerando el
elemento de volumehEste caudal masico debe ser a su vez la suma de los caudalessr@tavés de las caras
perpendiculares a cada una de las direcciongs z.

9 _9p 9 9

o d
AQlstar = 5 (PAV) = 5 dadydz = | — = (pva) — 8—y(pvy) — 5, (pvz) | dudydz. (3-8)

La parte entre corchetes no es mas que menos la divergeneigpde lo que la expresion anterior se puede escribir
como

op .
5 = —V(pv) (3-9)
° 0
9P (i) = _
T + V(pv) = 0. (3-10)

TNoétese que estamos estudiando un elemento del espacio &éjarésmo y por ello aparecen derivadas parciales. Véasasdasitn sobre la
velocidad en torno a la ecuacion (3-23).
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Figura 3-5 Variacion de la cantidad de movimiento.

gue es la expresion de la ecuacion de continuidad en forreeedifial. Para el caso particular de un fluido incompre-
sible, la densidagd no depende de la posicion ni del tiempo y la ecuacion de agidiid queda como

Vi = 0. (3-11)

En régimen estacionario, la densidad en un punto no camhiald@mpo, por lo quép/0t = 0y la ecuacion de
continuidad qued& (p?) = 0.

3.3. Fuerzay aceleracion en un elemento de fluido.

3.3.1. Fuerza neta sobre un elemento de un tubo de flujo. Var#&n de la cantidad de movimiento.

Calculemos la fuerza total que actla sobre un elemento deéb fiyue circula por un tubo de flujo estrecho en
régimen estacionario. Para ello, calcularemos la vames@a cantidad de movimiento de dicho elemento por unidad
de tiempo, lo que nos dara la fuerza neta que actta sobrerabmis

Consideremos ahora el elemento de fluido que se muestra gnia &5 y que inicialmente se encuentra entre las
seccioned y 2. Un intervalo de tiempdt después, el fluido habra avanzado hasta las seccloyes. La cantidad
de movimiento inicial del elemento sera la suma de las cadéislde movimiento de los subelemenritesl’y 1’ — 2,

(MD )inicial = dma @y + (MU )1/_2

mientras que la cantidad de movimiento del elemento pasaddervalo de tiempdt serd la suma de las cantidades
de movimiento de los subelementids- 2y 2 — 2/,

(MY ) finat = (MU )1/—2 + dmota,
siendo la cantidad de movimiento de la parte 2 la misma en ambos casos al ser el régimen permanente. Leivaria
de la cantidad de movimiento en dicho intervalo es entonces
d(mﬁ) = (mﬁ)final - (mﬁ)inicial = dm262 — dm1’(71.

La ecuacion de continuidad (3—3) nos dice que las mésasy dmso deben ser iguales, por lo que la variacion de
cantidad de movimiento por unidad de tiempo puede escgiboao

] - = L, s
E(mv) =Fipt = E(vg —T1) = Qum (V2 — 1) (3-12)

dondeQ,,, es el caudal masico (3-2), y esta variacion de cantidad demewo por unidad de tiempo debe ser igual
a la fuerza neta que actua sobre el elemento.

dm
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Figura 3—6 Volumen de control utilizado para la obtencion de la ecuadié Euler.

3.3.2. Ecuaciones de movimiento microscopicas. Aceleréni Ecuacion de Euler.

Seguimos considerando el caso de un fluido perfecto (nosa3c®ara resolver el problema del movimiento de
un fluido perfecto hay que escribir las ecuaciones de mowimigue relacionan las velocidades con las fuerzas que
actdan en el fluido.

Recordemos que, para un fluido perfecto, las fuerzas en eld&iluido en movimiento son siempre perpendicu-
lares a la superficie, son las fuerzas de presion. El fluidesguencuentra del lado de la superficie a donde apunta
ejerce una fuerz& = —p dS 7 sobre la superficigs.

Consideremos el elemento de volumen diferencial de la figdeadimensionedz dy dz y caras perpendiculares a
los ejes coordenados. En la direccipactla, sobre la cara que se encuentra a una distadekorigen, una fuerza

dF(y) = p(y) dz dz (3-13)
mientras que sobre la cara que se encuentra a una coordematipactia una fuerza

0
dF (y 4+ dy) = —p(y + dy) dx dz = — [p(y) + 3_5 dy] dx dz. (3-14)

La componenteg de la fuerza de presion neta serd la suma de las dos fuereaioeet,

9

dFy, = —p(y) dx dz — 3y

0
dydx dz + p(y) dedz = _8_p dydxdz (3-15a)
Y
obteniéndose de la misma manera las expresiones para lascenies netas de la fuerza en las direccianes,

iaF, = -2 gy v az (3-15h)
dy

oliern— —@ dy dx dz (3—15c¢)
dy

fAhora, este elemento de volumen es un elemento de volumeituidtel que se desplaza con el tiempo y por tanto debemosauntilina
derivada total.
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La suma vectorial de estas componentes da la fuerza deptetgbque actia sobre el elemento de volumen, de masa
pdV = pdxdydz.

= Op- Op- Op
deres. == - ((’)x o ay] - — 8 k> d$ dy dZ = —Vp d.T dy dZ (3—16)
Si recordamos la segunda de las leyes del movimiento de Mewto
= dv
F = a = —_—
ma m dt

la ecuacién de movimiento para los fluidos perfectos queda

. . . 5 . .
AFsor = dFpres, + font dm = d—;’dm = —Vpdzdydz + fompda dy dz

gue se puede escribir como

d_’ 1 - —
d_U = __Vp + fezt (3_17)
t p

dondef., representa la aceleracion debida a una fuerza externa tjlzesabre el elemento de fluido. Normalmente,
fezt = g = _gﬁz

La ecuacion anterior no es mas que la ecuacion de movimiéntoma en la que, junto a la contribucion de la
fuerza de masa a través ﬂgt aparece un término debido a las diferencias de presionawodrguntos. Come esta
dirigido hacia el sentido de presiones crecientes y el m@vita tiene lugar empujado por las altas presiones hacia
las bajas presiones, aparece el signo negativo delantesdiégte.

3.3.3. Aplicacion a un fluido en reposo

Si ademas de que la Unica aceleracion de masa a que estadepehdtiido es la aceleracion gravitatoria, éste esta

en reposoy es cero en todos los puntos del fluido asi ec}luﬁ 0y la ecuacion anterior queda

—Vp+p7=0 (3-18)
de componentes
dp
,% =0
dp
,6_y =0
Ip
5, P9=0

De las dos primeras expresiones de obtiene directament&quresion en este caso no puede depender ni de la
variablex ni de la variabley, es decir, debe ser uniforme en un plano horizontal. Coma&ncasop no depende

ni dex nidey, dp/dz = Op/0z y de la Ultima expresion se obtiene la conocida ecuacionrgede la estatica de
fluidos,dp = —pgdz. Esta ecuacién queda, para un fluido incompresible (cuysidkty no varia), en la conocida
formap = pg — pgz=.

3.3.4. Aplicacion a un fluido en reposo en un sistema de refareia no inercial
Superficie libre en un depdsito que se mueve con movimientoatlineo acelerado.

Estudiemos ahora el caso que se presenta en la figura 3—& doe@pdsito que contiene un liquido de densjdad
se mueve con movimiento acelerado.



34 Capitulo 3. Dinamica de fluidos perfectos.

(@) 0 a1
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Figura 3—7 Se tiene un dep6sito que se mueve con una aceleradiany se quiere saber la distribucién de presiones en ebidquia ecuacion
de la superficie libre. Visto el problema desde el sistema&fi#zencia no inercial que se mueve con el depdsito (b), gsitesy su contenido actla
una fuerza ficticia igual a-@ ademas de la fuerza gravitatoria.

En vez de estudiar el problema desde el sistema de refeiranizl lo haremos desde un sistema de referencia que
se mueve con el depdsito. Visto desde este sistema de reifgraparece una fuerza ficticia con aceleraciaren el
sentido contrario &, y el sistema se encuentra en reposo. Las ecuaciones deaplitedas a este problema nos dan

dv

1o -
L 0= —ZVp+ o
ar F P+ fewt

En el sistema de referencia no inerciﬁl,t = —aii, — g, € igualando las distintas componentes se tiene

10p op
7/)8967(1 - ar "¢

10p dp

p Oy dy

10p op
7p8,zig - 8, "I

La variacién infinitesimal de presién entre dos puntos madyionos vendra dada por

dp Op
dp = —d —d
% oz eray Y+

9p

dz = —padzx — pgdz,
0z

gue, tomando el origen de coordenadas como se indica en ta tigual integrar,
p(x,2) = —paz — pgz + po (3-19)

dondep, es la presién en el origen de coordenadas, en este casoitan@esosférica. Para un valor dedado, segun
aumenta la profundidad cada vez mas negativo), la presién aumenta linealmenteaquofundidad, mientras que
para unz dado, como la superficie libre no es horizontal en este s&stimreferencia, la presién disminuye segin
aumentar.

La superficie libresera el lugar geométrico de los puntos que se encuentranradebmp atmosférica, es decir,
aquéllos para los que al see py se cumple

p—po=0=—pax — pgz

lo que da como ecuacion de la superficie libre
(= —gm, (3-20)
g

que es un plano inclinado un anguletana/g.



3.3. Fuerzay aceleracion en un elemento de fluido. 35

Q) » (b)

Figura 3-8 Superficie libre en un deposito circular que gira sobre su eje

Superficie libre en un depdsito circular que gira sobre su eje

Estudiaremos ahora otro caso de sistema acelerado, pesteecaso con aceleracién angular. Consideremos un
deposito cilindrico colocado en posicion vertical que giradedor de su eje con una velocidad angular

En el sistema de referencia del cilindro que rota aparecdueraa ficticia de masa, la fuerza centrifuga, como
consecuencia de que este sistema de referencia no es ameséiteeferencia inercial. Asi, la aceleracion total debida
a las fuerzas de masa en el sistema de referencia no inenﬁglte: wrril, — gii, ¥y las distintas componentes de las
ecuaciones de Euler (en coordenadas cilindricas) son:

1dp 2, op o
par+w T—O:ar—pwr
110p dp
“ora 07 99 0

10p dp
_——— :0 _— = —
p 0z S :>8z 2

Una variacion infinitesimal de en el entorno de un punto se representaria por

:@dr—l—@cw—i—@

dp = 5.9+ 5 8z

dz = pw?rdr — pgdz

gue, integrando en el sistema de ejes de la figura, da
1 2,2
p(r.2) = po + 5pw’r — pgz (3-21)

dondep, es la presion en el origen de coordenadas, en este caso Isf@ticen Para ua dado la presion aumenta
cuadraticamente con ya que cada vez hay mas fluido encima del punto, mientras apaeunr dado, la presion
aumenta linealmente con la profundidad.

La superficie libre sera el lugar geométrico de los puntosguencuentren a la presips, en este caso la atmosfé-
rica. Para estos puntos se tiene
1

p—po=0=g5pwr* — pgz
lo que da, para la ecuacion de la superficie libre,
2,.2
2y =T (3-22)
29

gue es un paraboloide (y en el plano de la figura se ve como wahgia).
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3.3.5. Vorticidad

Volvamos sobre la ecuacion de Euler (3—17) y discutamosdalaceleraciodv/dt. En principio podria pensarse
que la expresion para la aceleracion es de la sencilla foithaz, pero esto no es agiv//dt representa la rapidez con
que la velocidad cambia en un punto fijo del espacio, pero éomgecesitamos es la variaciéon de la velocidad de un
elemento particular del fluido. Si la trayectoria tiene unevatura o el fluido se acelera de un punto a otro, aparece
una componente de aceleracion del elemento aunque lad&tben un punto se mantenga constante. Asi, la variacion
de velocidad de un punto a otro infinitamente proximo vierdagzor

) ov ov ov

dv = adt + 8_d T + 6_d Y + a—dz

de forma que la aceleracidlv/dt se escribe como

dv  0v 07 ) )

TR T T A TR Mk
que puede escribirse, representaﬁdoomo un vector, en la forma
dv ov
— =(7-V — 3-23
o = ({0 V)it o (3-23)

Debe observarse que es posible una aceleracion aunhtjée sea 0, es decir, aunque la velocidad del fluido en un
punto dado no esté variando. Por ejemplo, un elemento decagufiuye en circulo a una velocidad constante esta
acelerandose sometido a una aceleracién centripeta alaneglecidad en un punto dado no cambie.

Se denominaceleracion convectiva aceleracion de transportal primero de los sumandos que aparecen en la
ecuacion (3-23) y corresponde al ritmo de cambio de la wadaiilebido al cambio en la posicion en que se mide. El
segundo sumando es la denominadaleracion localy corresponde al ritmo de cambio de la velocidad en un punto
concreto del flujo.

Utilizaremos la siguiente identidad del analisis vecloria

- - 1=
(T-V)YT=(V X0) x0T+ §V(17-17)
y definiremos un nuevo campo vectofitomo el rotacional d,
O=V x7, (3-24)
lo que nos permite escribir la identidad vectorial antecmmo
i lg
(T-V)T=Qx7T EV
Si la fuerzamfm admite un potencial, la aceleramqgmt también admitira uno. Asi, la aceleramgi&t puede
escribirse en funcién de su potencIabomofm = —V®. Sila Gnica fuerza de masa gue actla es la gravitatoria, el
potencial es simplemente = gz. En funcion del potencial, la ecuacion de movimiento (3-¢li®da en la forma
v o0v < 1= 1= -
—=—4+QOx 7+ -V =--Vp-Vd 3-25
i ot vy p 2 ( )

Se denomina vorticidad al campo vectofialSi la vorticidad es cero en cualquier punto (es deci¥/ si 7 = 0) se
dice que el flujo es irrotacional.

Retomemos ahora un concepto habitual en electromagneismicculacion de un campo vectorial. Esta se define
como la integral de linea, a lo largo de cualquier caminoackrdel campo vectorial correspondiente multiplicado
por el elemento de longitud a lo largo de ese camino. En piatida circulacion del vector velocidatha lo largo de
cualquier camino cerrado en un fluido se define como

j{ﬁdf.
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Utilizando el teorema de Stokes esta circulaciéon por unitiadrea es igual ¥ x 7. Asi, Igvorticidadﬁ es la
circulacién del vector velocidad alrededor de un area uhi{g&rpendicular a la direccién de). También puede
deducirse que un elemento de fluido en un punto del liquido&aton una velocidad angul@y2.

Particularicemos ahora al caso de un fluido incompresibkd gue nuestro interés se centra en el campo de velo-
cidades ya que en estas condiciones es posible eliminaesprde las ecuaciones anteriores. Para ello se toma el
rotacional de los dos miembros de la ecuacion (3—25). Comotational de cualquier gradiente es cero y en un
liquido la densidad es constante, se tiene, utilizandoda@én de continuidad

Vi =0 (3-11)
para un fluido incompresible,
- L
aJer(Qxﬁ):O, (3—-26)
ecuacion que, junto con las ecuaciones B
V=0 (3-11)
y -~ =
Q=Vx4v (3-24)

determina completamente el campo de velocidadési, si conocemos la vorticidad en un determinado instante
se tiene el rotacional del vector velocidad y como ademasaamos que la divergencia es cero, dada esa situacion
fisica es posible determinar la velocidaan cualquier instante y lugar. Conociendda ecuacion (3—26) permite
obtener la vorticidad?} en un instante de tiempo posterior. Utilizando de nuevo43sg tiene la nueva velocidad y
vuelta a empezar. Hay que notar que siguiendo este pro@timse obtiene informacion Gnicamente sobre el campo
de velocidades y se ha perdido por completo la informacibresia presion.

Veamos un caso particular de lo anterior{i3#s cero en todo el fluido en un determinado instante de tiefifhtit
también lo ser4, segun la ecuacion (3—26), y por tahsera cero en cualquier instante de tiempo inmediatamente
posterior. Asi, el flujo es permanentemente irrotacioniala $otacion del flujo es inicialmente cero, siempre sera
irrotacional y las ecuaciones a resolver seran

<

—

v
V x

=0
=0

similares a las ecuaciones de los campos electrostaticggetastatico.

3.4. Conservacion de la energia. Ecuacion de Bernoulli.

Hemos obtenido la ecuacién de continuidad para flujo estadimy hemos demostrado que, para un flujo incompre-
siblevA es una constante. Si ademas, el trabajo realizado por lemfueo conservativas es despreciable, la energia
mecanica se conserva.

Estudiaremos esto de dos formas, en primer lugar utilizéaéouacion de movimiento del fluido perfecto escrita
en funcion de la vorticidad, (3—25) y en segundo lugar mediahandlisis de las variaciones de energia en el fluido
contenido dentro de un tubo de flujo estrecho y del trabajcimeo realizado sobre el mismo,

Obtencién a partir de las ecuaciones de Euler

Consideremos la ecuacion (3—25) para el caso particulaufpeetacionario en el qugv/0t = 0y recordemos
que en flujo estacionario, las trayectorias reales de laepkas (la senda) tienen lugar a lo largo de las lineas de fluj
Multiplicando escalarmente la ecuacion (3—25) pet términov(§2 x ¥) se anula'y queda

; 1
6-V{2+502+<b}0 (3-27)
p
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Si consideramos un sistema de ejes coordenados que tiede eflos (denominémosle) dirigido a lo largo de una
linea de flujo y los otros dos en direcciones perpendiculiE&mica componente del gradiente que no se anula en el
producto escalar es precisamente la componente en laidimat=l flujo, quedando la ecuacion anterior en la forma

0 {2+1v2+<b}0.

v@xv p 2

? )
— {3 + L2y @} =0 (3-28)
ox, |p 2

Esta ecuacion nos dice que a lo largo de una linea de corgktgemino entre corchetes debe ser constante,
1
L -+ 5112 + ® = cte en unalinea de flujo (3-29)
P

conociéndose a esta expresion coacoacion de BernoulliEsta ecuacién es valida a lo largo de una linea de flujo
para un flujo estacionario e incompresible que conservadegém La constante sera en general distinta para distintas
lineas de flujo.

Un caso particular interesante se tiene cuando el flujo esa@sl@rotacional. En este caso la vorticidad es nula en
cualquier punto del flujo y la ecuacién (3—25) queda como

- 1
V{]—j—i-—vQ—i—(I)} = 0.
p 2
de donde se deduce que en este caso particular de flujo iomahc

1
L Bl 51)2 + ® = cte enelflujo (3-30)
p

para puntos en cualquiera de las lineas de flujo del fluidar8bees habitual la Gnica fuerza de masa que actiia sobre

el fluido es la atraccion gravitatori®, = gz y la ecuacion de Bernoulli queda

1
P + —v? + gz = cte (3-31)
p 2
0, escrito en la forma habitual,
1
p+ pgz + §pv2 = cte, (3-32)
o también como
p v?
— +2z+ — = cle, (3-33)
Py 29

En esta Ultima forma cada uno de los elementos de la ecuagiBemhouilli tiene dimensiones de longitud. Fisica-
mente eso representa energias por unidad de peso del flddmas, cada uno de los sumandos de (3—33) recibe un
nombre especial,

P eslaaltura de presionRepresenta la energia por unidad de peso debida a lasSukr paesion.

z es laaltura geométricay representa la energia potencial gravitatoria del fluidoupnidad de peso.

% es laaltura de velocidaa altura cinética y representa la energia cinética por drdégeso del fluido en un punto.

La suma de las alturas de presion y geométizi)ea+ z recibe el nombre daltura piezométricay corresponde a la

altura que alcanzaria el liquido en un tubo vertical abiettatmdsfera (piezometro) colocado en ese lugar del flujo.
Asimismo se denominaltura totala la suma de los tres elementos de la ecuacion de Bernouikspmndiendo a la
energia total por unidad de peso del fluido.
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A

Ay

Figura 3-9 Obtencion de la ecuacion de Bernoulli para una linea de fitjoa figura se representa un tubo de flujo estrecho de forméaque
velocidad pueda considerarse uniforme en cada seccion.

Obtencion a través de la conservacion de la energia

Veamos cOmo la ley de conservacion de la energia relaciaitula del fluido, el médulo de la velocidad del flujo
y la presion para puntos que se encuentran a lo largo de waadiflujo. Para ello consideraremos un tubo de flujo
estrecho alrededor de la linea de flujo considerada, comaisstra en la figura 3—9. De este modo la velocidad en
las secciones transversales del tubo de flujo puede sedeoada uniforme.

En primer lugar hallaremos el trabajo realizado en un irtlerde tiempait sobre el fluido que esta en la region
limitada por las seccione$, y As y el tubo de corriente. El fluido que se encuentra a la izqaidedla superficiel;
ejerce sobre ésta una fuenzad,, perpendicular a la superficie. En el intervalo de tiendpesta fuerza realizara un
trabajo

Fldl‘l = plAl’Uldt

sobre el volumen de fluido considerado, aumentando en efidarifa energia del mismo. Analogamente, el fluido
que se encuentra a la derecha de la supetigiejerce sobre ésta una fuegzads, por lo que el trabajo realizado por
esta fuerza sobre el elemento de volumen considerado es

ngl‘g = —pQAQ’Uth,
por lo que el trabajo total realizadobreel fluido es
oW = plAlvldt - pQAQUth, (3—34)

expresion valida para cualquier tipo de fluido. Para el casereto de un fluido incompresible, se cumplel; =
va As, por lo que la expresion anterior puede escribirse como

OW = (p1 — p2)viAidt = (p1 — p2)vaAadt

0 simplemente como
SW = (p1 — p2) AV (3-35)
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dondedV es el volumen del elemento infinitesimal.

Este trabajo realizado sobre el fluido debe traducirse eruoreato de su energia total. Asi, hay un cambio de
la energia cinética en la regiohy-A} que se acaba de abandonary en la regigmd’, que se acaba de ocupar, y
también un cambio en la energia potencial. En el voludiénque al ser el fluido incompresible, es el mismo en las
dos regiones la masa g8V, la energia potencial e@gdm (conz la altura del punto) y la energia cinétii—;anm. El
cambio en la energia total queda entonces como

1 1
dU = |:g,22dm + gvgdm} — [gzldm + §vfdm] (3-36)

y debe ser igual al trabajo realizado sobre el fluidd, = 61/, ya que no se produce ni disipacion ni otro tipo de
intercambio de calor.

1 1 d
dU = |gzedm + §v§dm] - {gzldm + iv%dm} =0W = (p1 —p2)dV = (p1 — p2)7m (3-37)
que, al simplificar queda
1 1
PL— P2 = pgz + 5pvs — pgz1 — 5pul
0, escrito en la forma habitual,
1 2 1 2
P1+pga+ 5pv1 = P2+ pgze + S pvy = cte, (3-38)
o también como ) )
&—l—zl—i—v—l:p—z—l—zQ—i—v—Q:cte, (3-39)
rg 29 pg 29

expresién conocida coneruacion de Bernoullvalida a lo largo de una linea de flujo para un flujo que comskrv
energia, estacionario en un flujo incompresible.

Ya se ha comentado en la seccién anterior el significadoftiéccada uno de los términos que aparecen en la
Ecuacion de Bernoulli (3—33) o0 (3—-39).

Cuando el flujo es irrotacional, esta expresion es valid&etts puntos de un mismo tubo de flujo, y no solamente
entre puntos de la misma linea de flujo.

3.5. Aplicaciones de las ecuaciones anteriores.

3.5.1. Velocidad de salida por un orificio (teorema de Torrielli).

Aplicando la ecuacion de Bernoulli entre los puntos 1

1 1
5PVL+Pa+ pgh = 5 pvs + pa+ pgh

ComoS; > S5, dev1S1 = 1255 se tiene quen ~ 0,
h por lo que la velocidad de salida por un orificio en un
deposito abierto a la atmdsfera es:

Obsérvese que la expresion obtenida es vélida Unica-
mente cuando el depdsito esta abierto a la atmdsfera
y no cuando el depdsito esta a presion o hay una capa

de otro liquido encima de la del liquido que esta desaguando.
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3.5.2. Tiempo de vaciado de un depdsito.

En unintervalo de tiempdt, el nivel del liquido en el
A deposito desciende ely. La variacién de volumen sera
entonces:

—Ady = Qdt = +/2gyadt

Agrupando e integrando,

Yo dy av2g [* 17919 at
y Yo e = /0 [ y L 1V

Yo 0

de donde queda

‘ t==u4/= {yo/ - y”ﬂ (3-41)
' aV g
/m “ Para que el deposito se vacie completamente se necesi-

taria un tiempo

A /2
tyac = —4/— Yo (3_42)
ayyg

3.5.3. Presion dindmica y presion estatica. Tubo de Pitot

El tubo de Pitot se utiliza para medir la velocidad de un flulfara ello se utilizan dos aberturas, A y B, perpendi-
cular y paralela a la direccion del flujo. & es la presion en el gas sobre el fluido (que puede regularsameth
llave), claramente se tiene

pa = pg(H + h) + pc

i = pgH + po pA—DPB=pg (3-43)

En B, la presion sera la presion estatica de la corrientesflpigl, mientras que en A el fluido esté estancado con
velocidad 0 y la presion es la presion dinamica. Como ambo®pestan a la misma altura, se tiene

1
pA+O+O=pB+§p1)2+O

(dicho en otras palabras, a la hora de calcular la alturbgntA hay que tener en cuenta el aumento de altura debido
al fluido que intenta entrar y no puede). Asi, se tiene

(1l ]) M— T (3-44)
P P

Esto se puede expresar en funcién de la diferencia de altleasa forma
v =/ 2gh (3-45)

Los tubos de Pitot para gases tienen la forma que se muedadigura, y en ellos se utiliza un fluido manométrico
de densidag’. En este caso, la velocidad del fluido (de densidadma la forma

/
v= | 2290 (3-46)
P
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Figura 3—10 Tubo de Pitot.

Figura 3—11 Tubo de Pitot para gases.

3.5.4. Efecto Venturi. Venturimetro.

El efecto Venturi es una consecuencia inmediata de la enuat@ continuidad y de la ecuacion de Bernoulli.
Consideremos dos puntos Ay B a la misma altura, pero comtéistseccioneS, y Sg. La ecuacion de Bernoulli
nos da

1 2 1 2
PA+ 5pV4 =PB+ 5pVB
2 2
que implica, al se64 > Sp

1 2 2 1 2 S%

pB —pc = —p(vy —vE) = —pup - =5 | >0. (3-47)
2 2 1523

Como se ve, la presion es mas débil donde la velocidad es mesydecir, donde la seccién es menor.

Una aplicacion inmediata de este efecto es el denominadonetro. Consiste en un calibrador colocado en una
tuberia para medir la velocidad de flujo de un liquido. Despdp la velocidad de la ecuacion (3—47) se tiene

2(pp —pc) S3
p Si-5S7

vh =

que da
S% o2 St 2(pe —pc) 5%
AT e Si-8
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Figura 3—-13 Relacion entre la velocidad y el estrechamiento.

resultando finalmente, para la velocidad del flujo

25%(1%4 —pB) _
p(S% — SE)

Otra aplicacién de este efecto es la denominada trompa @e e se utiliza para hacer bajos vacios de forma limpia.
Este mismo efecto se utiliza también en pulverizadores.

(3-48)

vaA =
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4.1. Introduccion.

A menudo, las fuerzas no conservativas en un fluido no pueespreciarse. Estas fuerzas dan lugar a una disi-
pacién de la energia mecénica del fluido en energia intedmaidmo, igual que las fuerzas de rozamiento disipan
energia de un bloque deslizante en energia interna deldlpoda la superficie sobre la que se desliza (aumentan sus
temperaturas). Como consecuencia de ésto, cuando un flisiclwse circula por una tuberia horizontal uniforme, la
presion a lo largo de una linea de flujo disminuye, al cortdrdeilo que ocurre en un fluido perfecto (fig. 4-1). Debe
notarse que al no variar la seccién de la tuberia, la veldaeééflujo en la misma no varia, al contrario de la presion.

4.1.1. Concepto de viscosidad.

Todo fluido real posee la propiedad deiscosidadLa viscosidad es la causa de la resistencia que aparecéga el
de un fluido en tuberias y canales y esta relacionada con kaifode un fluido a las deformaciones tangenciales,
en las que se produce rozamiento entre distintas partesud.fPor ejemplo, a causa de las fuerzas viscosas de

45
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Fluido perfecto

e

Fluido real

SALL

Figura 4-1 La presion disminuye a lo largo del flujo en un fluido real, aitcario de lo que ocure en un fluido perfecto

o

o
|
g

laminar turbulento

Figura 4-2 Régimen laminar y régimen turbulento. En régimen laminan@/imiento de las capas del fluido es ordenado, en régimbualé&mto
no.

rozamiento en una tuberia, las capas de fluido méas proxineagaréd (mas lentas) frenan a las capas mas interiores
(mas rapidas), apareciendo una distribucion de velocglade

El efecto de estas fuerzas de rozamiento se traduce en upacitis de energia que debe tenerse en cuenta en la
ecuacion de Bernoulli (3—33) en la forma siguiente, si ebfitg de 1 a 2,

U2 U2
Boram+t—ahp=2 40+ 2, (4-1)
P9 29 Py 2g

dondeAh;s es la energia disipada entre 1y 2 por unidad de peso del faldaue se denominzérdida de carga

4.1.2. Régimen laminary régimen turbulento.

Dependiendo de la importancia relativa entre las fuerzszosas y las fuerzas de inercia, el régimen de movimiento
de un fluido puede ser de dos tipos,

Régimen laminar o de Poiseuille:El régimen del flujo etaminar cuando el flujo tiene un movimiento ordenado, en
el que las particulas del fluido se mueven en lineas paragdhague se produzca mezcla de materia entre las
distintas capas.

Régimen turbulento o de Venturi: El régimen de movimiento de un fluido agbulentocuando el fluido presenta
un movimiento desordenado con mezcla intensiva entre $tisi@is capas.

Para distinguir conceptualmente ambos régimenes es dentemecordar la forma en que experimentalmente se
observa el paso de un régimen de movimiento a otro. Consimerana tuberia cilindrica de seccidn constante por la
que circula un fluido a una cierta velocidad. Si introduciersgl flujo una aguja fina por la que lentamente inyectamos
tinta como se muestra en la figura 4—2 podemos tener dos ctanpentos:

e Cuando el régimen del flujo es laminar, la tinta avanza cog@h@&omo un fino hilo, mezclandose lentamente
con ésta por procesos de difusién. La mezcla entre el agutintdees muy lenta. Esta situacion se tiene para
diametros pequefios y velocidades bajas del fluido.

e A medida que aumenta la velocidad del flujo, llega un momentque el régimen de movimiento pasa a ser
turbulento. Cuando el régimen de movimiento del flujo esulanito, la tinta se mezcla de forma inmediata con
el agua, diluyéndose en ésta.
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\\\\\\\\\\ o \\\\\\\\\\$

Figura 4-3 En un fluido real en movimiento aparecen fuerzas viscosaszienientoF,... entre las distintas capas del fluido, con una fuerza por
unidad de superficie. Esto hace que la velocidad en una seccion del fluido no séamei.

Dependiendo del tipo de flujo, laminar o turbulento, las Zasrde rozamiento que aparecen seran de distintos tipos.
En el caso de régimen laminar, las fuerzas que se ejercenastlistintas capas del fluido son tangentes a la direccion
del movimiento. Por el contrario, cuando se esta en régiombulento aparece una segunda contribucion a la fuerza
de rozamiento debida a la mezcla entre las distintas capas.

4.2. Efecto de la viscosidad en los fluidos reales.

4.2.1. Fluidos newtonianos.

Comencemos considerando el caso en el que el movimiento dieida tiene lugar de forma bien ordenada,
moviéndose éste en lineas paralelas, en lo que acabamasateidar régimen laminar, teniéndose que las fuerzas de
rozamiento son tangentes a la direccion del movimient@sHsterzas de rozamiento presentan en general distintos
comportamientos dependiendo de la rapidez con que varieldaigad en la direccion perpendicular a la superfi-

. . v . . . . . .
cie, rapidez representada . Una situacion muy frecuente se tiene cuando esta relaside proporcionalidad,
denominandosfuidos newtonianoa los fluidos que satisfacen esta condicion.

Asi, en lodfluidos newtoniangdas fuerzas de rozamiento que aparecen entre las capagidesflumovimiento una
con respecto a la otra, para una superficie de condftuienen dadas por l@rmula de Newton

dF,p, = —M%ds, (4-2)

que en funcidn de la tension cortante (fuerza por unidad perfaie) queda en la forma

OFro,  Ov
TT 7785 T Haw “=9)

. L, Ov . . L, .
conocida comdey de NewtonEn esta expresmg— es la derivada que caracteriza la variacion de la velocidad e

n
la direccidn transversal al movimiento y la constante d@@rcionalidadu: es laviscosidad dindAmica coeficiente
de viscosidad dinamica que depende de las propiedadesidel fidicando los signos negativos que se trata de una
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fuerza de rozamiento que se opone al movimiento. Las unsddella viscosidad dinadmica en el sistema internacional
son [kgnT's™!] o [Ns m—2=Pas]. La viscosidad dinamigadepende mucho de la temperaturay poco de la presion,
como se trata en mas detalle en el apartado 4.2.2. Solanosnii@itlos newtonianos (por ejemplo agua, aire, Hg,
productos petroliferos tipicos, etc...) cumplen esta &eléwton. Algunos ejemplos de fluidos no newtonianos son

Fluidos biolégicos.

Pinturas al aceite.

Soluciones coloidales.

Soluciones acuosas de combinados de gran masa molecular.

La ley de Newton, que en principio fue propuesta como hifp@feera una primera aproximacion, esta ampliamente
comprobada experimentalmente en buen nimero de fluidoseath®les la més usual en Mecanica de Fluidos cuando
se quieren calcular tensiones tangenciales en el moviol@minar de un fluido.

Se define laviscosidad cinematica en la formav = i/ p, y sus dimensiones en el sistema internacional sbra [
m?s~!. La viscosidad cinematica no depende de las caractesgticamicas del fluido.

En los sistemas CGS e internacional las unidades de lassudsctes dinamica y cinematica son, respectivamente,

CGS MKS
1 lpoise=1dyscm2=1g/cms=10"'kg/ms 1kg/ms=1Pas=10poises
v 1stokes=1crs ! =10"*m?s™! 1m?s—! = 10" stokes

4.2.2. De qué depende la viscosidad

En general la viscosidad no depende apenas de la presi®@m8argo, si depende de la temperatura, y de una forma
distinta para liquidos y gases. La viscosidad de un liquisimichuye con un aumento de la temperatura, mientras que
la viscosidad de un gas tiene el comportamiento contranimeata con la temperatura. Esto es debido a los distintos
origenes de la viscosidad en ambos casos.

La movilidad de las moléculas de un liquido es mas limitada, una presencia importante de fuerzas de cohe-
sion, relacionada con las fuerzas de rozamiento y por tartdacviscosidad, ya que son estas fuerzas de cohesion
las que hacen que durante el movimiento del liquido unasscaeaen a otras. Cuando la temperatura aumenta la
cohesidn entre las moléculas disminuye, al aumentar lg&neinética de las mismas. Esto da como consecuencia
una disminucion de la viscosidad.

La viscosidad de los liquidos se aproxima por la siguienteiepirica,
p=ae"" (4-4)

donde tantod como B son magnitudes que se obtienen al ajustar la expresionarden los resultados experimen-
tales de un liquido en particular.

En el caso de los gases las moléculas tienen una movilidaklonmiayor y el origen de la viscosidad esta relacionado
con el paso de moléculas de diferente energia entre dstiaf@as. Imaginemos dos capas adyacentes, cada una de
ellas con una distinta velocidad de movimiento. En promé&dionoléculas de la capa mas rapida se mueven a mayor
velocidad que las moléculas de la capa mas lenta. Como entelsédel flujo las moléculas de la capa més rapida se
mueven en promedio a una velocidad mayor que las de la capemasel paso de moléculas de la capa mas rapida
a la mas lenta se traducira en una aceleracion de la mismatraseue el paso de moléculas de la capa mas lenta a
la més rapida se traducird en un frenado de estas Ultimado @mbe movimiento aleatorio lugar al comportamiento
viscoso del gas. Como superpuesto a este movimiento seutem@vimiento aleatorio de las moléculas relacionado
con la temperatura del gas, pasaran moléculas de la capa@pida a la mas lenta y viceversa. Este paso seré tanto
mas rapido cuanto mayor sea la temperatura, y esto darddugex mayor intensidad de la aceleracion y el frenado a
que haciamos mencién en el parrafo anterior, aumentandamorla viscosidad con la temperatura.
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Tabla 4-1 Viscosidades dinamica y cinematica del agua a distintapeeaituras con sus correspondientes densidades. La diadatinamica se
da en unidades deo—° Pas30~5 poise, la cinematica en unidadeside ® m?/s y la densidad en kg/n

ey Viscosidad n o igag  Viscosidad g o Viscosidad G g Viscosidad
dinamica cinematica dindmica cinematica
0 1793 999,841 1,793 60 469 983,21 4,770
10 1309 999,7 1,309 70 406 977,79 4,152
20 1006 998,2 1,008 80 357 971,8 3,673
30 800 995,65 0,803 90 315 965,31 3,263
40 657 992,21 0,662 100 284 958,35 2,963
50 550

Tabla 4-2 Viscosidades dinamica y cinematica de varios fluidos jurdo su densidad. La viscosidad dinamica se da en unidades de
10~6 Pas40~5 poise, la cinematica en unidadesids ¢ m?/s y la densidad en kg/fn

Fluido recy Vscosidad n o iag  Viscosidad
dinamica cinematica
Mercurio 0 1690 13595 0,124
50 1410 13472 0,105
100 1220 13351 0,091
Etanol 20 1192 791 1,506
Metanol 20 591 810 0,730
Benceno 20 649 899 0,722
Gasolina 20 290 680-780 0,427
Glicerina 20 8% 104 1260 658,7
Aceite de oliva 20 8410* 920 913,0
Aceite lubricante 20 2610% 900-920 279
Aire 20 18 1,293 13,92
Diéxido de carbono 20 16 1,977 8,09
Nitrégeno 20 18,4 1,251 14,71
Oxigeno 20 20,9 1,429 14,62

La dependencia de la viscosidad de los gases con la temyzesataproxima por una de las siguientes leyes empi-
ricas, conocidas comey de Sutherland

_ o(T/To)*2(To + )

= 4-5
I TTS (4-5)
o por laley de la potencia
T n
fry e 4—
K= Ho To (4-6)

En ambos casag, es una viscosidad dinamica conocida a una cierta temparatigntras que los valoresy n se
ajustan con los datos experimentales de un liquido concreto

4.2.3. Lacondicion de no deslizamiento

Resumiendo, el esfuerzo cortante en un fluido viscoso néavtoren régimen laminar es proporcional a la pendiente
de la velocidad y es maximo en la pared. Ademas, justo en &dpkx velocidad del fluido es cero con respecto a la
pared. A este hecho se le denomamadicion de no deslizamienyoes una caracteristica de los fluidos viscosos. Un
ejemplo sencillo de ésto se tiene en las aspas de un vemfitagotienen polvo fino aunque el ventilador se encuentre
en movimiento, ya que justo en la superficie del ventiladaie se encuentra en reposo. Al girar las aspas, éstas
pueden mover las particulas grandes de polvo pero no lagpagiuCuanto mas potente sea el ventilador podra mover
mas particulas, pero siempre quedaran algunas pequefias geenueven.
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T | viscoplastico dilatantes T
\ \ __— Newtonianos
B
pseudoplastico \ “
a |
| | |
dv/dn dv/dn

Figura 4-4 Reogramas para distintos tipos de fluidos.

4.2.4. Fluidos no newtonianos.

Acabamos de ver que denominamos fluidos newtonianos a ageélllos que la dependencia entre las fuerzas de
rozamiento y el perfil de velocidades es lineal. Sin embargdpdos los fluidos tienen el mismo comportamiento,
aunque la mayor parte de los gases y liquidos simples se etanmmmo fluidos newtonianos. Por ejemplo, pastas,
lodos y polimeros de alta densidad son ejemplos de fluidosiquéenen un comportamiento newtoniano. Deno-
minaremos fluidosio newtoniano® andmalosa aquellos fluidos que no siguen la ley de Newton del rozamient
interno.

El comportamiento de los fluidos no newtonianos se repraseetliante las curvas de corriente, curvas reoldgjicas
0 reogramas, como se muestra en la figura 4-4, donde se mgpré&stension cortante producida por las fuerzas de
rozamiento frente a la tasa de variacion de la velocidad arseccioniv/dn. Estas curvas se construyen a partir de
datos experimentales obtenidos con viscosimetros detdistipos en distintas condiciones de funcionamiento.

Las curvas de corriente correspondientes a los fluidos mévtos son lineales y se representan en el diagrama por
rectas que pasan por el origen de coordenadas, con la Wiadagual a la pendiente de la recta,

.
=t -
S dv/dn

que caracteriza completamente las propiedades reoldgtfisido a temperatura y presion dadas, con independencia
del gradiente de velocidad.

Las curvas de corriente de los liquidos no newtonianos sgndiversas y en el caso general no lineales. Depen-
diendo del comportamiento de estos liquidos en el diagrawiagico se tienen distintos comportamientos no newto-
nianos:

Fluidos pseudoplésticos:En éstos, al aumentar la velocidad de variacion de la vedddi fuerza cortante viscosa
aumenta menos que con los newtonianos (véase la figura). dompkgj de materiales pseudoplasticos son
muchos lodos no newtonianos o fundidos de polimeros.

Fluidos dilatantes: Los fluidos dilatantes tienen el comportamiento contrdriedos fluidogpseudoplasticadluchas
pinturas son fluidos dilatantes.

Las curvas de corriente de los fluidos pseudoplésticos tadiles se describen muy bien en régimen laminar mediante

la expresion
dv\"
=K|— 4-7
T=K (dn) (4-7)

tPrecisamente se denomiRaologiaa la rama de la Fisica de Materiales que estudia la respueta fluidos a los esfuerzos.
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dondex y n son magnitudes constantes para un liquido dads una medida del grado de consistencia del liquido
(teniéndose mayot a mayor viscosidad) mientras quaepresenta el grado de comportamiento no newtoniano. Los
fluidos newtonianogorresponden al caso particular= 'y n = 1, los fluidospseudoplasticoal cason < 1y los
dilatantesan > 1.

Materiales no lineales de Bingham o viscoso-plastico®tro tipo de fluido no newtoniano corresponde no descrito
por la ecuacién anterior corresponde a toateriales lineales de BinghamfluidosviscoplasticosEn estos
materiales el comportamiento es similar al de un sélido fErsiones cortantes por debajo de un determinado
umbral, es decir presenta una deformacion fija para un ciafttw de la tensién cortante. Sin embargo, cuando
el esfuerzo cortante es mayor que ese umbral, el materisémie el comportamiento de un fluido viscoso
newtoniano, en la forma

dv
T ="+ o (4-8)

donde se conoceracomotension de desplazamientension inicial de desplazamienddimite de fluidez

En el trabajo comun con fluidos no newtonianos se introducemtepto deviscosidad efectiyagque permite con
ciertas limitaciones realizar los calculos mediante lasnfdas de fluidos newtonianos. Para un liquido dado ésta
no es una magnitud constante, sino que depende de la tasand@® ade la velocidadiv/dn y de la tension de
desplazamienta,. Su valor se calcula en el diagrama reoldgico como la petal@mlas rectas que unen el origen de
coordenadas con los puntos de la curva de corriente parandicones del flujo,

T

dv/dn

pe = tan 3 = (4_9)
Hay que insistir en que los valores de la viscosidad efesgvdeterminan solamente por el estado instantaneo del
flujo.

En los fluidos pseudoplasticos la viscosidad efegtiveisminuye con el aumento deo dv/dn, dando la apariencia
de que se diluyen al fluir (al fluir aparece ung undv/dn). Por el contrario en los fluidos dilatantesaumenta con
T 0dv/dn y por tanto parece que se espesan al fluir.

Otro tipo de materiales presentan una combinacion de eafstatas viscosas y elasticas especial y se les denomina
fluidosviscoelasticosEstos materiales se comportan como sdlidos ante varexrapidas del esfuerzo aplicado, pero
se comportan como fluidos ante pequefios esfuerzos contisilaaks plasticos a temperatura ambiente sometidos a
una carga presentan un comportamiento viscoelasticooashd de forma muy espectacular una papilla espesa de
harina de maiz.

4.3. Ecuaciones de movimiento de los fluidos reales.

¢, Qué forma tienen las ecuaciones del movimiento para umflisdoso? En el caso de un fluido viscoso tendremos
que tener en cuenta que, ademas de las fuerzas de presiomy fuerizas de masa como la gravitatoria, sobre un
fluido viscoso en movimiento actdan las fuerzas viscosaszimiento.

El estado de tensiones en un punto del fluido puede exprasadiante el tensor de tensiones

4 + Tax Try Txz
[oi;] = s L (4-10)
Tzx Tzy —-P + T2z

donde cada elemenig del tensor representa la fuerza por unidad de superficiecjiia an la direccion sobre la
cara perpendicular al ejg Esta tension es en general inhomogénea, es decir, varia piento a otro del flujo. Si
consideramos el elemento de volumen infinitesimal de ladidas fuerzas que actian sobre las caras: + dx en
la direccionz seran

dF,.(z) = [p(x) — Tow(x)] dydz
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z a"’-mz
| Ta2(2) + o dz
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| ~p(a) + T 2)
| _-Y dz
sz(y) v, -
—
|
I A/() 4 aTwy "
/ : TeyY (9y Y
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Z

Figura 4-5 Componente: de las fuerzas que acttan sobre un fluido real en movimiersatistintas caras de un elemento de volumen.

sobre la cara que se encuentra a una distand&l planoyz y
dF,.(z + dx) = [—p(x + dx) + Tpe(z + dx)] dydz

sobre la cara que se encuentra a una distan¢i@z del planoyz. Si desarrollamos en serie esta Ultima expresion, se
tiene

OTypu

ox

AP (e ) = | () ~ il 7o) +

3 da:} dydz

quedando la fuerza neta que actiua en la direcci®obre las caras perpendiculares a esta misma direccion

Ip s
_9p O

Fneta: F E _
dF} dF..(x) + dFyy(z + dx) ( . p

) dxdydz (4-11a)

Un célculo analogo para las fuerzas en la direcai@ue actian sobre las caras perpendiculares a las diresgigne
zda

neta 6Tw
A = dFyy (y) + dFyy (y + dy) = ayy dzdydz (4-11b)
neta aTmz
dFS = dFp2(2) + dFyp2(2 + dz) = 5, dvdyd: (4-11c)
z

guedando la fuerza neta en la direccibcomo

(4-12a)

Or Ox oy 0z
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Un calculo anélogo da, para las fuerzas netas en las diresjy z

dp O 87 87
aneta Y e yx yy & 4-12b
y ( 8y T s > (4-120)
gprete — (9P O asz ‘97” (4-12¢)
0z ox
Multiplicando estas ecuaciones respectivamente por lo®res unltarlo§ jy y sumando vectorialmente se tiene,

para la fuerza neta que actua sobre las distintas superficies

aneta:__' ___" __k
sup 8x2+ 8yj+ 0z *

OTuw n OTxy n 0Ty i
Ox dy 0z

OTye | OTyy  OTy.\ =
(8:17 + Oy + 0z I+

OT.p  OToy  OTe )\ »

k.
( Ox + Oy + 0z

De una forma mas compacta esta expresion se puede escribisigniente forma

(4-13)

Tex Tyx Tzx
o 0 0
dFS"ue;a = —Vp + (3 (9 82) N Twy Tyy Tay (4-14)

Toz Tyz Tzz
0 en notacién tensorial B B
dF;Zf“ = —Vp+ VTjj;. (4-15)
De esta forma, la ecuacion de conservacion de la cantidadogiemento para un fluido viscoso se escribe, en su
forma diferencial, como

ot
donde en la parte derecha se ha descompuesto la acelenasids @mponentes local y convectiva (3—23).

pCZ = pg(—k) — Vp+ V7 [= P (a—ﬁ + (v 6)U)] (4-16)

4.3.1. Fluido perfecto o flujo no viscoso.

Obviamente para el caso de un fluido perfecto, todas las coempes del tensof;; son nulas y se recupera la

ecuacion de Euler para flujo no viscoso
dv - -
PE = pg(—k) — Vp (3-17)

4.3.2. Fluido newtoniano. Las ecuaciones de Navier-Stokes

Para un fluido newtoniano los esfuerzos viscosos son priogpales a la derivada de la velocidad y al coeficiente
de viscosidad. Para el caso de flujo incompresible, las capmies del esfuerzo viscoso para un fluido newtoniano
guedan

e = 2 ?‘;:: (4-17a)

S— M%_ZJ (4-17b)

oo = 020 4-17¢
o
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para las componentes normales, y

Ovy, Ov
ov,  Ovuy

Tez = Tzge — W ( or + 02 > (4—179)
0 v,

Tyz = Ty = I (—;j + 5; ) (4-171)

para las cortantes. Sustituyendo estas expresiones amdei@c anterior se obtienen lasuaciones de Navier-Stokes

dvy dp 0%v,  0%v,  0%v,
Par =P 5 + ( 972 + 2 + 9.2 (4-18a)

dv, Op v,  0%v, 0wy,

— = - — 4-1
Pt = P9 dy tp ( 0x? * oy? - 022 (4-18b)

dv, op 0%v, 0O%v, 0O%v,

_ P 4-18

Pag = P9~ 5, T ( Ox? + 0y + 022 ) ( ©)

para un fluido newtoniano. Nétese que éste es un sistema de@oes diferenciales en derivadas parciales no lineales
de segundo orden que tiene cuatro incognitasy,, v. y p. Para resolverlo, necesitaremos una cuarta ecuacion que
no es sino la ecuacion de continuidad (3—11) para un flujonpeesible.

4.4. Distribucion de velocidades y tensiones cortantes. Foula de Poiseuille.

Determinaremos ahora el caudal o ga3ten una tuberia cilindrica de radibcomo la representada en la figura 4—6
en condiciones de flujo laminar. A través de la tuberia deiGeaonstante fluye un liquido (homogéneo e incom-
presible) de viscosidad y las presiones en dos puntos 1 y 2 separados una distArsna respectivamenig y

Pp2-

Si consideramos régimen estacionario, aksgrv(t) no hay aceleracion en la direccion axial y la suma de fuerzas
en esta direccion es cero. Observando el equilibrio de &sexm un cilindro imaginario de radiddistancia al eje del
cilindro) y longitud L dirigido seguin el eje mostrado en la figura, que forma un &vobn la horizontal se tiene, en
la direccién axial,

ZF =0= p1(7TT2) — pg(wr2) — 7814s. —mgsent = 0.

Como la masan espSLYy Lsenf = z, se tiene
TSiat. = (p1 — p2)S — pgzS.

Podemos expresar la diferencia de presignes p», en funcién de la pérdida de carga ;5 a partir de la ecuacion
(4-1), que teniendo en cuenta que= v, al serS; = Sy y quez = zo — z; da

p1 — p2 = pgAhis + pgz.

Como la seccion de la tuberia es constante, la pérdida da A#rg es igual a la variacion de la altura piezométrica
entre los dos puntof\1}5 > = Ahy2, por lo que podemos escribir también

piezo

p1—p2 = pgAhyy "+ pgz.
Sustituyendo en la ecuacion anterior se van los términasyese obtiene la distribuciéon de tensiones cortantes

o pgARYS =y

o (4-19)
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Figura 4—6 Tuberia cilindrica por la que circula un fluido newtoniano.

Si el régimen del flujo no fuera laminar habria dos comporsedgela tension cortante, la mostrada arriba y ademas
una originada en la mezcla de fluido. En régimen laminar sgdoexe ésta y aplicando a este flujo la ley de Newton,

@ gAhpzezo / / gAhpzezo dr
or v

T=—U

max

dondeu,,.4.. €s la velocidad maxima sobre el eje, quedando

pgr’

Umaxz — UV = 4ML Ah:ll);ezo

Si tenemos en cuenta que para R (es decir sobre la pared) debe cumplirse 0 se tiene

pgR* piczo
v Al

qguedando la ley de distribucion de velocidades para un fln@wgtoniano en régimen estacionario y laminar en la
forma parabdlica
Ahpiezo
v(r) = el I
4L

coincidiendo el eje de la parabola con el eje de la tuberia.

(R* —r?) (4-20)

El gasto o caudal através de una seccion eleméftah la cual la velocidad es constante viene dad@@os vdS,
siendo el caudal total la integral de los caudales elenental

R TR* '
7S =Q = / vdS = / v2rrdr = —— pgAhly =’ (4-21)
s 0 8l

Si comparamos con la expresion anterior para la velocidadmaése observa qu@ = %ﬂ'RQUm(w y Si tenemos
ademas en cuenta que la velocidad media esta relacionads candal a través d@ = ©S y que la seccion es
precisament& = 7r? se tiene de forma inmediata que

_ Q pgR2 iezo 1
v = E = &LL—LAhIfg = §Umax (4_22)

para esta distribucién parabdlica de velocidades.

TEl signo— aparece al tomarse los ejes respecto de0
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zona de fluido libre
Vo
\
)
ST p—
N >
// \ ///
, \ - v =10(y)
.
|
\\ /
N /
\\\///
capa limite

Figura 4-7 Consideremos una pequefia parte de la seccion de un flujswiatejada de las paredes, en la que podamos consideraodadael
uniforme. Si introducimos una cuchilla en el flujo y obseraeanta distribucién de velocidades en las cercanias de lalleusk observan dos
comportamientos bien diferenciados. Lejos de la cuchilefexto de las fuerzas de inercia predomina sobre el de éasds viscosas y se tiene la
zona de fluido libre, mientras que cerca de la cuchilla etefpredominante es el de las fuerzas de inercia y se tienetarderada capa limite.

4.5. Numero de Reynolds. Concepto de capa limite.

Resulta de gran interés conocer la influencia relativa dei&agas de inercia y viscosas en el movimiento del fluido
y caracterizar esta influencia.

El nimero de Reynolds es un pardmetro adimensional que aygsir de la relacion entre las fuerzas de inercia
y las fuerzas viscosas en las ecuaciones de Navier-Stok&8)(4&l término de inercia(v - ﬁ)ﬁ es el asociado con
la componente convectiva de la aceleracion y dimensionabme comaov? /L, mientras que el término viscoso
uV2v es el asociado con la parte viscosa, y va dimensionalmente po/L?, siendoL y v una longitud y una
velocidad caracteristica respectivamente. Como ambwo@ies son dimensionalmente equivalentes, su cociente sera

una magnitud adimensional.

Asi, se define el numero de Reynolds en en la forma

2/L 5D @D
v/ = Re=2Z_X (4-23)
v/ L? m v

dondeu es la velocidad media caracteristica del flupoes una longitud caracteristica (tipicamente el diametre$,
la densidad del fluidg es la viscosidad dinamicawy= p/p es la viscosidad cinematica.

Se denominaelocidad caracteristica la velocidad por debajo de la cual toda turbulencia es éoada por la
accion de la viscosidad del fluido. Experimentalmente serwhgjue de forma aproximada para nimeros de Reynolds
menores que 230@I régimen de movimiento del fluido es laminar (predominarfl@rzas de rozamiento) mientras
gue para numeros de Reynolds mayores que 2300 el régimenvil@iertto es turbulento (predominan las fuerzas de
inercia). Experimentalmente se observa el paso de uno aégfimen introduciendo un colorante en el flujo como se
menciond anteriormente.

Para fluidos de pequefia viscosidad o en general para valamedeg del nimero de Reynolds, el movimiento del
fluido suele estudiarse por separado en dos zonas, como seaerela figura 4—7.

1. Zona de espesor pequei@aifa limitg en la que la influencia de las fuerzas viscosas es tan inmgertamo la

TEn realidad, el cambio de régimen tiene lugar entre 2000 ¥ 2dépendiendo de las condiciones concretas en que serehlizoceso.
Algunos autores dan otros valores en ese rango como refgraca el cambio de régimen
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Valvula cerrada

I

Ah = H - Valvula abierta (fluido perfecto)

~ Vélvula abierta (fluido real)

2

Figura 4-8 Se comparan los niveles del agua en los piezometros cuamédlylda esta cerrada, y cuando, estando abierta, circulallpain fluido
perfecto y un fluido real.

de las otras fuerzas.

2. Zona donde la influencia de la viscosidad es despreciadade fluido libre

4.6. Pérdidas de carga. Generalidades.

4.6.1. Pérdidas de carga lineales.

Las pérdidas de carga lineales son aquellas que tienendegfarma continua a lo largo del flujo, por el hecho
de que el fluido avance, aunque no cambien ni la direccion el ffi la seccién de la tuberia. Como un ejemplo,
consideremos un depdsito que desagua a través de un tubecitinseonstante en el cual se han colocado una serie
de piezOmetros, como se muestra en la figura.

Si la valvula de salida esta cerrada, el nivel en todos lazopietros es el mismo e igual al nivel de agua en el
depdsito. Al abrir la valvula se observan distintos comgooientos dependiendo de si tenemos un fluido perfecto o un
fluido real. Si lo que tenemos es un fluido perfecto, el nivedgiga en todos los piezémetros baja la misma cantidad,
y ésta es igual a la altura de velocidad

’U2

Ah = —
29

Por el contrario, si lo que tenemos es un fluido real, la pérdilcarga se reparte de forma continua a lo largo del
tubo. Esto hace que el nivel del agua en los piezometros vagardiyendo segln se avanza en el tubo.

Estas pérdidas de carga son, en general, una funcion cengeep geometria del sistema, de las propiedades
del fluido, y de las caracteristicas del flujo. Experimenéaita se observa que las pérdidas de carga son en general
proporcionales al cuadrado de la velocidad promedio enyanparte de los casos de interés técnico. Esta observacion
se expresa en funcién de la altura de velocidad en la conteydde Darcy-Weiesbagbara las pérdidas de carga
lineales debidas al rozamiento,

L v?

AhF:fDQQ

(4-24)

El factor de proporcionalidagies elcoeficiente de friccibgque en general varia poco para pequefios cambios del flujo
y es constante para el caso particular de un flujo fuertenteritelento.

En general el coeficiente de friccigndepende del nimero de Reynolds, de la rugosidad relativatd&ériae / D



58 Capitulo 4. Dinamica de fluidos reales. Flujo de fluidos eretids.

y de la seccion de la tuberia,
f=7(Re %, seccion de la tuberja

donde la rugosidad relativa representa la relacién entregasidad de un elemento tipico y las dimensiones de la
tuberia representadas por el diametro de la misma

No so6lo es importante la magnitud, sino también la forma dedzion de la canalizacién, ya que diferencias de la
forma circular dan lugar a flujos secundarios que aumenteaitta de presion. Cuando se trabaja con canalizaciones
no circulares se utiliza generalmente el radio hidrauliebdiametro hidraulico
2A 2 x areade la seccion 4A

per. perimetro mojado f "~ Der. ( )

h

en vez del radio o el didmetro, y se trata la canalizacién cairhgera de seccion circular, con el nimero de Reynolds
calculado en funcion del diametro hidraulico.

Régimen laminar.

Para tuberias de seccién circular uniforme por las quelaitgufluido newtoniano en régimen laminar, esta pérdida
de carga que aparece tanto en tuberias lisas como rugostsgraucirse de la férmula de Poiseuille. A partir de la
expresion para el caudal (4-21) y teniendo en cuenta quérekdio es dos veces el radio, se tiene que

_ 8uLQ  SuLv  32ulv  32vLv

Ay = = = = 4-26
"7 pgrR* T pgR? ~ pgD? gD? (4-26)
Si tenemos en cuenta la definicién del nimero de ReynBlels; 1D /v, esta expresion queda como
320Ly 64 L v* L 2
Ahy = 2220 Y Y (4-27)

gD> ~ ReD2g 'D2g
~2
dondef = 64/Rees el coeficiente de friccion (adimensiondl)es la longitud,D el diametro y;— la altura de
g
velocidad. Esta expresion coincide con la ley empirica44-€2 Darcy-Weiesbach

~2
Ab= LT

VBT (4-24)

que se utiliza para un flujo general, tomando para el caspiartdel flujo laminar, la relaciéfi = 64/Re conocida
también coma@cuacion de Hagen-Poiseiuille

Estas relaciones permiten obtener la tensién cortantearéal de la tuberia circular para un flujo laminar. De las
expresiones anteriores (4-19), se tiene

— An B A 2B
T0 = Ahl Y3 = Ahl Y3
Al despejarAh; se obtiene
Ahl _ 2T()L _ 4T()L
YR D
que, al comparar con la ecuacion de Darcy-Weiesbach dad@tean las paredes de la tuberia
02 v
o = f78_ — (4-28)
g 8

Cuando las canalizaciones no son cilindricas la relaciée ehndmero de Reynolds y el coeficiente de friccion es,
para régimen laminar y fluido newtoniano, de la forma

k
1= Re
en funcidén de un factor geométriéo Algunos valores tipicos del factor geométriceon los siguientes

con48 < k <96 (4-29)
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Cuadrado 56,91
Rectangulo 2:1 62,19
Rectangulo 5:1 76,28
Laminas paralelas 76,28

Régimen turbulento

La ley experimental de Darcy-Weiesbach es valida para tpdadie flujo con el coeficiente de friccién adecuado.
Como acabamos de ver, para un fluido newtoniano en régimendagntuberias circulares, el coeficiente de friccion
viene dado pof = 64/Re

Tuberias lisas. En régimen turbulentoRe >2300) y tuberias lisas se utilizan diversas expresiofig8¢e) depen-
diendo del rango del nimero de Reynolds. Para nimeros deoRlsyen el rango (3000Re<100000) se utiliza la
férmula de Blausius

f=0,316/R&"? (4-30)

mientras que para nimeros de Reynolds superiores a éstosnpaores qué x 10° se utiliza la férmula de von

Karman
1 Re Re
— =0869In( — | — 0,8 =21 — ] —-08 4-31
77 = 0soom (52) o5 (7 (“4=3h

Tuberias rugosas En régimen turbulento y tuberias rugosas se utilizan déstifunciones del tipg = f(¢/D, Re)
dondes es el coeficiente de rugosidad/ el didmetro de la conduccién.

Para régimen turbulento en tuberias circulares la magad#i de todas es la férmula de Colebrook (1939)

I e/D 2523\ e/D 2523 3
Vi 0,869111(377 +—Re\/7) = 210g<3,7 +—Re\/f)' (4-32)

Esta es una ecuacion implicita que converge bien en pocasiiraes cuando se aborda mediante métodos numéricos.
El diagrama de Moody que se presenta en la figura 4-9 es uresespacion logaritmica de la ecuacion de Colebrook
en ejes coeficiente de friccion/nimero de Reynolds parmtlistvalores de la rugosidad relativa, combinado con la
relacionf = 64/Repara flujo laminar.

En el intervalo de rugosidades relatives © < ¢/D < 10~2 y de nimeros de Reynold®00 < Re < 108 se
puede hacer la aproximacién explicita

1,32 2
o o7 _ 0,25 (4-33)

(gD 5T 2 o (€D 514 2
[“(sx*@)] [4?*@)]

gue da valores aproximados de la ecuacion de Colebrook e lpaete del rango de interés.

Para rugosidades relativas altas y nimeros de Reynolds aliepende fundamentalmente de la rugosidad relativa
y poco del numero de Reynolds, como se observa en el diagraiMaaddy y puede ajustarse por

1//f =1,14 - 0,8691n(e/D) = 1,14 — 2log(e/D). (4-34)
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Figura 4-9 Diagrama de Moody para tuberias de seccion circular olemiphrtir de la relaciorf = 64/Repara régimen laminar y la ecuacion
de Colebrook (4-32).

Cuando se conocen las caracteristicas del flujo y de la tulesrsencillo Ah
obtener el coeficiente de friccighy la pérdida de carga directamente desde v
el diagrama de Moody. Cuando la situacion es la contraridees se cono- /\
cen las caracteristicas de la tuberia y de alguna forma tidaéde carga (p.ej, . >
midiendo las presiones entre dos puntos si se conoce el l@deela tuberia)
y se quiere obtener el caudal, no es posible hacer el processo salvo que \—/Re
se conozcd para esas caracteristicas del flujodepende tanto de las carac-
teristicas de la tuberia como de las caracteristicas de).flBara resolver el D. Moody

problema, se utilizan métodos iterativos. Se parte de wor dalf estimado (p.ej, si no se tiene mas informacion, algo
en torno a,02), se calcula la velocidad a partir de la ecuacion de DarcieMdach. De aqui y de las caracteristicas
de la tuberia se obtiene el nimero de Reynolds y con la ruggbsidativa se extrae del diagrama de Moody un nuevo
valor del coeficiente de friccion. Repitiendo el procesddgse converja suficientemente se tiene un buen valgr de
y el caudal coma@) = vS.

4.6.2. Pérdidas de carga singulares.

Representan disipaciones adicionales de energia en eftujmalmente causadas por los flujos secundarios (turbu-
lencias) inducidos en cambios de seccion o de direccion tikxia. Aunque en algunos sistemas constituyen una
parte importante de la pérdida de carga total, se les sualendear denominar pérdidas secundarias 0 menores.
Corresponden a:
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Secciones de rejilla.
Ensanchamientos.
Estrechamientos.
Codos.

Valvulas.
Bifurcaciones.

Para obtener las pérdidas de carga locales o singularesneradjse utilizan expresiones experimentales de la forma

1)2
Ah=K— (4-35)
29
dondeK es un coeficiente que se obtiene a veces de forma tedrica gadedorma experimental y que se encuentra

en los manuales de hidraulica. En el caso concreto de loaemsaientos esta expresion aparece en funcigade?
(que en el fondo es similar a 4-35).

No hay que olvidar que, aunque el coeficiehiarece constante, en general tiene alguna dependendianatiic
de las condiciones del flujo. En particular, los siguienaesdres afectan &

e La geometria exacta del componente en cuestion.
e Elndmero de Reynolds.

e Proximidad a otros elementos, etc... (Los valores tabslado para componentes “aislados”, con una cierta
longitud de tuberia entre el elemento analizado y el sige)en

Por ejemplo, para los ensanchamientos graduales la depgadeX” con las secciones inicial y final del tubo es tal
que la pérdida de carga viene dadapor
(Av)?

Ah = K—~
29

(4-36)

donde enk adn queda incluida una dependencia en el &ngulo del cono.

A continuacioén se da un resumen de algunos de los coeficeafgardidas mas habituales. En todas las expresiones
gue siguen se ha utilizado el subindigeara representar los valores aguas arribagra representar la situacion aguas
abajo. Para enfatizar a que parte corresponden las veltesde ha intentado utilizar las mayusculas para los valores
correspondientes a la secciébn mayor y las mintsculas paxelores correspondientes a la seccién menor.

1. De depdsito a tuberia (pérdida a la entrada)

Conexioén aras de la pared tuberia entrante conexion alzcina
2 2 2
0,502 1,002 0,052
29 29 29
1}2
2. De tuberia a depdsito (pérdida ala salida) ... ... .. oo 1,1)02—1
g
. — V)2
3. Ensanchamiento BrusCo . ... ... (Ul . 2)
g
. —Vy)?
4. Ensanchamiento gradual .. ........uuueeiein it K (v 5 2)
g

TEsto no es mas que un caso particular de 4—35, ya que por leid@tulz continuidady; S1 = va So y por tanto,

A 2 o 2 2,2
Ah= g BT _ 2 1) :K<17%> %
2g 29 S1/) 2g
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angulojdi/d> | 12 14 1,6 18 20 25 30 40 50

4° 0,02 0,03 0,03 004 004 004 004 0,04 0,04
10° 0,04 0,06 0,07 0,07 007 008 0,08 0,08 0,08
15° 0,09 0,12 0,4 0,15 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16
20° 0,16 0,23 026 028 029 030 0,31 0,31 0,31
30° 0,25 036 042 044 046 048 0,48 0,49 0,50
50° 0,35 050 057 061 063 065 0,66 067 067
60° 0,37 053 0,61 065 0,68 0,70 0,71 0,72 0,72
. . . 1 v3
5. Venturimetros, boquillas y orifiCios . ... e — =1 o
Cr g
1)2
B. CONTACCION DIUSCA . ...ttt ettt et et e e e e e e e e e e e e e K2—2
g
Dy/dy | 12 14 16 18 20 25 30 40 50
K ]008 017 026 034 037 041 043 045 046
U2
7. Codos, acCesorios, VAIVUIAS . . ... ...ttt e e e et e e et e e K.Q—
g
codoadb® ... 0,35 — 0,45
codoad® ................n 0,50 — 0,75
bifurcacionesenT........... 1,50 — 2,00

valvulas de compuerta (abierta)~ 0,25
valvulas de control (abierta)... ~ 3,0

8. Salida de tuberia a la atmdésfera (desague libre a la adnagsf

La pérdida en el desagtie libre de una tuberia a la atmésfeganesalmente muy pequefia al no producirse
apenas turbulencias en la tuberia en ese proceso.

4.6.3. Variacion de altura debida a una maquina.
Las maquinas hidraulicas pueden

e Aportar energia al flujo (bombas).

e Extraer energia del flujo (turbinas).

El aporte de energia que realiza una bomba al flujo se repeelsehitualmente a través de la energia aportada por
unidad de peso del fluido, a la que se denomina altura de ladoraliura aportada por la bomba;. Veamos ahora

la relacion entre la potencia de la bomba y la altura de la mi$Para ello consideraremos una bomba colocada en
una tuberia horizontal de seccién constante y estudiarehasnento de energia en un elemeaito del fluido que
atraviesa la bomba en un intervalo de tienappoSi denominamos; a la energia por unidad de peso a la entrada de
la bomba yhs a la energia por unidad de peso a la salida de la bomba, lai@ergn elemento de maga: antes

de entrar en la bomba seja; dm mientras que la energia del elemento de ndasal salir de la bomba seghodm,

por lo que la variacion de energia del fluido en el intervaltief®@podt esg(ha — hi)dm = gHpdm dondeH  es

la altura de la bomba o energia por unidad de peso aportada pomba. La potencia de la bomba sera entonces, en
funcién de la altura de la misma

Hgdm dm
p=92ET0 _ gHp—— = gHBQnm = pgQHp (4-37)
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1
Figura 4-10
Bomba Turbina
A B A B
—_—— Fo—— —_— ~o—>
paA+ ngbomba =DB PA — ngtuTbina =DPB

Figura 4-11 Expresiones para incluir correctamente el efecto de ladbem de las turbinas.

La misién de la turbina es extraer energia del fluido, disyendo su energia. Analogamente al caso de las bombas,
se denomina alturélr de la turbina a la energia que ésta extrae por unidad de peffaidie. De forma semejante al
caso de la bomba, la potencia extraida por la turbina estéioelada con la alturd de ésta mediante

Py = pgH7rQ = gH71 Q2 (4-38)

Para considerar correctamente los signos de las alturasnaleghy turbina, es conveniente seguir el sentido del flujo,
afiadiendo a la altura total inicial todas las alturas agaggor bombas y restandole todas las alturas de pérdidas y
todas las alturas extraidas por turbinas, llegandoseeulacion de Bernoulli generalizada

2 2
P1 U7 D2 U3
=+ —=+h +§ HBfE Hy — Ahpor = —= + = +h (4-39)
Py 29 . T pg T 2g :

4.6.4. Representacion gréafica de la pérdida de carga.

Consideremos el caso de una tuberia alimentada por un guasittecuyo nivel se mantiene constante, que descarga
en otro gran depdsito cuyo nivel se mantiene también cotesthas lineas con que se trabaja habitualmente son la
linea de alturas totales y la linea de alturas piezométricas

1. Lalinea de altura total en cada punto es el resultado thr e$a del depdsito (nivel de energia del depdsito)

todas las pérdidas de carga encontradas en el camino (erassttwdas las pérdidas de carga a la izquierda del
punto) y sumar todas las ganancias afiadidas por las bombas.

2
2. Lalinea de altura piezométrica se obtiene restandodeaale velocidaé;— de la linea de altura total
)
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nivel

AH, =3, A

Figura 4-12 Linea de alturas totales y linea de alturas piezométricas.

4.7. Redes de tuberias

Analizaremos ahora algunos ejemplos sencillos de redeshdeas y los elementos fundamentales a tener en cuenta
para su calculo.

El caso mas sencillo es el de tuberias en serie. En este oaggjmen permanente el caudal masi que circula
a través de cada tuberia es el misf¥Q,, = Qn,... = @m,,, Mientras que la pérdida de carga total a lo largo del
sistema de tuberias en serie se obtiene como la suma de thdgséde carga en cada uno de los tramos (mas las
pérdidas en los elementos de unidn de las tuberias),

Ahtor =y A

En las tuberias en paralelo, la corriente que originalmantalaba por una tuberia se distribuye en un conjunto de
tuberias para posteriormente reunirse de nuevo en uneEsokste caso el caudal en la linea principal es la suma de
los caudales en las tuberias en que se divilde;ncipar = @m, + ... + Qm,.. Como los valores de la altura de carga
en los puntos de bifurcacién deben ser los mismos para tagdshierias colocadas en paralelo, las pérdidas de carga
en todas ellas deben ser iguales.

Cuando tenemos redes de tuberias mas complejas hay dasfreglamentales que deben tenerse en cuenta:

Figura 4-13 Reglas fundamentales para trabajar con redes de tuberias

1. En cualquier nodo (unién de dos o mas tuberias) debe a@nseila masa. Es decir, el caudal masico neto debe
ser cero en régimen estacionario, todo lo que entra en uvahbede tiempo debe salir en el mismo intervalo,
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no puede producirse acumulacién de materia. Para el caso fligido incompresible, ésto es cierto también

para el caudal.
Z Qm, =0

2. No debe de haber pérdida de carga neta a lo largo de un Ri@emenzamos en una posicién del bucle y
sumamos las variaciones de carga hidraulica, cada una coorsspondiente signo, al llegar a la posicion
original la carga hidraulica debe ser la misma que al priogip

Z Ahrozi == Z AI{bmnbas — Z AHturbinas =0

en el bucle.

4.8. Cavitacion

Se denominaavitaciéna la formacion de cavidades en el liquido en movimiento Beteavapor. Se produce cuando
la presion en algun lugar del fluido se hace menor que la présidapor saturante del liquido, es decir la presion que
corresponde a la ebullicion del liquido a una temperatudada

Por ejemplo, acelerando agua desde el reposo hasta velesida 15 m/s la presion desciende en aproximadamente
una atmésfera y produciéndose cavitacion. De hecho estoeogumenudo en los elementos en los que se producen
pérdidas locales cuando se produce un gran aumento dededaaiestrecharse el flujo después de dilatarse.

Asi, en las partes de baja presién puede comenzar una irgesysaracion de liquido, forméandose las cavidades de
cavitacion formadas por burbujas de vapor. Al aumentaepiasimente la presion el vapor se condensa, normalmente
con un brusco chasquido y las cavidades de cavitacion desapa

La cavitacién va acompafiada de un notable aumento de lasigg€idcales y se caracteriza a través un parametro
adimensional denominadwimero de cavitacién

Ca= 2(7’;2“) (4-40)
pU

dondep y v son la presion y la velocidad antes de la resistencia jack presion de vapor saturante del agua.

Para que en el elemento local no se produzca cavitacion ednaohe cavitacion debe ser menor que un valor critico
gue se determina de forma experimentd,< Ca.,. .

También se produce cavitacion en hélices, bombas y turbir@asavitacion produce grandes oscilaciones, con
aumento de las pérdidas de carga y ademas ayuda a la cordesios metales. Esto Ultimo es consecuencia de los
procesos casi instantaneos de contraccion de las burluggsaducen grandes presiones que inicialmente desmigajan
lentamente el material y posteriormente extienden su@fdhterior del mismo, combinados a menudo con efectos
guimicos. Como consecuencia de todo ésto el metal se collemaya adquirir una estructura esponjosa.

4.9. Golpe de ariete o choque hidraulico

Se denomingolpe de arieteo choque hidraulicaal brusco aumento de la presion que se produce en las tuberias
cuando se detiene bruscamente el liquido que circula . €kto ocurre, por ejemplo, cuando se cierran rapidamente
alguno de los distintos dispositivos (valvulas, grifo®gantes en la tuberia o cuando se produce una parada ingrevis
de las bombas que impelen el liquido.

El golpe de ariete es especialmente peligroso en las tsbargms por las que circulan grandes cantidades de liquido
a altas velocidades. En estos casos, el golpe de ariete prggtiecir graves dafios en las juntas de unién, en la propia
tuberia o en las maquinas.

Para estudiar este fendmeno consideremos una tuberiattatide seccion circular constartg radio R por la que
circula un liquido de velocidad constante. Si se cierra la valvula de forma idealmententétea la capa de liquido
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Figura 4-14 Golpe de ariete. El liquido que circula por la tuberia seedetistibitamente.

en contacto con esta se detendra de forma inmediata prodosié un aumento de la presién como consecuencia de
la transformacion de energia cinética en energia potetheiptesion.

Consideremos primero un caso extremo, el caso de un fluidpletamente incompresible que circula por una
tuberia totalmente rigida. En este caso, si la valvula seaa@ un tiempa\¢ todo el fluido se detiene simultaneamente
en ese tiempo la bajo la accién de la fuerkpr R? en la superficie en contacto con la valvula y la cantidad de
movimiento de éste cambia @& R2v a0 en el intervalaAt. El impulso de la fuerza mencionada debe ser igual a la
variacion de la cantidad de movimiento del liquido,

AprR®At = pLwR?

Esta ecuacion da un buena estimacion del aumento de presidiado al cierre lento de una vélvula. Sin embargo
da un resultado pequefio y no demasiado interesante. Taimdyéque recalcar que da como resultado una presion
infinita si el cierre de la valvula se produce de forma ingtaeg, pero para presiones muy altas las aproximaciones de
liquido totalmente incompresible y tuberia totalmentelggon malas.

Cuando la valvula se cierra de forma instantanea el fluidoes®afa rapidamente y la presion aumentara, pero este
aumento de presion producira una pequefia compresion eidelfluna pequefia expansion de la tuberia (que espera-
mos elastica). Asi, el liquido en contacto con la valvulaetemdra instantaneamente, pero al ser éste compresible, el
resto del liquido en la tuberia no se detendra de forma itéstaa. El limite del volumen que incluye el liquido parado
se desplaza alejandose de la valvula con una cierta vetbe@léa que denominamos velocidad de propagacion de la
onda de presion.

Examinemos el elemento de volumen del liquiialt = Sdl junto a la valvula. En un tiemp@t este volumen se
ha detenido y su cantidad de movimiento ha pasadeSdiév a 0. El impulso de la fuerza que actla en el tiemjpo
deteniendo el fluido eApSdt. Al igualarlo a la variacion de la cantidad de movimiento eleinento en ese tiempo
dt tenemos

ApSdt = pSdlv

Comoc = dl/dt se obtiene el valor del aumento de presién en el golpe deariet

Ap = pcv (4-41)

Después se detiene la siguiente capa y asi sucesivameatgrgslon elevada que inicialmente surge en las proxi-
midades de la valvula se propaga poco a poco por toda la &udx@niuna velocidad en contra del flujo original del
liquido.

Si la presioén al principio de la tuberia no cambia (por ejempliando el liquido viene de un depdsito abierto a la
atmésfera) una vez que la onda de presion alcanza la seo@ital de la tuberia, ésta comienza a propagarse en el
sentido contrario con la misma velocidadhora como onda de disminucién de presion. Cuando esteatcateza la
véalvula la presion cae y se hace menor que antes del cierreyel® una onda de presion sale en sentido contrario.
Asi, se alternan ciclos de aumento y disminucion de la pne=idntervalos de tiempo iguales al tiempo empleado por
la onda en recorrer completamente en los dos sentidos e ttartuberia entre la valvula y el principio.
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Asi, el liquido realiza un movimiento oscilatorio que se waoatiguando como consecuencia de la disipacién de
energia que tiene lugar en el proceso.

La velocidad de propagacion de la onda de presion depends daracteristicas del liquido y de la tuberia 'y viene
dada por la expresioh:

1
= \/% (,/1 + %) (4-42)

donde/C es el modulo de compresibilidad del liquido (inversa defica@nte de compresibilidad), la densidad del
liquido, E el médulo de Young del material de la tuberiagl diametro de la misma A R el espesor de la pared de
la tuberia.

Si se considera totalmente la tuberia totalmente rigitla-(occ) la velocidad de propagacién de la onda de presién
gueda en la forma

L (4-43)

igual a la velocidad de propagacion del sonido en un liquido.

Para evitar los efectos del golpe de ariete se utilizan sibgesistemas:

1. Dispositivos que aumentan el tiempo de cierre de todod#pealvulas aminorando asi el efecto.
2. Uso de un diametro grande en la tuberia para que las vaettesdean bajas.

3. Dispositivos de seguridad en las bombas para que en caswtdale energia reduzca lentamente la velocidad
del motor.

4. Colocacion de valvulas de seguridad automaticas, caaspgbmaire y chimeneas de gran seccion.

fque se obtiene de la condicién de igualdad entre la enengéticz del liquido que se mueve por la tuberia y la suma dedbsjbs de
compresion del liquido y alargamiento del tubo.
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Capitulo 5

Mecanica de fluidos en medios permeables.
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5.1. Fendmenos de superficie:
tension superficial y capilaridad.

5.1.1. Tension superficial.

Las superficies libres de los liquidos presentan una serfierdgnenos cuyo origen se reduce a la tendencia de la
superficie a permanecer lo mas pequefia posible. Este hextextado con la presencia de una tension en la pelicula
superficial de forma analoga a la tension en una membrarticalfisa que se encuentra tensa puede observarse de
forma sorprendente mediante una serie de experimentotesimp

Algunos ejemplos de tension superficial.

Consideremos un bastidor como el de la figura 5-1, que se garaeruna solucién jabonosa, quedando al sacarlo
un fina pelicula de la misma. Si sobre esta pelicula depos#am hilo cerrado en un lazo, se observa que éste no
adopta una posicion especial, sino la posicién que hayadordaaer. Sin embargo, si se pincha la parte de la pelicula
dentro del hilo, éste adopta la forma de una circunferermidgpaccion de la tension superficial. De esta forma, la
pelicula de fluido ha alcanzado su minima superficie.

Otro efecto de la tension superficial es el siguiente: ¢ Qué®cuando un objeto de mayor densidad que el agua se
deposita sobre la misma? La respuesta mas inmediata serésiguse hundiria. Sin embargo, ésto no siempre es asi.
Consideremos el caso de una aguja sobre el agua. Si ésteos#taepn el suficiente cuidado es posible hacerla flotar
sobre la superficie del liquido. Esto es debido a que lasdsajae soportan la aguja son debidas no sélo al empuje
del agua sobre la misma, que es obviamente menor que su jpes@rebién a la tension superficial.

69
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Figura 5-1 Efecto de la tensién superficial en una pelicula delgada.

Otro efecto de la tensidn superficial es el hecho de que uiddgiue no se encuentre sometido a fuerzas externas
tiende a tener una forma esférica, minimizando de esta fetnsaperficie para un volumen dado.

La tension superficial es utilizada por algunos insectosacehzapatero(gerris lacustris)que se muestra en la
figura 5-2. Este se mantiene muy por encima del agua gracateadion superficial en sus patas, que utiliza para

Figura 5-2 El zapatero se desliza sobre la superficie del agua gracaendion superficial. Fotografia de ISAKA Yoji bajo licem€@C-BY-SA.
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Tabla 5-1 Valores de la tension superficial medidos en dy/cm. En todsschsos se asume que el liquido estd en contacto con aire.
(1dy/cm=10—3Nm~1). Salvo indicacién en sentido contrario, los datos estératins a 20C

- tension . tension
Sustancia . Sustancia .
superficial superficial
Acetona 23,7 Agua a5°C 74,92
Metanol 22,6 Agua al0°C 74,22
Etanol 223 Agua al5°C 73,49
Aceite de oliva 33 Agua a20°C 72,75
Aceite de parafina 26 Agua a25°C 71,97
Benceno 28.9 Agua a30°C 71,18
Glicerina 64 Mercurio 475

remar (las centrales) o a modo de timon (las posterioreghtnais que caza a sus presas con las delanteras, pero todas
ellas contribuyen a que se mantenga por encima del aguarv@bsda curvatura de la superficie del agua bajo las
patas.

Principios fisicos de la tension superficial.

Cualitativamente ésto tiene su origen en la fuerza de aémacoolecular no compensada en las moléculas de la
superficie. Mientras que en el interior de un liquido, cadémda esta rodeada de otras moléculas por todos lados,
y por tanto las fuerzas intermoleculares se compensan untaasa en la superficie no hay moléculas por encima de
las moléculas superficiales. Asi, las moléculas de la sepeexperimentan una fuerza neta dirigida hacia el interior
de modo que éstas no escapan. De este modo la superfici@ihtagrse lo menor posible. Asimismo, si se eleva
ligeramente una molécula superficial, los enlaces molegsitzon las moléculas adyacentes se alargan, produciéndose
una fuerza restauradora que tira de la molécula desplazatiaeyo hacia la superficie.

Esto es lo que ocurre cuando se coloca cuidadosamente ujaasagee la superficie. Las moléculas superficiales
descienden ligeramente, separandose de las demas msléed&asuperficie, que ejercen una fuerza atractiva sobre
las mismas, soportando la aguja. Asi, la superficie de umdbqoresenta una cierta semejanza con un membrana
elastica tensa.

Este concepto de tension en la superficie de un fluido, cooa@citho tensién superficial fue introducido por J. A.
von Segner como la fuerza que actta en la superficie de un fiddda lado de una linea de longitud unidad dibujada
en la superficie.

La fuerza necesaria para romper la superficie se puede reedirthndo un alambre fino. La fuerza necesaria para
romper la superficie resulta ser proporcional a la longiithdsuperficie que se rompe, que es el doble de la longitud
del alambre, si hay una pelicula de superficie en ambos laglosiidmo, o a la longitud del mismo, si s6lo hay
pelicula superficial en un lado. Si el alambre posee una masana longitud, y es necesario ejercer una fuefza
para separarlo de la superficie (de dos caras), el coefidertansion superficial es:

F —mg
o = e

57 (5-1)

Algunos valores de éste coeficiente de tensién superficadisen la tabla 5-1.

Relacion entre la tension superficial y la diferencia de praenes a través de una superficie.

Estas no son las Unicas consecuencias de la tension sugdrasta el momento se ha dicho que, una vez alcanzado
el estado de equilibrio, las presiones de dos cuerpos endtortian de ser iguales. Sin embargo, esta afirmacion es
cierta inicamente cuando el efecto de los fendmenos defmiges despreciable. Cuando se tiene en cuenta la tension
superficial, las presiones de dos medios en contacto pueddiferentes.
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Figura 5-3 Fuerza ejercida por la tension superficial sobre un elenigfititesimal rectangular de una superficie curva.

Como ejemplo de lo que se acaba de afirmar, consideremosoetieasma gota de liquido en el aire. La tendencia
de ésta a disminuir su superficie conduce a una compresi@gted y a un aumento de la presion interna, siendo la
presioén del liquido en la gota mayor que la del aire circutelahla diferencia entre ambas presiones se le denomina
diferencia, variacion de presion o presion diferencial gdaignaremos pafy; r.

Para calcular esta magnitud, debemos tener en cuenta qababtrealizado por las fuerzas superficiales al dismi-
nuir la superficie de la gota en la magnitiglviene dado por la disminucion de la energia superfiaidl. Este trabajo
es realizado por las moléculas de la superficie sobre etlidqiel interior de la gota, y puede expresarse también como
el trabajo volumétrico realizado sobre el liquido, en fénaile la variacién de volumefl” de la gota, en la forma
(Pgota — Pewt)dV = paipdV . Ambas expresiones se refieren al mismo trabajo, en un cakzado sobre el liquido
de la gotay en el otro caso realizado por el liquido de la gopay tanto son iguales:

odS = paipdV (5-2)

Veamos ahora que ocurre con una gota esférica de radan una superfici€ = 47r? y un volumenV = 473 /3.
Sustituyendo ésto en la expresion anterior, se tiene:

o8mrdr = pdif47rr2 dr

con lo que tenemos que la presion diferencial en el caso dgataasférica viene dada por:

20
Pdif = —— (5-3)

,
Un célculo analogo puede realizarse para una superficredidh, como la que aparece cuando entre dos planos
verticales proximos hay agua. En este caso, el volumén eszr2L y la superficieS = 27rL, con L la altura del
cilindro. Asi, para el caso de una superficie cilindricaris@n diferencial es:

g

Paif = — (5-4)
T
Para obtener la relacion entre la tension superficiala fuerza resultante perpendicular a la superficie consides
el elemento diferencial de superficie rectangular que serghn la figura 5-3. St es la tension superficiak;
y 72 los radios de curvatura de la superficie en las direcciordisddas ydl; y di» las longitudes de los lados del
rectangulo, actuaran unas fuerza, y odi- en los lados del elemento de superficied&j y das son los angulos
subtendidos por los lad@8; y dl» respectivamentela; /2 y das /2 seran los angulos que forman las fuerzds y
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odly con el plano tangente a la superficie, y se cumpliradjue= r1day y dls = rodas. Por tanto, la componente
perpendicular de la fuerza de tension superficial que actiiz €l lado 1 viene dada por

dl
20dly sen dovy /2 ~ 20dlydag /2 = odly — (5-5)
T2
y la componente perpendicular de la fuerza que actiia sota@a? por
dly
20dly sendag /2 & 20dladan /2 = odly— (5-6)
1

Para que se esté en condiciones de equilibrio mecénicayla da estas fuerzas debe ser compensada por una fuerza
surgida de la diferencia de presiones entre los dos medilasfdema

AF = Apdlidl, (5-7)

Asi, en el caso general de una superficie de radios prinsigaleurvatura (minimo y maxime) y r, la diferencia
de presiones viene dada por la ecuacion de Laplace (o Lajtacsy).

1 1
DPdif =0 (E = —) (5-8)

T2

La diferencia de presiones entre las dos caras de una sigddigda es proporcional a la suma de las inversas
de los radios de curvatura en dos direcciones mutuamertgoordles, siendo la presion mayor siempre hacia la
parte concava de la superficie. Hay que recalcar que la $ymat 1/r2 es un invariante respecto de la rotacion de
coordenadas, de forma que la ecuacion (5-8) es indepeedietda direccion en la que se toman los ejes, obviamente
de acuerdo con el punto de vista fisico.

La ecuacion (5-8) se puede particularizar facilmente a cdimdrico conr; = oo y al caso esférico con = ro

5.1.2. Angulo de contacto

Se denominafuerzas de cohesidmlas fuerzas de atraccion entre una molécula del liquidoas anoléculas del
mismo. La fuerza que tiene lugar entre una molécula deld@myiotra sustancia, como la pared de un tubo delgado,
es unduerza adhesiva

Cuando la fuerza adhesiva es menor que la fuerza de cohésiégdo se hace grande, mientras que cuando la
fuerza de cohesion es menor que la fuerza adhesiva, el &ghkace pequefio.

Estudiemos ahora ésto en funcién de las tensiones supledi@iaplicadas en el problema. Por el borde de la
superficie de un liquido que se halla en un recipiente coenures mediog:1) sélidg que es la pared del recipiente,
(2) liquida, y (3) gaseoso

En la linea de contacto estan aplicadas tres fuerzas dénengierficial, estando cada una de ellas dirigida segun la
tangente hacia el interior de la superficie de contacto dédesnedios correspondientes. El angulo entre la superficie
del liquido y la pared sélida se denomiegulo de contacté.

La superficie del liquido adquiere una forma tal que la rastét de las tres fuerzas;;, os¢ Y org no tenga
componente a lo largo de la pared del recipiente (la reaat@dia pared elimina la componente perpendicular a la
misma), quedando la condicién de equilibrio:

0sG =0sr +orgcost

donde no se ha incluido la longitud de la linea de contacte,esula misma en todos los casos. Asi, el coseno del
angulo de contacto queda:

cosf = 258G — 9sL (5-9)

oLG
Como se ve, el angulo de contacto depende exclusivamengerdduraleza de los tres medios en contacto (de las
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Figura 5—4 Equilibrio de fuerzas en la linea de contacto sélido-liqegas

1 O\ 0

0SG > OSL osq < 0sI,
cosf > 0° cosf < 0°
0 < 90° 6 > 90°

Figura 5-5 Distintos comportamientos de una gota sobre una superficie.

tensiones superficiales en los limites) y no depende ni dertaa del recipiente ni del valor de Estas tensiones
superficiales y las fuerzas asociadas son muy sensiblemdbete las superficies divisorias y a sus purezas.

Siosa > osr, €s decir si la tension superficial sélido-gas es mayor qeenision superficial solido-liquido, se
tiene quecos > 0y qued < 90°. El &ngulo es agudo y el menisco tiene la forma concava derla Eauierda de
las figuras 5—4y 5-5. En este caso se dice que el liquido “nadg@5uperficie sélida, una gota del liquido depositada
sobre la superficie se extiende sobre la misma.

Cuandwse < osy, la tension superficial solido-gas es menor que la tensiperfigial sélido-liquido, teniéndose
que en este casosf < 0° y qued > 90°. Este caso corresponde al menisco convexo, y una gota tegesobre la
superficie se recoge sobre si misma, como se muestra endalpegtha de las figuras 5-4 y 5-5. En este caso se dice
que el liquido “no moja” la superficie del sélido. Ejemploséatgulos de este tipo se tienen en los casos de mercurio
sobre vidrio (150) y de agua sobre parafina (f)5Las gotas de estos liquidos se elevan intentando disnghésiea
de contacto con la superficie.

5.1.3. Capilaridad

La elevacion de un liquido por un tubo delgado, llamado tudglar, es otro fendmeno de superficie intimamente
ligado con la tensién superficial. En este proceso apareegrds tanto de cohesion como de adhesién. Si sumergimos
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un tubo delgado de vidrio en agua, hemos visto que, ya queialragja bastante bien al vidrio, tendremos un angulo
de contacto muy agudo, de forma que la superficie estara mugdausi el tubo es lo suficientemente delgado. El
resultado de todo ésto es que se producird una fuerza astenslgbiendo el agua por el tubo hasta que el peso de la
columna de agua iguala esta fuerza.

= =
R — 7
/vl
A
h

Figura 5—6 Capilaridad en un tubo fino

Consideremos el caso de un liquido que ha alcanzado una/akurun tubo capilar de radio El tubo esta abierto
en su parte superior y se encuentra, por tanto, a la presiisédrica. La componente vertical de la fuerza que sostiene
al liquido esF' - cos 6 que, al ser la longitud de la linea de contdcte 27r, queda come27r cos 6.

Si despreciamos la ligera curvatura de la superficie deldajiel volumen del mismo en la columna egh
guedando, al hacer el equilibrio de las fuerzas:

o271 cosf = pghS = pghmr?

dando para la altura de la columna capilar:

20 cos 0
pgr

(5-10)
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5.2. Fluidos en medios permeables.

En los capitulos anteriores hemos estudiado el movimieatibuidos “libres”. Sin embargo, los fluidos también
pueden moverse a través de ciertos materiales, como o@miag aguas subterraneas que se filtran a través de los
terrenos, o el petrdleo que se mueve en las capas petreliféoa pozos petroliferos. Este movimiento es consecuencia
de la accion conjunta de fuerzas gravitatorias, de pregidmas de diverso origen, que dan lugar a un desplazamiento
gue se produce siempre hacia las zonas de menor energiaipbten

Se denominamaterialeso medios permeablesaquéllos que permiten el paso de fluidos a través de los mjg@o
se trate de gases o de liquidos. Los materiales permealgldsmpaer de muy distintos tipos, esponjosos como algunas
espumas, fibrosos, granulares como la arena de los tereoasEn todos ellos la caracteristica comin es que el
flujo tiene lugar a través de una intrincada red de microesnabn unas elevadas pérdidas de carga dada la pequefa
seccién de éstos. En el caso de liquidos apareceran tanigiras de ascension capilar junto a las fuerzas que dan
lugar al flujo.

Naturaleza de los terrenos como medios permeables.

Los distintos terrenos consisten en una gran cantidad d&ylas pequefias en contacto, con poros o0 espacios
huecos entre las mismas que pueden estar ocupados por agoa/apor. El fluido puede circular de una parte a otra
del medio a través de multitud de microcanales entre lagcpéas que comunican los distintos poros, comportandose
como medios permeables. En el caso de un fluido en reposo eredio permeable, éste asciende por el medio

Tabla 5-2 Valores tipicos de la subida capilar para una serie de rakgseri
Material Subida capilar
Arena gruesa 2 —5cm
Arenanormal 12 —35cm
Arena fina 35 —T70cm
Arcillas 2 — 4my superior

permeable por encima de la altura de la superficie libre deidd de fuera del medio permeable. Esto es debido a
lo siguiente: El medio permeable esta constituido por unptejm conjunto de microcanales, a través de los cuales
asciende el fluido por capilaridad. En la tabla 5-2 de damalgwalores tipicos de esta subida capilar para una serie
de materiales. A la hora de modelizar el comportamientotdenesdio permeable frente a este efecto, se suele sustituir
en los célculos la red real de capilares por un sistema dieiepverticales de un cierto diametro con una determinada
densidad de capilares por unidad de superficie. De esta &ermaede tratar el problema, asi como el problema que
surge cuando hay dos medios permeables de distintas c&stchs superpuestos.

La naturaleza del sistema de poros es variada dependiehtijocdée terreno, aunque hay dos casos limites intere-
santes, el de las arenas y el de las arcillas.

Las arenasse componen de particulas macroscopicas de forma redandeadgulosa. Estas particulas drenan
facilmente, no absorben apenas agua, tienen un pequefizbiEapilar y cuando se secan no encogen de tamafio.
Por el contrario, laarcillas estan compuestas de particulas microscopicas de formadaristas absorben agua con
facilidad, son bastante impermeables una vez mojadasitiem elevado potencial capilar y disminuyen de volumen
de forma considerable al secarse.

Las arenas se aproximan mas al medio poroso ideal y son egpaieisas del tipo de medio poroso que trataremos.
Aunque ésto parece imponer serias restricciones al egjudivamos a hacer, en la mayoria de los problemas reales la
baja permeabilidad de las arcillas las hace ser relativeniepermeables en comparacion con los terrenos de grano
mas grueso.

Denominaremosivel freaticoal lugar geométrico de los puntos que se encuentran a l@prasnosférica. Corres-
ponde al nivel que se alcanzaria en cada punto de la supéeidierreno si en el mismo se introdujera un piezémetro
la profundidad suficiente. Si tomamos como referencia dedaeate presiones la presion atmosférica, la presion del
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Figura 5-7 Nivel freatico y capilar en un terreno. Por encima del niaglitar no se encuentran granos de arena himedos.

agua es positiva por debajo del nivel freatico. Por encinhaidel freatico pueden encontrarse granos de arena moja-
dos debido al efecto de la capilaridad hastaieél capilar. La presion del agua capilar es negativa y dara lugar al
denominado potencial de matriz

Porosidad.

Asumamos que las particulas del medio poroso son todasrda &sférica uniforme. Si denominamoésl volumen
total y V3, al volumen de los huecos, se defingptaosidadcomo

Vi
= 5-11
n=; (5-11)
que corresponde a la fraccion del volumen total ocupadaosqrdros, y elndice de porogomo
Vi
= 5-12
Sl a7 (5-12)

gue corresponde al cociente entre el espacio ocupado ppotos y el espacio ocupado por las particulas soélidas.
Ambos estan relacionados por las expresiones
€ n

:1+e ezl—n

n (5-13)

Para un empacuetamiento ctbico de esferas de diametreolumen total (por esfera) 85 = d3, mientras que el
volumen hueco ey}, = d* — 7d?/6 quedando una porosidad de

()
’0

s
=1—-—==0,476.
n 6 y .¢

o0

Para un empaquetamiento romboédrico, que representaria foAs compacta de empaquetar una serie de esferas
uniformes, la porosidad es:

2 0O
ne1-Y2r o2 QXX
6 CSS)

En la tabla 5-3 se dan valores para las porosidades de algprrersos naturales. Como hemos visto en los ejemplos
de empaquetamiento cubico y romboédrico de esferas urefgrimcluso en un medio poroso ideal el espacio hueco
no es regular, sino que esta compuesto por toda una seriédds cavernosas interconectadas por canales estrechos.
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Tabla 5-3 Porosidades de algunos terrenos naturales.
Medio Porosidad
Arena uniforme, suelta 46
Arena uniforme, densa 34

Arcilla glacial blanda 55
Arcilla glacial dura 37
Arcilla organica blanda 75
Bentonita blanda 84

El medio poroso como un medio continuo.

Los terrenos naturales contienen particulas que se detfarma considerable del comportamiento esférico (como
hemos visto por ejemplo en las arcillas) y que ademas egt@de ser de tamafio uniforme. Por tanto la red de
microcanales es extremadamente complicada y de hecho esibigen la practica tratar de una forma razonable un
terreno atendiendo de forma detallada a la naturaleza sei@pica de su estructura de dichos microcanales. Por esta
razén no fue posible tratar de forma sistematica el flujo pabte hasta el tratamiento de Darcy.

Afortunadamente, en los problemas de flujo a través de medinaeables no es necesario tener en cuenta el
flujo a través de los canales individuales. Nuestro inter@gipal es el flujo macroscépico, entendido como el flujo
global a través de una seccion que contiene multitud de oaoaes, y que puede ser considerada uniforme a efectos
macroscopicos, en contraste con la distribucién aproxameshte parabodlica que se tiene para un fluido newtoniano en
régimen laminar a través de un microcanal individual deiéeaircular. De este modo, en vez de trabajar con el medio
permeable real con toda su estructura microscoépica, tnayaps con un medio permeable ficticio de propiedades
continuas en cada punto que coinciden con el valor mediosdertgpiedades microscopicas del mismo en el entorno
de dicho punto. Esto es de nuevalaroximacion del continuo hipétesis del continuque se vio para el analisis del
movimiento de los fluidos, pero ahora extendida al medio pabie a través del cuan fluyen éstos.

Matematicamente el flujo permeable es una situacion analdgaue se tiene en los procesos de conduccion del
calor en un cuerpo entre puntos que se encuentran a digéntaeraturas, actuando en ese caso la temperatura como
magnitud potencial. De esta forma, se produce un flujo de ealavés del medio entre puntos que se encuentran
a distintas temperaturas, dependiendo este flujo de lasteesticas del medio. En el estudio del problema de las
filtraciones a través de un medio permeable, la magnitudpiateque regula el proceso sera la energia por unidad de
peso del fluido, produciéndose entre puntos en los que ebfligde distinta energia por unidad de peso una filtracion
que depende de las caracteristicas del medio.

5.2.1. Velocidad de descarga y velocidad microscépica pradio.

La velocidad de descargavelocidad de flujse define como la cantidad de fluido que se filtra a través dabmed
poroso por unidad de areay de tiempo. La velocidad de despargorresponde a la velocidad real del flujo del agua
subterranea ya que en realidad el agua en realidad circulal poedio permeable en una compleja trayectoria no
rectilinea, recorriendo grandes distancias, sino que tiersignificado Gnicamente macroscépico.

Obviamente, como el flujo puede tener lugar Gnicamente poes de terreno saturado interconectados entre si,
la velocidad a través de cualquier seccién puede Unicansent@derarse en un sentido estadistico, lo que hacemos
a través del tratamiento del medio real como un medio coatiSudenominamos,, a la relacion efectiva entre el
areaA, correspondiente a los poros y el area totale la seccion, esta claro que = A4, /A. El caudal filtrado es
entonces

Q = Sv=2,A0n, (5-14)

dondex,,, es la velocidad de descarga y,a se le denominaelocidad microscépica promedide filtracion Asi,
esta velocidad es la velocidad promedio a través de loseaimadividuales, mientras que la velocidad de descarga

TEn algunos textos en castellano se utiliza la denominaaotidad de filtracion para la velocidad de descarga. Comoaéses generalizado
y en textos sajones es mas frecuente lo contrario (denorefanidad de filtracién a la velocidad microscoépica proragdivitaremos en lo posible
el término velocidad de filtracion.
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es la velocidad promedio a través de todo el medio, incluydosl granos de terreno. Realmente ni siquiera esta
velocidad es la velocidad real, sino sélo el promedio dedasponentes de la velocidad microscépica en la direccién
del flujo. Dependiendo de la importancia de las componemiéssedirecciones perpendiculares al flujo la velocidad

microscopica real puede ser ain mas alta.

Indaguemos algo mas ef). Si consideramos una seccidrdel medio que se encuentra a una altuyadenomina-
mosA, a la superficie de esa seccion correspondiente a los porisnsejue a la altura:

Ap(2)

xp(z) = pT. (5-15)

Promediando a un cilindro de altukael valor promedio de;, sera

1 h
Tp = E/ xp(2)dz (5-16)
0
que, dividiendo poH y operando, da
1 h 1 h

= h_A/O Az, (2)dz = V/o Ap(2)dz (5-17)

dondeV es el volumen total del cilindro, mientras que la integraleslumen hueco total en el cilindro. Asi, el valor
medio dez,, es precisamente la porosidad

En general se trabaja con velocidades de descarga, y tode kigue se referird a velocidades de descarga. Sélo en
algunos casos muy concretos en los que se busca el compantammicroscopico se trabaja con la velocidad real.

5.2.2. Laley de Darcy en una dimension.

Como es bien sabido de la mecénica de fluidos libres, paraeitgaionario no viscoso e incompresible, la ecuacion
de Bernoulli
p v
— + — +2z= H;,; = cte (3—33)
rg 29
,172
establece que la sumade la alturas de preﬁ%}érﬁe velocidad o cinétic% y geométrica: es constante en cualquier

punto a lo largo de una linea de fluj&n el flujo a través de medios permeables como en el caso detparetro que
se muestra en la figura 5-8 es necesario tener en cuentadédgséde energia producidas por la resistencia viscosa
en los poros. Por tanto es necesario considerar la ecuaeiBardoulli generalizada en la forma ya conocida

74 0%
PA YA L oy AR =08 0B (4-1)
rg 29 pg 29
dondeAh representa la pérdida total de carga (energia por unidadstede! fluido) en la distancial. Se denomina
gradiente hidraulico promedial cociente
Ah
Al
Tomando distanciad\/ cada vez mas pequefias respecto del punto inicial, se tiang, lemite infinitesimal, el
gradiente hidrauliceen cada punto

(5-18)

1 =

i Ah dh
TalBo Al dl
En la inmensa mayoria de los problemas de filtraciones,Ueaadie velocidad es tan pequefia que puede despreciarse.
Por ejemplo, una velocidad de filtracion 8@cm/seg, que es grande comparada con las velocidades deadiltra
tipicas, daria una altura de velocidadid&cm. Por tanto, la ecuacion de Bernoulli para flujo en mediospables
puede escribirse a efectos practicos en la forma

i:

(5-19)

]ﬂ—i—zA—Ah:@—i—zB (5-20)
P9 P9

tSi el flujo es no rotacional, ésto es cierto en general ensgdntos cualesquiera del tubo de flujo.
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Figura 5-8 Flujo a través de un permeametro.

através de las alturas piezométricas, que es lo que reapedémos medir.

Por tanto, en los problemas normales de permeacion, esiiadie hablar de altura piezométrica o total y se deno-
mina a ésta potencial hidraulidoque tiene, en un punto genérico del flujo permeable, la forma

O =Hyp =L 12 (5-21)
Pg

Debido a la compleja naturaleza de los terrenos, antes deel&studio del flujo permeable del agua en los mismos
desafiaba a todos los analisis. En ese afio, Henry Darcy pubi& relacion simple basada en sus experimentos en
“Les fontaines publiques de la ville de Dijoff]. Para ello utilizé el permeametro que se muestra en ladigu9 v,
paradistintos valores del caudal, analizé la pérdida dgacamtre el principioy el final del permeametro. De esta forma
observé que para caudales no demasiado grandes se saiisfa@dacion de proporcionalidad entre la velocidad de
descargas = /Sy el gradiente hidraulico o pérdida de carga por unidad dgifod del medio permeable. Esta
ecuacion,

L —y=k— =  v=ki=—k— (5-22)

conocida como ley de Darcy, muestra una dependencia lingal@ gradiente hidraulico y la velocidad de descarga

En Mecanica del Suelo, se denomina al coeficiente de prap@iailads coeficiente de permeabilidad o conductividad
hidraulica que como se ve claramente en la ecuacion (5-€28) dimensiones de velocidad. Este coeficiente representa
la facilidad que ofrece el medio para dejarse atravesar flaido. Su valor depende del tamafio promedio de los poros
y esta relacionado también con la distribucidn de tamafoswyds de las particulas y con la estructura del medio. Asi,
éste puede cambiar en un factor de haefaentre el de una grava y el de una arcilla. Incluso una pequeaion

de material fino en uno mas grueso puede cambiar de formatampeisu magnitud.

Aunque en la ecuacion (5-22) la ley de Darcy se presenta erafdiferencial es necesario recalcar que en modo
alguno describe la situacion microscépica en la red de pebsedio. De forma estricta, la ley de Darcy representa
el equivalente estadistico macroscoépico de las ecuacieienovimiento de Navier-Stokes para el flujo viscoso a
través de un medio permeable. Es precisamente esta equiedi® que permite el tratamiento del flujo permeable en
el marco de una teoria de campos potenciales. A nuestrdegftadas las contribuciones viscosas seran consideradas
através de la ley de Darcy, y el flujo a todos los demas efeetésconsiderado como no viscoso o perfecto.
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Figura 5-9 Permeametro original utilizado por Darcy. Extraido de $orme Les fontaines publiques de la ville de Dijon, 1866

Rango de validez de la ley de Darcy.

Como se ha visto en la seccion 4.1.2 la observacion visualdeanites inyectados en los liquidos llevé a Reynolds
(1883) a concluir que el orden dentro del flujo depende deltcidad del mismo. A velocidades pequefias el flujo era
ordenado, en capas, es decir, laminar. Por el contrariopa¢atar la velocidad se produce una mezcla entre el aguay
el colorante, el flujo se hace irregular o turbulento.

Las distintas experiencias realizadas muestran de formelwyente que para pequefas velocidades (en el rango
de flujo laminar), la ley de Darcy (5-22) representa de fordecaada el flujo a través de un medio permeable, con
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una relacion lineal entre el gradiente hidraulico y la vielad del flujo. Segun el flujo se va haciendo turbulento, el
comportamiento del gradiente hidraulico se aproxima mejdiante una expresion de la forma

(0]
1= e = av + bv" (5-23)
dx

dondeu y b son constanteswy varia entrel y 2, dependiendo de las caracteristicas del flujo. Por ejerpata, el flujo
turbulento de agua a través de columnas de perdigones dédam#orme, se obtiene = 2 (Lindquist).

Al igual que en el caso de los fluidos libres (véase la seccid)) dl criterio para caracterizar el tipo de régimen,
laminar o turbulento, es utilizar el nimero de Reynolds (etovadimensional que relaciona las fuerzas de inercia con
las viscosas), pero adaptado al flujo a través de medios pblese
vDp  vD

) v

Re= , (4-23)
donde ahora es la velocidad de descarga,el diametro promedio de las particulada densidad del fluidgy su
viscosidad dinamica y su viscosidad cinematica.

El valor critico del nimero de Reynolds en el cual el flujo pesyie cambia de laminar a turbulento esta ehfre
12. Sin embargo para nuestros efectos, sera suficiente daéla la ley de Darcy cuando el nimero de Reynolds es

menor o igual que la unidad.

Dp wD
e (5-24)
I v

Sustituyendo los valores gey de i para el agua en la ecuacion anterior y asumiendo un valorviEdaidad de
descarga de,25 cm/seg, se obtien® = 0,4 mm. Este es un valor tipico del tamafio medio de particulaslparena
gruesa. Por tanto parece bastante razonable que para mpetiosables normales, en los cuales el tamafio medio de
grano es considerablemente menor, la validez de la ley dgyBea clara. De hecho, hay que subrayar que el caracter
laminar del flujo del agua a través de medios permeables enfakciones dadas es uno de los pocos ejemplos validos
de este tipo de flujo en situaciones reales de ingenieriadlida.

La conductividad hidraulica.

Hemos visto que para flujo laminar a través de un medio permealsatisface la Ley de Darcy

d®
v=—Fk i
dondek es la conductividad hidraulica. La densidad y la viscosidedluido ejercen una influencia en la velocidad
con la que éste circula a través del medio permeable, pordceglinteresante aislar la parte /dgue depende de
esas propiedades. Para ello, introducimopdemeabilidad fisicao permeabilidad intrinsec#, (con unidades de
superficie), que es un parametro que caracteriza las pagEsdiel medio y es independiente de las propiedades del
fluido. La relacion entre la permeabilidad fisica y la corttidad hidraulica viene dada por

k=ko?d = 9, (5-25)
1% v
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién de Darcy (5s€#gne
v=—ko—— = —ko=— (5-26)
W

que indica que la velocidad de descarga es inversamenterpiopal a la viscosidad del fluido. Es interesante utilizar

esta Ultima expresion cuando se trabaja con mas de un fluidaredo las propiedades de éste varian por ejemplo
a causa de cambios de temperatura. Aunque la permeabiigdeal és idealmente la misma para distintos fluidos y

depende Gnicamente del medio permeable, en la practicpéste incluso cambiar de dimensiones con distintos
fluidos obteniéndose en ese caso distintos valores de leepéitidad fisica
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Tabla 5—4 Valores aproximados de la conductividad hidraulica y elddanmedio de grano para distintos medios porosos.

Tipo de terreno Conductividad hidraulica  Tamafio medio

k (cm/seq) de grano (mm)
Gravas >1,0 >2
Arena gruesa 1,0 — 1071 0,6 —2
Arena media 10~ — 1072 0,2—0,6
Arena fina 1072 - 103 0,06 — 0,2
Arena limosa 1073 — 10~ 0,02 — 0,06
Limo 1074 —10°° 0,006 — 0,02
Turba o limo fino 107 — 10 0,0002 — 0,006
Arcilla meteorizada 10=6 — 107
Arcilla no meteorizada <1077

En los problemas tipicos de flujo a través de medios perm&aiidos cuales estaremos interesados en el flujo de
un Unico fluido relativamente incompresible es mas sendiilzar la ley de Darcy cor. Algunos valores tipicos de
la conductividad hidraulica para diversos medios se daa &bla 5-4.

Puede relacionarse la permeabilidad figigaon la porosidag. del material para flujo en régimen laminar como
el que se tiene en la region de validez de la ley de Darcy a plerfa formula de Poiseuille (4—21) y de la relacion
(5-14). En la drastica aproximacion de tuberias cilindritaradioR el correspondiente al tamafio promedio de los
poros, la velocidad de descarga queda en la forma

_ Q o @% Ahpiezo

m TR TS LT L

que al comparar con la ley de Darcy en funcion de la permealbifiisica (5—26) da un valor para la permeabilidad
fisica en la aproximacién que utilizamos de
R2
ko = "T (5-27)

5.2.3. Potencial hidraulico y sus componentes. El campo hililico.

Como hemos dicho anteriormente, la resultante de las fsigze actian en cada punto del flujo sobre el fluido
puede obtenerse como el gradiente de la energia potenaitiem punto del medio poroso. Cuando se realiza un
trabajo sobre el fluido que circula por el medio poroso, estagéa potencial cambia en una cantidad igual al trabajo
realizado. Se denomir@otencial hidraulico® a esta variacién de la energia potencial del fluido respexta due
tenia en un estado de referencia, medida por unidad de pffnidi® es decir, la energia total por unidad de peso del
fluido. Como hemos visto, hay distintas contribuciones @ pstencial hidraulico, glotencial de presion altura de
presion®, = p/(pg), el potencial gravitacionab altura geométricab, = z, y el potencial de velocidad altura de
velocidado cinética®, = v?/(2g), que como hemos visto es despreciable en los problemasai@sitie movimiento
de fluidos a través de un medio permeable.

Hay otra contribucion al potencial hidraulico de la que aarhemos hablado de forma explicita, y epetencial
de matrizo desuccion ®,,,. Esta contribucion esta ligada a la presencia de fuerzasogmsion (o descenso) capilar.
Estas aparecen como consecuencia de la interaccion detagehesqueleto del medio poroso o matriz de particulas
sélidas en que esta embebida (véase la seccion 5.1.3) fistaas capilares son en general atractivas para los suelos
y ceramicas porosas, pero pueden ser negativas para ottesates porosos. Cuando las fuerzas son atractivas el
potencial de matriz tiene valores negativos.

Finalmente mencionar @otencial osméticoque Unicamente aparece cuando existen membranas se@#xes
en el medio poroso (por ejemplo, las raices de las plantasejeiecuentran en el suelo) y que no tendremos en cuenta.

Cuando entre dos puntos existe una diferencia de potendigufico aparece una fuerza que intenta producir
movimiento del fluido hacia posiciones de menor energianpé y este movimiento se producird Unicamente entre
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puntos con distintos potenciales hidraulicos. En genelalptencial hidraulico puede variar con el tiempo, y ademas
no esta distribuido de forma uniforme (en ese caso no halmvamento). Por tanto, lo que en realidad se tiene es una
distribucion espacio-temporal del potencial hidraulelalenominad@ampo hidraulico

¢ = @(:c,y,z,t) (5_28)

Se denomina superficie equipotencial hidraulica al lugang#rico de los puntos del medio permeable en los cuales
el potencial hidraulico tiene el mismo valor. Obviamenteno el potencial hidraulico no puede tener valores distinto
en el mismo punto en el mismo instante, las superficies etgrip@les no pueden cruzarse.

5.2.4. Laley de Darcy en tres dimensiones.

Si en un punto genérico del flujo permeable a través de un n&itiopo observaramos la experiencia anterior en
tres direcciones mutuamente perpendicularegy z, se tendrian las expresiones para la ley de Darcy (5—22)den ca
una de estas direcciones como

dd
x:kx:*k_
v 1 dm

dd
vy = ki, = —k—

dd
Uz:kiz:_kg

que puede escribirse como

. <d<I>ﬁ dd dd
v=—k|—
dz

@uy + —uz) =—kVo. (5-29)

para un medio permeable is6tropo.

Si el medio es aniso6tropo la situacion es mas compleja, y eergba conductividad hidraulica viene representada
por un tensor con varias componentes distintas de cercespdose la ley de Darcy en un punto en la forma

ae
v B ke b\ | G0 |
T= oy | == | Fue by bue | | 22 | = —hV@ (5-30)
UV kzaz kzy kzz y
dd
dz

El tensork es un tensor simétrico de segundo orden, y por lo tanto exisgstema de referencia (sistema de ejes
principales) en el cual todos los elementos de fuera de oda son nulos, denominandose a los elementos de
la diagonal en ese sistema elementos principales del tensar este caso concretmynductividades hidraulicas
principalesconductividad hidraulica!principaEn este sistema de ejes principalgs,rs y r3, la expresién anterior
toma la forma

d®
d
v oo\ | s
U= U2 = — 0 k2 0 e (5—31)
VU3 00 k3 er
@
dT3

El vector gradiente es un vector que es siempre perpendiléda superficies equipotenciales del campo escalar en
cada punto. Por tanto al ser, para un material isétiopo —kV® la velocidad de descarga es siempre perpendi-
cular a las superficies de potencial hidraulico constante pa material isétropo. Por el contrario, para un material

anisétropo, aunque el gradiente sigue siendo perpendizlds equipotenciales, la velocidad no lo sera al aparecer
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la conductividad hidraulica en forma de tensor en la ecua®631) con distintos valores de Sin embargo, si se
cumplird para los materiales isétropos ficticios equiviera uno anisétropo que se obtienen redimensionando los
ejes y se tratan en la seccion 5.2.7.

5.2.5. Flujo através de terrenos saturados homogéneos etisfos.

La conductividad hidraulica de un suelo saturado es cotes&rsu estructura es estable, porque todos sus poros
y capilares estan ocupados por el agua, igual que cualqu@nterial poroso en idénticas condiciones. Por el
contrario, la conductividad hidraulica de un suelo no satapuede cambiar continuamente en funcién de los cambios
gue se produzcan en el potencial de matriz. Asimismo, emakysituaciones como durante las lluvias se tienen
cambios temporales del contenido de agua en el suelo. Loarosonre si se esta produciendo una degradacion del
medio o del fluido durante el proceso de flujo permeable.

En el caso general en el que puede haber variacion tempdfaljdees necesario tener en cuenta no solo la ley de
Darcy, sino también la ecuacién de continuidad
dp
ot
Sin embargo cuando se tiene en cuenta que la compresibi@lbd liquidos es muy pequenia, la densidad tiene una
variacion despreciable con el tiempo y la posicion, y la egjm anterior se puede escribir como

—V(p?). (3-9)

Vi =0 (3-11)

Estudiaremos ahora como es la ecuacion diferencial queildest flujo. Para ello nos limitaremos al caso en que el
medio permeable es estable, a régimen estacionario y a do fhdompresible como el agua.

Si el medio es ademas is6tropo, el tensor conductividadbiida es un tensor diagonal con todas las componentes
de la diagonal iguales a un Unico valor de la conductividddailica, y la ley de Darcy puede escribirse como

T=—kV® (5-29)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién anterior se ¢jea la ecuacion diferencial que hay que resolver para
obtener la distribucién de potencial hidraulico es

0?®  9°d  9°®

VO =—+—+— =0. 5-32

ox?  Oy%2 022 ( )
Esta ecuacion diferencial es la conocida ecuacién de Lepiupliamente estudiada en el electromagnetismo y en
el tratamiento de algunos problemas de conduccion del.¢2dono se observa en esta ecuacion, la forma del campo
hidraulico no depende de la conductividad hidraulica, sime depende Gnicamente de las condiciones de contorno en
los limites, es decir de la forma del recinto y de las caréstteas de estos limites. Obviamente, el flujo si depende de
la conductividad hidraulica a través de la ley de Darcy.

5.2.6. Laecuacion de Laplace y su resolucion.

Como se decia anteriormente, la ecuacién de Laplace ha sighamente estudiada en Fisica Matematica por
su interés en diversos campos que van desde electromagoetita conduccion del calor. Su resolucion depende
principalmente de la geometria del recinto espacial enebkguerifica ésta (como por ejemplo un suelo, un material
poroso como la zapata de cimentacion de un edificio, un mucaudg o una presa de gravedad) y de las condiciones
de contorno que se cumplen en los limites del recinto. Es,dacesolucion de la ecuacién de Laplace depende de
las caracteristicas o los valores que ha de tener el potaidiiaulico (o su gradiente, directamente relacionadolaon
velocidad de descarga) en la superficie limite del recintestudio. Estas condiciones de contorno vienen, en general,
impuestas por la naturaleza fisica de estos limites, comejemplo, la presencia de una capa impermeable.

Se dice que estandiciones de contornson condiciones de Dirichleb de primera especieuando lo que se
especifica son los valores del potencial hidraulico en l&digie limite, mientras que se dice que estas condiciones
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soncondiciones de von Neumaonde segunda especi& lo que se especifica son condiciones en el gradiente del
potencial hidraulico (en la velocidad). Se dice que se tiameascondiciones de contorno mixtasiando sobre una
parte de la superficie limite se conocen los valores del p@tenidraulico y sobre otra parte se conoce informacion
sobre la velocidad.

Las técnicas de resolucién de la ecuacion de Laplace son angcidas en el @mbito de la Fisica Matematica y
utilizan fundamentalmente el método de separacion deblagan coordenadas cartesianas, esféricas o cilindricas,
segun la simetria del recinto permeable. Estos son los cagssavorables y al mismo tiempo, los menos frecuen-
tes. Si el recinto no tiene una simetria apropiada se utiti@ao técnica alternativa, la transformacion conforme en
variable compleja o el método de imagenes. Para la may@ garbs problemas que son intratables analiticamente,
es necesario recurrir a métodos numéricos de resolucidowgeienes diferenciales, como los de diferencias fini-
tas o elementos finitos. A menudo se utilizan estos métodasiém para abordar problemas que, aungue resolubles
analiticamente, requieren un excesivo esfuerzo.

Condiciones de contorno para la resolucion de la ecuacion deplace.

En un medio permeable saturado aparecen distintos tipazdkciones de contorno, todas presentes en el ejemplo
de la presa de tierra que se muestra en la figura. Considesnuegalle las caracteristicas de cada una de ellas.

Superficie filtrante
N B

Superficie libre

Superficie de escorrentia

Superficie impermeable

Figura 5-10 Presa de tierra en la que aparecen los cuatro tipos de camekicéle contorno que estudiaremos.

Superficies impermeables.

Una superficie impermeablsepara el medio permeable (saturado) de un medio impereneablel que esta en
contacto. El fluido no puede penetrar a través de una supeirfipiermeable, ya que las caracteristicas del material
impermeable lo impiden. Por tanto, la componente de la igddmerpendicular a la superficie debe ser cero en cada
punto. Sin embargo no se impone restriccion alguna a susauenges tangenciales. Si denominamogt a las
direcciones normal y tangencial, respectivamente, en atople la superficie, se tiene

0P
— =0. 5-33

o (5-33)

es decir, una superficie impermeable define el lugar gearnéta una serie de lineas de flujo. Al mismo tiempo una
linea de flujo satisface la condicién de una superficie impabie y, de hecho, las paredes de un tubo de flujo, se
consideran a todos los efectos como superficies impermeeable

Hay dos tipos de superficies impermeables tipicas. Una epé&ficie impermeable que tiene el fluido por encima,
como ocurre cuando se considera el flujo a través de un meditepble que se encuentra sobre una base de otro
material de conductividad hidraulica mucho menor que lardglio permeable. En este caso la superficie impermeable
esta definida por las lineas de corriente mas bajas. Tambégtefienerse una estructuraimpermeable sobre el terreno,
como una presa de gravedad, o la pared vertical de un muro.
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En un material is6tropo, al ser las superficies equipot&xiael campo hidraulico perpendiculares a la velocidad
de descarga, éstas deben ser perpendiculares asimismopetéicie impermeable. Esto no es cierto para un mate-
rial anisotropo en el que formaran angulos distintos de 8th embargo si se cumple para los materiales isétropos
equivalentes a un anisotropo que se trataran en la sec@adh 5.

Superficies filtrantes.

Lassuperficies filtrantesorresponden a los limites del medio permeable en contaaotts limites del fluido libre.
En estas superficies filtrantes el valor del potencial hidrdsera el del fluido libre en contacto con la misma, es
decir,

o=L + z = cte. (5-34)

P9

Las superficies filtrantes en contacto con una masa de fld® sion por tanto superficies equipotenciales, cuyo
potencial hidraulico es igual a la altura de carga total dedldl en contacto con el medio permeable. Obviamente,
distintas superficies filtrantes del medio permeable eractmton distintas masas de fluido libre con distintas atura

de carga totales tendran distintos potenciales hidr&uilico

Para materiales isétropos la velocidad de descarga sqvamicular a las superficies equipotenciales del campo
hidraulico y por tanto a las superficies filtrantes. Para riedés anisétropos esto no sera cierto, a no ser que se trate
de los materiales isotropos equivalentes a uno anisétropae|tratan en la seccion 5.2.7.

Superficie de escorrentia.

La superficie de escorrenti@presenta un limite en el cual el flujo emergente del medimgable sale a una zona
libre de liquido y de terreno, es decir, sale a la atmdsfeven@la presion a la salida es la atmosférica, se cumple en
esta superficie que el potencial hidraulico es

d=z (5-35)

En principio no hay restricciones éhsalvo que obviamente debe tener una componente perptndida superficie.

Superficie libre o linea de filtracion.

La superficie libreesta compuesta por las lineas de flujo superiores en el égpegmeable y coincide con elvel
freatico. Esta superficie se encuentra dentro del medio permeabjmyeska region de flujo saturado de la regién del
medio permeable a través de la cual no hay flujo. Se difereiecia superficie impermeable en que en este caso son
las caracteristicas del flujo las que hacen que no se ateae®ts superficie, en vez de las caracteristicas del material
de la superficie, que para la superficie libre es el mismo quezmna en la que si hay flujo. Su determinacion es uno
de los principales problemas que surgen a la hora de estiglfarma analitica el problema del flujo permeable. Por
un lado esta superficie debe comportarse como una supenfigérineable, al estar compuesta por lineas de flujo, y
por otro lado es evidente que la presién en cada punto de peHisie es constante e igual a la presion atmosférica,
por lo que el potencial hidraulico sera

D=z (5-36)

lo que muestra que el potencial hidraulico a lo largo de uparfigie libre varia linealmente con la altura.

5.2.7. Flujo permeable a través de medios anisétropos

Hemos considerado el caso de un flujo is6tropo en el que et@rdt de permeabilidad del medio en un punto es
independiente de la direccion del flujo en ese punto. Si adefraedio tiene el mismo coeficiente de permeabilidad
en todos los puntos del recinto se dice que es homogénea@isdCuando el coeficiente de permeabilidad depende
de la direccién y la dependencia es la misma para todos Idepse dice que el medio es homogéneo y anisétropo.

La mayor parte de los terrenos son anisétropos en algunadenelor ejemplo, los terrenos sedimentarios estan
habitualmente formados por finas capas alternas y ademts)d@én de compresion en la direccion horizontal es
distinta de la que se tiene en la direccion vertical. Genegate en terrenos sedimentarios homogéneos naturales, el
coeficiente de permeabilidad es mayor en la direcciéon hot@aue en la vertical. En esta seccion se abordara lo
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Figura 5-11 Flujo paralelo y perpendicular a través de un material pahieeformado por capas de distintos materiales.
siguiente:

Flujo paralelo y perpendicular a través de un medio anisotr@o compuesto de capas isotropas.
Consideremos una seccidn vertical de un terreno estralififtamado pom capas isétropas, cada una de ellas de

espesotly, ds, ...,d,, con unas conductividades hidraulidas ks, . .., k,, respectivamente y analicemos dos casos
particulares interesantes.

Flujo paralelo: Consideremos en primer lugar el flujo paralelo a las capasatdal filtrado sera la suma de los
caudales filtrados a través de cada una de las capas,

hi —hy hf
Qi = dibki—— = Q= ZQl_b de
dondeh; — hs es la pérdida de carga en las capas en una distantia velocidad promedio en la direcciarsera
Q Z kidi hi — hy

por lo que se puede escribir una conductividad hidraulieaet®f cuya componentees

" kid;

(5-37)

Flujo perpendicular: Consideremos ahora el flujo perpendicular a las capas. Baraegsatisfaga la ecuacion de
continuidad la componentgde la velocidad debe ser la misma en todas las capas. Comadidaéotal de carga
debe ser igual a la suma de las pérdidas de carga en cadaetpags

d; - " d;
Ahi=v = Ah:ZAhi:vZk—i

Chi—h;  d hi—hy

n dl n dz d
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que corresponde a una conductividad hidraulica efectivadgonente

d

idi [k
1=1

ky (5-38)

Flujo a través de un medio anisétropo general.

Para estudiar lo que ocurre en un medio anisétropo cons@ees el problema descrito en los ejes principales del
tensor conductividad hidraulica. En esos ejes, en funalasl conductividades hidraulicas principalesks y ks,
las componentes de la velocidad de descarga que se obtietehey de Darcy quedan:

il (5-39a)

87“1

P
Vo = —k’ga— (5—39b)

87’2
L (5-39¢)

67‘3

En el sistema de ejes principales la ecuacion de contingiel@dcribe como

VA L Ll (5-40)

67‘1 8—7“2 8’!‘3

En un medio homogéneo como el que estamos considerfngdono depende del punto, y por tanto es constante
frente a las derivadas espaciales, quedando, al susitiely He Darcy en la ecuacion de continuidad

0?P 0?P 0’d

ki—s + ko—= + ks—= = 0. 5-41
187"%—’_287"%—’_387’% ( )

Si consideramos el siguiente cambio de variable, en furdgdma constante arbitrafiacon dimensiones de conduc-

tividad hidraulica,
_ [E, _ [k
q1 ey 1 = L q1
|k k
Q2 = —7Ty — = —2q2 (5_42)
ko k

_ |k, ]
qs = k33 r3 = k%

la ecuacion (5—41) se puede reescribir como

2P 2P P
(e S

E—— —4
o¢ " " 0q3 T 0q? ! (543)

gue, eliminandd se puede escribir como

2 2 2

2,02 02 gy,

d¢i ¢35 9¢3 1
gue es de nuevo la ecuacion de Laplace, pero ahora en elaideeooordenadas reescalado. Asi, mediante una simple
expansion o contraccion de las coordenadas espacialempedensformar una region del flujo anisotrépa en una
regién isétropa ficticia en la que la ecuacién de Laplace Bdavgt en la que en principio podriamos obtener una
solucién para ésta. Una vez se haya resuelto el problemasgt@reegion ficticia, para obtener la solucion para el flujo
real que se tiene basta con invertir la transformacion.

El hecho de que se cumpla la ley de Darcy (5—-31) no puede vigs®@@o por la eleccién del sistema de ejes y
en concreto por el redimensionado de los mismos que acaliertostar. No solo eso, si en la ley de Darcy (5-31)
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realizamos el cambio de variables (5-42) tanto en las coemieslr; /dt de la velocidad como en lasb/0r; del
gradiente la ley de Darcy queda, para el material anisétespel sistema de coordenadas reescalado en la forma
Ug = fkﬁq(b similar a la ley de Darcy para un material is6tropo (5—29)wercion del parametré. Esto implica

gue en el material anisotropo analizado en estos ejes commatarial isétropo ficticio la velocidad de descarga es
también perpendicular a las superficies equipotencialesadgpo hidraulico expresado también en estos ejes.

5.2.8. Lared de flujo.

Se denominaed de flujoa una representacion grafica de las lineas de corriente ysdma@spondientes superfi-
cies equipotenciales en una region del flujo. La constrmcd®la red de flujo es uno de los métodos mas valiosos
empleados en el andlisis de los problemas de flujo en dos diamess, aunque a menudo requiere tediosos ajustes de
pruebay error. Al construir la red de flujo se llena la zona@macion con una serie de lineas de flujo y otra serie
de superficies equipotenciales que forman un angulo rette enas y otras en los puntos en que se cruzan.

Notese que la construccion de la red de flujo s6lo proporaioassolucion aproximada al problema, aunque puede
ser buena incluso en el caso de geometrias complejas agmriima serie de reglas sencillas (inicialmente debidas
a Phillip Forchheimer en torno a 1900 y después mejoradadour Casagrande en 1937). El método habitual de
construccion de la red de flujo es el siguiente:

1. Dibujar a escala los limites del recinto de forma que paédaerse terminar en dichos limites todas las lineas de
corriente y equipotenciales. En caso de tratarse de unialarisétropo homogéneo debe primero reescalarse
el problema en la forma descrita en la seccion anterior.

2. Trazar de forma aproximada unas pocas lineas de fluj@n@oien cuenta las condiciones en los limites del
recinto. Es decir, entre otras cosas, que las lineas deot@han de ser tangentes a las superficies impermeables
y perpendiculares a las superficies filtrantes. No debe pmrde nocidén de que éstas son solo unas pocas de
entre el continuo de lineas de corriente. Como una ayudaadede espaciar las lineas de corriente, obsérvese
que la distancia entre lineas de corriente consecutivasrtamen la direccion de mayores radios de curvatura.
Es conveniente empezar en las zonas mas sencillas, porlejem@quéllas en las que las lineas de flujo
son paralelas entre si, lo mismo que las equipotencialdsroe que los “cuadrados” de la red de flujo son
realmente cuadrados, y después seguir hacia las zonas decoayplejidad.

3. Trazar las equipotenciales correspondientes, corsiderque deben intersectar a dngulos rectos a todas las
lineas de corriente para materiales isétropos o anis@&ng@Escalados. Al inscribir un circulo en uno de estos
“cuadrados curvilineos” éste debe tocar cada lado s6lo enaBstos “cuadrados” deben cambiar de tamafio
gradualmente.

4. Afinar las lineas de corriente y equipotenciales trazpdes que se satisfagan bien las condiciones anteriores.
Asimismo debe tenerse en cuenta la simetria del problemsi pemposible simplificar la representacion.

5. Serecomienda como una prueba adicional comprobar gdiaanales de los “cuadrados” formados por lineas
de corriente y equipotenciales forman curvas sin vari@sa@xcesivamente bruscas que se cruzan formando
angulos rectos.

5.2.9. Ejemplos de redes de flujo en distintos sistemas
Presas de tierra

Cuando las presas de tierra estan en las condiciones queestramuen la figura 5-10, con una superficie de
escorrentia de esa forma, puede producirse perforaciéa peesa como consecuencia de una erosion interna que
poco a poco va arrastrando la tierra y produciendo un camaglpioterior de la presa. Esta erosién, denominada
tubificacion que comienza en la parte aguas abajo y va propagandoseiptarigr de la presa a través de lineas de
conductividad hidraulica maxima puede evidenciarse msielfios después de que ésta se ha construido.

Para minimizar el riesgo de perforacion se utilizan diegrgistemas, como paredes impermeables enterradas o la
colocaciéon de un nucleo impermeable en la presa. Uno dedtmsrsis consiste en controlar el efecto de la filtracion
mediante un dren interno como se muestra en la figura 5—12adisele forma que la superficie libre esta siempre por
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superficie filtrante

\

superficie libre
superficie de escorrentia

dren

Al
o T

base impermeable

Figura 5-12 Red de flujo en una presa de tierra tipica con un dren interno.

d=0,7h ®=03h
_ : ®=04h
®=06h ®—05h

Figura 5-13 Red de flujo en un presa de gravedad con su base al nivel dellsagbkuperficies equipotenciales se muestran con lingsazds y

las lineas de flujo con lineas continuas.

by ~0m

Pig=h

Figura 5-14 Red de flujo en una presa de gravedad ligeramente enterragtayna pantalla impermeable y una base impermeable a uta cier

profundidad.
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Figura 5-15 Distribucion de presiones bajo una presa

debajo de la superficie externa de la presa y por tanto no higgafie de escorrentia mas que en el dren, donde se
controla que la tierra no pase al mismo mediante rejillagrp$ilde tamafio de poro adecuado.

Presas de gravedad

En la figura 5-13 se muestra un ejemplo de red de flujo bajo wsapte gravedad sencilla cuya base esta al
mismo nivel del terreno, que se supone homogéneo e isétepoo se ve en la figura, en estas condiciones el
flujo es simétrico y los potenciales hidraulicos van desdealor maximo igual & en la superficie filtrante aguas
arriba a un valor minimo aproximadamente nulo (suponiemdcawdal muy pequefio) aguas abajo. Las superficies
equipotenciales se muestran con lineas de trazos y las lfiesftujo con lineas continuas.

Puede mejorarse notablemente el comportamiento de esafprte a las filtraciones mediante dos sencillas modi-
caciones en el disefio. Por una parte se entierra parciari@eptesa, se forma que su parte inferior queda por debajo
del nivel del terreno y por otra se coloca una pantalla impaiste en su parte inferior como se muestra en la figura
5-12. Estas medidas hacen que el peligro de perforacioifi¢adion) se reduzca notablemente asi como que las
velocidades de salida aguas abajo se reduzcan como consiecdiel alargamiento de los recorridos de las lineas de
flujo, dando como resultado una disminucion de las filtraesdoajo la presa.

5.2.10. Subpresiones

La presencia de filtraciones bajo una estructura como la deprasa introduce un elemento adicional a tener en
cuenta en cuanto a su estabilidad, debido a la aparicionalsarie de presiones en la base del elemento, denominadas
subpresionesstas subpresiones producen por una parte un empuje yraqraste un momento de vuelco a causa de
la no homogeneidad de su distribucién, debiendo ambososfeet tenidos en cuenta.

Por ejemplo, en una presa en la que no se han tomado medidaarpeamorar el efecto de estas subpresiones la
distribucion de presiones en su base puede ser, en la pradtida forma que se muestra en la figura 5-15, apro-
ximadamente lineal. Esto hace que, a la hora de estimar elemonde vuelco sea necesario considerar, ademés de
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los momentos debidos a las fuerzas actuando sobre las paredieales el efecto de las presiones sobre la base.
Asimismo, si el suelo esta por debajo del nivel freatico pusel necesario tomar medidas para evitar el efecto del
empuje sobre éste.

Para amortiguar el efecto de las subpresiones se instalama, @e la zona aguas arriba, drenajes verticales dentro de
la presa desde la base de la misma a una galeria de desagtiee saperior al nivel aguas abajo. Este mismo sistema
se utiliza en losas grandes, donde es preferible taladracalenente el piso para aliviar el efecto de las subpresion
y evacuar el agua filtrada. En otros casos se utilizan tiseamelados bajo el piso para contrarrestar el efecto de las
subpresiones.
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de primera especie, 85
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de von Neumann, 86
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de no deslizamiento, 49
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hipétesis del, 7, 78
curvas
de corriente, 50
reolégicas, 50

D
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diagrama de Moody, 59
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E
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generalizada, 63
de Bernoulli, 37, 38, 79

de Bernoulli generalizada, 79
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forma integral, 28

de Euler, 32
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de Laplace-Young, 73
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ecuaciones de Navier-Stokes, 54
efecto Venturi, 42
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Euler
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método de, 25
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dilatante, 50
newtoniano, 47

no newtoniano, 50
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de Newton, 47
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de traza, 26
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de Euler, 25
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modulo
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de Young, 67
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P
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principio de, 13
pérdida de carga, 46

lineal, 57

local, 60

representacion gréafica, 63

singular, 60
permeabilidad

fisica, 82

intrinseca, 82
permeametro, 79
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principio

de Pascal, 13
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R
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red
de flujo, 90
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régimen
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de Venturi, 46
laminar, 46
turbulento, 46
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Reynolds, nimero de, 56, 82
rugosidad, 58
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S
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Stokes, teorema de, 37
subpresiones, 92

superficie
de escorrentia, 87
filtrante, 87
impermeable, 86
libre, 87

superficie libre, 34

T
tension
cortante en la pared de una tuberia, 54, 58
de desplazamiento, 51
inicial de desplazamiento, 51
superficial, 69
teorema
de Stokes, 37
de Torricelli, 40
Torricelli, teorema de, 40
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en serie, 64
redes complejas, 64
tubificacion, 90
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capilar, 74
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de flujo, 28
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turbulento

flujo, 81
régimen, 46

Vv
vasos comunicantes, 14
velocidad

caracteristica, 56

de descarga, 78

de flujo, 78

microscopica promedio, 78
Venturi

efecto, 42

régimen de, 46
venturimetro, 42
viscosidad, 5, 8, 45

cinemadtica, 48

dinamica, 47

efectiva, 51

en gases, 48

en liquidos, 48
volumen especifico, 8
von Karman, férmula de, 59
vorticidad, 36
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