Fundacion
POLAR

La trigonometria se refiere a las relaciones cuantitativas entre &ngulos
y segmentos de rectas, especialmente en los triangulos. La palabra
trigonometria proviene del griego trigonon = tridngulo y metron =
medida. El término trigonometria fue introducido por el clérigo
aleman Bartholomeo Pitiscus (1561-1613) en un libro que data de
1595 y lleva por titulo “Trigonometriae sive...”.

In the Hold (imagen superior realizada entre 1913 y 1914) de David
Bomberg (1890-1957) es un cuadro donde hay una estructura
reticular, en la que se dibujan poligonos como triangulos, trape-
cios, pentagonos, que le confieren una dinamica al mismo.

Todas las matematicas salen del mundo
fisico, en la medida donde ellas han
nacido del estudio de las formas y de las
dimensiones de los objetos reales.

22 cumpliéndole a Venezuela

Paul Halmos, matematico estadounidense
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En la basqueda de la musa de la Astronomia.
Tapiz flamenco (c. 1510).

Astrolabio arabe del siglo X.
Realizado por Ahmad ibn Khalaf en Bagdad.
(Paris, Biblioteca Nacional de Francia).

Es el astrolabio mas antiguo en el mundo. Fue
fabricado para Jafar, hijo del califa Muktafi bi-
llah, que rein6 entre 900 y 907.

Astronomos observan las estrellas con la ayuda
de un teodolito (instrumento de medidas de
distancias verticales y horizontales).
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Astrolabio de Abu Bakr ibn Yusuf.

La utilizacién de instrumentos para medir
angulos y calcular distancias es muy antigua.
Desde siglos atras los astronomos, los nave-
gantes, los gedgrafos y los matematicos,
usaron instrumentos como: los cuadrantes,
los sextantes, los astrolabios, los teodolitos,
que progresivamente se fueron perfeccio-
nando hasta llegar a los teodolitos actuales
utilizados por los topografos.

Astronomos del medioevo utilizando un

Realizado en Marrakech en 1216-1217 astrolabio. Fuente: Hulton Getty.

(Museo Paul-Dupuy de Toulouse).

La invencion de los astrolabios es atribuida
a los griegos, pero su desarrollo y perfeccion
se debe a los astrbnomos arabes. Estos son
instrumentos que permiten calcular la altitud
o altura de los astros (el angulo desde el hori-
zonte) y el azimut (distancia angular desde
un meridiano).

Los teodolitos son instrumentos utilizados
en topografiay geodesia para medir angulos
horizontales y verticales.

Teodolito.

Museo de la Escuela Superior de Ingenieros

en Topografia, Geodesia y Cartografia.
Universidad Politécnica de Madrid, Espafia.
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El mundo de las demostraciones con ayudas visuales

Tomando las palabras de R.B. Nelsen: “La idea de estas
figuras o dibujos es la de ayudar al lector a ver por qué un
enunciado puede ser verdad y, en algunos casos, a ver
cOmo se puede iniciar la demostracion”. Presentamos a
continuacion un ejemplo de una propiedad de figuras
planas en la que los graficos ayudan en la demostracién,
y también el teorema de Pitagoras.

Propiedad: Las diagonales del rectangulo tienen igual longitud.
Rectangulo ABCD Demostrar AC=BD
Conocido:
AB=DC y AD=BC
Los angulos del rectangulo son rectos
D C D C

Los triangulos ABD y BAC son congruentes

e

B
A B A A B

Teorema de Pitagoras: A

El matematico hindu Bhaskara (India, 4 B m

t1114-1185)dh|zF<))_tu,na reconsltrucuon dfl N Otra demostracion del teorema de

eorema de ritagoras a la que se e | | S N Pitagoras es la atribuida a J.A. Gar-

afadio6 la palabra MIRA!, de forma

X -, field (vigésimo Presidente de los
gque a partir de la observacion de la

fi di truir el o Estados Unidos). Utilizé una figura
tlgura S€ pudiera reconstruir € en forma de trapecio y la dividi6 en
eorema. triangulos.

Area del trapecio = suma de las areas
de tridngulos

Cc

El teorema de Pitadgoras dice: "Si un triAngulo ABC es rectangulo,
entonces el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los

an’—b(a+b) =c,ab.ab_c, 4

2 2 2 2

cuadrados de los catetos". a’+ b?=c?
El area del cuadrado del lado t es igual a: M b M
t? = 4 veces el area del triangulo ABC + el area del cuadrado blanco
4(s-1) 2 2 2_ a2y 2
t2 = +(S-r)°=2(8Tr)+s°-28r+r-=s“+r a
(s =2 (s) + 57 2
Es decir t? = s? + r? -
a N a N
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Se pueden dar muchos ejemplos de “demostraciones visuales

o gréaficas” que conducen a conclusiones verdaderas. Sin

embargo, es menester prestar atencion y tener cuidado con

este tipo de demostraciones puesto que a veces lo visual Relativity.

puede engafiarnos y producir errores conduciéndonos a M.C. Escher (1898-1972) .
Galeria Nacional de

resultados falsos, como mostramos a continuacion. Canada.

Consideremos un triangulo cual-
guiera ABC. Margquemos los pun-
tos medios de sus lados M, Ny P,
como se muestra en el dibujo.

Dibujamos la poligonal AMNPB
(en rojo).

Como MNPC es un paralelogramo,
resulta MN = CPy NP = MC.

Por lo tanto, la longitud de la
poligonal es:

A F N | B
AM + MN + NP + PB=AM + CP + MC + PB = AC + CB, la suma de las longitudes de los dos lados AC y CB.
7
C

De forma analoga procedemos con
los triangulos AMN y NPB, obte-
niendo la poligonal AEFGNHIJB
y facilmente se demuestra que, con
un razonamiento semejante, la
longitud de esa poligonal es igual
a la suma de los dos lados AC y
CB.

Si seguimos ese procedimiento
“indefinidamente”, observamos
gue los lados de las poligonales
obtenidas se van haciendo cada
vez mas pequefios y sus vértices
“tienden” a estar situados en el
lado AB. Sin embargo, las longitu-
des de esas poligonales siempre
permanecen constantes e igual a
AC + CB. Lo que conduce con ese
procedimiento sucesivo que la su-
ma AC + BC sea igual a AB, es de-
cir, “la suma de las longitudes de
dos lados de un tridngulo es igual
a la longitud del otro lado”,
conclusion que es falsa.

Fasciculo 9 = Trigonometria
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El mundo de las demostraciones

En la vida diaria con la expresién jEso es ldgico!, nos refe-
rimos a la utilizacién de la capacidad de razonamiento o a
una forma ordenada de pensamiento. Un argumento ldgico
consiste de un conjunto de premisas y una conclusion que
se deriva de ellas.

Observa como si utilizas la l6gica o un argumento ldgico
puedes descubrir la profesién de cada persona en la situacion
presentada a continuacion.

“Edith, Ernesto y Eva tienen las profesiones de economista, electricista e ingeniero, pero no necesariamente
en ese orden. El economista es asesor de Eva en su trabajo. Ernesto contrata al electricista para instalar un
aire acondicionado. Edith gana menos que el ingeniero pero mas que Ernesto”. Cual es la profesion de cada

uno de ellos?

Otra expresion de uso frecuente es: jPruébalo! y se pide con
ello que se presenten unas reglas ya aceptadas, autoridad,
testimonios o hechos que soporten en forma légica lo exigido.
En cada uno de los siguientes casos, piensa como puede
una persona probar lo que se le pide:

= Pruébame que estabas en la oficina a las 8 p.m. del dia
sabado.

= Pruébame que vives en el apartamento 32 del edificio
La Trampa.

= Pruébame que me ponché jugando béisbol.

La nocion de prueba en matematica es mas formal y rigurosa:
consiste de un argumento légico convincente de un hecho
particular, del que no debe quedar ninguna posibilidad de
duda de su veracidad.

¢ Como se establecen en matematica ciertos hechos que lue-
go se deben demostrar? Bueno, de una forma que pareciera
facil: mediante el razonamiento inductivo se observan da-
tos, se reconocen patrones y se establecen conjeturas de esas
observaciones y, luego, mediante el razonamiento deductivo
se utilizan enunciados aceptados como verdaderos (axiomas)
y teoremas demostrados para probar las nuevas conjeturas
o hipdtesis establecidas. Es decir, se utiliza razonamiento
inductivo para realizar nuevos descubrimientos y con razo-
namiento deductivo se demuestra que los nuevos descubri-
mientos son légicamente consistentes con otros ya estable-
cidos.

En general, las conjeturas tienen una forma condicional: "Si
o, By yson las medidas de los angulos interiores de un
triAngulo, entonces a + 3 + y=180°. En esta forma se establece
lo que se considera como verdadero y lo que quiere demos-
trar:

Hipotesis: a, By yson las medidas de los angulos de un
triangulo (aceptado). Tesis: a+p+y = 180° (lo que se quiere
demostrar).

Fasciculo 9 = Trigonometria
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En forma esquematica un teorema | Hipoétesis: enunciados

. A is: [
puede expresarse asi: aceptados como verda- rg,urﬁentos } Tﬁsi;.ee(;] :nr;glsa}{c::rque 5
R . l6gicos q
Teorema de Tales:
D E

"En un trangulo ABC, si D y E son puntos de AB y AC, respectivamente,
tales que el segmento DE es paralelo al lado BC, entonces D y E deter-
minan segmentos proporcionales a los lados”, esto es:

B C AB _ AC_DB En lo que sigue nos referiremos
AD AE EC Gnicamente a la primera igualdad.

Hipotesis:

1. Se considera un triangulo ABC cualquiera.

2. Dy E nombran puntos de los lados AB y AC, respectivamente.
3. El segmento DE es paralelo al lado BC del tridngulo.

Tesis:
AB  AC
° ¢ AD  AE
Demostracion:
Tracemos el segmento BE y la perpendicular EH desde el vértice E al
lado AB (en forma punteada). Observa que los triangulos ABE y ADE
tienen la misma altura HE. Luego:
AB - HE . AD - HE
area (AABE) = — y  area (AADE)zT
B C
area (/\ABE AB
Asi =- (" )= (1)
area (NADE) AD
. area (AACD) AC
) En forma similar se demuestra que: - (/ ) = (2)
oW area (AADE) AE
. c\a¥eo e ., . .
SM;'\A (oniC N ‘gmaemg‘gwo_ Pero los triAngulos DEB y DE(_: tienen Ia_mlsma base DE y
Likures Srico e \6GicO ded rasy como DE y BC son paralelas, tienen la misma altura, entonces
as © O™ o \OP " sy P \ . _ .
L vob\e‘f\ai) %\ - S\g,tes_mt “‘“\’oec\\O que ao are_a(A,DEB) area(ADI?C) (3) ,
pno ganze o OC-\m'\e“g)aS‘a\)a e\ su“ados “e Asi:  area(AABE) = éarea(\ADE) + area(/\DEB)
2 0 (e : . p
Teni®h Soacion % otica % por & = érea(/\ADE) + érea(/\ DEC)
a S .
°°§f‘\-§ar = éarea(AACD)
u . . . .
Esta igualdad junto con (1) y (2) permite concluir:

‘-\enc'\a' AB_ AC I d. (o que se queria demostrar)
2D - AE .g.g.d.(loq q .
Esquematicamente, el Teorema de Tales se expresa asi:

4 \ 4 \
Hipotesis: En el AABC, Tesis:

Dy E son puntos de los

lados AB y AC respec- | Argumentos ’ SR
tivamente, tales que el l6gicos AD  AE
segmento DE es para-

lelo al lado BC. \ J

. J/

Analogamente se puede demostrar la otra igualdad.

~ - Irigonometria
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El Teorema reciproco de Tales se ,Hipétesis: En el AABC,\ ( Tesis: \
expresa esquematicamente asi: Dy E son puntos de los El segmento DE es pa-
lados AB y AC res- Argumentos } ralelo al lado BC.
pectivamente, tales que l6gicos
AB  AC
E - E ) S J
Teorema Reciproco del Teorema de Tales: A

"Si en el triAngulo ABC tenemos puntos D y E sobre los lados
AB y AC , respectivamente, tales que:

AB = AC , entonces el segmento DE es paralelo al lado BC".
AD AE

Demostracion: c'
Para la demostracion se utiliza un método llamado reduccion
al absurdo y consiste en negar lo que se quiere demostrar.
Supongamos que el segmento DE no es paralelo al lado BC.
Sea BC' la recta paralela a DE que pasa por el punto B y corta
alarecta AC en C'. Por el teorema anterior tenemos que:

AB _ AC

AD  AE ,
Por hipotesis tenemos: AB = AC
AD AE

Por tanto, AC' = AC y entonces C' = C.

Fish.
M.C. Escher (1898-1972)

Existe una estrecha relacién entre figuras
semejantes y segmentos proporcionales:
si dos figuras son semejantes sus “lados”
correspondientes son proporcionales.

Demostrar que la bisectriz de un
angulo de un tridngulo divide al
lado opuesto en segmentos que son
proporcionales a los otros dos lados
del triangulo. En otras palabras:
Sea el AABC y CD la bisectriz del &ngulo ACB.

Demostrar que ﬂ = %

BD CB

A D B
Sugerencia: Traza por el punto A una recta paralela al
segmento CD que encuentre la prolongacion del lado BC.
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Demostrar que la altura correspon-
diente a la hipotenusa en un trian-
gulo rectangulo lo divide en dos
triAngulos semejantes entre si y se-
mejantes al triangulo original. En
otras palabras: Sea el /\ABC, rectangulo en C,y CD
la altura desde el vértice C. Demostrar que los tridn-
gulos ADC, CDB y ACB son semejantes.
€

A B
D

Sugerencia: Utiliza el criterio de dos angulos iguales para
la semejanza de triangulos.
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Los antiguos chinos, babilonios y egipcios utilizaron una
sorprendente relacion entre las longitudes de los lados de un
triangulo rectangulo: el cuadrado de la longitud de la hipote-
nusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de
los catetos.

Pitdgoras demostro6 que la relacién anterior es cierta para cual-
quier triangulo rectangulo.

El teorema de Pitagoras es uno de los teoremas con mayor nu-
mero de demostraciones. Por ello se ha considerado importante
presentar otras demostraciones con cierto sentido historico.

Teorema de Pitagoras:

"Si un triangulo ABC es rectangulo, siendo recto el angulo
ACB, entonces el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de los catetos".

Hipotesis:
1. El triAngulo ABC es rectangulo.
2. AC y BC son catetos. AB es la hipotenusa.

Tesis:
AB? = AC? + BC?.

Demostracion:

Consideremos el tridngulo rectangulo ABC y tracemos la altura
CD correpondiente a la hipotenusa:

Como los triAngulos ADC y ACB son semejantes y también lo
son los triangulos CDB y ACB, entonces:

AD _AC BD _ BC

AC_ AB 1) BC_ BA (2

De (1) AC*=AD - AB. De (2) BC’=BD -BA. |

Pythagoras.
Estatua en la isla
de Samos. Grecia.

J
Sumando las igualdades AC?+ BC?= AD - AB + BD - BA = AB (AD + DB) = AB%.
T 2

Se concluye: AB? = AC? + BCA

SABIAS QUE...

Euclides (Grecia, ¢.200 a.C.), en el Libro 1
de los Elementos, proposicion 47, enuncia
el Teorema de Pitagoras en términos de

area: “En los triangulos rectangulos, el
cuadrado sobre el angulo opuesto al angu-
lo recto es equivalente al cuadrado sobre
los lados que forman el angulo recto”. La
figura de la derecha ilustra la demostra-
cion.
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Teorema Reciproco del
Teorema de Pitagoras:

"Si el cuadrado de un lado de un
triangulo es igual a la suma de
los cuadrados de los otros dos
lados entonces el triangulo es un
triangulo rectangulo".

Estos fasciculos estan disponibles

en linea, visitando la pdgina web:
http://www.fpolar.org.ve/matematica3

A




