Unipapb 15 Funciones cuadraticas

En esta unidad vas a continuar trabajando con funciones. Ampliards el trabajo que realizaste en la uni-
dad 12 acerca de las funciones lineales representadas gréaficamente mediante rectas, con el estudio de
otras funciones cuya representacion grafica es una curva.

Mediante algunos ejemplos sencillos, estudiaras las caracteristicas de estas relaciones en las que la
incégnita estda elevada al cuadrado, y de sus correspondientes representaciones grdficas.

Frecuentemente, estas funciones, denominadas cuadraticas, describen ademdas de situaciones mate-
maticas, fenémenos propios de otras disciplinas como la Fisica o la Economia. Su aplicacién a otras ramas
del conocimiento es util para representar, por ejemplo, movimientos con aceleracién constante, trayec-
torias de proyectiles, ganancias y costos empresariales, etcétera.

Podras comprobar que el estudio de estas graficas permite obtener informacién mediante el andalisis de
las funciones sin necesidad de recurrir a la experimentacion.

A ] « Una huerta escolar

A partir de un problema concreto, investigards la relacién funcional drea-perimetro en una familia de
rectdngulos del mismo perimetro.

a) Leé el siguiente problema. Al terminar la actividad, estaras en condiciones de responder a la pregunta
que plantea.

En la escuela de Tres Cruces van a construir una huerta de forma rectangular. Con el dinero dis-
ponible se pueden comprar 60 metros de alambre tejido romboidal para el cerco. La directora
propone que, con esa cantidad de alambre, la huerta tenga la mayor superficie posible para sem-
brar. ;Qué medidas debe tener la huerta?

Responder a esta pregunta es equivalente a encontrar la respuesta a otra pregunta que podemos
expresar de la siguiente manera: ;Cual es el rectangulo de mayor superficie que se puede rodear
con 60 m de cerco?

b) Reunite con tus compafieros para explorar qué dimensio-
‘ nes pueden tener los distintos rectangulos de 60 m de peri-
metro, por ejemplo, un rectangulo de 20 m por 10 m. 10m

20m
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Para facilitar |a tarea, trabajen con la suma del largo y del ancho de cualquiera de esos rectan-
gulos. Prueben al menos cuatro ejemplos con largos y anchos diferentes.

‘ c) Copien en sus carpetas la siguiente tabla y complétenla con todos los casos que hayan encontrado. Mas
‘ adelante, completaran la columna libre.

Dimensiones de los rectangulos

20 10

d) Antes de continuar, respondan entre todos a las siguientes preguntas sobre las huertas rectangulares que
‘ propusieron.
1. ;Pensaron en las dimensiones de una huerta cuadrada?
2. ;Colocaron en la tabla algiin caso que tenga 10 m de base y 20 m de altura?
3. ;Tuvieron en cuenta los casos de los rectangulos rotados, es decir, los que se obtienen si se inter-
cambian la base y la altura?

e) Tal como plantea el problema, el objetivo es construir una huerta de la mayor superficie posible. Entonces,
completd la columna que quedd vacia en el cuadro del punto € escribiendo el 4rea correspondiente a cada
rectangulo, expresada en metros cuadrados.

f) Ahora estds en condiciones de responder a la pregunta del problema:
*;Qué medidas debe tener la huerta? O lo que resulta equivalente, jcudl es el rectangulo de mayor area
que se puede rodear con 60 m de cerco? Escribi la respuesta en tu carpeta.

A 2. Las funciones cuadraticas y las pardbolas

Para introducirte en el tema de las funciones cuadrdticas y sus grdficos, vas a analizar los resultados de
la actividad 1, desde el punto de vista matemdtico. Revisards los valores de la tabla que construiste en el
punto ¢ de esa actividad.

a) Llama x a la base de los rectangulos e y al area.

Para cada valor de la base, X, mayor que cero y menor que 30, existe un rectangulo que tiene una cierta
superficie, y. Completa la tabla siguiente, con los datos que calculaste en la actividad 1.
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20 200
10 200
15

b) Representa graficamente en un sistema de ejes la relacién que vincula la superficie de los rectangu-
los de perimetro 60, y, en funcién de la base, X. Elegi con cuidado la escala conveniente para cada uno
de los ejes de coordenadas. Si te parece necesario, buscd otros pares de coordenadas para obtener una
curva mas precisa.

€) Teniendo en cuenta la tabla y el grafico que acabas de realizar, copia en tu carpeta las siguientes afirma-
ciones y escribi si son verdaderas o falsas.

4 N

1. La relacién que vincula la superficie de los rectangulos de perimetro 60 (y) en funciéon de la

base X no es lineal.

2. Hay pares de rectangulos con la misma superficie. Por ejemplo, el de base 20 y el de base 10.

3. Existe un Unico valor de la base para el que no hay dos superficies iguales.

4. Existe un valor méaximo de la superficie y = 225 correspondiente a x = 15.

5. La curva es simétrica respecto de una recta que pasa por el punto (15; 225).

K 6. La curva es concava hacia abajo. /

Es posible obtener la férmula que corresponde a esta relacién que vincula la superficie de los
rectangulos de perimetro 60, y, en funcién de la base, X, procediendo del siguiente modo:

y=x"h Aplicacién de la férmula para obtener la
superficie de un rectangulo.

y =x (30 —x) Se reemplaza la altura de los rectangulos
por la diferencia entre 30 y la longitud de
la base.

y =30x-x Se aplica la propiedad distributiva de la
multiplicacién con respecto a la resta y se

obtiene una ecuacién de segundo grado.
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Habras observado que:

* La férmula que vincula la base X con el area y de los rectangulos de perimetro 60 es:

y =30 x - x%

* La variable independiente X esta elevada al cuadrado por lo que es una ecuacién de segundo
grado, la expresién f(X) = y corresponde a una funcién cuadratica.

* La curva que representa a la funcién cuadratica es una parabola.

d) Copia las siguientes ecuaciones y realiza las operaciones necesarias para indicar cuéles son ecuaciones
de segundo grado. Reunite con tus compaferos para comparar los resultados.

‘|.3+x=i

2-x
2. x3-1=x(x+2)
3.x.54x =6

4.10x3=5x2+ 60

T(x)
iy 5 EL S
8
-+ |
7 |
P |
La funcién cuadrdtica més sencilla es f(x) = x* porque mL '
) : 3 . : |
la expresién x2 no estd modificada por coeficientes ni iE |
otros términos. Su gréfica es esta curva simétrica: PR oy o
!
| __3 | |
| 2 | |
| = | |
| 1 | |
I Jd [ I
[T [ ST
I I T T I
=2 L 23
|
e) Copié en tu carpeta la tabla de la funcién f(x) = x* y completé los espacios en blanco.
_ _3 _1 O 0’5 2
f(x)=x2 4 025 0 1 9
Se puede afirmar que:
- las férmulas que caracterizan a las funciones cuadrdticas son ecuaciones de segundo grado;
- las funciones cuadrdticas se representan mediante pardbolas.
|
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3. Férmula general de las funciones cuadraticas

Después de analizar la funcién y = x* trabajards con la expresién simbélica general de las funciones
cuadrdticas.

a) Copia en tu carpeta la siguiente situacién. Podras resolverla al terminar la actividad.
[

En un negocio de venta de celulares, para decidir a qué precio vender los teléfonos y obtener la
mayor ganancia posible, realizaron algunas consultas y se informaron de que la ganancia y (en miles
de pesos) en funcidn del precio x (en cientos de pesos) esta determinada por la férmula:

y =-2x*+12x - 10

La férmula permite afirmar que, por ejemplo, si se vende cada teléfono a $200 (x = 2), la ganan-
cia es de $6000 (y = 6).

b) Copia la siguiente tabla y completala segiin los datos del problema.

Precio x (en cientos de pesos) Ganancia y (en miles de pesos)

6

U AN W N =

1. ;Cudl es el precio de cada teléfono que permite obtener la ganancia maxima?

2. ;Para qué precios la ganancia es nula?

3. Representa graficamente en un sistema de ejes la relacion que vincula la ganancia y, en funcién del
precio de los teléfonos celulares x. Elegi con cuidado la escala conveniente para cada uno de los ejes de
coordenadas. Si lo necesitas, busca otros pares coordenados para obtener una curva mas precisa.

Habras observado que sabiendo que la férmula'y = -2x*> + 12x - 10 correspondiente a la ganan-
cia () que se obtiene en funcion del precio (x) de los teléfonos celulares es la ecuacion corres-
ponde a una funcién cuadratica y la representacién grafica es una parabola.
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La expresién simbélica general de las ecuaciones correspondientes a funciones cuadrdticas puede
tener ademds del término de segundo grado, uno de primer grado y un término independiente.

Una funcién cuadratica es toda funcion que puede escribirse en la forma f(x) =a x2 + b x + c,
donde a, b y c son numeros cualesquiera, con la condicion de que a sea distinto de 0.A esta expre-
sion se la conoce como expresién polinémica de la funcion cuadrdtica.

Si b = 0, la ecuacién es de la forma y = a x* + c.
Si ¢ = 0, la ecuacién es de la forma y = a x* + bx.
Sib =0y ademds c = 0, la ecuacion es de la forma y = a x*.

“ ) En el gréfico siguiente, se han representado seis

funciones del tipo y = ax2 en las que a tiene dis-
tintos valores, b =0y c = 0.

1. Observa el grifico y respondé:
* ;Qué relacion encontrds entre el valor
absoluto de a en cada ecuacién y la abertu-
ra de las parabolas?

Habras observado que:

* Todas las parabolas de ecuacién y = ax? tienen por vértice el punto V = (0, 0).

* La pardbola y = ax* tiene un minimo si @ > 0y tiene un méximo sia < 0.

» Cuanto mayor es el valor absoluto de a, mas cerrada es la parabola correspondiente.

d) Revisd los graficos que corresponden a las ecuaciones y = =2x2 + 12x =10 e y = 30 x — x2 (obte-
nida en punto b de la actividad 2 y comparalos con el grafico de la ecuacién y = x2.
1. Anota las semejanzas y diferencias que observas en cuanto a:
e Las intersecciones de la curva con el eje x.
e Las intersecciones de la curva con el eje y.
* El eje de simetria de la curva.
* La existencia de maximo o de minimo.
* La concavidad hacia arriba o hacia abajo.
* El nimero de términos de las ecuaciones.
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2. Compara tus observaciones con las de tus compaieros y conversen sobre ellas con el docente.

Habras observado que:
sila férmula es del tipo y = ax?, la pardbola es simétrica con respecto al eje y.

e) En este punto trabajards con expresiones equivalentes.
1. Hacé todas las cuentas que necesites para verificar que la férmula y= -2 (x -3)? + 8 es equivalente a:

y = 2x* + 12x -10

Las dos férmulas representan la misma funcién cuadrdtica, sélo que en la primera se pueden
leer las coordenadas del punto mdximo o vértice de la pardbola, en este caso (3; 8). A las expre-

siones de este tipo se las conoce con el nombre de expresion candnica de la funcion cuadritica.
]

2. Hacé todas las cuentas que necesites para verificar que la férmulay = =2 (x = 1) « (X = 5) es equi-
valenteay = 2x* + 12 x -10.

Las dos férmulas representan la misma funcién cuadrdtica, sélo que en la primera se pueden
leer los valores 1 y 5 de x que anulan la funcién cuadrdtica (son los valores de x cuya imagen
por la funcién es cero, vale decir los valores de x que hacen y = 0). A las expresiones de ese tipo

se las conoce con el nombre de expresién factorizada de la funcién cuadritica.
.

En la consigna e de esta actividad pudiste observar que una misma funcién cuadratica, como la
del ejemplo, se puede expresar de tres formas distintas.

cy=-2(x-1)(x-5)

ey =-2x*+12x - 10.

cy=-2(x-3)+38

«“ f) A partir de la funcién cuadratica cuya ecuacién es y = 2x* + -lx + 2, realiza su representacién gréfica,
% sabiendo que:
* (1; 0) es el punto donde la funcién es minima;

* (0; 2) es el punto de interseccidn con el gje y.
1. Para hacerlo, completa una tabla con los valores que necesites y recorda las caracteristicas de las para-

bolas que observaste en las actividades anteriores.
2. Segln lo que observaste en la consigna @ para una misma funcién cuadratica se pueden escribir dife-
rentes ecuaciones. Escribi las correspondientes a la funcién dada y después controld con tus compane-

ros y tu docente para ver si lo hiciste bien.
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4 . Para sequir avanzando

Hasta acd estudiaste distintas funciones cuadrdticas a partir del andlisis de gréficos. Pero también
existen formulas muy dtiles que posibilitan conocer con rapidez el vértice y las raices, sin necesidad
de graficarlas.

a) Leé las siguientes férmulas y verifica que se cumplan en las funciones cuadraticas de los problemas que
resolviste anteriormente.

Dada una funcién cuadrdtica en la forma

= —% permite hallar la abscisa del vértice (x,, y,) de la pardbola.

(X, X,)= b b - dac permite obtener las raices de la pardbola de ecuacién
2a

y=ax*+bx+c

Conversd con tu docente para decidir si es conveniente que profundices en este tema utilizando los libros de
Matematica de la biblioteca del aula.

Para finalizar

En esta unidad aprendiste que una funcién de la forma y= ax® + bx + ¢, cona = 0, es una funcién cua-
dratica porque el término en el que la variable tiene el mayor exponente es un término cuadratico y su
grdfico es una curva llamada pardbola.

El anadlisis de las representaciones grdaficas de las funciones brinda mucha informacién acerca de
ellas. En el caso de las pardbolas, el punto de corte con el eje y se obtiene haciendo x = 0 en la ecuacién
de la pardbola. Los puntos de corte con el eje x son de la forma (x,0). Sustituyendo y por 0 en la formula
y = ax? + bx + ¢ se obtiene la ecuacion de segundo grado ax?+ bx + ¢ = 0, cuya solucién es el o los valores
de x en los que la curva corta al eje horizontal.

También aprendiste que el trabajo con las ecuaciones correspondientes te puede brindar informacioén,
por un lado, acerca de las coordenadas del vértice y, por otro lado, acerca de los puntos en los que la
pardbola se corta con el eje de las abscisas. Es decir, que si una ecuacién esde laformay=a (x- ). (x-B)
los numeros ot y B son los valores de x que anulan la funcién, o bien que si la ecuacién tiene la forma
y =a(x-m)*+ n el par de nimeros (m, n) indica las coordenadas del punto vértice de la parabola que pre-
senta un méaximo o un minimo.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1.m producto de dos factores

a) Te proponemos una forma interesante para multiplicar, por ejemplo, 37 x 41.

En la primera columna figuran los resultados que se obtienen de dividir sucesivamente 37 por 2 (sélo la
parte entera de cada resultado).

En la segunda, figuran los resultados que se obtienen de multiplicar sucesivamente 41 por 2.

37 all

8 82
164
328
656
1312

=N [D[O =

La suma 41 + 164 + 1312 es el resultado de la multiplicacién: 1517
Para elegir los sumandos, entre los nimeros de la segunda columna, se descartan aquellos que se “corres-
ponden” con resultados pares de las divisiones. En nuestro ejemplo, no se suman 82, ni 328, ni 656.

b) Resolvé otras multiplicaciones segin el método explicado en el punto anterior.

) ;Te atrevés a descubrir el “truco™?

2. Los paquetes de café

En un negocio venden el paquete de

500 gramos de café a $20 el paquete.

Han traido paquetes nuevos al mismo CAfe %
precio que contienen 10% mas de café AHORA 1107 ,vf'/*v
gratis. Los clientes se llevan estos W"{
paquetes nuevos y dejan los otros pero Holido

al duefio se le ocurre que si ofrece los 5009

paquetes que no tienen café gratis con &

el 10% de descuento en el precio va a ; i

poder venderlos todos. ; Te parece que
tiene razén? ;Por qué?
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3 = Untiro porelevaciéon

“Donde pone el ojo, pone la bala” es una descripcion de un muy buen tirador, aunque no siempre ocurre
asi porque si el tirador pretende que el proyectil recorra grandes distancias, su trayectoria sera una para-
bola: el impulso inicial lo lleva hacia arriba y la gravedad lo atrae hacia abajo. Para que llegue, entonces, al
destino que se quiso darle, hay que lanzarlo con cierto angulo. Este antiguo esquema ilustra el tiro de un
cafion. La altura y la distancia estan medidas en metros y el tiempo en segundos. El desafio consiste en que
con esos datos establezcas la ecuacién correspondiente.

Altura (m) 80 128 144 128 80 0
. & | A S N
-, I I I N
A N
7, | | | N
s I I I N
, * I I I Y‘ &
I I I I N

[ [ [ [ [ N .

I I I I I \

I I I I I \

| | | | | (")
Distancia (m) 64 128 192 256 320 384
Tiempo (s) 1 2 3 4 5 6



