Unipap 13

Sistemas de ecuaciones

Una linea fundamental del trabajo matematico es identificar, en cada campo de estudio, un pequefio
conjunto de ideas y reglas basicas a partir de las cuales puedan deducirse, aplicando cierta l6gica, todas
las demas ideas y reglas de interés en ese campo.

Cuando estas buscando conexiones entre las ideas y las reglas basicas de un campo de estudio y las
que pueden deducirse de ellas, estds pensando matemdaticamente. Eso te permite adquirir nuevos cono-
cimientos sobre la base de conocimientos previos. Ponés en juego ese tipo de pensamiento cuando, a
partir de lo que ya sabés, seguis avanzando en tus estudios.

En esta unidad retomards aspectos vinculados con las funciones lineales sobre las que trabajaste en la
unidad 4 de este Cuaderno. Analizards la posibilidad de describir una recta a partir de su ecuacién o de su
representacion grafica en el plano. Abordaréas problemas en los que las variables estan ligadas por més
de unarelacién y que implican la resoluciéon de ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales.

Seguramente recordards el trabgjo realizado en las unidades &4 y 11 de este Cuaderno con funciones lineales y
con ecuaciones. Es conveniente que tengas a mano los materiales de dichas unidades para que recurras a ellos
cada vez que lo necesites.

1. Resolucion grafica de sistemas de dos ecuaciones lineales

Tomando como base la ecuacién general de una recta y sus expresiones equivalentes, vas a resolver
situaciones en las que las condiciones del problema se vinculan a través de mds de una ecuacién.

En la unidad 4 de este Cuaderno estudiaste que:

La expresion general de la ecuacién de una recta:y = a* x + b en la que el nimero a es la pen-
diente y el nimero b la ordenada del punto (0, b) en el que la recta corta el eje y.

Al estudiar ecuaciones en la unidad 11, trabajaste con expresiones equivalentes de una ecuacion.

‘ a) Leé la siguiente situacion y a partir de los datos que se presentan en el problema, resolvela en tu car-
‘ peta tal como lo indican las consignas.
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UNIDAD 13

Para organizar una fiesta de egresados, se pidieron dos presupuestos. En el primero, la entra-
da cuesta $ 18 por personay en el otro, cobran un costo general por la fiesta de $ 300 y, ade-
mas, $ 15 por persona.
1. Copia en tu carpeta y completa la tabla siguiente, segin el primer presupuesto, con el
importe que se deberia abonar teniendo en cuenta el nimero de personas invitadas o bien
con la cantidad de personas que corresponden al importe indicado.

30 540
60

1620
120

2700

Si X representa el nUmero de personas que concurriran a la fiesta, e y el importe correspon-
diente, se puede afirmar que 18 ¢ x es la expresién matematica que permite obtenery.
En otras palabras, y = 18 ¢ x es la formula de la relacidén que existe entre el nimero de asis-
tentes a la fiesta y el gasto correspondiente teniendo en cuenta el primer presupuesto.

b) Considerando ahora el segundo presupuesto, completa la tabla siguiente en tu carpeta.

Numero de personas (x) Importe (y)

30 750
60

1650
120

2550

Verificar que los valores encontrados sean soluciones de la ecuacién planteada es reemplazar la
incdgnita en la ecuacion por el valor (o los valores) hallado. Si se cumple la igualdad, entonces la
solucion hallada es la respuesta al problema.

@ MATEMATICA 3



1. Verifica que la férmula que expresa la relacién entre el nimero de asistentes y el importe que debe-
ria abonarse sea: y = 15 « x + 300.

2, ;Existird un niUmero de personas (X) tal que para ambos presupuestos el gasto o importe demanda-
do (y) sea el mismo? Pensa un modo de encontrar respuesta a esta pregunta. Probalo.

3. Compara lo que pensaste con la opinién de tus compafieros y el docente.

Un recurso posible para responder a la pregunta del punto 2 es utilizar el método grafico.
Consiste en representar graficamente ambas relaciones, en un mismo sistema de ejes cartesia-
nos ortogonales y hallar, si existe, el Unico punto del plano que pertenezca a ambos gréficos.

€) Grafica las relaciones que corresponden a los dos presupuestos para buscar, si existe, el Unico punto
que pertenece a ambos graficos.

“ Podés consultar la unidad 12 o a tu docente si no recordds este tema.

1. Primero elegi una escala adecuada para el eje x (niUmero de personas) que te permita representar los
datos con comodidad y otra adecuada para el eje y (importe en pesos). En el mismo sistema de ejes,
representa graficamente las relacionesy = 18 e x ey =15 « x + 300.

Los puntos que obtuviste para cada ecuacién pertenecen a una recta y representan su conjun-
to solucién porque son los puntos cuyas coordenadas verifican la ecuacion.

2. Observa el grafico que hiciste en la actividad 1. Copia en tu carpeta las preguntas que aparecen a
continuacién y respondelas:
* ;Hay alglin punto que pertenezca a las dos rectas!
* ;Cuales son sus coordenadas?
* ;Qué cantidad de personas podrian asistir a |a fiesta si se abonaran 1800 pesos, segin el primer pre-
supuesto!?
* ;Qué cantidad de personas podrian asistir a la fiesta si se abonaran 1800 pesos, segln el segundo
presupuesto?
¢ ;Cuanto se deberia abonar si asistieran 100 personas a la fiesta, segln el primer presupuesto?
¢ ;Cuanto se deberia abonar si asistieran 100 personas a la fiesta, seglin el segundo presupuesto?
* ;Qué significa el par ordenado (100;1800), de acuerdo con el problema que estamos estudiando?

En el ejemplo del primer presupuesto, los pares (x, y) que verifican y = 18 « x pertenecen a una
recta. Los pares que verifican y = 15 ¢ x + 300 (segundo presupuesto) pertenecen a una recta
distinta de la anterior.

Entonces, se puede pensar que si estamos buscando un nimero de personas (X) y un importe
(y) que verifique ambos presupuestos, este par (X, y) debe pertenecer a ambas rectas.
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El par ordenado (100;1800) representa al punto cuyas coordenadas (x, y) son, respectiva-
mente, 100 y 1800, y es la solucién del sistema que forman las dos ecuaciones por ser la inter-
seccién de ambas y satisfacer a las dos.

x+y =340
5x + 10y = 2500

La llave que abarca las dos ecuaciones significa que las dos deben verificarse simultdnea-

mente, es decir, que forman un sistema.
Las dos ecuaciones consideradas forman un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

incégnitas (x, y).

.
A 2. Otro problema
t‘ a) Copia en tu carpeta el siguiente problema:
I
En una caja hay tornillos pequenos que pesan 5 g y tornillos grandes que pesan 10 g. En total
hay 340 tornillos. El peso total de los tornillos que hay en la caja es 2,5 kg. ;Cuantos tornillos
de cada tipo hay en la caja?
L

1. A medida que vayas leyendo la resolucién paso a paso del problema anterior, copia en tu carpeta los
datos del problema y las ecuaciones que se van deduciendo.

Paso 1 Paso 2 Paso 3
Podemos llamar x a la cantidad Segln el enunciado del pro- Como cada tornillo pequeno
de tornillos pequenos e y a la blema se cumple que pesa 5 gramos, 5x representa el
cantidad de tornillos grandes. x + y = 340. peso de los tornillos pequefios.
Paso 4 Paso 5
Como cada tornillo grande pesa 10 También debe cumplirse, seglin el enun-
gramos, 10y representa el peso de los ciado del problema, que el peso de
tornillos grandes. todos los tornillos sea 2,5 kg que es equi-

valente a 2500 g: o sea que también se
cumple que 5x + 10y = 2500.

2. ;Es necesario que el nimero de tornillos de cada tamafno que buscamos verifique X + y = 340 y también
5x + 10y = 25007 ;Por qué? Escribi tu respuesta en la carpeta y comparala con la de otros compafieros.
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t b) Para resolver este otro sistema vas a recurrir otra vez al método grafico. En este caso, el sistema de
ecuaciones que debe resolverse es:

x +y =340
5x + 10y = 2500

Como ya sabés, las ecuaciones lineales se corresponden graficamente con rectas en el plano.
Para hacer el dibujo necesitas dos o tres puntos de cada una de ellas.

1. Escribi tres pares (X,y) ordenados de modo que verifiquen: x + y = 340. Si te resulta mas facil, para
hallarlos podés usar ecuaciones equivalentes, por ejemplo: y = 340 — x 6 x = 340 —y.

2, Escribi tres pares ordenados que verifiquen que 5x + 10y = 2500.

Si lo creés conveniente podés recurrir a otras expresiones de la misma ecuacién. Dado que en este caso
no es tan sencillo hallar expresiones equivalentes, deberas trabajar con cuidado. Si en la ecuacién
5x + 10y = 2500 despejas y correctamente obtendras y = 250 — 0,5x.

3. Elegi una escala adecuada para el eje x (cantidad de tornillos pequefios) y otra adecuada para el eje
Y (cantidad de tornillos grandes). En el mismo sistema de ejes representa graficamente las relaciones
y =340 -xey =250-0,5x.

Recordd que cada ecuacién estd representada por una recta.

4. Observa el grafico. jSe puede leer a través del grafico cuantos tornillos pequenos y cuantos grandes
hay en la caja? ;Por qué? Compara tu respuesta con las de tus compaiieros. Si tienen alguna duda, con-
sulten con su docente.

A 3 = Tres situaciones para graficar

En esta actividad encontrards tres situaciones que se pueden solucionar grificamente resolviendo un
sistema de ecuaciones.

t‘ a) Resuelvan las situaciones planteadas. Para hacerlo:
* |éanlas con atencion;
* nombren las incognitas;
* escriban las dos ecuaciones lineales que forman el sistema;
* hallen pares ordenados que verifiquen cada una de las ecuaciones;
* representen graficamente cada ecuacién, después de elegir convenientemente la escala para cada eje;
* hallen la solucién del sistema.
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1. El perimetro de un rectangulo es 24 cm. La base mide 2 cm mas que la altura. ;Cudles
pueden ser las dimensiones del rectangulo?

2. Un teatro tiene 180 butacas, entre platea y pullman. La entrada para pullman cuesta $12
y para platea cuesta $20. Si la recaudacion total de |a funcién de ayer, a sala llena, fue $2800,
jcuantas butacas en platea y cuantas en pullman tiene el teatro?

3. La familia Quispe —madre, padre y tres nifnos— fueron a presenciar un espectaculo y
pagaron $31 por las entradas de todos. Los Oneto —madre, padre, abuela y dos nifios—
pagaron $34. ;Cuanto costé la entrada de cada adulto y la de cada nifio?

Ademds del método grifico, existen otros procedimientos matemdticos que permiten resolver sistemas
de ecuaciones.

4. Resolucion analitica de un sistema de dos ecuaciones lineales

En la siguiente actividad, vas a conocer otras herramientas para resolver sistemas de ecuaciones. A con-
tinuacién, encontrards una sintesis de algunas ideas importantes acerca de las ecuaciones lineales que
estuviste trabajando en esta y otras unidades sobre funciones.

a) En la siguiente actividad, van a conocer otras herramientas para resolver sistemas de ecuaciones.
1. Luego consulten las unidades 4 y 11 de este Cuaderno y decidan si les parece necesario agregar a
esta lista otras ideas importantes sobre funciones y sistemas.

* Las expresiones de la forma y = mx + b, con m y b constantes, se llaman ecuaciones linea-
les. Por ejemplo, y = 2x + 3 es una ecuacion lineal (lo mismo que cada una de las que consi-
deraste en las actividades anteriores).

* El gréfico de una ecuacidn lineal es una recta. Los pares ordenados (0; 3); (-1; 1); (1; 5) y
(2; 7) son algunos de los puntos del plano que pertenecen a la recta cuya ecuacién es y = 2x + 3.
Las coordenadas de los infinitos puntos de la recta forman el conjunto solucién de la ecuacién
y=2x+3.

* Si se multiplican ambos miembros de la ecuacién y = 2x + 3 por un mismo nimero real, por
ejemplo 2, la nueva expresion 2y = 4x + 6 es una ecuacién equivalente a la dada, porque tiene
el mismo conjunto solucién que y = 2x + 3. Entonces, hay muchas otras ecuaciones equiva-
lentes a y = 2x + 3.

* Las coordenadas (x; y) del punto que pertenece a las dos rectas que forman un sistema, hacen
verdadera —verifican— las dos ecuaciones del sistema.
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b) Copia en tu carpeta el siguiente problema:
]

iLlegd el circo al pueblo de San Lorenzo! En la funciéon de ensayo hubo precios especiales. La
entrada para los adultos se cobré $24 y para los menores $12. Asistieron 100 personas y se recau-
daron $1560. Se desea conocer el nimero de adultos y de menores que asistieron a la funcién.

.
1. Planted las dos ecuaciones posibles, llamando x a la cantidad de adultos e y a la cantidad de menores.

Es posible que hayas obtenido el sistema x +y =100
24x + 12y = 1560

También se puede obtener otro sistema formado por ecuaciones equivalentes, distinto al que
se propone aqui. Si obtuviste un sistema equivalente consulta con tu docente para transformar
convenientemente tus ecuaciones y poder asi seguir el razonamiento aqui propuesto.

A partir del sistema x +y =100
24x + 12y = 1560

Si se multiplican por 12 ambos miembros de la primera ecuacion, se obtiene 12x + 12y = 1200,
que es una ecuacién equivalente a la ecuacién x + y = 100; es decir, con las mismas soluciones.
Se logra asi que los coeficientes de y en ambas ecuaciones resulten iguales.

2, Escribi el sistema que resulta con esta modificacion.
3. ;Qué otra operacion se puede hacer para que los coeficientes de X resulten iguales? ;Cual de las ecua-
ciones modificarias? j;Da lo mismo elegir cualquiera de las opciones? ;Por qué?

Suponiendo que el nuevo sistema obtenido sea 12x + 12y = 1200
24x + 12y = 1560

Se resta a la segunda ecuacién la primera, miembro a miembro, para lograr una ecuacién con
una sola incégnita: 12x + Oy = 360, de donde se obtiene que x = 30. Es ahora facil deducir que
y = 70, dado que a partir de las condiciones iniciales del problema se sabe que x +y = 100.

4. Hacé las cuentas necesarias para comprobar que (30; 70) es, efectivamente, la solucidn del sistema.
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El método con el que resolviste este problema es de tipo analitico, esto significa que no es grafi-
co, sino escrito. Con él resolviste este sistema mediante las operaciones de adicidn y sustraccién.
En las actividades anteriores resolviste graficamente algunos sistemas de ecuaciones en los que
se pudo encontrar la solucién a partir de observar las coordenadas de la interseccién de dos
rectas. Este método es cdmodo cuando la lectura del grafico no ofrece dificultades. Pero pensa,
por ejemplo, que si la solucion de un sistema fuera el par ordenado (1 ; 2 serfa imposible leer-
la con precisién en un grafico porque se trata de fracciones. 79

5. Resolvé analiticamente todos los problemas propuestos en las actividades anteriores: actividad 1
(fiesta de egresados), actividad 2 (tornillos en la caja) y las tres situaciones de la actividad 3.

5 . Otros problemas, otros sistemas

El método analitico por operaciones de sustraccién y adicién no es el tnico posible. Vas a completar
este tema consultando otros métodos en los textos de Matemdtica.

a) Busca en algln libro de Matematica de la biblioteca, problemas que se resuelvan a través de un siste-
ma de dos ecuaciones lineales.
1. Elegi un problema y realiza un afiche con:

* el enunciado del problema;

* el nombre y significado de las variables que intervienen;

* la resolucién analitica;

* la resolucién grafica;

* la respuesta o solucion.

b) Resolvé graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones. Representa cada uno en graficos cartesia-
nos distintos.

D 3x-5=y II) |-3x=y III) | 3x-2y=2
y=3x+4 y = 2x —4dy=6x+4



€) Leé la informacion que aparece a continuacion y tenela en cuenta para clasificar los sistemas dados en
la consigna anterior seglin el nimero de soluciones que tengan: una, ninguna o infinitas soluciones.

Queé sucede en el grafico Cantidad de soluciones Clase de sistema
Las rectas se cortan en un punto.  Una Compatible
determinado.
Las dos ecuaciones representan Infinitos Compatible
la misma recta. indeterminado.
Las rectas son paralelas. Ninguna Incompatible.

d) El punto A = (3; 4), es la solucién de un sistema de ecuaciones.
1. Escribi la ecuacion de la recta ¥ que pasa por (0; 0) y por A.
2. Escribi la ecuacion de otra recta s tal que el sistema que forman las rectas r y s tengan como Unica
solucién el punto A.
3. ;Es Unica la ecuacion de la recta s? jPor qué?

En un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, cada ecuacion se representa por una
recta.

- Si el sistema tiene una sola solucion, esta resulta ser un punto (x, y) cuyas coordenadas satisfa-
cen las dos ecuaciones del sistema.

- Si las ecuaciones son equivalentes, el sistema tiene infinitas soluciones.

- Si las ecuaciones corresponden a rectas paralelas, el sistema no tiene solucion.

Para finalizar

Importantes contenidos matematicos como los niimeros racionales, la proporcionalidad y las relacio-
nes lineales estdn todos intimamente conectados, por eso, cuando se abordan contenidos matematicos
nuevos, se tienen muchas oportunidades de usar y hacer conexiones con lo que ya se sabe.

Cuando algun problema concreto demanda encontrar los valores de las variables que satisfacen
simultdéneamente a dos ecuaciones, decimos que se trata de un sistema. Estas expresiones simbélicas
tienen su correlato en tablas y graficos que permiten visualizar las posiciones relativas de dos rectas y su
punto de interseccién que, en este caso, es la solucién del problema.

Los temas que corresponden a la programacion lineal que veras en la préxima unidad te ayudaran a
ampliar este espacio de problemas que tienen aplicacién en la economia, la administracion y la activi-
dad industrial.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Numeros y triGngulos

Dibuja un triangulo equilatero cualquiera. Dividilo en cuatro tridngulos, también equilateros, uniendo los
puntos medios de cada lado del tridngulo original. Quedan determinados nueve segmentos que son los
lados de los triangulos mas pequenos. Distribui los nimeros 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,y 9 en los lados de los trian-
gulitos, sin repeticiones, de modo que la suma de los tres nimeros correspondientes a cada triangulito sea
siempre la misma.

2. Una relacién pitagérica

En el triangulo ABC, C = 90°, AC = 20, y AB = 101. D es el punto medio de BC. Halla el area del trian-

gulo ADB.
3. Sudoku
5 9
El objetivo del juego es colocar en los cuadrados 2 8
vacios los nimeros que faltan de modo que en cada
cuadro de 3 X 3 estén todos los nimeros del 1 al 9, 8 4 3
con la condicién de que cada nimero aparezca sola- 51711 3 2
mente una vez en cada fila horizontal y en cada
columna vertical del cuadro 9 x 9.
2 9 5(3|8
9 1 5
7 6 811
2 7 9
4. sudoku exprés 6 113
Este juego es similar al Sudoku, pero se juega sola- 5 56
mente con los nimeros del 1 al 6.
6 1
3 416
3
6 11534




