Unipap 10 Teorema de Tales

En esta unidad trabajards con rectas paralelas y con la proporcionalidad entre segmentos.

El camino que recorrerds comienza con la revisién de la nocién de medida para aplicarla luego a la
razon entre dos segmentos cualesquiera y, mdas adelante,a la proporcionalidad entre cuatro segmentos.
Por ultimo veras la proporcionalidad entre segmentos que estan ubicados sobre dos rectas que atravie-
san un conjunto de rectas paralelas. Este ultimo caso fue observado y analizado desde la Antigiiedad y
dio origen alo que hoy se conoce como Teorema de Tales. Tales fue uno de los siete sabios de Grecia que
vivié entre los siglos VIl y VI a.C. Ese teorema es uno de los mas antiguos y tiene vigencia hasta hoy por-
que sus aplicaciones son miuiltiples, tanto en problemas especificos de la Matematica como de otras cien-
cias y también en la arquitecturay en el arte.

TEMA 1: RAZONES Y PROPORCIONES ENTRE SEGMENTOS

En unidades anteriores trabajaste con razones entre nimeros. Entonces, parece apropiado preguntar-
se si también para representar relaciones cuantitativas entre segmentos es posible recurrir a las razones
entre sus longitudes, medidas con una misma unidad. Las actividades que siguen te permitirdn indagar
acerca de razones y proporciones geométricas entre las medidas de segmentos.

A ] « Larazén entre dos segmentos

Para hallar la razén entre dos segmentos cualesquiera primero vas a revisar el concepto de medi-
da y el de razén.

Recordards que cuando se expresa el valor de una cantidad, la medida es el nimero que acom-
pafa a la unidad elegida. Por ejemplo, cuando se dice que el largo de un lapiz es de 19,5 cm, eso
quiere decir que la unidad elegida (1 centimetro) entra 19 veces y media en la longitud del ldpiz.
Entonces 19,5 es la medida del lapiz expresada en la unidad centimetro. También aprendiste que
para hallar la razén entre dos cantidades se efecttia el cociente entre sus medidas que deben estar
expresadas en una misma unidad. Por ejemplo, la relacion entre las distancias de una ciudad a otras
dos se puede expresar mediante una razoén. Por ejemplo, la distancia de la ciudad de Santa Rosa a
Comodoro Rivadavia es de 1288 km y la distancia de Santa Rosa a Cérdoba, 644 km. Esa relacién
se expresa: 1288 km _
644 km

El nimero 2 es la razén entre ambas distancias e indica el nimero de veces que la distancia menor
estd contenida en la mayor.
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a) En primer lugar, calcula la razén entre los dos segmentos que aparecen en la imagen.

I } } } } } } } ia

b) Respondé en tu carpeta:
1. ;Clal es la medida de a y de b si se elige como unidad el centimetro?
2. ;Cudl es la razén entre sus medidas?
3. Repeti el clculo de la razén empleando como unidad de medida el milimetro y luego el decimetro.
4. ;Cudl es tu conclusion?

Como habrds comprobado, en todos los casos la razén es 4. Es decir que aunque cambie la
unidad elegida para medir ambos segmentos, el segmento b entra 4 veces en el segmento a. En
consecuencia, se puede afirmar que la razén de dos segmentos es igual a la razén de sus medi-
das expresadas en una misma unidad.

.

A 2. Proporcionalidad entre segmentos

Para explorar la proporcionalidad de segmentos vas a trabajar con dos pares de segmentos dados, pero
en un cierto orden. Esto significa que de los cuatro segmentos se compara la razén entre los dos prime-
ros con la razén entre los dos dltimos.

a) Los cuatro segmentos dibujados a continuacion son: a, b, ¢, d.
1. Calculd la razén entre los segmentos a 'y b.
2. Calcula la razén entre los segmentos € y d.

| : : : : : 1 d

3. Compara las razones que obtuviste en los puntos 1 y 2.
4. Escribi la igualdad de las razones como una proporcion.

Una proporcidn es una igualdad entre dos razones. Cuatro segmentos ordenados a, b, ¢, d,

forman una proporcién cuando la razén entre los dos primeros es igual a la razén entre los dos

tltimos. En simbolos a, b, ¢, d son proporcionales si % = (% ;

La proporcién & = c% también se puede indicar mediante la expresiéna + b = ¢ + d:

(=t
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Debido a la ubicacién de los elementos al escribir la proporcién, a y d se llaman extremos

y by d se llaman medios.
.

I . . 2 4 .. .
b) Dibuja cuatro segmentos a, b, €, d cuyas longitudes estén en relac —= . Indica la longitud de
cada uno en decimetros o en centimetros. Recorda que tenés que elegir la misma unidad de longitud para
medir los cuatro segmentos.

¢) Dibuja dos segmentos cualesquiera m y r. Dibuja otros dos segmentos § y p que sean proporcionales
amyr.
1. Escribi la proporcién en simbolos y luego en forma numérica.

d) Calculen la longitud que tiene el segmento t sabiendo que q, e, N, t forman una proporcién y que las
respectivas longitudes son: @ = 2,5cm, e =5cmyn =3,5cm.

1. Hallen la longitud del segmento t.

2. Dibujen, cada uno en su carpeta, los cuatro segmentos.

3. Comparen el trabajo con los de otros compafieros y si tienen dudas consulten con el docente.

Para la actividad siguiente necesitards lapiz, regla graduada, hojas lisas y hojas rayadas.

3 . Propiedad de los segmentos entre paralelas

Hasta aqui comparaste segmentos proporcionales ubicados en el plano en cualquier posicién. Lo que
aprendiste sobre proporcionalidad de segmentos te va a servir para explorar las relaciones entre segmen-
tos ubicados sobre dos rectas que atraviesan a un conjunto de rectas paralelas.

a) Toma una hoja lisa y dibuja en ella dos rectas s y t que se corten en un punto A.
1. Marca sobre s cuatro puntos ubicados cada 2 cm a partir de Ay llamalos B, C, D, E.
2. Marca sobre t un punto B'.
3. Marca una recta b que pase por By y por B’. Traza rectas ¢, d y e paralelas a la recta b por los pun-
tosC,DyEyllama C, D’, E’ alos puntos en los que cortan a la recta t. Quedan determinadas varias
paralelas cortadas por dos transversales.
4. Releé los criterios de semejanza entre triangulos que aprendiste en la consigna e de la actividad 6 de
la unidad anterior y respondé.
* ;Te parece necesario medir los segmentos AB’, B'C’, C'D’, y D’E’ para verificar que son iguales?
(Por qué?

Si varias rectas paralelas son cortadas por dos transversales a segmentos iguales en una de
ellas corresponden segmentos iguales en la otra.
.
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En la construccién anterior se te indic
que tomaras segmentos de 2 cm. Pero
la igualdad entre los segmentos deter-
minados sobre las dos transversales
por un conjunto de paralelas se puede
generalizar a las situaciones en las que
los segmentos tienen cualquier longitud
mediante recursos geométricos; la con-
dicién es que los segmentos que estan
sobre la misma recta sean iguales.

b) Observa que en la siguiente figura cuatro rectas paralelas determinan segmentos iguales sobre una
recta: AB = BC = CD; los puntos A', B', C' y D' son las intersecciones de las mismas paralelas con otra
recta transversal y los segmentos AP, BQ y CR son paralelos a A'D'.

1. ;Qué clase de cuadriliteros son AA'B'P, BB'C'Qy A/ \ A
CC'D'R? ;Por qué?
2. Se puede asegurar que A'B', B'C', C'D' son iguales? 8 5

(Por qué?
3. Si las dos transversales fueran rectas paralelas, ;jse
cumpliria la condicién de igualdad entre los segmen- 0 c

P
C
tos? ;Por qué? A
D R D’

Esta propiedad de igualdad entre los segmentos determinados por un conjunto de paralelas sobre
dos rectas transversales se puede enunciar mediante la siguiente expresion:

Si tres 0 mds rectas paralelas determinan segmentos iguales sobre una recta transversal, también
determinan segmentos iguales sobre cualquier otra recta transversal.

La expresién anterior se conoce como condicion previa para el Teorema de Tales. Es una pro-
piedad muy importante en Geometria porque sus aplicaciones permiten resolver interesantes cues-
tiones, por ejemplo, la particion de un segmento.

Para la siguiente actividad vas a necesitar papel de calcar o transparente, hojas rayadas, regla, compds y lapiz.
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4. Divisién de un segmento en partes iguales

Muchas veces se necesita dividir un segmento en partes iguales, o bien, es necesario determinar una
fraccién de un segmento. La propiedad de los segmentos entre paralelas permite encontrar respuesta a
estos dos tipos de problemas.

a) Para dividir el segmento AB en 5 partes iguales, segui el siguiente procedimiento:

A B

1. Dibuja el segmento AB en un papel transparente.

2. Toma una hoja rayada, superponé el dibujo del segmento AB sobre la hoja rayada de manera tal que
el extremo A se apoye en un renglén y B en otro renglén que esté a cinco espacios del primero.

3. Marca sobre el segmento los puntos de interseccidn con cada renglén.

4. ;Cémo son las cinco partes en que queda dividido AB? ;Por qué?

b) Para la divisién de un segmento cualquiera en partes iguales también se puede seguir otro procedi-
miento geométrico.
1. Dibuja un segmento cualquie-
ra s. Trazd una semirrecta con
origen O en uno de los extre-
mos del segmento s y con la
ayuda del compas marca sobre
ella 5 puntos a igual distancia, lla-
malos A, B, C, Dy E.
2. Uni E con el otro extremo de
s que llamaras E’.
3. Trazd por A, B, Cy D parale-
las a EE’ que corten al segmento
senA, B, CyD.
4. ;Los segmentos determinados
sobre OF’ son iguales? ;Por qué?
5. Repeti el gjercicio sobre otro segmento p = s tomando la semirrecta de origen O con distinta incli-
nacion, jlos puntos A', B’, C'y D’ sobre p estan en la misma posicién que en el segmento s? ;Por qué?

Habras comprobado que la solucién del problema de dividir un segmento en partes iguales no
depende de la semirrecta auxiliar que se trace ni de la longitud de los segmentos iguales que se
determinen sobre esa semirrecta, sino de la condicion previa para el Teorema de Tales que
aprendiste en la actividad 3.
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€) Para aplicar lo que aprendiste realiza la division de un segmento AB en dos segmentos, AC y CB tales

que AC = % AB.

A B

d) El segmento €B que dibujaste en la consigna anterior, j;qué parte es del segmento AB? ;Por qué?

Observa que en la copnsigna b de esta actividad seguiste un procedimiento geométrico que
también se puede aplicar cuando se trata de encontrar una fraccién de una longitud dada, como
en el caso €.

Hasta ahora trabajaste con rectas paralelas que cumplen con la condicién previa del Teorema de Tales
en la que las rectas paralelas se encuentran a igual distancia entre si. En el tema siguiente verds el Teorema
de Tales que avanza en la generalizacién de la propiedad cuando las rectas paralelas se encuentran a cual-
quier distancia entre ellas.

TEMA 2: TALES DE MILETO

A partir de observar el paralelismo con que los rayos del Sol llegan a la Tierra, el gran filésofo griego
Tales de Mileto (624-547 a. C.) aplicé esa condicién de paralelismo para efectuar mediciones que hasta
ese momento parecfan imposibles de realizar. Las siguientes actividades te permitirdn comprender las
relaciones establecidas por Tales.

A 5.TeoremadeTales

a) Observa las rectas paralelas cortadas por las transversales s y ¥ que se muestra en la figura. Los seg-
mentos sobre la recta r son iguales a U y los segmentos de la recta s son iguales a v.




1. Tomando u como unidad de medida en r el valor de AB es igual 3u y el de BC es 4u.
AB = 3u BC =4u

2. Escribi los valores de los segmentos AN y NP tomando como unidad v.

3. Calcula las razones % y % iforman una proporcién? ;Por qué?

4. Escribi la razén que forman los segmentos AB, BC, AN y NP.

5. ;En qué relacién estan los segmentos AB y AC? ;Los segmentos AB, AC, AN y AP son proporciona-
les?

6. ;Pensas que si hubieras tomado una unidad diferente que u, los segmentos dejarian de ser propor-
cionales? ;Por qué?

Las expresiones %_1%: 1%]—1;]) y {/}x_lé = % ponen en evidencia la relacién de proporcionalidad

entre los segmentos ubicados sobre las rectas r y s. -

Este es el enunciado del teorema que hizo famoso a Tales de Mileto:
Si tres 0 mds paralelas son cortadas por dos transversales, los segmentos determinados sobre una de

Por ejemplo, los segmentos AB y BC determinados sobre la recta p son proporcionales a los

segmentos correspondientes AB’y B'C’ determinados sobre t. Es decir que 11% =ﬁ%

También se cumple la propiedad reciproca del Teorema de Tales. O sea, que a partir de la
proporcionalidad entre segmentos sobre las transversales surge como consecuencia el paralelis-
.
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mo entre las rectas determinadas por sus extremos.

b) Para comprobar la propiedad reciproca del Teorema de Tales trabajaras con un ejemplo.
1. Dibuja en una hoja lisa dos rectas que se corten en un punto Ay llamalas my t. 2
2. Marca sobre m dos segmentos consecutivos AB y BC que estén en una cierta relacién, por ejemplo
y marca sobre t otros dos segmentos AB’ y B’C’ que estén en la misma relacion que AB y BC, por
ejemplo AB =3 cm; BC=5cm; AB’=1,5cm; B’C’ =25 cm.
3. Traza una recta que pase por los puntos By B’ y otra recta por los puntos C y C’, ;resultan parale-
las? ;Por qué?
4. ;Ocurrira lo mismo con cualquier otra cuaterna de segmentos proporcionales?

6. Aplicaciones del Teorema de Tales

En la actividad 4 dividiste un segmento en partes iguales aplicando la condicién previa del Teorema
de Tales. Ahora la aplicacién de este teorema te permite lograr geométricamente la divisién de un seg-
mento en dos partes que guarden entre sf una determinada razdn.

a) Usando una hoja rayada y un papel transparente dividi un segmento PQ de 9 cm de longitud en dos par-
tes respectivamente proporcionales a 3y 4 (en el punto a de la actividad 4 resolviste un problema parecido).
1. Explica brevemente cémo procediste para dividir el segmento.
2. Consulta con tu docente acerca de tu procedimiento.

AB — AM
. . — — — . . . . BC x
b) Usa los mismos recursos que aplicaste en la consigna anterior para determinar geométricamente un seg-

mento X que sea el cuarto proporcional de otros tres segmentos. Es decir, que cumpla la proporcién ,
por ejemplo, para AB =3cm, BC = 4cm y AM = 4,5cm.

c) Otra aplicacién interesante del Teorema de Tales es emplear la propiedad para medir la altura de un
arbol o de un objeto cualquiera a cuyo extremo no se puede acceder.
1. Observa el grafico en el que:
* D es la altura de un arbol a medir;
* C es la longitud de la sombra del
arbol en un momento dado;
* A es la altura conocida de otro
objeto, por ejemplo, una persona;
* B es la longitud de la sombra dé@ -
persona en ese mismo momento. P
2. ;Es cierto que la formula D = A -
permite calcular la altura real del arbol?
Por qué? 7
3. Luego de resolver esta actividad, P
compara con tus compaferos las jus- -
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tificaciones que elaboraron y redacten entre todos una breve sintesis.
d) Para medir la altura de una piramide, Tales colocé un bastén PQ en posicidn vertical de modo que la
sombra del bastén terminase en el mismo lugar que la sombra de la piramide como se ve en el grafico.
Analiza el procedimiento que utilizd
Tales y respondé: A
1. ;Qué proporcién planteé Tales?
2. ;Qué segmentos de los que inter-
vienen en la proporcién pudo medir
de manera directa’

Q

Y2lado_ sombra de la pirdmide

Lo interesante del Teorema de Tales es que se puede aplicar para buscar segmentos propor-
cionales cuando la razén es cualquier ndmero y eso incluye los nimeros irracionales.

e) Del mismo modo que construiste segmentos proporcionales en los que las razones son nimeros natu-
rales o nimeros fraccionarios, en este ejercicio la razén es un nimero irracional porque interviene #.
Para rectificar una curva dibujada hay que pensar en un segmento de recta de la misma longitud que la
curva tal como hiciste en la unidad 14 del CUADERNO DE ESTUDIO 1 con la circunferencia.
En esta figura, la circunferencia ha sido rectificada, vale decir, que el segmento L tiene igual longitud que la
circunferencia de radio R.

1. Calcd este gréfico y dibuja lo necesario para

aplicar el Teorema de Tales de modo que R

encuentres el radio de una circunferencia de 10

cm de longitud. L=2 R

2. Dibuja con compas la circunferencia que es + 1

la respuesta del problema.

3. Explica cdmo lograste llegar a la solucién.

4. Consultd con tu maestro y con tus compafieros sobre la solucién que obtuviste y el camino seguido
para ello.

Si querés comprobar que tu construccion sea correcta, podés medir los segmentos que forman
proporcidn_Salvando los errores que naturalmente se cometen al trabajar con instrumentos de

geometria, la razén entre el radio y la circunferencia es 1.

21T

7. El Teorema de Tales y la semejanza de triangulos
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a) Leé el siguiente texto en el que se enuncian las consecuencias del Teorema de Thales y resolvé la
consigna b.

1. Toda paralela a un lado de un tridngulo determina sobre los otros dos lados o sus pro-
longaciones, segmentos proporcionales a ellos.

Y reciprocamente:

2. Si una recta corta a dos lados de un tridngulo (o sus prolongaciones) determinando seg-Hl

mentos proporcionales a ellos, es paralela al tercer lado C

b) En la figura siguiente el triangulo ABC es escaleno acutangulo
y DE // AB entonces CD _ CE
DA EB A B
©) El tridangulo DEC es semejante al triangulo ABC? ;Por qué?
Construi un triangulo ABC escaleno y obtusangulo.
1. Traza por un punto D del lado AB una paralela al lado BC, sombred el triangulo ADD’que determi-
na al cortar a los otros dos lados.
2. ;Los triangulos ABC y ADD’ son semejantes! ;Por qué?

epeti la construccién con otra clase de triangulos para explorar la semejanza.

Tu tarea de exploracion te permitird afirmar que:
0dd _pdardaield d N _(ddo _de N ll Ol“llll

dos lados un triangulo semejante al primero.

Esta propiedad es el teorema fundamental de la semejanza de tridngulos y tal como resulté
de tu exploracién a partir del Teorema de Tales, es vdlida para la figura que se obtiene a partir
de las dos rectas que contienen respectivamente dos lados de un tridngulo cortadas por una
paralela al tercer lado. No importa el punto que se elija para construir esta paralela.

Para finalizar

En esta unidad exploraste la relaciéon enunciada en el Teorema de Tales entre el paralelismo de rectas
y los segmentos que ellas determinan al cortar transversales.

Trabajaste partiendo de la relaciéon de proporcionalidad entre segmentos para llegar a la relaciéon de
paralelismo y, reciprocamente, a partir del paralelismo obtuviste la proporcionalidad entre los seg-

mentos determinados.
Eltrabajo que realizaste te permitié vincular lo que ya sabias acerca de la semejanza entre figuras con

la proporcionalidad entre segmentos.

También apreciaste algunas aplicaciones prdcticas del Teorema de Tales, como medir la altura de
objetos que son de dificil acceso, como el pico de una montaia o la altura de un arbol, tal como hizo Tales
hace catorce siglos.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. El cumpleanos de Cecilia

Maria le dice a una amiga que hace dos dias su hija Cecilia tenia ocho anos, pero el afio que viene cumpli-
ra once. La amiga extranada le dice si no se equivocé en las cifras. Maria afirma que lo que dijo es correc-
to. jPor qué? ;Cudl es el dia del cumpleanos de Cecilia? ;Qué dia se desarrolla la conversacion?

2. Cuadros curiosos

Ya sabés que para calcular el cuadrado de un nimero es necesario multiplicarlo por si mismo. Pero para
los nimeros que terminan en 5 hay un método mas sencillo. Consiste en multiplicar el nimero de dece-
nas enteras por el nimero siguiente y a ese resultado agregarle las cifras 2 y 5.

Por ejemplo, si el nimero fuera 105, hay que multiplicar 10 X 11 = 110 y agregar a ese nimero un 2 y un
5: de modo que 11025 es el cuadrado de 105.

Otro ejemplo: para calcular 725% se multiplica 72 X 73 = 5256 y al resultado se agrega 2 y 5, es decir que
725 = 525625

El desafio consiste en que expliques por qué siempre ocurre eso.

3 . Edades y cuadros

Dentro de 3 anos, la edad de Anita serd un nimero cuadrado perfecto y hace tres anos su edad era pre-
cisamente la raiz cuadrada de ese cuadrado. ;Cuantos afos tiene ahora Anita?.

4. Otro tangrama

a) Construi en cartulina un rompecabezas
como este nuevo tangrama e incorporalo a la
juegoteca.

b) Cada pieza del tangrama, ;qué clase de
triangulo es?

€) ;Qué clase de triangulos no aparecen en el
tangrama?

d) Dibujd uno de cada una de las clases que no
aparecen.

e) Inventa otros rompecabezas.
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