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Trigonometria

Entodas las épocas, la gente necesité resolver problemas prdacticos de medicion muy diversos: delimi-
tar terrenos, realizar construcciones, medir distancias inaccesibles, lograr la mayor exactitud en la
determinacién de la posiciony el rumbo en la navegacion, avanzar en el conocimiento de la Astronomia.
Para resolver algunos de estos problemas, en la antigliedad surgié una rama de la Matematica que
intent6 dar respuesta a estas cuestiones, la Trigonometria, que estudia las relaciones entre los lados y los
angulos de los tridngulos. Justamente, la palabra trigonometria es una sintesis de tri(tres), gonos (Gngu-
los) y métrica (medida).

En esta unidad, entonces, vas aprender Trigonometria y con ella, cosas nuevas sobre los triGngulos y
los angulos; pero sobre todo, vas a aprender cémo aplicarla a problemas reales, tales como el calculo
indirecto de distancias a las que no se puede acceder directamente, por ejemplo, la medicién de la altu-
ra de arboles o edificios que no se puede realizar usando una cinta métrica.

TEMA 1: RAZONES TRIGONOMETRICAS

En la primera parte de esta unidad trabajards con las relaciones métricas que se establecen entre los
lados de los tridngulos rectédngulos.

1. Razones trigonométricas de un dngulo agudo de un triangulo rectangulo

Vas a comenzar a conocer las herramientas que nos da la Trigonometria, para poder resolver problemas
como el que se presenta a continuacién.

En esta actividad utilizaras elementos de geometria y una calculadora.
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a) Leé la siguiente situacion.
I

Martin es alumno de una escuela rural. Un

dia llega un inspector de las obras de /
ampliacion de la escuela para verificar, entre /
otras cosas, si el mastil tiene la altura que /
figura en los planos. Martin se pregunta /
cémo va a hacer el inspector para medir el /
mastil que es bastante alto. Sorprendido, /
observa que el inspector saca un instrumen- /
to de medicién, se ubica a 2 metros del pie /
del mastil y mira a través del instrumento al /
punto mas alto del mastil. Dice que asi mide /

el angulo de elevacién que se forma /

con la linea visual que se dirige al objeto y la /

linea horizontal que esta representada /

por los dos metros del piso que lo separan ,

del mastil. Martin se pregunta cémo es K \

posible que conociendo un dangulo y un lado /

de un triangulo rectangulo se pueda medir /S

una altura.

Cuando hayas completado el desarrollo de las actividades de esta unidad sequramente estards en condiciones
de responder a la pregunta que se hace Martin.

b) Dibuja un triangulo BAC, rectdngulo en A, y el angulo B de 60°. Medi con mucho cuidado la longitud
de los tres lados: a, la hipotenusa, b, el cateto opuesto al B y €, el cateto opuesto a Y.
1. Halla las razones g; < y%
2. Traza una recta paralela al lado AC de modo que corte a las semirrectas BA y BC en los puntos A’y
C’. El triangulo BA'C’, jes semejante al BAC? ;Por qué? Calcula las razones entre los pares de lados de
BA'C’ como hiciste para el otro triangulo BAC.
3. Dibuja otro triangulo BA”C” repitiendo el proceso indicado en el punto 2.

4. Compara esas razones con las anteriores y escribi tu conclusion.

Las razones que hallaste son las razones trigonométricas

del dngulo agudo del tridngulo rectdngulo BAC.

Las razones trigonométricas de un dngulo agudo se defi-
nen en funcién de los lados del tridngulo recténgulo al que
pertenece y son independientes del tamafio del tridngulo.
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Se llama seno de un dngulo agudo de un triangulo rectangulo a la razén entre el cateto opues-

to al dngulo y la hipotenusa. sen B = —1>_ca;'qto opuesto _ b,
ipotenusa a

Se llama coseno de un dngulo agudo de un triangulo rectdngulo a la razén entre el cateto

adyacente al dngulo y la hipotenusa. cos B = cat’e'to adyacente _ c,
ipotenusa a

Se llama tangente de un dngulo agudo de un triangulo rectdngulo a la razén entre el cateto

26
opuesto al dngulo y el cateto adyacente. tg § = Cgtito %Duestot = 3,
cateto adyacente

Habras observado que si se trazan rectas paralelas a un lado de un tridngulo, por ejemplo, una
paralela al lado b, y se aumenta el tamano de los otros lados trazando las semirrectas que los
incluyen, se obtienen triangulos semejantes al anterior y, por lo tanto, las razones trigonométri-
cas del angulo B siguen siendo las mismas. Este hecho muestra que las razones trigonométricas
dependen solo de la amplitud de los angulos y no de la longitud de los lados del triangulo.

2. Relaciones entre las razones trigonométricas
de un dangulo agudo de un triangulo rectangulo

Ademds de las razones entre los lados de un tridngulo rectingulo que observaste en la actividad ante-
rior, existen otras tres razones que son las inversas de estas. Es conveniente que las conozcas aunque la
popularidad de las calculadoras ha hecho que hoy solo tengan un valor histérico.

a) Escribi en tu carpeta las razones mencionadas en la actividad anterior. Al lado de cada una escribi la

razén inversa.

Por ejemplo, la razén inversa de b (sen B = cateto opuesto) es a
a hipotenusa b

Cada una de las nuevas razones tiene su nombre:
2 es la cosecante de B (cosec B); a es la secante de B (sec ) y % es la cotangente de B (cotg f3).
c
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b) De acuerdo con lo que leiste en el texto anterior, defini con tus palabras estas nuevas razones trigo-
nométricas. ;Qué relacién existe entre los pares de razones consideradas?

Este recuadro sintetiza la escritura simbélica de las razones trigonométricas inversas.

1. -1 S
senp’ sec B = cosp’ cotg B = tgf

cosec B =

Las razones trigonométricas cosecante, secante y cotangente se usan muy poco porque al ser
inversas del seno, coseno y tangente respectivamente, de un mismo 4ngulo, es suficiente con
calcular las razones directas. Por eso en las calculadoras encontrards tres teclas con los nombres;

o /_\ .
('sin )(cos ) tan ) estas razones son suficientes para calcular todas.

el co- ciente entre el seno y el coseno del angulo B; reemplacen cada una de esas razones por el cocien-
te entre los respectivos lados del triangulo (a, b o ¢ seglin corresponda). Realicen todas las operaciones
que puedan. ;Qué obtuvieron?

& €) Trabaja con un compafiero. Dibujen un tridngulo rectangulo cualquiera BAC. Escriban simbdlicamente

La razén entre el seno y el coseno de un dngulo se llama tangente:ﬂg’_ =tg B
cos

Otra relacién muy importante que se verifica en todo tridngulo rectdngulo es que la suma
del cuadrado del seno y el coseno de un dngulo tiene valor 1.
En simbolos: sen’ B+ cos® B= 1. Esta relacién se llama relacién pitagdrica porque es similar a
la que expresa el teorema de Pitdgoras.
.

d) Aplica la relaciéon entre el seno, el coseno y la tangente de un angulo que aprendiste en la consigna € y
la relacion pitagorica para resolver:

1. Dado sen & = 0,5 calculd el coseno y la tangente de o.

2. Dado cos B = 0,78 calcula el seno y la tangente de B.
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A 3 « Uso de la calculadora

En la actividad 1 de esta unidad calculaste en forma aproximada las razones de los dngulos mediante
la medida de segmentos. Pero cuando hay que realizar cdlculos complejos y con cierta precisién, necesi-
tamos resolver esos cdlculos de otra manera.

a) Leé el siguiente texto en el que se te explica cémo usar la calculadora cuando estds haciendo calculos
trigonométricos.

Para obtener datos precisos en Trigonometria, se hace uso de una calculadora cientifica uti-
lizando las teclas ('sin ) seno, ( cos ) COsENO y Oﬁ | tangente. '

Hay calculadoras en las que primero se introduce el valor del angulo y luego la tecla con
el nombre de la funcién. Por ejemplo, para calcular el seno de 50 se inserta el nimero 50 y
luego la tecla y en el visor aparecerd 0,7660444.

En otros modelos se pone en primer lugar el nombre de la funcién que se quiere calcular y
luego se introduce el dngulo. Por ejemplo, para calcular la tangente de 75 se usa la tecla@
y luego 75. En el visor aparecerd 3,7320508. :

Los valores de los dos ejemplos tienen 7 cifras decimales. Para hacer cilculos en general
es suficiente con utilizar un ntimero menor de cifras; por ello es conveniente redondear
hasta los décimos o centésimos, segtin la precision que el cilculo requiera.

La calculadora da un valor aproximado de las razones trigonométricas, es decir con un
error muy pequefio; pero cuando se opera con ese valor el error puede aumentar y es nece-
sario estar alerta.

L

b) Usa la calculadora y redonded hasta los centésimos para calcular:
1.sen 75°
2. cos 15°
3.tg 14°
4. cos 60°
5. cos 35°
6. sen 55°

¢) Compara con tus companeros los valores encontrados y si hay diferencias discutan a qué se deben.
v Escriban en sus carpetas la conclusién a la que llegaron. Muéstrensela a su docente.

d) Comproba si en todos estos casos se cumple la siguiente informacién.

El seno de un angulo es igual al coseno de su complemento.
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El manual de la calculadora se refiere a la funcién seno. En la unidad 4 podés revisar la defi-
nicién de funcién. En efecto, se trata de una funcién porque para cada dngulo hay un dnico
valor que le corresponde como seno.

Como una medicién nunca es muy precisa, los valores de las razones que se obtienen de este modo

no son muy confiables para resolver problemas reales que requieren cdlculos con cierta precision.
L

t‘ e) Respondé en tu carpeta: jpor qué el coseno y la tangente de un angulo son funciones! Compara tu res-
puesta con las de tus compaferos.

A 4 Calculo de las razones trigonométricas de algunos dngulos particulares

Las funciones trigonométricas de algunos dngulos particulares (0°, 30°, 45°, 60° y 90°) se pueden cal-
cular ficilmente sin necesidad de hacer uso de la calculadora. Al realizar esta actividad podrds encontrar
los valores del seno, coseno y tangente de algunos dngulos notables.

a) Construi un triangulo rectangulo isésceles. Llama a a la hipotenusa y b a cada uno de los catetos.
1. ;Todos los triangulos rectangulos isdsceles son semejantes? ;Por qué!?
2. ;Cuadl es la amplitud de los angulos agudos de los triangulos isdsceles rectangulos?
3. Si los catetos b de un tridangulo isdsceles rectangulo miden una unidad de longitud, jcuanto mide la
hipotenusa a?

Seguramente para calcular a aplicaste la propiedad pitagdrica a> = b> + ¢’ y sabiendo que
b=c=1llegasteaquea’=2=a= "2

4. Teniendo como datos b = 1y a = V2, aplicé la definicién de seno de un angulo para calcular el seno
de un angulo de 45°.

En los libros de Matemdtica, encontrards la expresién sen 45° =‘/72_. Esta expresién es equi-
valente a sen 45° =% que tiene por denominador un nimero irracional V2, pero se puede
transformar en otra expresién equivalente cuyo denominador sea un nimero racional si se
multiplica el numerador y el denominador por el factor V2.

sen ANl M 0 5012

V2 V2xV2 2

5. Calculd el coseno y la tangente de un angulo de 45°. Tené en cuenta que el tridngulo con el cual estas
trabajando es isdsceles rectangulo.
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b) Para calcular las razones trigonométricas de un angulo de 0°, imagina un tridngulo en el cual uno de sus
angulos agudos disminuye su amplitud hasta llegar a ser nulo.
Si te parece necesario, dibuja como ayuda un triangulo rectangulo con uno de sus angulos lo mas peque-
fio que puedas. Respondé a estas preguntas:

1. En ese caso, ;qué le ocurre a la hipotenusa y a los catetos!?

2. Con esos datos calculd el valor de las razones seno, coseno y tangente de 0°.

€) Teniendo como guia el trabajo que realizaste para averiguar las razones trigonométricas de un angulo
de 45°, calcula las razones trigonométricas de un angulo de 90°.

d) Copia la siguiente tabla en tu carpeta. Completala con los valores encontrados aqui y en la actividad 1.

Tangente

e) Observa que en la primera fila de la tabla anterior, en la que figuran los valores del seno, el numerador
va creciendo desde 0 hasta V4 + 2. ;Ocurre algo parecido en alguna otra fila?

Seguramente habras observado que los valores de los cosenos que escribiste en la segunda fila

de la tabla anterior son equivalentes a: ﬁ, \/_??, \/_i, ﬂ_y \/_(—) y por eso es facil que en cualquier
2 2 2 2 2

momento puedas reconstruir la tabla de memoria teniendo en cuenta que los numeradores son

las raices cuadradas de los primeros nimeros naturales y los denominadores son siempre 2. En

cuanto a la tangente, basta que recuerdes que resulta del cociente entre el seno y el coseno del

mismo angulo.

Hasta aqui trabajaste con las razones trigonométricas de los dngulos pertenecientes a tridngulos rec-
tdngulos. El conocimiento de esas relaciones te permitird resolver interesantes problemas.
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TEMA 2. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Una de las aplicaciones de la Trigonometria es la resolucién de problemas en los que no se pueden hacer
mediciones directas. En esta parte de la unidad trabajards con el Teorema de Pitdgoras y las razones tri-
gonométricas que aprendiste como herramientas matemdticas que te facilitardn la resolucién de situacio-
nes mediante la aplicacién de esos conocimientos a los tridngulos rectdngulos.

A 5 Problemas con triGngulos

En Matemdtica, resolver un tridngulo es conocer el valor de sus tres lados y sus tres dngulos.

‘ a) Para resolver el tridngulo BAC, rectangulo en A, siendo la hipotenusa a = 6 cm y B= 30° segui los
u siguientes pasos:
1. En primer, lugar dibuja un triangulo y sobre él escribi los datos que ya conocés.

2. Como ya conocés la hipotenusa, utilizaras las razones en las que ella interviene, que son el seno y el
coseno.

_b
sen B = 2,
3. Esta razén permite calcular el lado b:
sen 30° = g; =>b=6cm- sen30°=6cm-%,entoncesb=3cm

4. Del mismo modo calcula el lado €.

5. ;Cudl es la amplitud del otro angulo agudo?

6. Escribi todos los calculos en tu carpeta y compara las medidas que obtuviste para los lados y angulos
del triangulo BAC con los resultados obtenidos por tus compafieros.

b) Volvé al comienzo del tema 1 y respondé a la pregunta que se hizo Martin. ;Cémo podrias responder-
le ahora?

Teniendo como datos un lado y un angulo de un triangulo rectangulo, el uso de las razones tri-
gonométricas permite conocer todos los demas elementos del tridngulo.



) Ejercita lo que aprendiste resolviendo los siguientes problemas. Tené en cuenta, como en la actividad
anterior, que realizar un esquema y anotar en él los datos que ya tenés te ayudara en la interpretacion de
la situacion.

1. Un poste vertical estd sostenido por tres cables que van desde el

punto mas alto del poste hasta tres puntos ubicados en el suelo. Cada

uno de esos puntos esta a 12 metros del pie del poste. Si cada cable

forma un angulo de 75° con el poste, ;Cuantos metros de cable se

usaron? ;Qué altura tiene el poste?

(Ayuda: si no disponés de calculadora, en la actividad 3 podés encon-

trar el seno de 75°).

2. Una escalera que mide 3,6 metros se apoya en un edificio y el angulo que forma la escalera
con la pared es de 30°. Calcula la distancia del pie del edificio hasta donde se apoya la escalera
en el suelo.

3. A cierta hora del dia los rayos del sol caen formando un angulo de 30° con el piso. ;Qué altu-
ra tiene un mastil que proyecta una sombra de 15 metros! Leonardo mide 1,75 m, ;jcuanto
medird su sombra a esa misma hora?

6. Angulos de elevacién y depresién

A partir de aqui trabajards en otras aplicaciones de la Trigonometria. Se trata de problemas pricticos
vinculados con dngulos de elevacién y dngulos de depresién.

«‘ a) Reunite con otros compafieros para resolver las siguientes situaciones. Al finalizar muéstrenle las solu-
ciones el docente.

I
Analicen esta figura que es el a
esquema de un aparato casero ,

construido para medir angulos 90°- a
en altura. Consta de un pequefio J Angulo de depresion
mastil con un tornillo alrededor -
del que se mueve un transporta-
dor de madera al que se ha ado- ‘
NS

sado un trozo de tubo. El obser-
vador puede enfocar su vista al

a
punto mas alto de un objeto Angulo de elevacion i
cuya altura quiere determinar.

1. Observen el esquema y expliquen cémo usarian este aparato para medir el angulo (90° - ).
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El dngulo de elevacion y el dngulo de depresion que se forman entre la visual dirigida a un obje-
to y una linea horizontal que esté en el mismo plano, constituyen dos conceptos importantes
en situaciones reales de cdlculo.

.

Si un objeto estd por encima de la horizontal se llama angulo de elevacién al angulo formado

por una linea horizontal y la visual dirigida al objeto.

objeto
visual al objeto
linea de horizonte
linea horizontal
visual al objeto
objeto

Si un objeto estd por debajo de la horizontal se llama dngulo de depresién al dngulo formado
por una recta horizontal y la visual dirigida hacia el objeto.

2. Desde un punto que estd a 8,2 m del pie de un edificio sobre el nivel del suelo, el angulo de eleva-
cion a la parte alta del edificio es de 30°. ;Cual es la altura del edificio?
3. Releé el problema de Martin que esta al comienzo de esta unidad. ;Cémo se relaciona con el proble-
ma que acabas de resolver en el punto 1? ;Podés contestarle a Martin su pregunta?
4. Desde la parte alta de una torre de 120 m de altura, el angulo de depresién de un objeto colocado
en el plano horizontal de la base de la torre es 24°. ;A qué distancia esta el objeto del pie de la torre?
/A qué distancia esta el objeto del observador?
5. Un avidén despega con un angulo de elevacién de 23°. Calcula:
*la altura AB a la que se encuen-
tra el avién cuando ha recorrido
3000 metros;
*la distancia desde el punto de
despegue C hasta el punto terres-
tre A en que se localiza al avién
en ese momento. | e~ ¢
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6. Encontra la altura de un arbol si el angu-
lo de elevacién de un observador al extre-
mo superior de éste es de 32 °y la distan-
cia del observador a la cuspide es de 87
metros.

Para finalizar

Los temas que has visto y desarrollado en esta unidad te han introducido en las nociones ele-
mentales de la Trigonometria: las razones trigonométricas. En un principio trabajaste con dngulos
orientados. Analizaste las razones trigonométricas en tridngulos rectdéngulos. Estas relaciones tri-
gonométricas entre angulos y lados de triangulos rectangulos cumplen con propiedades que
habrdas descubierto a medida que fuiste trabajando en tu carpeta y son las que permiten resolver
problemas de medida indirecta en situaciones en las que no es posible acceder directamente a las
distancias que se quieren medir.

La aplicacién de las relaciones que estudiaste en esta oportunidad te permitird sequir avanzan-
do en la préxima unidad de Trigonometria.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Encontrad el Gngulo

Con una calculadora es posible hallar directamente las razones trigonométricas de un angulo. El desafio
consiste en encontrar el angulo del cual se conoce el seno, el coseno o la tangente. Por ejemplo, determi-
nar el angulo & en los siguientes casos:

a) Sisen o = 0,616

b) Si cos o« = 0,140
c)Sitgx = 2,05

2. Libros rotos

Andrés tiene cuatro afios y su mas
reciente travesura consiste en arran-
car hojas de los libros. La primera
pagina que arrancé estaba numerada
con el nimero 153 y la Ultima con un
nlmero escrito con las mismas cifras
en otro orden. ;Cuantas paginas, no
hojas, arrancé?

3 . Borrar cifras

Borra diez cifras del nimero 12345123451234512345 de manera que el nimero que quede sea lo mas
grande posible.

4. Una adivinanza

Augustus de Morgan fue un matematico inglés nacido en la India y fallecido en Londres en 1871.
Acostumbraba entretenerse planteando adivinanzas y problemas ingeniosos. Este interesante personaje
del siglo XIX, planted esta adivinanza sobre su edad:

En el afio x* yo cumpli x afios. ;En qué afio naci?

* jAdivinaste el afo?
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