UNIDAD 4 Funciones 1

En esta unidad vas a continuar con el estudio de las funciones que iniciaste en el CUADERNO DE ESTUDIO 2.
En muchas de las actividades encontrards problemas similares a los que resolviste en otras ocasiones;
sin embargo, en esta oportunidad vas a analizarlos desde el punto de vista de las funciones. Este traba-
jo requerird que elabores y utilices representaciones simbélicas, graficas, en tablas y verbales.

A medida que avances en la tareaq, el andlisis y la comprension de las relaciones y funciones serén de
mayor nivel de complejidad que los que realizaste en aios anteriores. En particular, vas a trabajar con
relaciones que se pueden representar graficamente mediante rectas, que por esta razén reciben el
nombre de funciones lineales. El andlisis de las ecuaciones de las rectas te permitira relacionar este tema
con la Geometria como una forma de introducirte en el estudio de la Geometria analitica.

TEMA 1: FORMULAS, TABLAS Y GRAFICOS FUNCIONALES

A 1.m lenguaje de las funciones

El objetivo de esta actividad es trabajar el significado de algunos términos matemdticos que estdn rela-
cionados con el estudio de las funciones tales como: correspondencia, variables independientes y depen-
dientes, dominio e imagen de una correspondencia y funcidn.

En la unidad 15 del CUADERNO DE ESTUDIO 2 ya trabajaste con estos conceptos. Podés revisar su significado en las
actividades desarrolladas en dicha unidad o consultar algtn libro de Matemadtica de la biblioteca de tu escuela.

a) Dibuja en tu carpeta agrupaciones triangulares de puntos como las siguientes y agrega otra agrupacién
mas que tenga 6 filas de puntos.
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b) Para registrar las observaciones que se indican a continuacién, copia en tu carpeta una tabla como esta.

Numero de puntos de la base Numero total de puntos

1 1
2 3
3 5

1. Observa el nimero de puntos que esta en la fila de la base de cada una de las agrupaciones vy, a par-
tir de tus observaciones, completa la tabla con los datos de todos los triangulos.

Tal como surge de la observacion de la tabla anterior, los niUmeros de la columna de la izquier-
da asi como los de la derecha toman distintos valores: por esta razén se denominan variables.

2. Observa la tabla y respondé:

* Segln la posicién que los nimeros ocupan en la tabla, jcudl es la variable independiente y cual es
la variable dependiente?

* En Matemdtica, ;qué letras se usan para designar, en general, a esas variables?

* Pensa si la correspondencia que muestra tu tabla es una funcién y explica por qué.

En el ejemplo a de las formas triangulares, al conjunto que tiene como elementos los nime-
ros que representan los puntos de la base de cada tridngulo: 1, 2, 3, 4, 5, 6 se lo denomina
dominio de la funcién y se escribe Dom (f) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. También se lo llama conjunto
de partida y se lo suele simbolizar con la letra A. El conjunto formado por los nimeros que
representan el total de puntos, se llama imagen de la funcién, se escribe

Im (f) = {1, 3, 6, 10, 15, 21} y se lo suele simbolizar con la letra B.

Se llama dominio de una correspondencia al conjunto de valores que toma la variable x. Cuando
un valor de y corresponde a un valor de x, se dice que ese valor y es una imagen de x y que x
es su preimagen.

Una correspondencia es funcién cuando a cada elemento del dominio le corresponde una y sola
una imagen.
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En general, para indicar una funcién numérica se utiliza la siguiente notacién, f: A—B
que se lee “funcién de A sobre B, con dominio A e imagen B” o bien y = f{x) que se lee “fun-
cién de x con variable independiente x y variable dependiente y”. En el lenguaje simbélico de
las funciones es lo mismo escribir y que f{x).

Las funciones mds frecuentes en Matemdtica son aquellas en las que a cada ndmero de un
dominio le corresponde otro nimero del conjunto imagen. Por ejemplo, la funcién

..“siguiente de” ..., tiene dominio en el conjunto de los nimeros naturales y a cada niimero
natural le hace corresponder otro nimero del mismo conjunto que es su siguiente.

\\ 7 ~ . 7 . .
*‘ ¢) Conversa con tus compafieros y discutan como se resuelve el siguiente problema. Anoten en la car-
peta todos los datos que necesiten para poder resolverlo.

Pensa en una familia de rectangulos que tengan la misma altura y ancho variable. Por ejemplo,
la altura constante es de 3 unidades y el ancho X variable. La férmula del 4rea de esos rectan-
gulos es Area = 3 x.

Si el dominio de x fueran todos los nlimeros reales (racionales e irracionales) comprendidos
entre 1,2y 2,5.

1. ;Es posible construir una tabla con todos los posibles valores X y los respectivos valores del
area; es decir 3 x?
2. ;Por qué?

a 2. Funciones lineales

En esta actividad trabajaste con funciones mediante férmulas y tablas. Pero tal como lo estudiaste en
los CUADERNOS DE ESTUDIO 1 y 2, las funciones también pueden indicarse mediante graficos cartesia-
nos. En la actividad que sigue, analizards los grdficos de funciones que ya conocés.
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a) Observa estos tres graficos que corresponden a diferentes funciones.

1. Perimetro de pentagonos 2. Alto de rectangulos de perimetro 20 dm
regulares en funcién del lado. en funcién del ancho.
y y
15
/
/
/
1 1
(o] o]
/
7 / Vi
/
5 5
3 / 3
2 I 2
1 I 1
0 ' X ' X
i 71U i 71U

3. y = x + 3 es una funcién lineal no proporcional.

b) Copia los graficos en tu carpeta y para cada uno de ellos resolvé las siguientes consignas:
1. Selecciona la férmula que representa cada funcién y copiala debajo del grafico.

y=10-x y=x+1 y=x-1 y=4x y=5x y=I1-x
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2. Indica cudl es el dominio y cual es el conjunto imagen.
3. Analiza cada caso y decidi si se trata, o no, de una funcién de proporcionalidad directa. Justifica tus
decisiones.

Como habrds observado, los grificos de estas funciones estdn formados por puntos que per-
tenecen a una misma recta. Por esa razdn, en el lenguaje matemdtico, estas funciones se llaman
funciones lineales.

|

Las funciones cuyos puntos [x,y] estdn alineados sobre una recta se denominan funciones lineales.

Cuando en una funcién lineal el punto (0,0) pertenece a la recta que representa a la funcién
en el gréfico, decimos que se trata de funciones de proporcionalidad directa. En los otros casos,
cuando el punto (0,0) no pertenece a la recta, se trata de funciones lineales no proporcionales.

Si se analizan los ejemplos anteriores se puede ver que:
* y = 5 x es una funcién de proporcionalidad directa;
*y =10 - x es una funcién lineal no proporcional;

*y =x +1 es una funcién lineal no proporcional.

€) Leé las siguientes caracteristicas de las funciones lineales y fijate si se cumplen en los ejemplos mencio-
nados anteriormente. En cada caso defini cudl es el dominio de la funcién.
* En las ecuaciones correspondientes a las funciones lineales, las variables X e y estan elevadas a la pri-
mera potencia.
* Si el dominio de una funcién lineal es discontinuo (por ejemplo, los nimeros enteros) la funcién no
se representa por un trazo continuo, sino por puntos alineados.

Habras podido observar que en esos tres ejemplos el exponente de las variables X e y no se
escribe porque se trata de la primera potencia y por lo tanto las ecuaciones que corresponden
a esas funciones son ecuaciones de primer grado. Si definiste el dominio de la funcién en el
conjunto de los nimeros enteros, ese dominio es discontinuo y en ese caso la funciéon quedara
representada por puntos. En cambio, si en el dominio se incluyen todos los nimeros reales,
racionales e irracionales, la representacion es un trazo recto continuo.
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3. Elementos de las funciones lineales

En esta actividad estudiards otras caracteristicas de las funciones lineales. Para realizarla te conviene tra-
bajar sobre papel cuadriculado.

—

x+ Ll

a) Graficd en un par de ejes cartesianos la funcién lineal y = 13 .

wl—=

Por tratarse de una funcidn lineal, es suficiente que determines el valor de y para dos valores
cualesquiera de X, por ejemplo 1y 7, y traces las respectivas coordenadas. Veras que los dos
puntos que obtengas te permitiran trazar la recta que grafica la funcién.

b) A partir del trazado de la recta, ha quedado determinado un triangulo rectangulo de vértices (1,4) (7,6)
y (7,4).
1. Observa tu grafico y resolvé lo que se pide en cada consigna:
* marcd en el grafico el angulo que forma la recta con el eje x. Llamalo «.
* Fijate cuanto mide cada uno de los catetos y anotalo en el gréfico.

Si trabajaste bien, tu grafico serda como este:

La resta (diferencia) entre las ordenadas (6 - 4) se representa por el simbolo Ay (A es la letra
griega delta mayUscula). La resta (diferencia) entre las abscisas (7 — 1) se representa por el sim-
bolo Ax.
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c) Observa el siguiente grafico. Podras comprobar que entre dos puntos cualesquiera que pertenezcan a

la recta, se puede trazar un triangulo rectangulo.

v

N A - - =

_ o — e —

13

Tal como surge del grdfico, la razén de los catetos de cada tridngulo tiene siempre el mismo
valor, en este caso L. Esa razén se llama pendiente de la recta (m).

3
En simbolos: 72 = %deonde m es el nimero qué indica la razén entre las dos diferencias Ay y Ax.
Observé que para un mismo valor de Ax la pendiente 7 depende directamente de Ay. Si Ay

es un nimero pequefio, la recta estard poco inclinada con relacién al eje x, en cambio, si Ay es
mayor, también es mayor 7 y la recta tendrd mayor inclinacién.

d) Calcula el valor que toma y en la ecuacién y = 3 X +%cuando la variable independiente X vale 0.
Es decir, calcula qué valor tiene la ordenada en el punto de abscisa 0.

Tené en cuenta que a una funcién lineal le corresponde en simbolos la ecuacién de una recta,
por ejemplo, ¥ =% X +13—1 - Cuando la variable independiente x vale 0, la ordenada tiene el valor
del término independiente, es decir, del término que no tiene x, en este ejemplo es 13—1y el punto
de coordenadas (0,L)) pertenece a la grfica de la funcién. Para el punto (0,y) en el'que la varia-
ble independiente x tiene valor 0, se dice que y es la ordenada al origen.

Se llama ordenada al origen al valor que toma la funcion para x = 0.
En la ecuacién de la recta, la ordenada al origen es el término independiente.
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e) Copia en tu carpeta el siguiente esquema con Término dependiente

los nombres de los elementos de las funciones

lineales. Te resultara de utilidad para ubicar los Término independiente
nombres de esos elementos en la ecuacién 1

general de la recta. y=mx+b

Constante
Variable independiente

Pendiente
Variable dependiente

La ecuacién general de la recta es y = m x + b donde m es la pendiente y & es la ordena-
da al origen.

Por ejemplo, en la ecuacién de la recta y = 2 x + 3, la variable dependiente es y, la variable
independiente es x, el término independiente es 3 y la pendiente es 2.

Ya el matemdtico griego Euclides (siglo 1v a.C.) establecié que dos puntos de un plano deter-
minan una Unica recta a la que pertenecen. Cuando se conoce la ecuacién de una recta, para
graficarla no es necesario construir una tabla de valores, sino que es suficiente con determinar
dos puntos de ella, o bien un punto y la pendiente, es decir, el dngulo que forma la recta con
la direccién horizontal.

Por ejemplo, si se conoce un punto como la ordenada al origen y la pendiente de la recta,
esos dos elementos son suficientes para graficarla.

De este modo, para graficar la recta y = 3 x + 1, en la que la pendiente es 3, y la ordenada
al origen es 1, conviene marcar primero 1 unidad hacia arriba en el sentido positivo del eje y
porque & = 1 es positiva. Ese punto de coordenadas (0,1) pertenece a la recta. A partir de ese
punto se marcan 3 unidades hacia arriba y una hacia la derecha porque 7 = 3 es el cociente
entre Ay =3 y Ax = 1.

.

—_—
—

1

f) Representd la rectay = - 5 x — 2. Luego respondé.

1. ;En qué sentido sobre el eje y marcaste la ordenada al origen? ;Por qué?
2. ;Cémo usaste el valor de la pendiente para determinar las coordenadas de otro punto de la recta?
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Si una funcién lineal tiene pendiente positiva, la funcién es creciente, vale decir que si X5 toma un
valor mayor que X4, entonces Yy, €s mayor que Yj.

Si una funcién lineal tiene pendiente negativa, la funcion es decreciente, vale decir que si X, toma
un valor mayor que X4, entonces Yy, €s menor que Yj.

4 . Posiciones relativas de dos rectas

En la actividad anterior aprendiste a representar una funcién lineal a partir del conocimiento de su
ecuacién. Ahora verds cémo identificar, mediante el andlisis de las pendientes, pares de rectas paralelas y
pares de rectas perpendiculares.

a) Representa en un mismo gréfico las rectasyy =2 x +2ey, = 2 x + 3,5.
iQué elementos de ambas ecuaciones indican que las dos rectas son paralelas?

b) Representa en un mismo grafico las rectasy; = =X =2ey, = =3 x = 2.
(Qué elementos de ambas ecuaciones indican que las dos rectas son perpendiculares?

c) Copia las siguientes funciones lineales (todas ellas con dominio en los nimeros racionales).

L fi (x)

I
W
X
I
N

ILf(x) = -4 x - 3;
3

IIL. f3 (x) = 6 x + 2;

IV. fs (x) = 6 x.
1. Indicd la ordenada al origen y la pendiente de cada una de ellas.
2. Observando las ecuaciones, jpodés anticipar qué diferencia habra en la representacién de las funcio-
nes f1y f2?
3. ;Y en las de las funciones f3 y f4?

d) Escribi las ecuaciones de dos rectas que sean perpendiculares y tengan distintas ordenadas al origen.

e) Escribi las ecuaciones de dos rectas paralelas que sean decrecientes.

f) Antes de leer el texto de la actividad 5, reunite con tus compaieros y escriban un breve comentario
que exprese lo que aprendieron sobre funciones lineales y sus ecuaciones.

Siempre que puedas, comparti la tarea que te propone este Cuaderno con tus compafieros.Tené en cuenta que
cada uno aportara a la discusion algo diferente segtin lo que haya entendido, y el intercambio entre ustedes y
la reflexion compartida enriquecerdn la comprensién de todos.
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5 « Actividades para sequir aprendiendo

Las funciones lineales cumplen un importante papel en el andlisis cuantitativo de los problemas
econémicos. El siguiente texto es un ejemplo.

Cuando una empresa produce cualquier bien o presta un servicio, tiene que utilizar una can-
tidad de productos que posean valor econémico. Esto le genera costos, que en relacién con la
produccién total se distinguen como costos fijos y costos variables. Los primeros, como lo indica
su nombre, son independientes de las cantidades de un articulo que se produzca o de un servi-
cio que se preste, por ejemplo, el alquiler del local, determinados impuestos, etcétera. En cam-
bio, los costos variables dependen de la cantidad que se produzca de ese articulo o del servicio
que se preste, por ejemplo: costos de los materiales, de mano de obra productiva, etcétera. El
costo total es la suma de ambos; es decir costo total = costos variables + costos fijos.

Se trata de una funcién lineal de la forma f(x) = ax + b, en la que el costo variable por x uni-
dades de articulos que se producen es proporcional al nimero de articulos producidos a un
costo a por cada uno. En cambio, los costos fijos de produccién son constantes, se pueden indi-
car con un nimero b en pesos. Podemos obsérvar que si se confeccionan 1, 5 u 8 articulos se
mantiene el mismo valor de costo fijo, por eso decimos que b es una funcién constante.

.

a) Lee la siguiente situacion y teniendo en cuenta lo visto hasta ahora, resolvé las consignas que se pro-
ponen a continuacioén.

Si el costo variable de un articulo fuera de $0,80, la funcidon de costo variable se expresaria
Cy (x) = 0,80 x. Si el costo fijo fuera, por ejemplo, de $ 6, la funcién de costo fijo se expre-
saria Cg (X) = 6. Como el costo total para producir x articulos es la suma del costo variable y el
costo fijo resulta que Ct (x) = 0,80 x + 6 tiene la forma de una funcién lineal Cy (x) = ax + b.
1. ;Cudl es la ordenada al origen?

2. ;Cudl es la pendiente de la recta?

3. ;Qué significado tiene cada uno de esos nimeros?

4. ;Cudl es el dominio de la funcién costo? ;Y el conjunto imagen?

5. Indica el costo total para producir 20, 50 y 100 articulos.

6. Grafica la funcién.

Para finalizar

Las actividades que realizaste te habran permitido conocer nuevos aspectos de las funciones avan-
zando sobre lo que aprendiste el afo anterior. En particular conociste la existencia de funciones lineales,
sus caracteristicas y la forma de representarlas.

El trabajo sobre la representacién grdfica de las funciones lineales te permitié relacionar este tema
con la Geometria al estudiar las ecuaciones de las rectas y lo que ellas informan.

El concepto de funciéon va mas alla de la Matematica por sus importantes aplicaciones en las demas
ciencias. En las préximas unidades tendrds oportunidad de volver sobre este tema.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Las agujas del reloj

Un reloj atrasa 15 minutos cada 2 horas. Cuando marca las 5:15 el minutero queda fijo, pero el reloj sigue
funcionando. Al cabo de 3 h 20 m de tiempo real, jcudnto medira el angulo que debe recorrer la aguja
horaria para sefialar las 12:00?

2. Dos diagonales

Dibuja un hexagono regular y traza dos diagonales que tengan un mismo extremo Y los otros dos estén
en vértices consecutivos. ;Qué angulo forman estas diagonales!? Observa el resultado e inventa un pro-
blema parecido y proponéselo a tus compafieros.

3. Los hermanos

Entre los hijos de una familia, cada chico tiene tantas hermanas como hermanos, pero cada chica tiene
solamente la mitad de hermanas que de hermanos ;Cuantos chicos y cuantas chicas hay en la familia?

3 = Los unos y los otros

Cuatro personas tienen distintos animales y vehiculos. Sabiendo que:
1. Anibal tiene un perro.
2. El duefio del gato tiene una bicicleta.
3. El dueno del loro vive a la derecha de Pablo.
4. Pablo vive a la derecha de Anibal.
5. Matias tiene una moto.
6. Luis vive a la izquierda del duefo del canario.
7. El duefio de la moto vive a la derecha del duefio del auto.
* ;Quién tiene la camioneta?
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