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Resumen

En este articulo mostramos cémo podemos utilizar el cubo de Rubik para presentar algu-
nos conceptos basicos de la teorfa de grupos y coémo podemos utilizar ésta para resolver el
cubo de Rubik.
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Abstract

In this paper we show how we can use the Rubik cube to present some basic concepts of
group theory and how we can use this to solve the Rubik cube.

Keywords: group, permutation, Rubik’s cube, conjugation, order

1. Introduccion

El cubo de Rubik es un rompecabezas mecanico inventado por el
escultor y profesor de arquitectura hingaro Ernd Rubik en 1974. Se
trata de un cubo cuyas caras tienen cada una nueve pegatinas y que
consta de un ingenioso dispositivo mecénico que permite que sus ca-
ras giren y las pegatinas cambien de posicién. El problema usual de
este rompecabezas consiste en, a partir de una posicién en la que las
caras muestran pegatinas de distintos colores, realizar una sucesién
de movimientos del cubo conseguir que las seis caras del cubo mues-
tren un tnico color.

Uno de los propdsitos de este articulo es comentar algunos de los
aspectos mds basicos de las matemadticas del cubo de Rubik. Estas
matematicas son una parte de la llamada «teoria de grupos». Por otra
parte, algunos conceptos bésicos de la teoria de grupos se pueden
entender de una manera sencilla con ayuda del cubo de Rubik. No Figura 1. Ernd Rubik.
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pretendemos que el lector sea capaz de resolver el cubo en un tiempo rdpido. Existen muchos
algoritmos que, con ayuda de mucha préctica, permiten esta tarea. Sin embargo, el lector podria
utilizar algunos conocimientos basicos de la teoria de grupos para disefiar su propio algoritmo
de resolucién. También veremos por qué algunas configuraciones, como las correspondientes a
intercambiar dos aristas o dos vértices, o torcer una arista, son imposibles. Ademads, contaremos
cudntas configuraciones distintas puede tener el cubo de Rubik.

Esta presentacion se ha llevado a cabo en una de las sesiones del programa ESTALMAT-
Comunitat Valenciana (Programa de estimulo del talento matematico) dirigida a los alumnos
veteranos, con edades comprendidas entre 14 y 16 afios. También se ha desarrollado como se-
sién complementaria a una asignatura de teoria de grupos en la licenciatura de Matematicas en
la Universitat de Valencia. La mayoria de las ideas proceden de [2].

2. Notacién para el cubo de Rubik

La disposicién de los colores en las caras del cubo puede variar de cubo en cubo. Por ello,
es interesante disponer de una notacién que no dependa de los colores que el fabricante haya
querido utilizar en su cubo ni de la orientacién, sino simplemente de su posicién. En castellano
nos referiremos a las caras mediante las iniciales de las siguientes palabras:

» Derecha » Frontal m Arriba

= [zquierda = Trasera = Bajo

Elegimos estas palabras para que las iniciales sean todas diferentes dos a dos, a pesar de
que alguna palabra pueda resultar algo extrafia. Observemos que al girar una cara, la pegatina
central de la cara mostrard siempre el mismo color. Por ello, identificamos cada cara mediante
el color de su centro. Podemos usar ahora nuestras seis letras para designar las seis caras, asi
como varias piezas y posiciones. Por ejemplo, las cuatro piezas centrales de las aristas corres-
pondientes a la cara A (en lo sucesivo, les diremos simplemente aristas), seran AD, AF, Al y
AT, mientas que las cuatro piezas de los vértices correspondientes a la cara A (en lo sucesivo,
simplemente vértices) seran ADF, AFI, AIT y ATD. Notemos que AD y DA son la misma
pieza. Los colores de los vértices se ordenaran en el sentido de las manecillas del reloj. De este
modo, ADF, DFA y FAD denotarédn la misma pieza.

Usaremos también los nombres de las caras para referirnos a movimientos de un cuarto de
vuelta en el sentido de las agujas del reloj, como si estuviéramos mirando la cara desde enfrente
de ella. Por ejemplo, D denotard el giro de un cuarto de vuelta en sentido horario de la cara
de la derecha. El de media vuelta de la cara D, en sentido horario o antihorario, da lo mismo,
lo denotaremos mediante D?, porque corresponde a hacer dos giros de un cuarto de vuelta en
sentido horario. El giro de un cuarto de vuelta en sentido antihorario lo denotaremos mediante
D3 o D1, Por comodidad, algunos textos lo representan por D’.

Una secuencia de movimientos se escribe de izquierda a derecha. Por ejemplo, D A significa
que primero se aplica D y luego A. El contexto nos permitird distinguir si una secuencia de
dos o tres letras corresponde a una secuencia de movimientos o a una pieza. Es posible usar
diferentes tipografias para distinguirlos.

No resulta dificil ver que las secuencias de movimientos AD y DA dejan el cubo en distinta
posicion. Esto viene a corroborar que no siempre es cierto que el orden de los factores no altera el
producto.

Los movimientos del cubo modifican la colocacién de las 6 - 9 = 54 pegatinas del cubo.
Como las pegatinas centrales no cambian de sitio, nos basta con considerar 6 - 8 = 48 pegatinas.
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Esta modificacion de la situacién de las pegatinas es una permutacién, una manera de reordenar
las 48 pegatinas.

3. Conceptos basicos de teoria de grupos

Antes de empezar a estudiar las permutaciones que se pueden dar en el cubo, analizaremos
los conceptos basicos de grupos de permutaciones con ayuda de un ejemplo més sencillo, el
de las simetrias del cuadrado. El contenido de esta seccién serd conocido por los lectores que
hayan estudiado la teoria basica de grupos de permutaciones.

3.1. Simetrias del cuadrado

Lo primero que vamos a hacer es estudiar las simetrias del cuadrado, esto es, los movimien-
tos del cuadrado como cuerpo rigido que lo devuelven a su lugar original, aunque quizas en
distinta posicién. Es posible que alguna simetria exija levantar el cuadrado del plano del papel
y darle la vuelta fuera del plano.

La figura 2 representa un giro de un cuarto de vuelta en el sentido de las agujas del reloj
del cuadrado, que denotaremos por R (de rotacién). La figura 3 corresponde a una simetria
respecto de un eje vertical que pasa por el centro del cuadrado, que denotaremos por V (de
simetria vertical).

A B ») >

D C @ =

Figura 2. Rotacién del cuadrado

D C 9) a

Figura 3. Simetria del cuadrado

Hay dos maneras distintas de entender la permutacién de las letras A, B, C y D del cuadrado.
Podemos considerar que la accion es «se desplaza a» o «se sustituye por». También podemos
considerar que la permutacién actia sobre las siglas o simbolos, independientemente de su
posicién, o que acttia sobre el contenido de las posiciones, independientemente del simbolo que
ocupe actualmente esta posicion. Estas distinciones serdn importantes cuando multipliquemos
permutaciones. Podemos representar las permutaciones anteriores con ambos criterios como se
ve en la figura 4.

Obviamente podriamos dejar R como [B, A, D, C|, eliminando las flechas y la fila superior.
Notemos que la forma «se desplaza a» de una permutacién es la inversa de la forma «se sus-
tituye por», y podria obtenerse invirtiendo las flechas de la representacién: por ejemplo, al in-
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«se desplaza a»  «se sustituye por»

A B CD A BCD
R= 1 1 | | Lol
B CD A D A B C
A B CD ABCD
V=1 L 1 | ool
B ADC B ADSC

Figura 4. Representacién de dos permutaciones con dos criterios

Tabla 1. Simetrias del cuadrado

Id| R|R*|R|V |H|D|Dy
Id|Id| R|R2|[R|V | H|D;|Dy
R|R|R|R|Wd|[D;|D,|H|V
RRIRR|RP|Id| R|H|V |Dy| D
RRIRP|Id| R |R*|D,|D;| V| H
VIV I|D,|H|D;|Id|RE|R| R
H|H|D;|V |D,|RP|Id| R |R®
D;|D;|V |Dy| H| R |R|1d | R?
D, D, H|D;|V|R|R|R|Id

A B C D B C D A

vertir las flechas de R tenemos + 1 1T *1,o0sea, | | | [, que escrito en orden seria

B C D A A B C D

D
1.
C

O« >
D —
W 0

Nosotros usaremos la forma «se desplaza a» para referirnos a las permutaciones. El resulta-
do de aplicar primero R y luego V se llama producto de Ry V. Lo representaremos mediante RV.
Notemos que en muchos libros este producto apareceria como VR o V o R, pero creemos que la
notacién RV es mds conveniente para nuestros propositos, ya que los movimientos se leen de
izquierda a derecha en el orden en que acttan. Por ejemplo,

=
<
I
- W
O O+ ™
N+~ O« 0
T < T
I
S —
O+ =
O« 0O
W< T

Hay un «movimiento» destacado, que consiste en no hacer nada. La representaremos como
Id (de identidad). Evidentemente, multiplicar por Id es como no hacer nada: es como multiplicar
por 1 en nimeros.

Es sencillo comprobar que los movimientos del cuadrado son Id, R, R?, R3, V, H (reflexién
respecto de un eje horizontal que pase por el centro), D; (reflexién respecto de una diagonal que
pase por los vértices A y C en la posicién original) y D, (reflexién respecto de una diagonal que
pase por los vértices By D en la posicién original). En la figura 5 aparecen representados todos
los movimientos del cuadrado. La tabla de multiplicar (primer factor a la izquierda, segundo
arriba) es la dada en la tabla 1. También es f4cil comprobar que R* = V2 = H? = D? = D3 = Id.

Al seguir al revés el proceso realizado para obtener una permutacién P, nos queda la per-
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A B D A C D B C
D C C B B A A D
Id R R? R3 = R-1
(A,B,C,D) (A,C)(B,D) (A,D,C,B)
B A D C A D C B
C D A B B C D A
vV H Dy D,
(A,B)(C,D) (A,D)(B,C) (B,D) (A,C)

Figura 5. Las simetrias del cuadrado y su representacién ciclica

mutacién inversa P! de la dada. Observa que PP~! = Id y que P~!P = Id. Como la operacién
de realizar sucesiones de movimientos es asociativa, tiene elemento neutro Id y cada elemento
P tiene elemento simétrico P~1, el conjunto de los movimientos del cuadrado forma un grupo.

3.2. Notacion de ciclos

Ahora vamos a ver una notaciéon que es muy interesante para describir permutaciones. Dada
una permutacién P, el resultado de aplicar sucesivamente P nos dara lugar a P, P2, p3, P4
En lo sucesivo supondremos que fenemos una cantidad finita de simbolos que permutar, como pasa
en el cuadrado o en el cubo de Rubik. Consideremos uno de los simbolos, por ejemplo, S. Tiene
que haber algiin momento en el que al aplicar las potencias sucesivas de P a S, digamos P(S),
P(S)?, P(S)3,..., tengamos alguna repeticién por el principio de las casillas o del palomar. Por
ejemplo, supongamos que P" y P" envian S al mismo simbolo T y que m < n. Entonces consi-
deramos la inversa de Py aplicamos (P~1)", el resultado viene a ser el mismo que si aplicamos
sobre S la permutacién Id y si aplicamos sobre S la permutacién P”~"™. En otras palabras: P"~"
hace que S se desplace a S. De este modo hemos encontrado que hay una potencia positiva de
P queenviaSaS.

Podemos quedarnos con la mds pequefia de estas potencias positivas, digamos ¢, de manera
que P!(S) = S. Representamos esta situacion entre paréntesis:

(S, P(S), P*(S),...,P'71(S))

y notamos que a partir de ahi empieza a repetirse toda la secuencia. A esta expresién la llama-
mos ciclo. También vemos que da lo mismo el primer elemento que consideremos en cada ciclo:
el ciclo (A, B,C, D) esigual que el ciclo (B,C, D, A).

Supongamos que en el ciclo anterior no aparecen todos los simbolos. Consideramos un sim-
bolo distinto como principio de otro ciclo. Continuamos hasta agotar todos los simbolos. Por
ejemplo, para V obtenemos dos 2-ciclos:

V = (A,B)(C,D).

En el caso de R, obtenemos
R=(A,B,C,D,).

Para RV = D1, obtenemos
Dy = (A)(B,D)(C).
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Es habitual no escribir los ciclos de longitud 1. Por lo tanto, D; se puede expresar como
D, = (B,D)
y entendemos que A y C quedan fijos por la acciéon de Dj.

Observamos que la notacién de ciclos describe perfectamente cada permutacién, ya que asi
indicamos adénde se desplaza cada simbolo. La figura 6 es una posible representacion grafica
de las expresiones ciclicas de las permutaciones R, H y D;.

A—=B AT B <j} B
—A
D~——C D__=C D (iD

Figura 6. Representaciones ciclicas de R, H y Dy

La figura 5 muestra también, la representacion ciclica de los movimientos del cuadrado de-
bajo de cada uno de ellos.

3.3. Permutaciones pares e impares

Las permutaciones de la forma (a,b) se llaman trasposiciones. Se puede comprobar que, en
general,

(a1,82,83,...,an) = (a1,a2)(a1,a3) - - - (a1, an). @
La descomposicién de una permutacién como producto de trasposiciones no es tinica:
(1,2)(1,3) = (4,5)(3,6)(1,2)(1,6)(4,5)(3,6) = (1,2,3).

A pesar de esto, lo que si que se tiene es que en todas las descomposiciones de una permutacion
dada como producto de trasposiciones, el ntimero de trasposiciones sera siempre par o siempre
impar. No daremos la demostracién de este resultado, que se puede encontrar en textos basicos
de teoria de grupos o en [3]. Esto motiva la introduccién del siguiente concepto:

Definicién 1. Decimos que una permutacion ¢ es par si puede expresarse como producto de un
numero par de trasposiciones, y que es impar si puede expresarse como producto de un ndmero
impar de trasposiciones.
Por ejemplo, la permutacién Id = (1,2)(1,2) es par. La permutacién
(1,2,3) =(1,2)(1,3)

también es par, mientras que las permutaciones (1,2) y (1,2,3,4) = (1,2)(1,3)(1,4) son impa-
res.

Es inmediato comprobar:

Teorema 2. El producto de dos permutaciones pares es par. El producto de dos permutaciones impares es
par. El producto de una permutacién par y de una impar, o de una impar y otra par, es una permutacion
impar.

Teorema 3. La inversa de una permutacion par es par, y la inversa de una permutacion impar es impar.

También se tiene que un ciclo de longitud 7 es par si n es impar, e impar si n es par, por la
férmula (1). La paridad de las permutaciones es un concepto basico para entender el cubo de
Rubik.
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4. El cubo de Rubik

4.1. Representacion de permutaciones del cubo

Ya comentamos que las permutaciones del cubo de Rubik se podian entender como permu-
taciones de las 48 pegatinas. Por tanto, una manera de representar permutaciones del cubo es
ponerlos como permutaciones de las pegatinas y usar la notacién de ciclos que presentamos
antes. En principio, es posible identificar las 48 pegatinas y expresar cada movimiento como
una permutacién de 48 elementos. Sin embargo, las pegatinas de los vértices siempre van a ir
a vértices y las de las aristas van a aristas. En términos de teoria de grupos de permutaciones,
las pegatinas de las aristas forman una érbita bajo la accién del grupo del cubo de Rubik, y las
pegatinas de los vértices forman otra érbita. También hay que tener en cuenta que las tres pega-
tinas de los vértices no se van a separar nunca, y lo mismo se puede decir de las dos pegatinas
de las aristas. Esto se puede interpretar en lenguaje de grupos de permutaciones diciendo que
el conjunto de las pegatinas de la misma pieza forman un blogue para la accién del cubo de Ru-
bik sobre el conjunto de las pegatinas de los vértices o de las aristas. Este hecho nos hace que
podamos simplificar la notacién como producto de ciclos en el caso de movimientos del cubo
de Rubik de manera que se refleje la estructura de bloques. Veamos un ejemplo. El movimiento
de la cara frontal (F) puede representarse como

F = (FA,FD,FB,FI)(ADF,DBF, BIF,IAF)

Entendemos que la pieza FA pasa a la FD (la cara frontal pasa a la cara frontal y la de arriba a
la derecha...),la FD ala FB... y que con los vértices, la ADF pasa ala DBF,la DBF ala BIF...

La permutacion correspondiente a torcer el vértice ADF en el sentido de las agujas del reloj
serfa en esta notacion (ADF, DFA, FAD).Para recalcar que se trata de la torsién de una pieza, la
representaremos mediante (ADF) ;. Para representar (ADF, FAD, DFA) escribiremos (ADF) _.
Podemos también usar esta notacion para aristas: (AF) representa la torsién de la arista AF:
(AF,FA). Para permutaciones en las que interviene mds de una pieza, pero en algun paso del
proceso se tuerce una de las piezas, se puede usar también esta notacién:

(ADF,DBF,DFA,BFD,FAD,FDB) = (ADF,DBF) 1
(AF,BF,FA,FB) = (AF,BF) .

Llamaremos a estos ciclos ciclos con torsion.

Como
F = (FA,FD,FB,FI)(ADF,DBF,BIF,IAF)

y
D = (FD, AD,TD, BD)(ADF, TDA, BDT,FDB),

la composicién de los movimientos F y D se representa como

FD = (FA,FD,FB,FI)(ADF, DBF, BIF, IAF)(FD, AD, TD, BD)(ADF, TDA, BDT, FDB)
= (FA,FD,FB,FI)(FD, AD, TD, BD)(ADF, DBF, BIF, IAF)(ADF, TDA, BDT, FDB)
= (FA,AD,TD, BD,FD, FB, FI)(ADF),(DBF, BIF, IAF, TDA, BDT) _. @)

4.2. Movimientos posibles e imposibles en el cubo de Rubik

Observemos que, en lo que respecta al movimiento de piezas, cada movimiento bdsico se
corresponde con un producto de un 4-ciclo de vértices y un 4-ciclo de aristas. De esta manera,
cada movimiento bésico es un producto de una permutacién impar de vértices y una permuta-
cién impar de aristas, es decir, una permutacion par de piezas del cubo. Como el producto de
permutaciones pares es siempre par, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 4. Cada uno de los movimientos del cubo induce una permutacién par en el conjunto de las
piezas del cubo.

Aquellos que conozcan algoritmos para resolver el cubo de Rubik, es posible que conozcan
métodos para intercambiar dos pares de vértices o dos pares de aristas, pero creen que es im-
posible intercambiar solo dos vértices o solo dos aristas. Esto es asi porque el intercambio de
dos vértices es una permutacién impar del conjunto de las piezas del cubo, y esto contradice el
resultado anterior.

Consideremos las ocho piezas de vértices. Fijemos una orientacién, la que queremos, para
cada una de estas piezas. Por ejemplo,

{ADF, ATD, AIT, AFI1, BFD,BDT, BTI, BIF} 3)

Analicemos ahora cémo se transforman estas piezas de vértices mediante movimientos de uno
de los movimientos bdsicos. El movimiento de la cara de arriba (A) traslada estas piezas en

{AFI, AIT, ATD, ADF, BFD,BDT, BTI, BIF}

y todas las piezas quedan en la misma orientacién. Consideremos ahora el movimiento de la
cara frontal (F). Este movimiento transforma las ocho piezas de (3) en

{DBF,ATD, AIT,DFA, IFB,BDT, BTI, [AF}

Notemos que la pieza AFI se tuerce a IAF (sentido antihorario), ADF se tuerce a DFA (sentido
horario), BFD se tuerce a DBF (sentido antihorario) y BIF se tuerce a IFB (sentido horario).
Si representamos el no girar como 0, el giro en sentido horario como 1 y el giro en sentido
antihorario como 2 (dos giros en sentido horario), la suma de estos giros nos da un multiplo de
3. La suma de las torsiones de todas las piezas es multiplo de 3, o, en otras palabras, la suma es
congruente con 0 médulo 3. Esto nos permite también expresar —1 en vez de 2. Con los otros
movimientos bésicos ocurre lo mismo. Por tanto:

Teorema 5. Cada movimiento bdsico del cubo induce una torsion total en el conjunto de los vértices del
cubo que es miiltiplo de 3. Por tanto, cada movimiento del cubo induce una torsion total en el conjunto
de los vértices del cubo que es miiltiplo de 3.

Con las piezas de las aristas podemos razonar de manera analoga, pero aqui el médulo es 2.
Se obtiene:

Teorema 6. Cada movimiento bdsico del cubo induce una torsién total en el conjunto de las aristas del
cubo que es miiltiplo de 2. Por tanto, cada movimiento del cubo induce una torsion total en el conjunto
de las aristas del cubo que es miiltiplo de 2.

Estos teoremas nos permiten demostrar que no es posible obtener una combinacién de mo-
vimientos del cubo que nos permita torcer un vértice o una arista. Tampoco es posible torcer
dos vértices en el mismo sentido. Sin embargo, estos argumentos no permiten descartar la posi-
bilidad de torcer dos aristas o torcer dos vértices en sentido contrario, o torcer tres vértices en el
mismo sentido. De hecho, estos tltimas combinaciones se pueden obtener usando movimientos
del cubo, pero eso lo veremos mds adelante.

4.3. Algunos movimientos interesantes

Consideremos dos caras consecutivas del cubo, por ejemplo, las caras F y D. Se tiene que la
repeticién tres veces de media vuelta de la cara F y media vuelta de la cara D nos da

P\(F,D) = (F2D?)° = (AF, BF)(AD, BD). @)
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Vemos que el este movimiento intercambia los pares de aristas (AF, BF) y (AD, BD). Si qui-
siéramos intercambiar (FI, FD)(AF, BF), observamos que si hacemos los movimientos AB~'F
tenemos el cubo en la situacién del procedimiento que acabamos de presentar. Aplicamos este
procedimiento y deshacemos los movimientos iniciales. Concluimos que

A~1BF(F2D?)’F~1B~1A = (FI,FD)(AF, BF).

Decimos que este movimiento es un conjugado de (F2D2)3. La conjugacién tiene un papel muy
importante en teoria de grupos. En principio nos permite intercambiar dos pares de aristas
cualesquiera siempre que seamos capaces de colocarlas en una posicién en la que se pueda
aplicar el procedimiento conocido anterior.

El 3-ciclo (1,2,3) puede expresarse en la forma (1,2)(1,3). Si hacemos intervenir otros dos
elementos, podemos expresar

(1,2,3) =(1,2)(4,5)(1,3)(4,5).

Por tanto, si deseamos obtener un 3-ciclo de aristas, basta con hacer una descomposicién de
este tipo y mediante conjugados adecuados sera posible realizar un 3-ciclo de aristas. Cualquier
otra permutacién par de las aristas serd posible mediante conjugados adecuados (si bien puede
ser laborioso este proceso). Esto nos lleva a ver que toda permutaciéon par se puede obtener

mediante producto de conjugados de procedimientos del tipo (F2D2)3. Por lo tanto:
Teorema 7. Es posible obtener cualquier permutacion par de piezas de aristas mediante movimientos del

cubo.

Veamos ahora cémo podemos cambiar la orientacién de dos aristas con estos procedimien-
tos. Por ejemplo, el siguiente conjugado del movimiento (4) nos permite obtener la permutaciéon
(AF,FB)(AD, BD):

B2FDADB(F2D2)’B2DA~'D~1F~'B2 = (AF, FB)(AD, BD).
Si la multiplicamos por (F2D?)’, obtenemos
B2FDAD'BX(F*D?)°B*DA~'D'F1B2(F2D?)’ = (AF). (FB).

De este modo, con conjugados adecuados de este procedimiento es posible obtener todas las
torsiones de un par de aristas cualesquiera.

Para trabajar con vértices, utilizaremos un movimiento muy conocido llamado conmutador:
Py(F,D) = FDF D! = (ADF, AFI)  (DBF,DTB)_(AF, DF, DB).
Mas interesantes son el cuadrado y el cubo de este procedimiento:

Ps(F,D) = (Py(F,D))* = (ADF) (AFI),(DBF)_(TBD)_(AF, DB, DF)
Py(F,D) = (Py(F, D))’ = (ADF,FIA)(BDT, DBF).

En teorfa de grupos, los conmutadores desempefian un papel fundamental, porque nos dan
una idea de cuénto se aleja el grupo de ser abeliano. El conmutador de dos movimientos es la
identidad si, y solo si, ambos movimientos conmutan.

Los conjugados de movimientos de tipo P4 nos permiten obtener todas las permutaciones
pares de los vértices. Si la permutacion de los vértices fuera impar, moveriamos un cuarto de
vuelta una cara, con lo que la permutacién de vértices seria par. Entonces podriamos colocar los
vértices en sus posiciones, siguiendo pasos parecidos a los que usdbamos con las aristas. Con
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conjugados de movimientos de tipo P; podemos orientar los vértices (aunque descoloquemos
las aristas). Por ejemplo, si quisiéramos obtener (ADF) (AIT) - (con quizés algtin movimiento
de aristas), aplicarfamos

Py(F,D)A(P3(F,D)) A1,

El mismo tipo de argumentos que usdbamos con las aristas nos permiten convencernos de que
es posible torcer cualquier par de vértices del cubo en orientaciones distintas, o cualesquier
tres vértices del cubo en el mismo sentido, aunque para ello se intercambien aristas de sitio.
También se puede ver que es posible obtener una sucesién de movimientos del cubo que tuerza
dos vértices en distinta orientacién y deje fijas las aristas, al igual que tres vértices en la misma
orientacion.

4.4. Métodos de resolucién del cubo de Rubik
Los procesos anteriores nos permiten resolver el cubo de Rubik de la siguiente manera:

1. Silos vértices forman una permutaciéon impar, efectuamos el movimiento A.

2. Colocamos los vértices en su sitio aplicando combinaciones de conjugados de movimien-
tos de tipo Pj.

3. Orientamos los vértices aplicando combinaciones de conjugados de movimientos de ti-
po Ps.

4. Colocamos las aristas (que ahora deben formar una permutacién par) y las orientamos
con conjugados de movimientos de tipo P;.

Con este proceso vemos que es posible resolver el cubo de Rubik, aunque el proceso puede
ser muy laborioso y las combinaciones sean dificiles de obtener.

Los métodos de resolucién del cubo de Rubik se basan en tener una coleccién de movimien-
tos que permitan dejen fijas algunas posiciones que ya tengamos construidas. Por ejemplo, en
el algoritmo que acabamos de describir, buscamos primero métodos que orienten los vértices
sin cambiarlos de sitio (basados en Ps) y después métodos que coloquen las aristas sin mover
los vértices (basados en P;). Otro algoritmo muy conocido empieza por:

—_

colocar las aristas de una cara (por ejemplo, A),
colocar los vértices de esa cara sin mover sus aristas,
colocar las aristas de la parte central (paralela a la cara), sin alterar la cara ya hecha,

orientar las aristas de la cara opuesta B sin mover las piezas de A ni la seccién central,

U S A

colocar las aristas de B de manera que formen una permutacién par si es necesario me-
diante un giro de B,

A

colocar en su sitio las aristas de B sin alterar las piezas de A ni la seccién central,
7. colocar los vértices de B sin alterar los demds vértices ni las aristas y, finalmente,

8. orientar los vértices de B sin mover las demds caras.

También se basa en tener una serie de combinaciones de movimientos que permitan hacer cada
paso respetando todo lo realizado antes. Hemos visto que es posible construir estos movimien-
tos a partirde P; y P,.
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Los métodos que utilizan los expertos en resolucién del cubo se basan en una gran coleccién
de movimientos cuya estructura de ciclos sea conocida y relativamente sencilla, pero siguen el
esquema de ir usando métodos que vayan completando cada vez una parte mayor del cubo...
aunque no veamos piezas colocadas en su sitio. Cuanto mds amplia sea esta coleccién, serd
posible hacerlo con menos movimientos. En el lenguaje de la teoria de grupos, consideramos
una cadena de subgrupos

1=Hy,<Hy1<Hy2<---<Hy<H =g,

donde G es el grupo del cubo de Rubik, de manera que para cada i el subgrupo H; consta de
movimientos que respetan (estabilizan) una configuracién de piezas C; y en el paso i se usan
movimientos de H;.

4.5. Numero de movimientos del cubo de Rubik

Una vez hemos visto qué tipos de permutaciones se pueden obtener con el cubo de Rubik,
podemos proceder a contar cudntas configuraciones distintas puede adoptar. Ya sabemos que
es posible colocar los vértices y las aristas en cualquier posicién, siempre que la permutacién
total de vértices y de aristas sea par. Como se tiene que la mitad de las permutaciones son
pares y la otra mitad son impares (para ver esto, es suficiente ver que si multiplicamos por una
trasposicion, las permutaciones pares se transforman en impares y las impares en pares, con lo
que hay el mismo ntimero de permutaciones pares que de impares), esto nos da un total de

12!-8!
2
Para cada permutacién de las piezas, podemos orientar los vértices de manera que la torsién

total sea multiplo de 3 y las aristas de manera que la torsién total sea mdltiplo de 2. Por tanto,
los vértices pueden torcerse de

38
3
maneras, mientras que las aristas pueden hacerlo de
12
2
maneras validas. Esto nos da un total de
12!2' 8 % : 2712 = 43252003274 489 856 000 = 227 . 314 .53 . 72. 11

posiciones distintas del cubo que se pueden obtener a partir de la configuracién inicial con
movimientos legales del cubo.

Para hacernos una idea de la magnitud de este ndmero, si estimamos en unos 20 mil millones
de afos la edad del universo desde el «Big Bang», la cantidad de configuraciones del cubo de
Rubik es unas 68 veces la edad del universo expresada en segundos. John Paulos indicaba en
[1] que Ideal Toys Company anunciaba en la publicidad del cubo de Rubik que habia mas de tres
mil millones de combinaciones posibles. A continuacién Paulos decia que dar ese niimero era
algo comparable a decir que MacDonald’s anunciara orgullosa que habia vendido méas de 120
hamburguesas.

Si contamos el nimero de formas de armar el cubo si lo desmontamos, ahi no tenemos que
fijarnos en que las permutaciones totales sean pares, o las piezas tengan que estar torcidas de
una determinada manera. Esto nos lleva a un total de disposiciones igual a

12!-8!-3%.212 = 519024039293 878272 000 = 2%° - 315.53 . 72 . 11,
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que es 12 veces la anterior cantidad. Esto vendria a decirnos que si desmontamos el cubo y lo
volvemos a montar, en promedio solo en una de cada 12 veces que lo hagamos sera posible
montar el cubo en su posicién inicial.

Los lectores con conocimientos mds profundos de la teoria de grupos podran observar que
este tltimo grupo, el que corresponde a las permutaciones que se pueden obtener al desmontar
y montar el cubo de Rubik, es isomorfo a un producto directo del producto orlado C;3 1 Xg,
correspondiente a las maneras de colocar los vértices, por el producto orlado Cp ! £15, donde C;,
un el grupo ciclico de n elementos y X, es el grupo simétrico de grado n formado por todas las
permutaciones de n elementos. El grupo del cubo de Rubik es un subgrupo de indice 12 de este

grupo.

4.6. Repeticiones de movimientos y 6rdenes de elementos

Al repetir una combinacién de movimientos del cubo de Rubik varias veces, siempre habra
un momento en que lleguemos a la posicién inicial. El argumento es parecido al que usdbamos
cuando presentdbamos la estructura de ciclos: como el ntimero de configuraciones posibles es
finito, al iterar un movimiento tiene que haber un momento en el que se repita una configura-
cién y, como ese movimiento tiene inverso, resultard que una potencia de ese movimiento serd
la identidad. Por ejemplo, con el movimiento basico A es facil ver que A* es la identidad, y que
el menor natural n que hace que A" nos dé la identidad es precisamente 4. Decimos que A tiene
orden 4.

Moviendo el cubo vemos que M = A?D? tiene orden 6. Nos basta con observar que M3 es
el procedimiento P,(A, D) y que este dltimo procedimiento tiene orden 2. El movimiento FD
tiene orden 105. Hay movimientos de orden 1260, el mayor posible, como

DF*T 'AT~! = (BFD, FBI, IAF)_(ADF, TIB,BDT, ATD, TAI)
-(FA,FB,IA,TD, BD, FI,FD)(IT, AD) (AT, BT). (5)

Es facil ver que un ciclo tiene orden igual a su longitud. Por ejemplo, (1,2,3,4) tiene or-
den 4. Si tenemos una permutacién dada como producto de ciclos disjuntos, el orden de esta
permutacion sera el minimo comtn multiplo de los érdenes de los ciclos, es decir, el minimo
comun multiplo de las longitudes de los ciclos. Por ejemplo, el orden de (1,2,3)(4,5)(6,7,8,9)
es mem(3,2,4) = 12. Pero esto solo vale si los ciclos son disjuntos.

Para el cubo de Rubik sucede lo mismo. Unicamente hay que tener en cuenta que la longitud
de los ciclos con torsién de vértices es el triple de lo que aparece en la notacién abreviada,
y la longitud de los ciclos con torsiéon de aristas es el doble de la que se ve en la notacién
abreviada. Por ejemplo, para el movimiento FD, que se descompone segtn la férmula (2) como
un 7-ciclo de aristas, un 1-ciclo con torsién de vértices (longitud 3), y un 5-ciclo de vértices, el
orden serd mem(7,3,5) = 105. Para el movimiento DE2T-1AT 1, cuya descomposicién segtin
la férmula (5) como un 3-ciclo con torsién de vértices (longitud 9), un 5-ciclo con torsién de
vértices (longitud 15), un 7-ciclo con torsién de aristas (longitud 14), un 2-ciclo con torsién de
aristas (longitud 4) y un 2-ciclo de aristas, el orden serda mem(9, 15, 14, 4,2) = 1260.

Por dltimo, dos movimientos conjugados tienen el mismo orden. Esto se debe al siguiente
hecho:
1 ) n

(x.g.x_ :x.g.

4.7. Una variacién del cubo de Rubik original

Se venden algunos cubos de Rubik en los que las pegatinas no solo tienen color, sino que
también tienen una figura que debe ir orientada. Al colocar las piezas en su posicién inicial, se
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Figura 7. Variacién del cubo de Rubik.

obtiene que todas las pegatinas estan bien orientadas, excepto quizéas las del centro. Cada uno
de los movimientos basicos corresponde a un giro de un cuarto de vuelta del centro de la cara.
Una permutacién par de vértices (o de aristas) corresponderd a un ntimero par de cuartos de
vuelta del cubo. Por tanto:

Teorema 8. El niimero total de cuartos de vuelta de los centros en movimientos legales del cubo orientado
es de la misma paridad que la permutacién de vértices (o de aristas).

En particular, si colocamos los vértices y las aristas en su sitio, el ntimero total de cuartos de
vuelta que han girado los centros es par. Por ejemplo, el movimiento (FD)!® gira el centro de
la cara F 1/4 de vuelta y la cara D 1/4 de vuelta. Deja todas las otras caras fijas. El movimiento
(F?2D)3 gira el centro de la cara D media vuelta y deja los demés centros fijos. Este tipo de
movimientos nos permitird orientar los centros de las caras si el ntimero total de cuartos de
vuelta que ha girado es par.

El mismo tipo de técnicas permitiria estudiar otros pasatiempos, como otros cubos y polie-
dros de Rubik. El encontrar suficientes secuencias de movimientos con una estructura de ciclos
sencilla es til para obtener algoritmos de resolucién.

Conclusion

Hemos visto cémo el cubo de Rubik permite introducir de una manera natural nociones de
la teoria de grupos de permutaciones, como el concepto de conjugacién y el de orden. Aspectos
puramente fisicos relacionados con la rigidez de las piezas del cubo de Rubik se manifiestan
en el grupo de permutaciones del grupo mediante las érbitas de las pegatinas de los vértices
y de las aristas y los bloques asociados a cada pieza. Aspectos de paridad de permutaciones y
de congruencias médulo 2 o médulo 3 muestran la imposibilidad de ciertas configuraciones del
cubo. La estructura de ciclos de la permutacién asociada a cada movimiento es ttil para resolver
el cubo de Rubik una vez se hayan obtenido movimientos que lleven asociada una estructura
de ciclos sencilla. Con ello, vemos que el cubo de Rubik permite ilustrar de una manera natural
algunos conceptos de la teoria de grupos, y cémo se pueden usar nociones basicas de teoria de
grupos para resolver el cubo de Rubik.
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