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Légica proposicional

Lagica proposicional

En légica, la logica proposicional es un sistema formal disefiado para analizar ciertos tipos de argumentos. En
l6gica proposicional, las férmulas representan proposiciones y las conectivas logicas son operaciones sobre dichas
férmulas, capaces de formar otras férmulas de mayor complejidad.m Como otros sistemas légicos, la 1dgica
proposicional intenta esclarecer nuestra comprensiéon de la nocién de consecuencia légica para el rango de

argumentos que analiza.

Introduccion
Considérese el siguiente argumento:

1. Maiiana es miércoles o mafiana es jueves.
2. Maiana no es jueves.

3. Por lo tanto, mafiana es miércoles.

Es un argumento valido. Quiere decir que es imposible que las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa. Esto
no quiere decir que la conclusion sea verdadera. Si las premisas son falsas, entonces la conclusién también podria
serlo. Pero si las premisas son verdaderas, entonces la conclusién también lo es. La validez de este argumento no se
debe al significado de las expresiones «mafiana es miércoles» y «mafiana es jueves», porque éstas podrian cambiarse

por otras y el argumento permanecer valido. Por ejemplo:

1. Esta soleado o esta nublado.
2. No esta nublado.

3. Por lo tanto, esta soleado.

En cambio, la validez de estos dos argumentos depende del significado de las expresiones «0» y «no». Si alguna de

estas expresiones se cambiara por otra, entonces podria ser que los argumentos dejaran de ser vélidos. Por ejemplo:

1. Ni esta soleado ni esta nublado.
2. No esta nublado.

3. Por lo tanto, esta soleado.

Las expresiones de las que depende la validez de los argumentos se llaman conectivas logicas. La ldgica
proposicional estudia el comportamiento de una variedad de estas expresiones. En cuanto a las expresiones como
"estd nublado" o "mafiana es jueves", lo Unico que importa de ellas es que tengan un valor de verdad. Es por esto que
se las reemplaza por simples letras, cuya intencién es simbolizar una expresién con valor de verdad cualquiera. A
estas letras se las llama variables proposicionales, y en general se toman del alfabeto latino, empezando por la letra
p, luego g, r, s, etc. Asi, los dos primeros argumentos de esta seccién podrian reescribirse asi:

1. pog

2. Nog

3. Por lo tanto, p

Y el tercer argumento, a pesar de no ser valido, puede reescribirse asi:
1. Nipnig

2. Nog

3. Por lo tanto, p
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Conectivas légicas

A continuacién hay una tabla que despliega todas las conectivas légicas que ocupan a la l6gica proposicional,

incluyendo ejemplos de su uso en el lenguaje natural y los simbolos que se utilizan para representarlas.

Conectiva Expresion en el Ejemplo Simbolo en | Simbolos
lenguaje natural este articulo | alternativos

Negacion no No estd lloviendo. = -
Conjuncién y Esta lloviendo y estd nublado. A & -
Disyuncion o Esta lloviendo o estd soleado. V

Condicional material si... entonces Si estd soleado, entonces es de dia. — D)
Bicondicional si'y s6lo si Estd nublado si y solo si hay nubes visibles. > =
Negacion conjunta ni... ni Ni esta soleado ni estd nublado. l

Disyuncion excluyente | o bien... o bien | O bien estd soleado, o bien esta nublado. had P, #

En la l6gica proposicional, las conectivas 16gicas son tratados como funciones de verdad. Es decir, como funciones
que toman conjuntos de valores de verdad y devuelven valores de verdad. Por ejemplo, la conectiva lgica no es una
funcién que si toma el valor de verdad V, devuelve F, y si toma el valor de verdad F, devuelve V. Por lo tanto, si se
aplica la funcién no a una letra que represente una proposicion falsa, el resultado serd algo verdadero. Si es falso que

«esté lloviendo», entonces serd verdadero que «no esta lloviendo».

El significado de las conectivas ldgicas no es nada mas que su comportamiento como funciones de verdad. Cada
conectiva légica se distingue de las otras por los valores de verdad que devuelve frente a las distintas combinaciones
de valores de verdad que puede recibir. Esto quiere decir que el significado de cada conectiva légica puede ilustrarse
mediante una tabla que despliegue los valores de verdad que la funcién devuelve frente a todas las combinaciones

posibles de valores de verdad que puede recibir.

Negacion Conjuncion Disyuncion Condicional Bicondicional
l~o| (O Y| ONY| || ¥ |OVY| | D |V |0—2Y | | 9|V ||
V| F VIV 14 VIV 14 VIV 14 VIV 14
F| V V|F F V|F 14 V| F F V| F F
F|V F F|V 14 F |V 14 F |V F
F\|F F F\|F F F|F 14 F|F 14

Limites de la l6gica proposicional

La maquinaria de la légica proposicional permite formalizar y teorizar sobre la validez de una gran cantidad de
argumentos. Sin embargo, también existen argumentos que son intuitivamente vélidos, pero cuya validez no puede

ser probada por la l6gica proposicional. Por ejemplo, considérese el siguiente argumento:

1. Todos los hombres son mortales.
2. Socrates es un hombre.
3. Por lo tanto, Sdcrates es mortal.

Como este argumento no contiene ninguna de las conectvias «no», «y», «o», etc., segtin la 16gica proposicional, su

formalizacién serd la siguiente:
1. p

2. g

3. Por lo tanto, r

Pero esta es una forma de argumento invélida, y eso contradice nuestra intuicién de que el argumento es valido. Para
teorizar sobre la validez de este tipo de argumentos, se necesita investigar la estructura interna de las variables



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Conjunci%C3%B3n_l%C3%B3gica
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Disyunci%C3%B3n_l%C3%B3gica
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Condicional_material
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Bicondicional
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Funci%C3%B3n_de_verdad
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Funci%C3%B3n

Légica proposicional

proposicionales. De esto se ocupa la l6gica de primer orden. Otros sistemas formales permiten teorizar sobre otros

tipos de argumentos. Por ejemplo la 16gica de segundo orden, la 16gica modal y la 16gica temporal.

Dos sistemas formales de l6gica proposicional

A continuacién se presentan dos sistemas formales estdndar para la logica proposicional. El primero es un sistema

axiomadtico simple, y el segundo es un sistema sin axiomas, de deduccién natural.

Sistema axiomatico

Alfabeto

El alfabeto de un sistema formal es el conjunto de simbolos que pertenecen al lenguaje del sistema. Si L es el

nombre de este sistema axiomdtico de 16gica proposicional, entonces el alfabeto de L consiste en:

* Una cantidad finita pero arbitrariamente grande de variables proposicionales. En general se las toma del alfabeto
latino, empezando por la letra p, luego g, r, etc., y utilizando subindices cuando es necesario o conveniente. Las
variables proposicionales representan proposiciones como "estd lloviendo" o "los metales se expanden con el
calor".

 Un conjunto de operadores 16gicos: =1, /A, V, —, ¢

* Dos signos de puntuacion: los paréntesis izquierdo y derecho. Su tnica funcién es desambiguar ciertas
expresiones ambiguas, en exactamente el mismo sentido en que desambiguan la expresién 2 + 2 + 2, que puede
significar tanto (2 + 2) + 2, como 2 + (2 + 2).

Gramatica

Una vez definido el alfabeto, el siguiente paso es determinar qué combinaciones de simbolos pertenecen al lenguaje
del sistema. Esto se logra mediante una gramatica formal. La misma consiste en un conjunto de reglas que definen
recursivamente las cadenas de caracteres que pertenecen al lenguaje. A las cadenas de caracteres construidas segin

estas reglas se las llama férmulas bien formadas. Las reglas del sistema L son:

1. Las variables proposicionales del alfabeto de L son férmulas bien formadas.
2. Si ¢ es una férmula bien formada de L, entonces —¢) también lo es.
3. Si ¢y 9 son formulas bien formadas de L, entonces (¢ A ), (¢ V 2). (¢ — ©)y (¢ < 1))también

lo son.
4. Solo las expresiones que pueden ser generadas mediante las cldusulas 1 a 3 en un nimero finito de pasos son

férmulas bien formadas de L.
Segtin estas reglas, las siguientes cadenas de caracteres son ejemplos de férmulas bien formadas:

P

—|—|—|q

(pNq)
~(p A q)
(p < —p)
{((p—a)Ap)
(e {gvr))Vs)
Y los siguientes son ejempos de férmulas mal formadas:
(p)
~(p)
(=p)
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p—q
(phg—T)

Por otra parte, dado que la tnica funcién de los paréntesis es desambiguar las férmulas, en general se acostumbra
omitir los paréntesis externos de cada férmula, ya que estos no cumplen ninguna funcién. Asi por ejemplo, las

siguientes férmulas generalmente se consideran bien formadas:
pAg
p—4q
(pAg)V—g
(pog) = (gop)
Otra convencidn acerca del uso de los paréntesis es que las conjunciones y las disyunciones tienen «menor jerarquia»

que los condicionales materiales y los bicondicionales. Esto significa que dada una férmula sin paréntesis, las

conjunciones y las disyunciones deben agruparse antes que los condicionales materiales y los bicondicionales. Por

ejemplo:
Férmula Lectura correcta Lectura incorrecta
PAG=T  (pAg) T pA(g—T)
PgVT —peo(gVr) (pegVr
PAGoTVS (pAg) e (rVs) (pA(geT)) Vs
Axiomas

Los axiomas de un sistema formal son un conjunto de férmulas bien formadas que se toman como punto de partida
para demostraciones ulteriores. Un conjunto de axiomas estdndar es el que descubri6 Jan Lukasiewicz:

* (60— (W —9))
o=@ —ox) - (0 —=9) = (6= X))
* (0= ) = (¥ — ¢))

Reglas de inferencia

Una regla de inferencia es una funcién que va de conjuntos de férmulas a férmulas. Al conjunto de férmulas que la
funcién toma como argumento se lo llama premisas, mientras que a la formula que devuelve como valor se la llama
conclusion. En general se busca que las reglas de inferencia transmitan la verdad de las premisas a la conclusién. Es
decir, que sea imposible que las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa. En el caso de L, la Unica regla de
inferencia es el modus ponens, el cual dice:

(6 —y)oko
Recordando que ¢y 1) no son férmulas, sino metavariables que pueden ser reemplazadas por cualquier férmula

bien formada.

Ejemplo de una demostracion
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A demostrar: ¢ — @
Paso Férmula Razén
1 o — (¢ N ¢) Instancia del primer axioma.
2 o — ((¢ N ¢) N ¢) Instancia del primer axioma.
3 (¢ i ((¢ i ¢) i ¢)) i ((¢ i (¢ i ¢)) i (¢ i ¢)) Instancia del segundo axioma.
4 ((¢ i (¢ i ¢)) i (¢ i ¢)) Desde (2) y (3) por modus ponens.
5 ¢ — Desde (1) y (4) por modus ponens. Q.E.D.

Deduccion natural

Un sistema de 16gica proposicional también puede construirse a partir de un conjunto vacio de axiomas. Para ello se
especifican una serie de reglas de inferencia que intentan capturar el modo en que naturalmente razonamos acerca de

las conectivas logicas.
e Introduccién de la negacion:
Si suponer ¢ lleva a una contradiccién, entonces se puede inferir que —¢) (reduccién al absurdo).
* Eliminacién de la negacién:
¢ F ¢
e Introduccién de la conjuncion:
¢ = (0 AY)
A Y )
* Eliminacién de la conjuncién:
(eAY) o
(A Fop
e Introduccién de la disyuncién:
ok (oVih)
ok (Vo)
* Eliminacién de la disyuncion:
(OV), (0 —=x), (¥ = x) - x
¢ Introduccién del condicional (véase el teorema de la deduccion):

Si suponer ¢ lleva a una prueba de 1 , entonces se puede inferir que (¢ — ).

* Eliminacién del condicional (modus ponens):

(6—9) 6
¢ Introduccién del bicondicional:
(6= ), (4 = 6) - (6 & %)
(6= 9), (b = 8) (¥ & ¢)
¢ Eliminacion del bicondicional:
(@) (9 — )
(@ =) (¥ — o)
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Ejemplo de una demostracion

A demostrar: ¢ — @
Paso Formula Razén
1 ¢ Supuesto.
2 oV Desde (1) por introduccién de la disyuncion.
3 (¢ V] ¢) Ao Desde (1) y (2) por introduccion de la conjuncion.
4 ¢ Desde (3) por eliminacion de la conjuncion.
5 o+ ¢ Resumen de (1) hasta (4).
6 Fo— o Desde (5) por introduccion del condicional. Q.E.D.

Lenguaje formal en la notacion BNF

El lenguaje formal de la l6gica proposicional se puede generar con la gramatica formal descrita usando la notacién

BNF como sigue:

(Bicondicional) ::= (Condicional) <+ {Bicondicional) | (Condicional)
(Condicional) ::= (Conjuncion} — {Condicional) | {Conjuncion)
(Conjuncion) := (Disyuncion) V (Conjuncion) | {Disyuncion)
(Disyuncion) := (Literal) A (Disyuncion) | (Literal)

(Literal) (Atomo) | — (Atomo)
(Atomo) T | L | (Letra) | (Agrupacion)

(Agrupacion) = ({Bicondicional}) | [(Bicondicional}] | {{Bicondicional)}

La gramadtica anterior define la precedencia de operadores de la siguiente manera:

A

Negacién ( —)
Conjuncién ( A )
Disyuncién ( V)
Condicional material ( —)

Bicondicional ( «— )

Semantica

Una interpretacion para un sistema de 16gica proposicional es una asignacién de valores de verdad para cada variable

proposicional, sumada a la asignacién usual de significados para los operadores légicos. A cada variable

proposicional se le asigna uno de dos posibles valores de verdad: o V (verdadero) o F (falso). Esto quiere decir que si

hay n variables proposicionales en el sistema, el niimero de interpretaciones distintas es de 2".

Partiendo de esto es posible definir una cantidad de nociones semanticas. Si A y B son férmulas cualquiera de un

lenguaje L, T es un conjunto de férmulas de L, y M es una interpretacién de L, entonces:

A es verdadera bajo la interpretacion M si y sélo si M asigna el valor de verdad V a A.

A es falsa bajo la interpretacion M si y sélo si M asigna el valor de verdad F a A.

A es una tautologia (o una verdad 16gica) si y sélo si para toda interpretacion M, M asigna el valor de verdad V a
A.

A es una contradiccidn si y s6lo si para toda interpretacion M, M asigna el valor de verdad F a A.

A es consistente (o satisfacible) si y s6lo si existe al menos una interpretacion M que asigne el valor de verdad V
aA.

T es consistente si y sélo si existe al menos una interpretacién que haga verdaderas a todas las férmulas en T.
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* A es una consecuencia semdntica de un conjunto de férmulas T"si y sélo si para toda férmula B que pertenezca a
T", no hay ninguna interpretacién en que B sea verdadera y A falsa. Cuando A es una consecuencia semdntica de
[en un lenguaje L, se escribe: " =7, A .

* A esuna férmula l6gicamente vélida si y sélo si A es una consecuencia semantica del conjunto vacio. Cuando A

es una férmula 16gicamente vdlida de un lenguaje L, se escribe: |: . A.

Tablas de verdad

La tabla de verdad de una férmula es una tabla en la que se presentan todas las posibles interpretaciones de las
variables proposicionales que constituyen la férmula y el valor de verdad de la férmula completa para cada

interpretacion. Por ejemplo, la tabla de verdad para la formula —(p V q) — (p — r)serfa:

(Ve | -(pVg |(p—r)|-(pVe = (p—1)

SSS<E<9S<T

o <SS S
R RS
R
SRR AR R
<<wmEmmmT Y
SS<<m <y

Como se ve, esta férmula tiene 2" interpretaciones posibles —una por cada linea de la tabla—, donde n es el nimero
de variables proposicionales (en este caso 3, es decir p, q, 1) , y resulta ser una tautologia, es decir que bajo todas las
interpretaciones posibles de las variables proposicionales, el valor de verdad de la férmula completa termina siendo
V.

Formas normales

A menudo es necesario transformar una férmula en otra, sobre todo transformar una férmula a su forma normal. Esto
se consigue transformando la férmula en otra equivalente y repitiendo el proceso hasta conseguir una férmula que

s6lo use los conectivos basicos ( A, V, = ). Para lograr esto se utilizan las equivalencias légicas:
(p—q) < (-pVa)
(p e q) & [~(pVa)A—(qVp)

Por ejemplo, considérese la siguiente féormula:

(p—a) A (=g < p)
La misma puede desarrollarse asi:

(~pVa)A(gVp)A(—gV—p)
Se dice que una férmula estd en forma normal disyuntiva (FND) si y s6lo si tiene la siguiente forma:

A VA V... VA,

donde cada A es una conjuncién de férmulas. Por ejemplo, la siguiente férmula estd en forma normal disyuntiva:

pV(gAs)V(—gAp)

Se dice que una férmula estd en forma normal conjuntiva (FNC) si y s6lo si tiene la siguiente forma:

AT NA NN A,

donde cada A es una disjuncion de féormulas. Por ejemplo, la siguiente férmula estd en forma normal conjuntiva:

pA(gVs)A(—qVp)
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Por las leyes de De Morgan, es posible pasar de una forma normal disyuntiva a una forma normal conjuntiva y

viceversa:
~(AV B) < (A A —B)
~(AA B) < (~AV —B)
Las FNC y FND son mutuamente duales. La demostracién hace uso de las leyes de De Morgan y de la propiedad

distributiva de la conjuncién y la disyuncién. Se debe cumplir que:

=[(A1AB)V(AsABy) V.. V(A AB,)] « [(-A1V=B)A(—AV—B)A.. . A(=A,V-B,,)]

Y viceversa:

=[(A1VB)A(AsV BN . A(A,VB,)] < [(A1A=B)V(—AsA—By) V..V (=A,A—B,)]

La légica proposicional y la computacion

Debido a que los computadores trabajan con informacién binaria, la herramienta matemadtica adecuada para el
andlisis y disefio de su funcionamiento es el Algebra de Boole. El Algebra de Boole fue desarrollada inicialmente
para el estudio de la légica. Ha sido a partir de 1938, fecha en que Claude Shannon publicé un libro llamado
"Andlisis simbdlico de circuitos con relés", estableciendo los primeros conceptos de la actual teoria de la
conmutacién, cuando se ha producido un aumento considerable en el nimero de trabajos de aplicacién del Algebra
de Boole a los computadores digitales. Hoy en dia, esta herramienta resulta fundamental para el desarrollo de los
computadores ya que, con su ayuda, el andlisis y sintesis de combinaciones complejas de circuitos 16gicos puede

realizarse con rapidez.

Aristoteles con respecto al estudio de la l6gica

La légica es conocida como una de las ciencias mds antiguas, tanto es asi que se le atribuye a Aristételes la
paternidad de esta disciplina. Partiendo de que corresponde a Aristételes haber sido el primero en tratar con todo
detalle la 16gica, se le considera pues ser su fundador. En un principio se llamé Analitica, en virtud del titulo de las
obras en que traté los problemas légicos. Mds tarde los escritos de Aristételes relativos a estos eventos fueron
recopilados por sus discipulos con el titulo de Organon, por considerar que la légica era un instrumento para el

conocimiento de la verdad.

Aristételes se planteo como es posible probar y demostrar que un conocimiento es verdadero, es decir, que tiene una
validez universal. Aristételes encuentra el fundamento de la demostraciéon en la deduccién, procedimiento que
consiste en derivar un hecho particular de algo universal. La forma en que se afecta esa derivacion es el silogismo,

por cuya razén la silogistica llega a ser el centro de la 16gica aristotélica.

Véase también
+ Algebra de Boole

» Cilculo l6gico

» Cilculo proposicional de Frege
* Griéficos existenciales

* Ldégica matematica

* Ldgica de primer orden

* Tabla de valores de verdad

* Teoria de grafos

* Silogismo

e Valor de verdad
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Légica proposicional

Notas y referencias

[1] Simon Blackburn, ed., « propositional calculus (http://www.oxfordreference.com/views/ENTRY.html?subview=Main&entry=t98.
€2552)» (en inglés), Oxford Dictionary of Philosophy, Oxford University Press, , consultado el 13 de agosto de 2009

Bibliografia adicional

e Enderton, H. B. (1972). A Mathematical Introduction to Logic. Academic Press.

* Hamilton, A. G. (1981). Logica para matemdticos. Paraningo.

* Mendelson, E. (1997). Introduction to Mathematical Logic (4* edicién). Chapman and May.
e Pla, J. (1991). Llicons de l6gica matemdtica. P.P.U..

¢ Badesa, C.; Jané, I.; Jansana, R. (1998). Elementos de l6gica formal. Ariel.

e Barnes, D. W.; Mack, J. M. (1978). Una introduccion algebraica a la l6gica matemdtica. Eunibar.
* Bridge, J. (1977). Beginning Model Theory. Oxford University Pres.

* Ershov, Y.; Paliutin, E. (1990). Légica matemdtica. Mir.

* Hofstadter, D. (1987). Godel, Escher, Bach: un Eterno y Grdcil Bucle. Tusquets Editores.

o Jané, 1. (1989). Algebras de Boole y légica. Publicaciones U.B..

* Monk, J. D. (1976). Mathematical Logic. Springer-Verlag.

* Nidditch, P. H. (1978). El desarrollo de la logica matemdtica. Catedra.

* Van Dalen, D. (1983). Logic and Structure (2* edicién). Universitext, Springer-Verlag.

Enlaces externos

* Introduccién a la 16gica proposicional (http://portales.educared.net/wikiEducared/index.

php?title=LLA3gica_proposicional)

Coma flotante

A Uno o varios wikipedistas estan trabajando actualmente en extender este articulo o seccion.
/ % Es posible que a causa de ello haya lagunas de contenido o deficiencias de formato. Si quieres puedes ayudar y editar, pero
por favor antes de realizar correcciones mayores contdctalos en sus paginas de discusion, o en la pagina de discusion del
articulo para poder coordinar la redaccion.

* Se ha sugerido que Tipo de dato real sea fusionado en este articulo o seccién. (Discusion).
Una vez que hayas realizado la fusién de articulos, pide la fusién de historiales en WP:TAB/F.

La representacién de coma flotante, o punto flotante, es una forma de notacién cientifica usada en los CPU, GPU,
FPU, etc, con la cual se pueden representar nimeros reales extremadamente grandes y pequefios de una manera muy
eficiente y compacta, y con la que se pueden realizar operaciones aritméticas. El estdndar para la representacién en
coma flotante es el IEEE 754.
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Notacion cientifica

Como la representacion en coma flotante es casi idéntica a la notacion cientifica tradicional, con algunos afiadidos y
algunas diferencias, primero se describira la notacion cientifica para entender cémo funciona, y luego se describira la

representacion de coma flotante y las diferencias.

Representacion

La notacién cientifica, es usada para representar nimeros reales. Siendo r es el nimero real a representar, la

representacion en notacién cientifica estd compuesta de tres partes:

r=c-b°

* c. El coeficiente, conformado por un nimero real con un solo digito entero seguido de una coma (o punto) y de
varios digitos fraccionarios.

* b. La base, que en nuestro sistema decimal es 10, y en el sistema binario de los computadores es 2.

* e. El exponente entero, el cual eleva la base a una potencia

Coeficiente
Un signo en el coeficiente indica si el nimero real es positivo o negativo.

El coeficiente tiene una cantidad determinada de digitos significativos, los cuales indican la precisién del nimero
representado, mientras mds digitos tenga el coeficiente, mds precisa es la representacién. Por ejemplo, t lo podemos
representar en notacién cientifica, con 3 cifras significativas, 3,14 x 107, o con 12 cifras significativas,

3,14159265359 x 100, teniendo la segunda representaciéon mucho mads precisién que la primera.

Base y exponente

El coeficiente es multiplicado por la base elevada a un exponente entero. En nuestro sistema decimal la base es 10.
Al multiplicar el coeficiente por la base elevada a una potencia entera, lo que estamos haciendo es desplazando la
coma del coeficiente tantas posiciones (tantos digitos) como indique el exponente. La coma se desplaza hacia la

derecha si el exponente es el positivo, o hacia la izquierda si es negativo).
Ejemplo de cémo cambia un niimero al variar el exponente de la base:

e 271828 x 10'2 representa al nimero real 0,0271828

e 271828 x 10'l representa al nimero real 0,271828

e 271828 x 10 0 representa al nimero real 2,71828 (el exponente cero indica que la coma no se desplaza)
e 271828 x 10 ! representa al nimero real 27,1828

e 271828 x 10 2 representa al nimero real 271,828

Ejemplo
Un ejemplo de nimero en notacién cientifica es el siguiente:
-1,23456789 x 10°

El coeficiente es -1,23456789, tiene 9 digitos significativos, y estd multiplicado por la base diez elevada a la 3. El

signo del coeficiente indica si el nimero real representado por la notacién cientifica es positivo o negativo.

El valor de la potencia nos indica cudntas posiciones (cudntos digitos) debe ser desplazada la coma del coeficiente
para obtener el nimero real final. El signo de la potencia nos indica si ese desplazamiento de la coma debe hacerse
hacia la derecha o hacia la izquierda. Una potencia positiva indica que el desplazamiento de la coma es hacia la
derecha, mientras que un signo negativo indica que el desplazamiento debe ser hacia la izquierda. Si la potencia es
cero, la coma no se desplaza ninguna posicién. La razén de la denominacién de "coma flotante", es porque la coma
se desplaza o "flota" tantos digitos como indica el exponente de la base, al cambiar el exponente, la coma "flota" a

otra posicion.



http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Sistema_decimal
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Sistema_binario
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En el nimero representado en la notacién cientifica anterior, -1,23456789 x 103, el exponente es 3 positivo, lo que

indica que la coma del coeficiente -1,23456789 debe ser desplazada 3 posiciones hacia la derecha, dando como

resultado el nimero real equivalente:

-1234,56789

Abajo, una tabla con ejemplos de nimeros reales de tres digitos significativos y su representacién en notacion

cientifica:

Niimero real Notacion cientifica
1230000000000000000000 | | 53\ 1620
123000000,0 123 10°
1230,0 123x 10°
1230 123 x 102
12,3 123x 10"
1,23 123 x 10°
0,123 123x 107"
0,0123 123x 102
0,00123 123x 107
0,0000000123 1235 10°
0,0000000000000000000123 | | 55 1420

Como puede verse en la tabla, la representacion en notacién cientifica de los nimeros reales es mucho mds compacta

cuando los nimeros son muy grandes en magnitud, o cuando son de magnitud muy pequeiia (cercanos a cero), es por

eso que es muy usada en ciencia, donde hay que lidiar con cifras enormes como la masa del sol, 1,98892 x 10% kg, o

muy pequefias como la carga del electrén, -1.602176487 x 10

-19 ‘4
coulomb, y también es por eso que se usa, en forma

de coma flotante, para la representacién de nimeros reales en el computador.

Representacion en los computadores y las calculadoras

Para la entrada y el despliegue de nimeros en notacién cientifica, los computadores y las calculadoras pueden

representarlos de diferentes maneras. Por ejemplo, dependiendo del sistema, la velocidad de la luz, 2.99792458 x

108, puede representarse como sigue:

Notacién Comentario
2.99792458 x Notacion cientifica estdndar usada en ciencia y tecnologia
10°
2.99792458e8 | Usada generalmente en los computadores y en calculadoras, a veces la "e" va en mayuscula
2.99792458d8 | Usada en el lenguaje BASIC para representar nimeros de doble precision (15 digitos significativos). Quedando la "e" del ejemplo

anterior para niimeros de simple precisién (6 1/2 digitos significativos)

2.99792458 x
10

Usada en calculadoras. El exponente de 10, (la expresion x 108), es ingresado usando una variedad de teclas dependiendo de la

calculadora, como 10" 0 EXP
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Sistema binario

Un valor real se puede extender con una cantidad arbitraria de digitos. La coma flotante permite representar solo una
cantidad limitada de digitos de un niimero real, solo se trabajard con los digitos mds significativos, (los de mayor
peso) del niimero real, de tal manera que un nimero real generalmente no se podrd representar con total precision
sino como una aproximacién que dependerd de la cantidad de digitos significativos que tenga la representacién en
coma flotante con que se estd trabajando. La limitacién se halla cuando existen digitos de peso menor al de los
digitos de la parte significativa. En dicho caso éstos suelen ser redondeados, y si son muy pequefios son truncados.
Sin embargo, y segiin el uso, la relevancia de esos datos puede ser despreciable, razén por la cual el método es

interesante pese a ser una potencial fuente de error.

En la representacion binaria de coma flotante, el bit de mayor peso define el valor del signo, 0 para positivo, 1 para

negativo. Le siguen una serie de bits que definen el exponente. El resto de bits son la parte significativa.

Debido a que la parte significativa estd generalmente normalizada, en estos casos, el bit mds significativo de la parte
significativa siempre es 1, asi que no se representa cuando se almacena sino que es asumido implicitamente. Para
poder realizar los cdlculos ese bit implicito se hace explicito antes de operar con el nimero en coma flotante. Hay
otros casos donde el bit mds significativo no es un 1, como con la representacién del nimero cero, o cuando el
nimero es muy pequefio en magnitud y rebasa la capacidad del exponente, en cuyo caso los digitos significativos se
representan de una manera denormalizada para asi no perder la precisién de un solo golpe sino progresivamente. En
estos casos, el bit mds significativo es cero y el nimero va perdiendo precisién poco a poco (mientras que al realizar

célculos éste se haga mds pequefio en magnitud) hasta que al final se convierte en cero.

Ejemplo
Emplearemos varios ejemplos para describir la notaciéon de coma flotante. Abajo tenemos 3 nidmeros en una

representacion de coma flotante de 16 bits. El bit de la izquierda es el signo, luego hay 6 bits para el exponente,

seguidos de 9 bits para la parte significativa:

Signo Ezponente ParteSignificativa

—~ —— e ——,
1 100011 011101100 = 0xC6EC
0 011011 111001101 = 0x37CD
0 101001 000000001 = 0x5201
Signo

El signo es expresado por el bit de la izquierda, con 0O indicando que el niimero es positivo y 1 indicando que el
ndmero es negativo. En los ejemplos de arriba, el primer nimero es negativo y los dos siguientes son positivos.

Exponente

El exponente indica que tanto se debe desplazar hacia la derecha o hacia la izquierda la coma binaria de la parte
significativa. En este caso, el exponente ocupa 6 bits capaces de representar 64 valores diferentes, es decir, es un

exponente binario (de base 2) que va desde -31 a +32, representando potencias de 2 entre 231 y 2+32

, indicando que
la coma binaria se puede desplazar en hasta 31 digitos binarios hacia la izquierda (un nimero muy cercano a cero), y

hasta 32 digitos binarios hacia la derecha (un niimero muy grande).

Pero el exponente no se almacena como un ndmero binario con signo (desde -31 hasta +32) sino como un entero
positivo equivalente que va entre 0 y 63. Para ello, al exponente se le debe sumar un desplazamiento (bias), que en
este caso de exponente de 6 bits (64 valores), es 31 (31 es la mitad de los 64 valores que se pueden representar,
menos 1), y al final, el rango del exponente de -31 a +32 queda representado internamente como un nimero entre 0 y
63, donde los nimeros entre 31 y 63 representan los exponentes entre O y 32, y los ndmeros entre 0 y 30 representan

los exponentes entre -31 y -1 respectivamente:
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=31 0 32 <——- Exponente binario real
e e e e +
0 31 63 <-— Representacidén en coma flotante

del exponente de 6 bits

(Es el exponente binario més un bias de 31)

Parte significativa

La parte significativa, en este caso, estd formada por 10 digitos binarios significativos, de los cuales tenemos 9
digitos explicitos mds 1 implicito que no se almacena.

Esta parte significativa generalmente estd normalizada y tendrd siempre un 1 como el bit mds significativo. Debido a
que, salvo ciertas excepciones, el bit mds significativo del significante siempre es 1, para ahorrar espacio y para
aumentar la precisioén en un bit, este bit no se almacena, y por ello se denomina bit oculto o implicito, sin embargo,

antes de realizar los cédlculos este bit implicito debe convertirse en un bit explicito.

Numeros reales representados
La notacién genérica para la coma flotante descrita arriba, representa respectivamente los siguientes nimeros reales
(expresados en binario). El color rojo indica el bit mds significativo, que cuando se almacena es implicito (ver arriba
la parte significativa en la representacién de coma flotante), pero cuando se hacen los cdlculos, o cuando se muestra
la informacidn se vuelve explicito:
_17 011101100 x 24 — _10111’ 01100 (La coma se desplaza 4 posiciones binarias (bits) a la derecha)
1,111001101 x L 0,0001111001101(La coma se desplaza 4 posiciones binarias a la izquierda)
1, 000000001 x 210 — 10000000010, O(La coma se desplaza 10 posiciones binarias a la derecha)

(con todos los valores expresados en representacion binaria)

Comparacion con la coma fija

Para un tamafio determinado de bytes, la notacién en coma flotante puede ser mds lenta de procesar y es menos
precisa que la notacién en coma fija, ya que ademds de almacenar el nimero (parte significativa), también debe

almacenarse el exponente, pero permite un mucho mayor rango en los nimeros que se pueden representar.

Coprocesador numérico y bibliotecas de coma flotante

Debido a que las operaciones aritméticas que se realizan con nimeros en coma flotante son complejas de realizar,
muchos sistemas destinan un procesador especial para la realizacién especifica de este tipo de operaciones,
denominado unidad de coma flotante o tienen especializados incorporados componentes. En los casos donde no
exista esta facilidad, o que el hardware de coma flotante no pueda realizar determinadas operaciones, se utilizan

bibliotecas de software para realizar los célculos.

Formatos de coma flotante

Formatos binarios de los nimeros en coma flotante del estandar IEEE 754 (2008).
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Representacion (niimero de bits) Caracteristicas
Tipo Tamaiio | Bias del Bits de Digitos Rango
Signo | Exponente | Significante | Total exponente precision | significativos
(Nro. de bits en decimal
significativos) (aprox)
Medio 1 5 10 16 2 bytes 15 11 37 7
(Half) (16 bits)
Simple 1 8 23 32 4 bytes 127 24 612 1,175494351e-38 ..
(Simple) (32 bits) 3,402823466e+38
Doble 1 11 52 64 8 bytes 1023 53 15|  2,2250738585072014e-308 ..
(Double) (64 bits) 1,7976931348623158e+308
Cuddruple 1 15 112| 128| 16 bytes 16383 113 3377 7
(Quad) (128 bits)

Véase también

* Notacion cientifica
e IEEE 754

» Digitos significativos, cifras significativas

* Notacién posicional

e Base

¢ Numero real

e Sistema decimal

¢ Sistema binario

¢ Tipos de datos maquina

* Coma fija

Enlaces externos

e Aritmética en coma flotante
* Cilculo de representacién de comas flotantes
¢ Conversora online a coma flotante en Java

* Calculadora online de Suma y Resta de nimeros en coma flotante
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Matriz (matematica)

* Se ha sugerido que Teoria de Matrices sea fusionado en este articulo o seccion.
(Discusion).
Una vez que hayas realizado la fusion de articulos, pide la fusion de historiales en WP:TAB/F.

En matematicas, una matriz es una tabla bidimensional de nimeros consistente en cantidades abstractas que pueden
sumarse y multiplicarse. Las matrices se utilizan para describir sistemas de ecuaciones lineales, realizar un
seguimiento de los coeficientes de una aplicacién lineal y registrar los datos que dependen de varios parametros. Las
matrices se describen en el campo de la teoria de matrices. Pueden sumarse, multiplicarse y descomponerse de varias

formas, lo que también las hace un concepto clave en el campo del dlgebra lineal.

Historia

El origen de las matrices es muy antiguo. Un cuadrado mégico, 3 por 3, se registra en la literatura china hacia el
(1
650 a. C.

Es larga la historia del uso de las matrices para resolver ecuaciones lineales. Un importante texto matemdtico chino
que proviene del afio 300 a. C. a 200 a. C., Nueve capitulos sobre el Arte de las matemdticas (Jiu Zhang Suan Shu),
es el primer ejemplo conocido de uso del método de matrices para resolver un sistema de ecuaciones simultdneas.'’
En el capitulo séptimo, "Ni mucho ni poco", el concepto de determinante apareci6é por primera vez, dos mil afios
antes de su publicacién por el matematico japonés Seki Kowa en 1683 y el matematico alemén Gottfried Leibniz en

1693.

Los "cuadrados mégicos" eran conocidos por los matemdticos drabes, posiblemente desde comienzos del siglo VII,
quienes a su vez pudieron tomarlos de los matemadticos y astrénomos de la India, junto con otros aspectos de las
matemadticas combinatorias. Todo esto sugiere que la idea provino de China. Los primeros "cuadrados magicos" de
orden 5 y 6 aparecieron en Bagdad en el 983, en la Enciclopedia de la Hermandad de Pureza (Rasa'il Ihkwan
al-Safa).[l]

Después del desarrollo de la teoria de determinantes por Seki Kowa y Leibniz, a finales del siglo XVII, Cramer
present6 en 1750 la ahora denominada regla de Cramer. Carl Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan desarrollaron la

eliminacién de Gauss-Jordan en el siglo XIX.

El término "matriz" fue acufiado en 1848, por J. J. Sylvester. En 1853, Hamilton hizo algunos aportes a la teoria de
matrices. Cayley introdujo en 1858 la notacion matricial, como forma abreviada de escribir un sistema de m
ecuaciones lineales con n incégnitas. Grassmann, Frobenius y von Neumann estdn entre los matemdticos famosos

que trabajaron sobre la teoria de matrices.

Olga Taussky-Todd (1906-1995), durante la II Guerra Mundial, usé la teoria de matrices para investigar el fenémeno

de aeroelasticidad llamado fluttering.

Definiciones y notaciones

Una matriz es una tabla cuadrada o rectangular de datos (Ilamados elementos o entradas de la matriz) ordenados en
filas y columnas, donde una fila es cada una de las lineas horizontales de la matriz y una columna es cada una de las
lineas verticales. A una matriz con m filas y n columnas se le denomina matriz m-por-n (escrito mxn), y amy n
dimensiones de la matriz. Las dimensiones de una matriz siempre se dan con el nimero de filas primero y el nimero
de columnas después. Comtnmente se dice que una matriz m-por-n tiene un orden de m x n ("orden" tiene el

significado de tamafio). Dos matrices se dice que son iguales si son del mismo orden y tienen los mismos elementos.
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Al elemento de una matriz que se encuentra en la fila i-ésima y la columna j-ésima se le llama elemento i,j o

elemento (i,j)-iésimo de la matriz. Se vuelve a poner primero las filas y después las columnas.

Casi siempre, se denotan a las matrices con letras maytsculas mientras que se utilizan las correspondientes letras en
minusculas para denotar a los elementos de las mismas. Por ejemplo, al elemento de una matriz A que se encuentra
en la fila i-ésima y la columna j-ésima se le denota como a. o ali,j]. Notaciones alternativas son A[i,j] o Al.’j.
Ademds de utilizar letras maytsculas para representar matrices, numerosos autores representan a las matrices con

fuentes en negrita para distinguirlas de otros tipos de variables. As{ A es una matriz, mientras que A es un escalar.

Normalmente se escribe A := (ai,j)mxﬂ para definir una matriz A m x n con cada entrada en la matriz A[i,j]

llamada a, paratodo 1 £i<my 1 <j< n Sin embargo, la convencion del inicio de los indices i y j en 1 no es

universal: algunos lenguajes de programacién comienzan en cero, en cudl caso setiene 0<i<m-1y0<;j<n- 1.
Una matriz con una sola columna o una sola fila se denomina a menudo vector, y se interpreta como un elemento del

espacio euclideo. Una matriz 1 x n (una fila y n columnas) se denomina vector fila, y una matriz m x 1 (una columna

y m filas) se denomina vector columna.

Ejemplo
Dada la matriz:
1 2 3
1 2 7
A=14 9 2
6 0 5

que es una matriz 4x3. El elemento A[Z, 3] 0 @23esel 7.

La matriz

R=[123456738 9

es una matriz 1x9, o un vector fila con 9 elementos.

Operaciones basicas

Suma o adicion

Dadas las matrices m-por-n ,A y B, su suma A + B es la matriz m-por-n calculada sumando los elementos
correspondientes (i.e. (A + B)[i, j1 = Ali, j] + BIi, j] ). Es decir, sumar cada uno de los elementos homélogos de las

matrices a sumar. Por ejemplo:

1 3 2 1 05 1+1 3+0 2+5 2 37
1 00+|7 5 0 =]1+7 0+5 0+0| =18 5 0
1 2 2 211 1+2 241 2+1 3 3 3
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Propiedades

* Asociativa

Dadas las matrices mxn A, By C
A+(B+C)=(A+B)+C

e Conmutativa

Dadas las matrices mxn Ay B
A+B=B+A

» Existencia de matriz cero o matriz nula
A+0=0+A=A

» Existencia de matriz opuesta

con gr-A = [-aij]
A+(-A)=0

Producto por un escalar

Dada una matriz A y un escalar ¢, su producto cA se calcula multiplicando el escalar por cada elemento de A (i.e.
(cA)i, jl = cAli, j1 ).

Ejemplo

21 8 3| |[2x1 2x8 2x-3| [2 16 -6
4 -2 6| |[2x4 2x-2 2x6| (8 —4 12

Propiedades

Sean A y B matrices y ¢ y d escalares.

* Clausura: Si A es matriz y c es escalar, entonces CA es matriz.
¢ Asociatividad: (cd)A = c(dA)

¢ Elemento Neutro: 1-A=A

¢ Distributividad:

* De escalar: c(A+B) = cA+cB
¢ De matriz: (c+d)A = cA+dA
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Producto

El producto de dos matrices se puede definir sélo si el nimero de

columnas de la matriz izquierda es el mismo que el nimero de B

filas de la matriz derecha. Si A es una matriz mxn y B es una

matriz nXp, entonces su producto matricial AB es la matriz mxp

(m filas, p columnas) dada por:

O

o

Diagrama esquematico que ilustra el producto de dos
matrices A y B dando como resultado la matriz AB.

(AB)[z,7] = Az, 1|B[1, j] + A[i, 2] B[2, 7] + ... + AlZ,n|B[n, j]
paracadapariy .

Por ejemplo:
1 0 2 « 3
-1 31 1

Propiedades

| (1x3+0x2+2x1) (I1x1+0x1+2x0)| |5 1
o (-1x343x24+1x1) (-1x143x1+1x0)| |4 2

e R Y

Si los elementos de la matriz pertenecen a un cuerpo, y puede definirse el producto, el producto de matrices tiene las

siguientes propiedades:

* Propiedad asociativa: (AB)C = A(BC).

* Propiedad distributiva por la derecha: (A + B)C = AC + BC.

* Propiedad distributiva por la izquierda: C(A + B) = CA + CB.

* En general, el producto de matrices tiene divisores de cero: Si A.B = 0, No necesariamente A 6 B son matrices
nulas

e El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion: Si A.B = A.C, No necesariamente B=C

El producto de dos matrices generalmente no es conmutativo, es decir, AB # BA. La divisién entre matrices, es

decir, la operacién que podria producir el cociente A / B, no se encuentra definida. Sin embargo, existe el concepto

de matriz inversa, s6lo aplicable a las matrices invertibles.
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Aplicaciones lineales

Las matrices pueden representar convenientemente aplicaciones lineales (también conocidas como
. . . . . ., .. , . n . ’

"transformaciones lineales") entre dos espacios vectoriales de dimension finita. Asi, si [ es el espacio euclideo

n-dimensional cuyos vectores se pueden representar como vectores columna (matrices n-por-1), para cada aplicacion

lineal f: 0" — 0" existe una tinica matriz A m por n de tal forma que
F(x) = Ax
para cada vector x de .
Se dice que la matriz A "representa" la aplicacion lineal f; o que A es la matriz coordenada de f.

El producto de matrices claramente corresponde a la composicién de las aplicaciones. Si la matriz k por m B

representa otra aplicacién lineal g : "' — [Ik, entonces la composicion g o f se representa por BA:
(g0 (%) = 9(f(x)) = g(Ax) = B(Ax) = (BA)x.
Esto se desprende de la mencionada propiedad asociativa del producto de matrices.

Mas en general, una aplicacién lineal de un espacio vectorial n-dimensional en otro espacio vectorial m-dimensional
. n . .« o, .
(no necesariamente [I) se representa por una matriz m por n, a condicién de que se haya elegido una base para cada

uno de ellos.

Rango

El rango de una matriz A es la dimensién de la imagen de la aplicacion lineal representada por A, que coincide con
la dimensioén de los espacios vectoriales generados por las filas o columnas de A. También puede ser definido sin
referencia al dlgebra lineal de la siguiente manera: el rango de una matriz m por n A es el mas pequeflo nimero k de
tal manera que A puede escribirse como un producto BC donde B es una matriz m por k y C es una matriz k por n

(aunque ésta no es una manera practica de calcular el rango).

Transpuesta

La transpuesta de una matriz m-por-n A es la matriz n-por-m AT (algunas veces denotada por AY formada al

intercambiar las filas y columnas, i.e.
T _
(A%)is = Aja
La transposicién de matrices tiene las siguientes propiedades:
(AT)T = A,
(A+B) = AT + BT,
(AB)" = B"A”,
Si A describe una aplicacién lineal respecto a dos bases, entonces la matriz AT describe 1a transpuesta de una

aplicacién lineal respecto a las bases del espacio dual.

Matrices cuadradas y definiciones relacionadas

Una matriz cuadrada es una matriz que tiene el mismo nimero de filas que de columnas. El conjunto de todas las
matrices cuadradas n-por-n junto a la suma y la multiplicacién de matrices, es un anillo que generalmente no es

conmutativo.
M(n,R), el anillo de las matrices cuadradas reales, es un dlgebra asociativa real unitaria. M(n,C), el anillo de las
matrices cuadradas complejas, es un dlgebra asociativa compleja.

La matriz identidad In de orden n es la matriz n por n en la cual todos los elementos de la diagonal principal son
iguales a 1 y todos los demds elementos son iguales a 0. La matriz identidad se denomina asi porque satisface las

ecuaciones MIn =My InN = N para cualquier matriz M m por n'y N n por k. Por ejemplo, si n = 3:
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La matriz identidad es el elemento unitario en el anillo de matrices cuadradas.

Los elementos invertibles de este anillo se llaman matrices invertibles o matrices no singulares. Una matriz A n

por n es invertible si y sélo si existe una matriz B tal que
AB = In =BA.
En este caso, B es la matriz inversa de A, identificada por ARl conjunto de todas las matrices invertibles n por n

forma un grupo (concretamente un grupo de Lie) bajo la multiplicacién de matrices, el grupo lineal general.

Si A es un ndmero y v es un vector no nulo tal que Av = Av, entonces se dice que v es un vector propio de A y que A
es su valor propio asociado. El niimero A es un valor propio de A si y s6lo si A—Mn no es invertible, lo que sucede si
y s6lo si p AO”) =0, donde p A()c) es el polinomio caracteristico de A. p A(x) es un polinomio de grado n y por lo tanto,
tiene n raices complejas multiples raices si se cuentan de acuerdo a su multiplicidad. Cada matriz cuadrada tiene

como mucho 7 valores propios complejos.

El determinante de una matriz cuadrada A es el producto de sus n valores propios, pero también puede ser definida
por la férmula de Leibniz. Las matrices invertibles son precisamente las matrices cuyo determinante es distinto de

Cero.

El algoritmo de eliminacién gaussiana puede ser usado para calcular el determinante, el rango y la inversa de una

matriz y para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

La traza de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de la diagonal, lo que equivale a la suma de sus n

valores propios.

Las matrices en la Computacion

Las matrices son utilizadas ampliamente en la computacidn, por su facilidad y liviandad para manipular informacién.

En este contexto, son la mejor forma para representar grafos, y son muy utilizadas en el cdlculo numérico.

Véase también

e Matriz triangular
¢ Determinante (matematica)
e Matlab

Notas

[1] Swaney, Mark. History of Magic Squares (http://www.arthurmag.com/magpie/ ?p=449).
[2] Shen Kangshen et al. (ed.) (1999). Nine Chapters of the Mathematical Art, Companion and Commentary. Oxford University Press. cited
byOtto Bretscher (2005). Linear Algebra with Applications (3rd ed. edicién). Prentice-Hall. pp. 1.
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Determinante (matematica)

En matematicas se define el determinante como una forma multilineal alternada de un cuerpo. Esta definicion
indica una serie de propiedades matemadticas y generaliza el concepto de determinante haciéndolo aplicable en
numerosos campos. Sin embargo, el concepto de determinante o de volumen orientado fue introducido para estudiar

el ndmero de soluciones de los sistemas lineales de ecuaciones.

Historia de los determinantes

Los determinantes fueron introducidos en Occidente a partir del siglo XVI, esto es, antes que las matrices, que no
aparecieron hasta el siglo XIX. Conviene recordar que los chinos (Hui, Liu. iuzhang Suanshu o Los nueve capitulos
del arte matemadtico.) fueron los primeros en utilizar la tabla de ceros y en aplicar un algoritmo que, desde el Siglo

XIX, se conoce con el nombre de Eliminacion de Gauss-Jordan.
La historia de los determinantes

Los determinantes hicieron su aparicién en las matematicas mas de un siglo antes que las matrices. El término matriz

fue creado por James Joseph Sylvester, tratando de dar a entender que era “la madre de los determinantes”.

Algunos de los mds grandes matematicos de los siglos XVIII y XIX contribuyeron al desarrollo de las propiedades
de los determinantes. La mayoria de los historiadores coinciden en afirmar que la teoria de los determinantes se
origind con el matemadtico aleman Goofried Wilhelm Leibniz (1646-1716) quien fue con Newton, el co inventor del
calculo diferencial e integral. Leibniz empled los determinantes en 1693 con relacién a los sistemas de ecuaciones
lineales simultdneas. No obstante hay quienes creen que el matemdtico japonés Seki Kowa hizo lo mismo unos 10

anos antes.

Las contribuciones mas prolificas a la teoria de los determinantes fueron las del matematico francés Agustin-Louis
Cauchy (1789-1857). Cauchy escribi6, en 1812 una memoria de 84 pdginas que contenia la primera demostracién
del teorema detAB=detA detB. En 1840 Cauchy hizo muchas otras contribuciones a las matematicas. En su texto de

célculo de 1829 Lecons sur le calcul différential, dio la primera definicién razonablemente clara de limite.

Cauchy escribié ampliamente tanto en las matemadticas puras como en las aplicadas. Solo Euler escribié mas. Cauchy
hizo contribuciones en varias dreas, incluyendo la teoria de las funciones reales y complejas, la teorfa de la

probabilidad, geometria, teoria de propagacion de las ondas y las series infinitas.

A Cauchy se le reconoce el haber establecido nuevos niveles de rigor en las publicaciones matemadticas. Después de
Cauchy, fue mucho mas dificil publicar escritos basdandose en la intuicién; se exigié una estricta adhesion a las

demostraciones rigurosas.

El volumen de las publicaciones de Cauchy fue abrumador . Cuando la Academis Francesa de Ciencias comenzé a
publicar su revista Comptes Rendus en 1835, Cauchy envi6 su obra para que se publicara, en poco tiempo los gastos
de impresién se hicieron tan grandes, solo por la obra de Cauchy, que la academia impuso un limite de cuatro

cuartillas por cada documento a ser publicado.

Hay algunos otros matemadticos que merecen ser mencionados aqui. El desarrollo de un determinante por cofactores
fue empleado por primera vez por el matematico francés Pierre de Laplace (1749-1827). Laplace es mejor conocido

por la transformacién que lleva su nombre que se estudia en los cursos de matemadticas aplicadas.

Un contribuyente principal de la teoria de los determinantes (estando solo Cauchy antes que él) fue el matematico
aleman Carl Gustav Jacobi (1804-1851). Fue con él con quien la palabra “determinante” gand la aceptacion
definitiva. Lo primero en lo que Jacobi empled los determinantes fue en las funciones, al establecer la teoria de las

funciones de varias variables. Sylvester llam6 mads tarde jacobiano a éste determinante.
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Primeros calculos de determinantes

En su sentido original, el determinante determina la unicidad de la solucién de un sistema de ecuaciones lineales.
Fue introducido para el caso de orden 2 por Cardano en 1545 en su obra Ars Magna presentado como una regla para
la resolucién de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas. Esta primera férmula lleva el nombre de regula de

modo.

La aparicién de determinantes de érdenes superiores tardé ain mds de
cien afios en llegar. Curiosamente el japonés Kowa Seki y el aleman

Leibniz otorgaron los primeros ejemplos casi simultdneamente.

Leibniz estudi6 los distintos tipos de sistemas de ecuaciones lineales.
Al no disponer de la notacién matricial, representaba los coeficientes
de las incégnitas con una pareja de indices: asi pues escribia ij para
representar a En 1678 se interes6 por un sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas y obtuvo, para dicho ejemplo, la férmula de
desarrollo a lo largo de una columna. El mismo afio, escribié un
determinante de orden 4, correcto en todo salvo en el signo.m Leibniz
no publicé este trabajo, que parecié quedar olvidado hasta que los
resultados fueron redescubiertos de forma independiente cincuenta
afios mds tarde.

El japonés Kowa Seki introdujo los determinantes

En el mismo periodo, Kowa Seki publicé un manuscrito sobre los
de orden 3 y 4 en la misma época que el aleman

determinantes, donde se hallan férmulas generales dificiles de Leibniz.
interpretar. Parece que se dan férmulas correctas para determinantes de
tamafio 3 y 4, y de nuevo los signos mal para los determinantes de
tamafio superior. (21 1 descubrimiento se queda sin futuro a causa del cierre de Japén al mundo exterior por drdenes

del shogun, lo que se ve reflejado en la expulsion de los Jesuitas en 1638.

Determinantes de cualquier dimension

En 1748, en un tratado péstumo de dlgebra de MacLaurin aparece la regla para obtener la solucién de un sistema de
n ecuaciones lineales con n incégnitas cuando n es 2, 3 o 4 mediante el uso de determinantes.m [4] En 1750, Cramer
da la regla para el caso general, aunque no ofrece demostracion alguna. Los métodos de cdlculo de los determinantes

. . .. . .. [5
son hasta entonces delicados debido a que se basan en la nocién de signatura de una permutamon.[ !

Los matematicos se familiarizan con este nuevo objeto a través de los articulos de Bézout en 1764, de Vandermonde
en 1771 (que proporciona concretamente el cdlculo del determinante de la actual Matriz de Vandermonde). En 1772,
Laplace establece las reglas de recurrencia que llevan su nombre. En el afio siguiente, Lagrange descubre la relacion

entre el cdlculo de los determinantes y el de los volimenes.'®

Gauss utiliza por primera vez el término « déterminante », en las Disquisitiones arithmeticae en 1801. Lo empleaba
para lo que hoy dia denominamos discriminante de una cuddrica y que es un caso particular de determinante

moderno. Igualmente estuvo cerca de obtener el teorema del determinante de un producto.

Aparicion de la nocién moderna de determinante

Cauchy fue el primero en emplear el término determinante con su significado moderno. Se encargd de realizar una
sintesis de los conocimientos anteriores y publicé en 1812 la férmula y demostracién del determinante de un
producto junto con el enunciado y demostraciéon de la regla de Laplace.m Ese mismo afio Binet ofrecié otra
demostracién (incorrecta) para la férmula del determinante de un producto.m 8] paralelamente Cauchy establece las

bases del estudio de la reducciéon de endomorfismos.
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En 1825 Heinrich F. Scherk publicé nuevas propiedades de los determinantes.”! Entre las propiedades halladas
estaba la propiedad de que en una matriz en la que una fila es combinacidn lineal de varias de las demds filas de la
matriz el determinante es cero.

Con la publicacién de sus tres tratados sobre determinantes en 1841 en la revista Crelle, Jacobi aporta a la nocién
una gran notoriedad. Por primera vez presenta métodos sistemdticos de cdlculo bajo una forma algoritmica. Del
mismo modo, hace posible la evaluacién del determinante de funciones con instauracién del jacobiano, lo que

supone un gran avance en la abstraccion del concepto del determinante.

El cuadro matricial es introducido por los trabajos de Cayley y James Joseph Sylvester“® dueridal caviey es
también el inventor de la notacién de los determinantes mediante barras verticales (1841[7] ) y establece la férmula
para el cdlculo de la inversa de una matriz mediante determinantes(1858[9] ).

La teoria se ve reforzada por el estudio de determinantes que tienen propiedades de simetria particulares y por la

introduccién del determinante en nuevos campos de las matemadticas, como el wronskiano en el caso de las

ecuaciones diferenciales lineales.

Métodos de calculo

Para el célculo de determinantes de matrices de cualquier orden, existe una regla recursiva (teorema de Laplace) que
reduce el cdlculo a sumas y restas de varios determinantes de un orden inferior. Este proceso se puede repetir tantas
veces como sea necesario hasta reducir el problema al célculo de multiples determinantes de orden tan pequeflo
como se quiera. Sabiendo que el determinante de un escalar es el propio escalar, es posible calcular el determinante
de cualquier matriz aplicando dicho teorema.

Ademais de esta regla, para calcular determinantes de matrices de cualquier orden podemos usar otra definicién de

determinante conocida como Férmula de Leibniz.

La férmula de Leibniz para el determinante de una matriz cuadrada A de orden 7 es:

n

det(A) = Z sgn(o) H A 5,
cel, i=1

donde la suma se calcula sobre todas las permutaciénes o del conjunto {1,2,...,n}. La posicién del elemento i después

de la permutacién o se denota como o, El conjunto de todas las permutaciones es Pn. Para cada o, sgn(o) es la

signatura de o, esto es +1 si la permutacién es par y —1 si es impar (ver Paridad de permutaciones).

En cualquiera de los 5! sumandos, el término

T

H Aim‘
=1
denota el producto de las entradas en la posicion (i, oi), donde i va desde 1 hasta n:

Al,o'l ) A2,o'2 U An,o'n-

Matrices de orden inferior

El caso de matrices de orden inferior (orden 1, 2 6 3) es tan sencillo que su determinante se calcula con sencillas

reglas conocidas. Dichas reglas son también deducibles del teorema de Laplace.

Una matriz de orden uno, es un caso trivial, pero lo trataremos para completar todos los casos. Una matriz de orden

uno puede ser tratada como un escalar, pero aqui la consideraremos una matriz cuadrada de orden uno:

A= (an)

El valor del determinante es igual al inico termino de la matriz:

det A = det (an) = ‘au‘ =a1,1

Los determinantes de una matriz de orden 2:
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a1 a2
A=
ag1 a92

se calculan con la siguiente férmula:

a1l @12
det =
a1 G922

Dada una matriz de orden 3:

ail aig
- al,la'2,2 - a],2a2,1
ag1 a2

a1 G412 Qi3
A= |an axn ax
az; 432 433
En determinante de orden 3 se calcula mediante la regla de Sarrus:

@11 G12 41z aix i1z 413
det | @21 a2 azs | = |ann azp ax| =
@31 @32 a3z az1 a3z ass

= a1,1022033+01 202 3031101 302 1032 — (@1 3829031101 202,103 3101 102303 2)

Determinantes de orden superior

El determinante de orden n, puede desarrollarse a partir de una fila o columna, reduciendo el problema al cdlculo de
un determinante de orden n-1. Para ello se toma una fila o columna cualquiera, multiplicando cada elemento por su
adjunto (es decir, el determinante de la matriz que se obtiene eliminando la fila y columna correspondiente a dicho
elemento, multiplicado por (-l)i+j donde i es el nimero de fila y j el nimero de columna). La suma de todos los

productos es igual al determinante.

En caso de un determinante de orden 4, se obtienen directamente determinantes de orden 3 que podrén ser calculados
por la regla de Sarrus. En cambio, en los determinantes de orden superior, como por ejemplo n = 5, al desarrollar los
elementos de una linea, obtendremos determinantes de orden 4, que a su vez se deberdn desarrollar en por el mismo
método, para obtener determinantes de orden 3. Por ejemplo, para obtener con el método especificado un
determinante de orden 4, se deben calcular 4 determinantes de orden 3. En cambio, si previamente se logran tres
ceros en una fila o columna, bastara con calcular solo un determinante de orden 3 (ya que los demds determinantes

estardn multiplicados por 0, lo que los anula).

La cantidad de operaciones aumenta muy rdpidamente. En el peor de los casos (sin obtener ceros en filas y
columnas), para un determinante de orden 4 se deberan desarrollar 4 determinates de orden 3. En un determinante de

orden 5, se obtienen 5 determinates de orden 4 a desarrollar, dindonos 20 determinates de orden 3. El niimero de
n!

determinates de orden 3 que se obtienen en el desarrollo de un determinante de orden n es igual a %

Por ejemplo, mediante este método, para un determinante de orden 10 se deberdn calcular I0 x 9x 8x7x6x5x4 =

604.800 determinantes de orden 3.

También puede utilizarse el Método de eliminacién Gaussiana, para convertir la matriz en una matriz triangular. Si
bien el proceso puede parecer tedioso, estard muy lejos de los 14.529.715.200 de determinantes de orden 3

necesarios para calcular el determinante de una matriz de orden 14.
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Métodos numeéricos

Para reducir el coste computacional de los determinantes a la vez que mejorar su estabilidad frente a errores de
redondeo, se aplica la regla de Chio, que permite utilizar métodos de triangularizacién de la matriz reduciendo con
ello el célculo del determinante al producto de los elementos de la diagonal de la matriz resultante. Para la
triangularizacién se puede utilizar cualquier método conocido que sea numéricamente estable. Estos suelen basarse
en el uso de matrices ortonormales, como ocurre con el método de Gauss o con el uso de reflexiones de Householder

o rotaciones de Givens.

La precisién limitada del calculo numérico produce incertidumbre en ocasiones en los resultados de este método. Un
valor muy pequefio del determinante podria ser el resultado de una matriz de rango deficiente, aunque no lo es
necesariamente. Por otra parte, para matrices casi singulares el resultado no siempre es preciso. Es necesario
comprobar el rango de la matriz con otros métodos o calcular el nimero de condicién de la matriz para determinar la
fiabilidad del resultado.

Primeros ejemplos: areas y voliimenes

El célculo de dreas y volimenes bajo forma de determinantes en espacios euclideos aparecen como casos particulares
de una nocién més general de determinante. La letra maytscula D (Det) se reserva a veces para distinguirlos.
Determinante de dos vectores en el plano euclideo

Sea P el plano euclideo. El determinante de

los vectores X y X' se obtiene con la Det (X,X,) — xys _ yxi

expresion analitica

Fig. 1. El determinante es el drea azul orientada.

z

y !

0, de manera equivalente, por la expresién geométrica
dot(X, X') = | X[ - [|X"] - sin 6

en la cual @ es el angulo orientado formado por los vectores X y X'

det(X, X') = =xy —yx
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Propiedades

* El valor absoluto del determinante es igual a la superficie del paralelogramo definido por Xy X' ( X sin € es en
efecto la altura del paralelogramo, por lo que A = Base x Altura).

* El determinante es nulo si y s6lo si los dos vectores son colineales (el paralelogramo se convierte en una linea).

* Susigno es estrictamente positivo si y s6lo si la medida del angulo (X, X ') se encuentra en ]0, 7 [.

* La aplicacion del determinante es bilineal: la linearidad respecto al primer vector se escribe

det{aX + bY, X') = adet(X, X') + bdet(Y, X")

y respecto al segundo

det(X, aX’ +bY") = adet(X, X') + bdet(X,Y")

La figura 2, en el plano, ilustra un caso

particular de esta férmula. Representa dos Dét (u+u’,v) =Det(u,v) + Dét(u’,v)
paralelogramos adyacentes, uno definido
por los vectores u y v (en verde), y otro por
los vectores u' y v (en azul). Es facil ver
sobre este ejemplo el drea del paralelogramo
definido por los vectores u+u' y v (en gris):

es igual a la suma de los dos paralelogramos

Vv

precedentes a la cual se sustrae el drea de un
trisngulo y se afiade el drea de otro Fig. 2.Suma de las dreas de dos paralelogramos adyacentes.
tridngulo. Ambos tridngulos se

corresponden por translacion y la férmula siguiente se verifica Det (u+u', v)=Det (u, v)+Det (u', v).

El dibujo corresponde a un caso particular de la férmula de bilinealidad ya que las orientaciones han sido elegidas de

manera que las dreas tengan el mismo signo, aunque ayuda a comprender el contenido geométrico.

Generalizacion

Es posible definir la nocién de determinante en un plano euclideo orientado con una base ortonormal directa B
utilizando las coordenadas de los vectores en esta base. El cdlculo del determinante da el mismo resultado sea cual

sea la base ortonormal directa elegida para el calculo.

Determinante de tres vectores en el espacio euclideo

Sea E el espacio euclideo orientado de dimensién 3. El determinante de tres vectores de E se da por

7 " '
¥y
z z

"
Y
2

_II Yy _HL_II 1,0
z

7 1"
z

P z
det(X, X' X" =y ¥ | ==z
z 7 z

— :I:ylzﬂ—l—.’ty Z+1_I/yzl_zyllzl_Ilyzll_xllyIZ-
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Este determinante lleva el nombre de producto mixto.

Propiedades

» El valor absoluto del determinante es igual al

volumen de paralelepipedo definido por los tres

vectores.

* El determinante es nulo si y sélo si los tres vectores

se encuentran en un mismo plano (paralelepipedo

"plano").

* La aplicacion determinante es trilineal: sobre todo / _

Fig. 3. Ilustracién gréfica de la trilinealidad.

det(aX + bY, X', X") = adet(X, X', X") + bdet(Y, X', X")
Una ilustracién geométrica de esta propiedad se da en la figura 3 con dos paralelepipedos adyacentes, es decir con

una cara comun. La igualdad siguiente es entonces intuitiva:

det{u + ¢, v, w) = det(u, v, w) + det(v’, v, w).

Propiedades

* El determinante de una matriz es un invariante algebraico, lo cual implica que dada una aplicacién lineal todas las
matrices que la represente tendran el mismo determinante. Eso permite definir el valor del determinante no sélo
para matrices sino también para aplicaciones lineales.

* Una propiedad fundamental del determinante es su comportamiento multiplicativo frente al producto de matrices:

det(AB) = det{A) - det(B)
Eso implica en términos de aplicaciones lineales dada la relacién existente entre la composiciéon de aplicaciones
lineales y el producto de matrices que las representan que, dadas dos aplicaciones linales % y © se tiene la siguiente

igualdad:
det(u o v) = det(u) - det(v)
* El determinante de una matriz y el de su traspuesta coinciden: det{ At) = det(A)

» Una aplicacién lineal entre espacios vectoriales es invertible si y sélo si su determinante no es nulo. Por lo tanto,

una matriz con coeficientes en un cuerpo es invertible si y sélo si su determinante es no nulo.

Matrices en bloques

Sean A, B, C, D matrices n X 1, X m,m X m,mM X 1 respectivamente. Entonces

C D 0 D

formula. Empleando la siguiente identidad

A B\ (A O\/I A'B
c D)~ \c 1J\o D-cA'B

vemos que para una matriz general

det (A 0) = det (A B) = det(A) det(D).Esto se puede ver de la formula de Leibiniz Leibniz

A B _
det (c D) = det(A) det(D — CA™'B).
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Andlogamente, se puede obtener una identidad similar con det, ( D) factorizado.!'"’

Si dij son matrices diagonales,

dll dlc det(dn) det(dlc)
det | : : = det 5 . i

dy ... dre det(d,y) ... det(d,.)

Menores de una matriz

Ademds del determinante de una matriz cuadrada, dada una matriz se pueden definir otras magnitudes mediante el
empleo de determinantes relacionadas con las propiedades algebraicas de dicha matriz. En concreto dada una matriz
cuadrada o rectangular se pueden definir los llamados determinantes menores de orden r a partir del determinante
de submatrices cuadradas de rxr de la matriz original. Dada la matriz A — [aij] :

a1 ... Q1n
A=
A1 - -« Opp

Se define cualquier menor de rango r como:

a a

i 1<igp<ig<---<i,<n
1<ji<ja<--<j,<m

1151

a a

":rjl i'r'jr

Debe notarse que en general existird un nimero elevado de menores de orden r, de hecho el nimero de menores de

orden r de una matriz mxn viene dado por:

m\ [n
oomXTn
Min; =
T T

Una propiedad interesante es que el rango coincide con el orden del menor no nulo mds grande posible, siendo el

célculo de menores una de los medios mas empleados para calcular el rango de una matriz o de una aplicacion lineal.

Notas

[1]1 E. Knobloch, Der Beginn der Determinantentheorie, Leibnizens nachgelassene Studien zum Determinantenkalkiil (Hildesheim, 1980)
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[3] C.B.Boyer, A History of Mathematics (John Wiley, 1968)

[5] M. Cantor, Geschichte der Mathematik (Teubner, 1913)

[6] O'Connor, John J.; Robertson, Edmund F., « Biografia de Matrices and determinants (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/
HistTopics/Matrices_and_determinants.html)» (en inglés), MacTutor History of Mathematics archive, Universidad de Saint Andrews,

[7] Kline, 1990, p. 796

[10] Estas identidades fueron tomadas de http://www.ee.ic.ac.uk/hp/staft/www/matrix/proof003.html

[11] Este es un caso especial de un teorema publicado en http://www.mth.kcl.ac.uk/~jrs/gazette/blocks.pdf
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