MODULO PRECALCULO
CUARTA UNI DAD

Funciones Trigonométricas Circulares.

w. . n

x"+y" =z", donde n representa 3, 4, 5,...
no tiene soluciéon”. Ultimo Teorema de Fermat.

(Después de 350 afios fue demostrado por Andrew Wiles en 1993)

4.1. Aplicacion de los Reales sobre la Circunferencia Unitaria.

Objetivos.

a) Hacer corresponder numeros reales con arcos de la circunferencia unitaria.
b) Definir un radian y expresar su equivalencia con el sistema sexagesimal.
¢) Emplear la calculadora para hacer cambios de unidades de medidas.

Puntos sobre la circunferencia unitaria.

La circunferencia unitaria de centro en el origen con ecuacion x? + y2 = 1, tiene un perimetro igual
a2 7. El recorrido de una “vuelta” completa sobre la circunferencia unitaria mide 2 7z .

Al recorrido sobre la circunferencia unitaria, par-
tiendo del punto I(1,0) en el sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj para llegar
al punto P(x,y), se le llama distancia del arco IP

con medida t > 0, tal que d (IP) =t, donde t es un
numero real positivo.

En cambio, si el recorrido sobre la circunferencia
se hace en el sentido del movimiento de las agujas
del reloj, la distancia se denota con el signo

negativo (asi convenido), d Py =-t.

2 =

I

- . -2 .

d(P)=t d(IpP)=-t

El signo de t significa el sentido: en contra (+) o a favor
(-) del movimiento de las manecillas del reloj. Una
vuelta completaest=27 6-27.

N N
NN

d(P)=r ~ 3.14 d(P)= 7/2 ~ 1.57
(media vuelta) (cuarto de vuelta)

SN

. . -9 .
d(IP)= 7/4 =~ 0.78
(octavo de vuelta)
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s e

-2 -2

P
/D
J\

-2

d (IP) =372~ -471 d IP)=-57 ~ -1571 d (IP)=137/4 ~ 1021

3TR2=-%Q2T) ST =-52Q27)

13/4(7)= 1382 7)

% de “vuelta” negativas 2 y media “vueltas” negativas 1 y 5/8 “vueltas” positivas

Si la distancia del arco recorrido es mayor que 27 = 6.28, significa que se ha dado una vuelta
completa a la circunferencia unitaria y algo mas; entonces t es igual al resto o residuo mas las n
vueltas completas que se hayan dado. Por ejemplo si t = 20, entonces t es 3 vueltas mas el residuo

de dividir 20 entre 2 7 ; 0 sea que 20=3(2 7 ) + 1.16.

El mismo punto P de la circunferencia unitaria corresponde a varios niimeros reales t como:
1.16,20,-5.12, 13.72,32.56, -17.68,... En general, t = 1.16 + 2 7z n, donde n es cualquier numero
entero y representa el numero de vueltas que se ha "enrollado" (al derecho o al revés) cada nimero
real t en la circunferencia unitaria. Pero, todos esos diferentes valores reales t se representan por un
unico punto P de la circunferencia unitaria, y todos son equivalentes:

P(t) ~ P(1.16) ~ P(20) ~ P(-5.12) ~ P(13.72) ~ P(32.56) ~ P(-17.68).
. . . . . u .

v

P

_ - _ . . 1 F
/4\*\1 x /;) \z
RNV

d (ap)= 1.16
P(1.16)= P(1.16) P(20) ~ P(1.16)

d(P)=1.16+67 ~

- N
RN

. . . -0 . .
20 d(P)=1.16-27 ~ -5.12
P(- 5.12) ~ P(1.16)

En conclusion: A cada niimero real t le corresponde un
unico punto P en la circunferencia unitaria. Al cero real le
corresponde el punto inicial I(1,0).

Pero, en cambio, cada punto P de la circunferencia unitaria
corresponde a infinitos numeros reales

t=a+27zn,n € Z. Esto se logra haciendo cada nimero
real t equivalente a @ mas n “vueltas”.

NOTA: Todo niimero real t se hace equivalente a su
residuo euclideo o al dividir t entre 2 77, asi
t=2zn+a . O seaque, todos los nimeros reales se
transforman en clases en el intervalo 0 < o <2 7, donde
infinitos nlimeros reales son representados por el mismo
punto P(« ) de la circunferencia unitaria.

v v

2 - I T 27

Todos los reales positivos se "enrollan" en la
circunferencia unitaria C siguiendo el sentido contrario
al movimiento de las agujas del reloj, y los reales
negativos se "enrollan" siguiendo el sentido del
movimiento de las agujas del reloj.
R > C (—: “se enrolla™)

t=2zn+a — P(t), dondete R,P(t)eC

Pt)~P(a)donde o € [0,27[ (~:“equivale”)
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En geometria, se sabe que la longitud t de un arco de circunferencia es directamente
proporcional a su radio r 'y a la medida del angulo central @ subtendido por el arco.

Lo anterior se expresa como: t=Kr &

Escogiendo medidas apropiadas se hace la
constante de proporcionalidad k=1,
y se tiene t=r@

y
. . e 2 - 2
y si el radio r = 1, resulta: K‘/ 1

-2

La medida de un angulo en radianes, 6 "“

subtiende sobre la circunferencia unitaria.

, es la longitud o distancia del arco que el angulo

Radian: Si sobre una circunferencia unitaria se toma un arco de medida uno, entonces subtiende un

angulo central @ que mide 1 radian, denotado por 1V .

Existen, por consiguiente, dos escalas para medir angulos: grados y radianes.
Si el arco completo de la circunferencia es subtendido por un angulo central que mide 360°,

entonces equivale en radianes a 2 7 ). Luego se tiene que
Si360° =27 " entonces 180° =7 "“", 90° =7z /2D, 45° =7 /4D .

grados 360 270 180 90 60 45 30 15 36 72

radianes | 27 372 V4 T2 /3 /4 /6 /12 /5 | 2x/5

Ejemplo 1: Para saber cuantos grados mide 1
radian o bien 2 radianes en grados, se tiene que, si
el arco y el angulo central son proporcionales, o

y'f
sea: ' '
Si 7 "“=180°

entonces  1"“'=180°/ 7 2 - 2
dedonde 1"“= 57.2957° = 57°18' : : :
20D =114.5914°=114° 36' e=1rad
. . -9 . .
Ejemplo 2: Para hallar la medida de 1° en radianes ' e

o de 5°, partiendo de la misma igualdad anterior,
se obtiene que:

180° =7 " entonces 1°= 7 "V /180 2 1
de donde 1°=0.01745 " . . »R-ﬂ/ .
5°=0.08725 "
7
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La regla para convertir grados a radianes o viceversa, no es otra que una variacion directa:
Si 180° equivalea 7 ", 1°= 7 "““/180, entonces 427° equivale a 427 7 "“" /180 =
7.4525. Pero, en estos momentos conviene el empleo de la calculadora, que nos da el
resultado con solo presionar una tecla: 427° equivale a 7.452555 radianes. La abreviatura

para 17/ es 1 Rad.

Los siguientes ejemplos fueron obtenidos con calculadora:

30ad) = 171.8873°
72.4°=1.2636""

Ejercicios 4.1

8.5 =487.0141°
192°=3.351 "

=270 = _154.6986°
653°=11.3970 "

1. En la circunferencia unitaria, localice el punto
P, si su arco IP mide:

a) /3 b)- 7/4 c)3rx
d)-57 e)5 )8
g)-20 h) - 13.56 i) 30.5

2. Si el punto P en la circunferencia unitaria,
corresponde al arco IP dado. Escriba este mismo
P con su arco en el recorrido opuesto:
a)2r/3b)-Tx/5 c) -5xm/4

d)-7/2 e) 5 f) -8

3. Para los siguientes valores de t, dé otro valor
equivalente realizando la accion indicada:

a) /4,1 vuelta (+). b)- 7 /3,2 vueltas (+)
¢)-3m/2,1vuelta(-) ¢)7x/2,2 vueltas (-).

4. Dé «, si escribe el arco en la forma:
at2zn, e [0,27[,n=0,%1, £2

a) *57/2 b) + 7x7/3 c)t9x /4
d 8 e) t3x/4 Ht 12

5. Dé la medida exacta en radianes (multiplos o
fracciones de 7 ) para:

a) 180° b) - 90° ¢) 270°
d) 300° ¢) - 450° f) 15°

6. Empleando 7 = 3.1416 o bien la calculadora,
escriba la medida en radianes (aproxime a las
milésimas) para:

a) 150° b) 270° ¢) - 90°
d) - 40° e) 210° f) - 120°

7. D¢ la medida en grados, minutos y segundos
de las siguientes medidas en radianes:

a)27r/3b) 7/4 c)Sxm/2
d)2.5 e)-5.32 -7

8. En una circunferencia de radio 18 cm. indique
la longitud del arco subtendido por un angulo
central @ de medida igual a:

a)2 b) (-7 /6) "

¢)90° d) - 150°

Sugerencia: la longitud del arco t =r@ .

9. Si el arco de la circunferencia mide 12 cm.
¢cual es el radio de la misma, si el angulo central

mide:

2)0.75"Y 1) 17D ¢)-120°  d)270°
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4.2 Funciones Trigonométricas Circulares.

Objetivos:

a) Asignar a todo punto de la circunferencia unitaria un par orvdenado de

numeros que verifique su ecuacion.

b) Definir las funciones trigonométricas circulares de la medida del arco de la

circunferencia unitaria.

¢) Emplear la calculadora para obtener valores de las funciones trigonométricas.

Al lanzar una piedra al rio se forman circulos, cada uno mas grande que el anterior, hasta
perderse; aqui decimos que hay propagacion por medio de ondas. En Fisica todo lo que se
propaga por ondas, como el sonido, la luz, electricidad, etc., tiene relacion con las
funciones circulares: seno y coseno y las demas funciones, que son resultado de
operaciones algebraicas de €stas. En esta seccion trataremos las operaciones, ecuaciones,
graficas y aplicaciones de estas funciones trigonométricas circulares.

En la circunferencia unitaria x2 + y2 =1, a todo punto P extremo de un arco de la
circunferencia de medida t (con sentido positivo o negativo) corresponde una pareja de ni-
meros (X, y), coordenadas del punto P(t), que verifica la ecuacion de la circunferencia

unitaria.

Es decir, a todo arco t en la circunferencia
unitaria se le asigna una pareja (X, y) que
verifica la ecuacion de la circunferencia, asi
t—>Xy), te R,talque x2+y2=1

Ejemplos:
143 2 2
a) 7m/3—> (} ,7) tal que (%) +(§) =1
b) 140° equivale a 2.5 Rad., entonces
25—>(-0.8,0.6) t.q.(-0.8)2+(0.6)2=1

c)-57/2 > (0,-1) talque 02+ (-1)2=1

g,

. i
B
x
2 —H
. . A(n/3)
7 miz2.%)
C{=5m/2)

-2

t > P(t) = (x(t), y(t)), dondet € R
cumple que [x(t)]” + [y(t)] =1
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1. Definiciones de las funciones Seno y Coseno.

A partir de que a cada arco t de la circunferencia unitaria le corresponde un punto P(t) y a
cada punto una pareja de coordenadas (x(t), y(t)) de nimeros reales, entonces se definen
dos nuevas funciones: la abscisa x(t) es la funcioén coseno de t, y la ordenada y(t) es la
funcioén seno de t. Asi,

X:t — coseno t, se abrevia cos t y:t— senot, se abrevia sen t

En la circunferencia unitaria, las coordenadas del punto P(t) son:
x(t)=cost,dondete R, -1 < cost< 1
y(t)=sent,dondete R, -1 < sent < 1

tal que cumplen que cos2t + sen2t =1

Ejemplo:
El arco t =77 /3 en la circunferencia unitaria, tiene
como extremo el punto P de coordenadas

' ' L
(Y2, 2+/3 ) que corresponden a los valores de las : :
funciones: o # _ 1, 7 _ 3
3 2 3 2

tal que [COS 1J2+( ﬂjzzl
3 3

sen —
cumplen que (sz . [ﬁ]
2 2

x(t
=1 yit)
ol

2. Definicion de la funcion Tangente:
La funcion tangente de t, se abrevia tan t y se define como el cociente de la funcion sen t
dividida por la funcién cos t, si cos t # 0.

sen.t .
tan.t = , sicostz0
cos.t

Geométricamente, en la circunferencia unitaria, se interpretan los valores de las funciones
anteriores, por medio de los lados de los triangulos rectangulos AOMP y A ORQ:

En el triangulo OMP de la circunferencia, ' R ' q
cost=0M P
sent=PM : - LB/

y siendo el A OMP semejante al A ORQ, . f : J x
entonces PM_ _ OR _ sen .t  OR -2 -1 o M 4R 2
oM OR cot ¢ 1 , /

_1'
tant= QR
-2
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3. Definiciones de las otras funciones circulares: las funciones reciprocas.

Ademas de las funciones seno t, coseno t y tangente t, llamadas funciones trigonométricas
circulares directas, existen otras funciones, que son las reciprocas o inversas (inversas
con respecto a la operacion de multiplicacion de fracciones o razones) conocidas como:
cotangente t, secante t y cosecante t, que son respectivamente las reciprocas de tangente t,
coseno ty seno t; se abrevian como cot t, sec ty csct. Y se definen de la siguiente manera:

cot.f = ,sl tant #0 < cott xtant=1
tan.z

sec.t = ,81 costz0 < sect xcost=1
cos.t

csc.t = ,sisent#0 < csctx sent=1
sen.t

Ejemplo: Sisen t=4/5,y cos t =3/5, entonces tan t = sen t/cos t = 4/3. Luego las
funciones reciprocas seran: cot t = 3/4, sec t = 5/3 y csc t = 5/4, que se obtienen al calcular
los inversos de 4/3, 3/5 y 4/5, respectivamente.

Nota: Si geométricamente en la circunferencia unitaria, seno t se representa por la
ordenada del punto sobre la circunferencia y coseno t por la abscisa. El valor positivo o
negativo de la funcion dependera del cuadrante donde se ubique el arco.

v
Todas las funciones son positivas en el I Cuadrante II I

Sen ty csc t son positivas en el Segundo Cuadrante sent
Tan ty cot t son positivas en el Tercer Cuadrante
Cos ty sec t son positivas en el Cuarto Cuadrante

Nota: Como una ayuda a la memoria, asocie la inicial de la
funcion con la inicial del cuadrante, sen t con segundo
cuadrante, tan con tercer cuadrante,... y sus reciprocas. : : —2

Valores de las funciones Trigonométricas: En una circunferencia cualquiera de

radio r, un arco t se calcula con la formula t =r@ ““*; y para una circunferencia unitaria la
formula es t =6 "““ . Pero para fines practicos, se suprime "““’ y sea hace, simplemente t

=@, para cualquier nimero real t en dicha circunferencia unitaria.
Ejemplo 1: El valor de sen 2 es lo mismo que sen 2"*? | pero diferente de sen 2°. Comprobando
con una calculadora, presionando las teclas correspondientes, resulta:

Sen 2 =gen2=0.9092 diferente de sen 2° =0.03489.
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Ejemplo 2: Los siguientes valores fueron
obtenidos con calculadora:

sen 5.32 = 0.82101
cos 5.32= 0.57091
tan 5.32 =-1.43809

sen 5.32° =0.09272
cos 5.32° =0.99569
tan 5.32° =0.09312

Ejemplo 3: Para calcular las funciones inversas: cot
t, sec t, csc t, primero se calcula su funcion directa
y después se presiona la tecla de x™.

Para calcular sec 5.32°,
primero se calcula cos 5.32° =0.99569
luego se presiona la tecla de x™,
y resulta sec 5.32° = 1.00433.

Ejercicios 4.2

1. Determine en la grafica las coordenadas de
A,B,C,D _
. oy

2. Verifique si los puntos A(0.4, 0.92),
B(-0.5, 0.866), C(-0.714, -0.7), D(0.6, -0.866),
E(-0.16, 0.9) estan en la circunferencia unitaria.

3. Con el cateto correspondiente del triangulo rectan-
gulo dibujado en el circulo unitario represente el valor
de cada una de las funciones siguientes:

sen 2, cos 4, tan 8, sen 70°, cos 70°, tan 220°.

4. En las siguientes figuras de circulos unitarios
(tracelos con radio a escala de 2 cm.)

-
\

-2 e

D

_
R

iii) )

y del arco en radianes.
b) De los valores aproximados: cos t, sent y tan t.

5.Sit=35,6,-7,-8, entonces localice el punto
correspondiente en la circunferencia unitaria y con la
calculadora halle los valores de sen t, cos t, tan t,
cott,sect,csct.

6.Sit=130°,400°,-510°,-1200°, entonces localice

con la calculadora halle los valores de
sent, cost, tant, cott, sect, csct.

7. Con la calculadora halle los valores de sen 1.9,
tan 0.43, cos(-15.7), sec 20°, csc (-600°),
cot (- 153°)

8. Indique en que cuadrante localiza t si:

a)sent>0,cost<0
c)sent<0,tant>0

b)sent<0,cost>0
d)cott>0,sect<0

9. Verifique si son posibles los siguientes pares de
valores como coordenadas de puntos de la circunfe-

rencia unitaria:
a) cost=l, sent=&
5
b) cost=_1, sent= V13
4 4
c)cost=_1, tant=£
2 3
d)ycost=_ =, cott==

a) De el valor aproximado del angulo central en grados

el punto correspondiente en la circunferencia unitaria y
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4.3 Valores de Funciones Trigonométricas para Arcos Importantes.

Objetivo:

Calcular los valores de las funciones trigonométricas para ciertos arcos importantes.

Para algunos multiplos y submultiplos del arco completo de la circunferencia unitaria,
como:4rx,2x, m,m, /3, x/6,...y sus negativos, se obtienen valores de las funcio-
nes trigonométricas relacionando los elementos de algun triangulo que logra formarse
dentro de la circunferencia con el punto terminal del arco, el centro de la misma y otro

punto de la misma circunferencia, asi:

Valores de Funciones Trigonométricas para:

/4, ©/3, 7/6

Para calcular las funciones trigonométricas
cuando t = 7 /4, se traza una circunferencia
unitaria y se localiza el arco t con punto final P,
que se halla en la recta y = x, y por lo tanto,

P tiene sus dos coordenadas iguales:

x2+x2=1 — 2x2=1 . x=+~/§
T2

Luego, las coordenadas son:

P(7/4)=(2 12, 2 12)

El valor de cada funcion directa esta relacionada
con las coordenadas de P, asi:

funciones /4 P(7/4)
Sen( 7z /4) V2 ordenada de P
2

abscisa de P

Cos(7 /4) J2

2
Tan( 7z /4) 1 cociente de ambas

: N . :
A(3n/e) pimsa)
/‘/’4\\ x

2 o 2
. B Snf_a;\':\_‘/é?nféi .

-2

Para puntos simétricos en los otros cuadrantes, se
tienen los valores:

t 3x/4 Sr/4 T7/4
sen t J2 2 -2 2 -2 2
cos t -J2 2 -2 2 J2 2
tant -1 1 -1

Para calcular las funciones trigonométricas
cuando t =7 /3, se traza una circunferencia
unitaria y se localiza el arco t con punto final
P, que unido por segmentos de recta con los
puntos (0,0) y (1,0) forma un tridngulo
equilatero de lado 1.

La altura h del vértice P al eje X, se calcula
aplicando el teorema de Pitagoras, asi:

(op+he=1 = =3, -~ h=2L
Luego, P(ﬂ/3)=(%,§).

Al 4n3/‘/*
5 K,\
.  B{d4n/f3)

| [
a
a i
i 0] : H
H
l.I.J.
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El valor de cada funciéon directa esta relacionada
con las coordenadas de P( 7z /3), asi:

Para puntos simétricos en los otros cuadrantes,
se tienen los valores:

funciones /3 P(7 /3)
Sen (7 /3) A3 ordenada de P t 2713 4rz/3 57/3
’ sen't BB -3 | -BR
Cos (7 /3) 1 abscisa de P cost 12 12 12
tan t
Tan (77 /3) A3 cociente de ambas an -3 V3 -3

Para calcular las funciones trigonométricas
cuando t = 7 /6, se traza una circunferencia
unitaria y se localiza el arco con punto final P.

Ademas, se traza el arco - 7 /6 con punto inicial
(1,0) y final Q. El triangulo OPQ es equilatero de
lado 1. Entonces, las coordenadas son

P(r/6)= (L, 1)

El valor de cada funcion directa de 7z /6 esta
relacionada con las coordenadas de P( 7z /6), asi:

T
B{Tn/6}

. . g . .
A(5n/4) BaiE)
x

. : -9 :
Para puntos simétricos en los
tes, se tienen los valores:

otros cuadran-

funciones /6 P(7/6)

Sen( 7 /6) % ordenada de P
Cos( 7 /6) g abscisa de P

Tan( 7z /6) 3 /3 cociente de ambas

t 57/6 Tr/6 117/6
sen t 12 -1/2 -1
cos t 32 NEY)) 32
tan t VY NV B ENEYC

Valores de Funciones Trigonométricas para Arcos con puntos terminales sobre los

ejes coordenados X e Y.

La circunferencia unitaria en el plano cartesiano
tiene las intersecciones con los ejes coordenados
en los puntos (1,0), (0,1), (- 1,0) y (0, - 1).

Estos puntos corresponden respectivamente a los
puntos terminales de los arcos, en sentido
contrario a las manecillas del reloj, con medida 0,
/2, 7,3 7/2,2r radianes; o bien a los arcos,
en el sentido de las manecillas del reloj, indicados
por-7/2,-m,-37/2,-2 7,y sus respectivos
multiplos.

it
: Almf2
E'Zni/ B{D)y *
2 = 2
‘o{3n/2
-
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arco t -2z 32 - -2 0 /2 a 3z2 | 27
sent 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0
cost 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1
tant 0 o] 0 - © 0 0 0 -0 0
Ejercicios 4.3
1. Dado el valor de t, localice el punto y complete el siguiente cuadro:

arco t Arm/3 | Ax/3 | Tx/6 | -x/6 | 11x/4 | -135° 240° 450° | 540°

sen t

cost

tan t

2. Grafique los siguientes puntos y dé el valor de sus arcos en radianes y en grados, partiendo
del punto I(0) = (1,0) en el sentido positivo y negativo.

A() = (2 /12, -2 2)B(t) =(-1/2, 73 /2) C(t)=(-~/3 /2, 112)
D(t) = (/3 /2, -1/2) E(t) = (-0.707, 0.707) F(t) = (0.5, 0.866)
G(t) = (-0.5, -0.866) H(t) = (0.866, -0.5) J(t)=(0, - 1)

4.4 Simetrias de Algunos Puntos en la Circunferencia Unitaria.

Obyjetivo:

Calcular en la circunferencia unitaria, las coordenadas de un punto simétrico a

otro, conociendo las coordenadas de cualquiera de los dos.

Todo punto de una circunferencia tiene otro punto simétrico respecto al Eje X, o al
Eje Y, o al origen, o a la recta y = X, en particular. En general, una circunferencia es
simétrica respecto a cualquier eje o recta que pase por su centro. El calculo de las

coordenadas de un punto se facilita cuando se conocen las coordenadas de su simétrico. Se

estudiaran las simetrias mas importantes de la circunferencia unitaria, como:
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1. Simetria con respecto al Eje X: Un punto cualquiera P de la circunferencia

unitaria tiene un punto A simétrico con respecto al eje X.

Si P corresponde al arco t entonces su simétrico
respecto al Eje X es A que corresponde al arco —t.
De manera que,

Si P(t) =(cos t, sent) entonces

A(-t)=(cos (- t), sen (- t)).

De la grafica se deduce que
cos (-t)= cost = costesuna funcion par.

sen (-t)=-sent —> sent es una funcién impar

o sea que las ordenadas son de signo opuesto.

Ejemplo:

Si A(- 30°) es el simétrico de P(30°) con respecto al Eje
X, entonces
cos (-30°)= cos 30°= 0.866
sen (-30°)=-sen 30°=-0.5
0 sea que A =(0.866, -0.5)
es simétricode P =(0.866, 0.5)
respecto al Eje X: sus ordenadas son opuestas.

2. Simetria con respecto al Eje Y: Un punto cualquiera P de la circunferencia

unitaria tiene un punto B simétrico con respecto al eje Y.

Si P corresponde al arco t entonces su simétrico
respecto al Eje Y es B que corresponde al arco
7 -t. De manera que,

Si P(t) =(cost,sent), entonces

B(7z -t)y=(cos (7 -t),sen (7 -t)).

De la grafica se deduce que
cos(m -t)=-cost
sen (7 -t)= sent
o0 sea que las abscisas son de signo opuesto.

-2
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Ejemplo:

SiB(150°)=B(180° - 30°) es el simétrico de P(30°) : Ty T

con respecto al eje Y, entonces

cos (150°) =cos ( 180° -30°) ; ; ; _
=-¢0s 30°=-0.866 MCLRARN >\p-_ 30°)

sen ( 150°) =sen ( 180° - 30°) 1 : x

= sen30°= 0.5 2 = 2
0 sea que _ _ _ _

B = (- 0.866, 0.5) es simétrico de P = (0.866, 0.5)
Donde sus abscisas son de signo opuesto.

3. Simetria con respecto al Origen: Un punto cualquiera P de la circunferencia unitaria
tiene un punto C simétrico con respecto al origen.

Si P corresponde al arco t, su simétrico respecto
al origen es C que corresponde al arcot+ 7. De ' B
manera que,
SiP(t) =(cos t, sent) entonces : : :
Ct+z)=(cos(t+m),sen(t+)) K P(t)
! x
De la grafica se deduce que 2 - ‘
cos(t+m)=-cost o
sen(t+7)=-sent, ' ' '
o0 sea que sus coordenadas son de signos
opuestos - : -2
Ejemplo:
y -~
Si C (Z£ )= C(£+7) es el simétrico con respecto al
origen de P(£ ), entonces, T :
Binf6)
{ ! Y
7 — pd — — k T :
cos(“¢-) =cos(f+x) =-cos(¢) =-0.866 5 Y ] >
sen (X&)=sen(£+7x) =-sen(%Z) =-0.5 cilm/E)% 4
o C(L2)=(- 0.866, - 0.5) es simétrico al origen de i
P (£)=1(0.866,0.5). .
0 sea que sus coordenadas son de signos opuestos.
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4. Simetria con respecto a la Recta A : Un punto cualquiera P de la circunferencia
unitaria tiene un punto D simétrico con respecto a larectaA:y =x.

Si P corresponde al arco t, su simétrico respecto a ' : vy
y =Xx es D que corresponde al arco 77 /2—t. De
manera que,

Si  P(t)=(cost,sent) entonces

D( 7 12—t) = (cos (7 /2—t), sen (77 /2— 1))

De la grafica se deduce que 2 _E\
cos (7£/2—t)=sent e
sen (7 /2—t)=cost

O sea que se invierte el orden de la pareja.

-
Ejemplo:
&
SiD (%) =D (% —%) es el simétrico con respecto a la Y
; : D{m/3)
rectay =x, de P (%’), entonces & S ,Ef :
x P{ /6
cos(5) = cos (5) =senlE) - 3
-2 = i 2
5)- ol ) -nlt)- 2
sen{3) =sen\3 =) =coslg) = 75 ; dicaf
o sea que D es simétrico respecto ay =x de P:
1 . 1 : ; =
D:(E,%) esmversodeP:(g,E) 2

Otras Particularidades: Se obtienen otros puntos relacionados con P(t), si al arco t se le
suma o restar/2. Ya tratamos los casos de sumar o restar 2 7 6 7. Ejemplifiquemos:

v 1= i i i i v

BN A

) . . . . -

E(t+Z)=(cos(t+7),sen(t+75)) F(t-%) =(cos(t-Z),sen(t- %))

cos(t+%)=-sent, sen(t+%) =cost cos(t- 5) =sent, sen(t- 5 )=-cost
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Ejemplos:
: b ; :
a) Para calcular cos% TT se expresa ¥ [
. . Aim/3) . 29
COS%”:COS(g-l_%) =-sen § :'g B'35m’5/4\\ Q* : P(0.43
x AR S
b) Aproximando /2 a 1.57 y empleando la 2 _k 4/{ 2 2 4 i 2
calculadora compruebe que : : : e
sen 2 =sen (0.43 + 1.57) = cos 0.43 =091
cos 2 =cos (0.43 + 1.57) =-sen 0.43=-0.42 -z : -2
a) b)
Resumen de las operaciones indicadas:
(24 t -t -t t+ 7 t-m %—t t+% t—%
Ccos O cost cos t -cost -cost -cost sen t -sent sen t
sen & sen t -sent sen t -sent -sent cost cost -cost

Ejercicios 4.4

2 2]

v
5 g . : .P;___ . .1_._'.». :
L
X { | x

fig. 1 . fig.2

1. En la fig. 1, si el arco IP mide t = 0.82 con
P(0.82) = (0.68, 0.73) y si los puntos A, B, C son
simétricos de P, entonces halle:

a) los arcos IA, IB, IC.
b) las coordenadas de los puntos A, B, C.

2. Enla fig. 2, si el arco IP mide t = 0.5 con
P(0.5) =(0.88, 0.48) y si los puntos Q, R, S son
simétricos de P, entonces halle:

a) los arcos 1Q, IR, IS.
b) las coordenadas de los puntos Q, R, S.

3. SiP(1) = (0.54, 0.84), escriba el arco dado
comot=1+ 7,0comot=1+ 7/2 segun sea el
caso, donde 7z = 3.14, y halle el valor de cada
funcién a partir de P(1):
a)sen 4.14 b) cos 2.57
d)sen (-2.14)  e)sen (-0.57)

c) cos (-2.57)
f) cos 0.57

4. SiP(40°) =(0.77, 0.64), escriba el arco dado
como & =40° £ 180°, 0 como

6 =40° = 90° seglin sea el caso, y halle el valor
de cada funcion a partir de P(40°):

a) sen 220° b) cos 130° c) sen (-50°)

d) cos (-140°) e)sen (-140°) f) cos 220°

5. Aplique la paridad de la funcién para com-
probar que:

a)cos (t- 7)) =cos(5-1)
b)cos(t- 7) =cos(x -t)
c)sen(t- 5) =-sen(5 -t)

b)sen(t- 7)=-sen(7x -t)
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4.5 Formulas de Operaciones con Argumentos de Funciones Circulares.

Objetivos:

a) Obtener formulas para la suma y diferencia de arcos angulos.
b) Deducir las formulas para el arco doble y para el arco mitad.

Funciones Lineales (con definicion) son las que cumplen las condiciones de linealidad,

tales que:
1) f(a+b)=1f(a) + f(b)

2) f(ca)=c f(a)

Pero las funciones trigonométricas no cumplen
estas condiciones de linealidad, porque
sabemos que
cos(x + m)=-cosx diferente de
cos(x+ ) # cosx+cos

Ademas se sabe también que
sen (x+Y2m)=cosx diferente de
sen (x+'%27m) # senx+sen V2w
y que cos2m =1,noesigual a
2cosm =2(-1)=-2

1. Férmulas de la Suma y de la Diferencia de Arcos.

Pero si las funciones trigonométricas no son lineales, se tienen formulas para dar el
resultado de expresiones como sen (A + B), cos (A + B), cos 2A, sen 2A, tan 2A y otras.
Empezaremos dando, sin demostrar, la formula del coseno de la diferencia de dos arcos o
angulo A y B (por tradicion se usan A y B en lugar de t)

cos (A - B) =cos A cos B +sen A sen B

Ejemplo:

Aplicando la férmula, se tiene que

cos(A - V2t )=cos A cos Var+sen A sen Vo 1r
=cosA-0+senA-1

~cos(A-"2mr)=sen A

De la formula de la izquierda se deduce el
coseno de la suma de A y B, escribiendo:
cos (A +B)=cos [A - (-B)]

=cos A cos(-B) + sen A sen (-B)
pero cos (-B) =cos By sen (-B)=-sen B
entonces
cos (A + B)=cos A cos B -sen A sen B

De estas formulas se deducen también el seno de la suma y de la diferencia de A y B.
Aplicando las igualdades cos (x -7/2) =senx y sen (X - 7/2) = - cos X, se tiene:

a)sen (A +B)=cos [(A+B)- /2]

=cos [A+(B-7/2)]
=cos Acos (B- 7/2)-sen Asen(B- 7/2)
=cos A sen B - sen A (- cos B)
entonces se escribe en un mejor orden asi:
sen (A + B) =sen A cos B+ sen B cos A

b) Se deduce la férmula de sen (A - B), a partir
de la formula de la suma, asi:
sen (A - B)=sen [A + (- B)]
=sen A cos (- B) +sen (- B) cos A
entonces, valorando las funciones de - B,
sen (A - B) =sen A cos B - sen B cos A
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Ejemplos: Calcular
Sz — z n
a) sen<5=sen (% + %)
= z z z z
=sen% cos4 +sens cosZ

.£+ N2 A3 de donde
2 2

2

=1
2

sen=% = %(1+\/§)

b) cos 15° =cos (45° - 30°)

cos 45° cos 30° +sen 45° sen 30°
2 A3 2 1, dedonde
2

_— =
2 2

cos 15° = %(\/g+l)

L
2

Al final vamos a deducir la férmula para tan (A + B) a partir de su definicion, asi:
tan( A + B) = sen(A+ B) _ send cos B + senB cos 4

cos( A4+ B) ~ cos Acos B — sendsenB

dividiendo todos los términos de la tltima fraccion por cos A cos B:

senAcos B senBcos A send senB
__ cosAcosB cosAcosB __  cosA cos B
cos Acos B __ _senAsenB

1— send | senB
cosA cosB

cos Acos B cos Acos B

sustituyendo por la definicion de tangente, se tiene que

tan(A+ B) = tan 4 +tan B
1—tan Atan B

2. Formulas del Arco o Angulo Doble

sen 2A =2 sen A cos A

tan(4 - B) =

tan 4 —tan B
1+tan Atan B

porque sen (A + A) =sen A cos A +sen A cos A.

cos 2A =cos2 A -sen2 A porque cos (A+A) =cos A cos A -sen A sen A.

2tan 4

tan2A:—2
1-tan” 4

porque tan(A + A) =

tan A + tan A
1—tan A4-tan 4

Ejemplos:
a) Para calcular tan 10 si se conoce tan 5 = - 3.38,
entonces

2tan 5
tan10 = tan 2 x 5 = ———0>
l-tan?5

L 2(-338) =676 e
1-(-3.38) —10.42

b) Para calcular cos 90° conocido cos y sen de 45°,
entonces

cos 90° = cos (2x45°) =cos2 45° - sen2 45°
=(0.707)2-(0.707)2=0

3. Férmulas del Arco o Angulo Mitad.

Sabemos que |cos?2 A +sen2 A =1 ‘y que ‘cos 2A =cos? A -sen? A | entonces se
sustituye en la segunda igualdad sen? A 6 cos? A por su formula equivalente de la
primera: sen2 A=1-cos?2 A, cos2 A=1-sen? A, y se obtiene la formula de las
funciones circulares para el angulo (o arco) mitad:
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cos 2A =cos? A -sen? A Ejemplo:
cos 2A =cos? A - (1 - cos? A) Sicos45°= L/2 entonces cos 22.5°, sen 22.5°

cos 2A =2cos? A - 1 se calcula aplicando la férmula anterior:

V2
De donde despejando cos? A se tiene cos 22.5° = /1 t S L0924
cos? A =(cos 2A + 1)/2, relacion de A con 2A. 2

1 — 4 [licosd 1 — + [l=cosd l_ﬂ
cosy A =%=5 seny A=4=5 sen22.5° = || =+ = 0.383

Ejercicios 4.5

1. Compruebe con la calculadora que:
a)sen S5 # sen2 +sen3 b)cos 4.5 # cos2+cos2.5 c¢)tan7 # tan 10 - tan 3
d)cos3 # cos4.2-cos 1.2 e) sen6 # 2sen3 f)cos9 # 3 cos3

2. Aplicando las féormulas, calcule expresando con radicales:
a) sen£ = sen(%+%) b) cos& =cos(5 — £ ¢) sen’s = sen(5—%)

d) tan3% = tan(% + £) e) cosIZ =cos(Z£+%) f) taniZ = tan(% + %)

3. Reduzca la expresion a una funcion de x aplicando las formulas (compare con la seccion 4.4):
a)ysen (X £ ) b) sec(x £ 1) c) tan(x £ )
dyesc(x £ 5 e) cos(x £ & f) cot(x £ %

4. Compruebe suponiendo x = 4:
a)sen2x # 2senx b) cos 3x # 3 cosx ¢) 2 sen 2x # sen X
d) 2cos X # cos 2 x e) 4 tan Vax # tanx f) tan 3x # 3tanx

5. Sisen x =3/5y cos x = 4/5, entonces calcule:
a) sen 2x b) sec 2x ¢) tan 2x d) cos 1 x e) cse 1 x

6. Sisenx =-4/5y cosy=5/13 y si x esta en el tercer cuadrante y y esta en el cuarto cuadrante,
entonces halle los valores de

a)sen(x+ty), b)cos(x-y), c) sen 2x, d) cos 2y, e)tan 1 x.

7.Sisenax =0.8ycos f =-0.5,ysi estd en el segundo cuadrante y £ en el tercer cuadrante,
entonces halle los valores de:

a)sen(a - f) bycos(a+pf) ctan(a+pf) dysen2pf e) cos V2 3

8. Encuentre la funcion trigonométrica de un solo niimero (aplique las formulas):

tan3.5+tanl1.6
a)sen 5 cos3-sen3cosS b) cos 16 cos 9 + sen 16 sen 9 €) T—tan3.5tanl 1.6

d)cos21 cos83-sen2lsen83 e)cos?5-sen?5 ) 2 sen 8.6 cos 8.6

9. Razone por qué siempre cos 2A + 1 es positivo o cero, y por consiguiente se puede extraer raiz
cuadrada. Igual sucede para 1 - cos 2A.
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4.6 Identidades Trigonométricas Circulares

Obyjetivos:

a) Definir una identidad y su dominio
b) Transformar formulas complicadas en otras equivalentes y mas sencillas.

Una expresion trigonométrica complicada puede transformarse, mediante cambios por
formulas equivalentes, en una expresion sencilla y de gran utilidad para los calculos.

En esta seccion siguen siendo importantes las formulas estudiadas para la circunferencia
unitaria, sobretodo la llamada identidad pitagorica: sen? x + cos? X = 1, cierta para todo x
real, la definicion de tan x = sen x/cos X, si cos x # 0y todas las formulas que se deducen
de estas igualdades, como las siguientes que parten de la

Identidad Pitagorica: sen? x + cos? x = 1, entonces

a) tan2x+ 1 =sec2x, que se obtiene b) cot2x + 1=csc2x, que se obtiene

Al dividir la identidad pitagorica por cos?2x # 0 Al dividir la identidad pitagérica por sen?x # 0
son’ 2 .. , 2 2 .. ,
sary 4 cosx — Ly qustituir por su formula senx y costx — Ly gustituir por su formula
Cos™ x Cos™ x Cos™ x sen-Xx sen-x sen-x
tan’x + 1 =sec’x 1+cot’x=csc’x

Una igualdad como (1 +sen x) (1 —sen x) = 1 - sen” x, que es cierta para todos los valores
reales de la variable x en ambos miembros, es llamada una identidad trigonométrica. La
comprobacion de estas identidades depende de las definiciones de las funciones o férmulas
trigonométricas y de las operaciones algebraicas.

. l1—cos2x __ .
Como ejemplo comprobaremos que —,,>5 = tan X, sisen 2x# 0.
l-cos2x _ 1 - (cos * x — sen *x) B (1-cos* x)+ sen *x B sen *x + sen *x B 2sen *x
sen 2x 2sen .x cos .x 2sen .x cos .X 2sen .x cos .x 2sen .x cos .x
sen.x
= = tan .x
COS .X

De esa manera se comprueba o demuestra la igualdad, verificandose la identidad o
equivalencia de ambos miembros, que es cierta para todo x siempre que sen 2x # 0.

Definicion de Identidad: Una identidad es una igualdad de formulas que son verdaderas
o se verifican para todos los valores de su dominio.
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El método para demostrar o comprobar una identidad consiste en:
1. Determinar el dominio comun para ambos miembros de la igualdad, que seran los
reales exceptuando los valores prohibidos para la variable x.
2. Hacer las operaciones algebraicas en el miembro mas complicado.
3. Sustituir los términos por formulas equivalentes.

Nota: Hay que tener cuidado al utilizar operaciones que conduzcan a férmulas no equivalentes.
En particular, hay que tener cuidado con elevacion al cuadrado de ambos miembros o la

extraccion de raiz cuadrada.

De la identidad cos?x + sen?x = 1
se deduce que sen?x = 1 - cos?x.

sen.x = +4/1—cos® x

El doble signo ubica al arco x en todos los
cuadrantes del plano.

Luego,

Otra forma correcta de escribir sen x es
|sen.x| =+/1—cos’ x

En cambio si se escribe como positivo

sen.x =+1—cos’ x

solo se esta refiriendo al arco x del [ y 1T
cuadrantes del plano.

Ejemplos de demostraciones de otras identidades:

senx

1+ cos x
a) + = 20CsC .X >
senx 1+ cos x
Primero, el dominio son los reales menos los valores

donde sen x =0y (1 + cos x) = 0.

Segundo, efectuar la suma y simplificacion en el ler.
miembro, al final sustituir por su equivalente:

14cos.x senx _ (14cos.x)*+sen’x __ 1+2c0s.x+(cos’ x+sen’x)
sen.x I+cos.x — sen.x(1+cos.x) sen.x(1+cos.x)
1+2cos.x+1 2(14cos.x) 2
~ sen.x(l+cos.x) ~ senm.x(l+cos.x) ~ semx 2csc.x

b) sen2x+2005x—1_ 1

2+cos x—cos’>x l+secx
Primero, el dominio son los reales menos los valores
donde se anulan los denominadores.

Segundo, hacer sustituciones en el 1er. miembro:

sen’x+2cos x—1 — (1—0052 x)+2cosx—1 — 2c0s x—cos> x
2408 x—c0s” X (1+cos x)-t—(l—cos2 X) (I+cos x)+(1+cos x)(1-cos x)

cos x(2—cos x) _ cosx(2—cosx) _ cosx C0s X/ COS X
T (I+cos)[1+(1-cosx)] ~ (I+cosx)(2—cosx)  l+cosx _ (l+cosx)/cosx

1 3 1
L 4+1 1+secx

cos x

Ejercicios 4.6

Demuestre las siguientes identidades, determinando su
dominio previamente:

L. cos(% + x)+ cos(% - x) =2 cosx
) sen(mr—x)

l+cosx

—cot(r —x)=cscx

3. [cos2 x—sen(m + x)sen(m — x)lsen(;z —Xx) = senx
4.1-cos2x=2sen?x
5. ool — cot x

1+tan x

tanx
6. 2= = senx
7 Senxsec x

_ 2
“Tanx+coty  SEN X

1-senx _ _cosx
cos X 1+senx

9.cos(x +y)cosy+sen(x +y)seny=cosx

10. senx (cotx +csc x) =1+ cos x

11. sen 2x tan x =2 sen? x

12. cot X sen 2x - 1 = cos 2x

13. 1+ cos 2x =2 cos2 X

14. cos® x - sen* x = cos 2x

15. sen 4x cos 2x + sen 2x cos 4x = 2 sen 3x cos 3x
16. tan x (1 + cos 2X) = sen 2x

17. 4 cos? x - 4 cos* x = sen? 2x

18. tan 2x (1 + cos x) = sen x
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4.7 Graficas de las Funciones Trigonométrica Circulares.
Objetivos:

a) Definir las funciones periodicas.
b) Graficar las funciones trigonométricas
¢) Analizar sus grdficas: Intersecciones con los ejes, discontinuidades, asintotas,
intervalos de crecimiento y de decrecimiento, valores mdximos y minimos,
paridad, y otros.

Las graficas de las funciones sen t y cos t son de forma "ondulada", o mejor son curvas u
ondas sinusoidales que se repiten indefinidamente, es decir son periodicas. Estas
sinusoides son importantes en las ciencias, tanto en las naturales como en las sociales.

Funcién Periddica:
En lenguaje familiar, una funcion es periddica cuando sus valores (o grafica) se repite cada
cierto “intervalo”. De manera formal daremos la siguiente definicion:

Definicion: Una funcion no constante f(x) es una funcion periodica si para todo x real,

X =a+ pn, entonces f(x) = f(a + np) = f(a), donde p > 0, nes enteroy 0< a<p. Se llama
periodo de la funcion al menor numero real positivo p que verifica la igualdad f(x +p) =
f(x).

Las funciones trigonométricas circulares cos t, sen t son funciones periddicas de periodo
2, porque

cos (t+2zn)=cost, paratodon entero

sen (t+2zn)=sent, paratodo n entero

La funcion tan t es periddica de periodo 77, como lo sabra después, aunque ya puede verificarlo con
la calculadora, asi:
tan(t+nsz)=tant, donde n es cualquier entero.

Ejemplos: Compruebe empleando la calculadora:

sen 13.766 =sen(1.2+47) =sen 1.2=0.932
cos (-17.65) =cos(1.2-67) =cos1.2=0.363
tan 4342 =tan(1.2+7x) =tan1.2=2.572
tan (-14.508) =tan (1.2-57) =tan 1.2=2.572
tan (7.483) =tan(1.2+2x)=tan 1.2=2.570
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Grafica de Seno: f (t) =sen t.

La funcion seno t es la ordenada correspondiente al punto P(t) en la circunferencia
unitaria. A todo valor real t la funcion seno t le asigna un valor del intervalo [-1, 1].

Para trazar la grafica de sen t, sabiendo que es funcion impar y de periodo 2 7, iniciaremos
con los valores del primer periodo 2 7 equivalente a una vuelta completa a la
circunferencia unitaria (en el sentido positivo). Calculamos valores para f(t) = sen t, en el
periodo 0 < t<2x yrango -1 < sent < 1, que tabulamos en el siguiente cuadro:

arco t 0 /6 /4 /3 /2 27/3 | 3x/4 | 57/6 T

sen t 0 0.5 0.71 0.87 1 0.87 0.71 0.5 0

arco t T T7/6 Sxid | 4x/3 | 3x/2 S5x/3 | Tx/4 | 11x/6 2

sen t 0 -0.5 -0.71 | -0.87 -1 -0.87 |-0.71 -0.5 0
y ) £ = il

.’2_&\ /12 123’\5/?

— . . —>

La funcion f(t) = sen t es periddica de periodo 2 7, entonces su onda sinusoidal completa
trazada en el intervalo [0, 2 7 [ se repite en los siguientes periodos [27,47x [, [4x,67 [,
... y para los negativos [-2 7, 0[, [-47,-27 [, ...

El dominio de f(t) = sen t es el conjunto de
los nimeros reales o sea todo el eje X, que
se "enrolla" (en ambos sentidos) en la

circunferencia unitaria; y su rango es el v

intervalo[ -1, 1]. : : . : S

La funcion es impar, sen (-t) = - sen t, por af2 .o x
consiguiente solo habra que cambiar signo a 6 _’5 _’4 o _’2 _’1 1 * 2 Ew
todos los valores de t'y de sen t para tener R B TRl et T BT _
los valores del intervalo [-2 7z, O [, y trazar Y

la grafica completaen [-27,2 7 [: TR -2 -

f(t)y=sent




Grafica de Coseno: f (t) =cos t.
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La funcion cos t es la abscisa correspondiente al punto P(t) en la circunferencia unitaria. A
todo valor real t la funcion coseno t le asigna un valor del intervalo [-1, 1].

Para trazar la grafica de cos t, sabiendo que es funcion par y de periodo 2 7, iniciaremos

con los valores del primer periodo 2 7 equivalente a una vuelta completa a la

circunferencia unitaria (en el sentido positivo). Calculamos valores para f(t) = cos t, en el

periodo 0 < t<2 7 yrango -1 < cos t < 1, que tabulamos en el siguiente cuadro:

arco t 0 /6 /4 /3 /2 27x/3 | 3x/4 | 57x/6 s

cos t 1 0.87 0.71 0.5 0 -0.5 -0.71 | -0.87 -1

arco t T T7/6 Sxid | 4x/3 | 3x/2 S5x/3 | Tx/4 | 11x/6 |27«

cos t -1 -0.87 -0.71 -0.5 0 0.5 0.71 0.87 1
u T a

cost=sqni t+n/2 }

: ; ) : : — . B B . . .
La funcion f(t) = cos t es periodica de periodo 2 7, entonces su onda sinusoidal trazada en
el intervalo [0, 2 7 [ se repite en los siguientes periodos [27,4 7 [, [47,67x [, ...y para
los negativos [-27,0[, [-47,-27x [, ...

El dominio de f(t) = cos t es el conjunto
de los numeros reales o sea todo el eje X,
que se "enrolla" en la circunferencia
unitaria. Su rango es el intervalo [-1, 1].

La funcion es par, cos (-t) = cos t, por
consiguiente s6lo habra que cambiar
signo a todos los valores de t y conservar
los mismos de cos t, en las tablas
anteriores, para tener los valores del
intervalo [-2 7z, 0 [, y trazar la grafica
completaen [-27,27 [:

y T &
—1¥\\EE2 % BBff/;
6 -5 =4 -3 & -1 \3\3_/}/ 6
3 A 3 - . 3 £ : 3
p. E(x)zcos x
uyTe
. Y . . .
/ i a2 o e
L S PR ) 1 e, 3 41\;2/5
T — ~— e=ef x -
i cosx=sen(x4+no/2)}
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Nota: 1. Observe que si en la grafica de sen t se traslada el Eje Y at =7 /2 se obtiene la grafica
de cos t, porque cos t =sen (t + 7/ 2). En cambio, si en la grafica de cos t se traslada el Eje Y at =
- 7t /2 se obtiene la grafica de sen t, porque sen t =cos (t - 77/ 2).

2. Para el nivel de este curso se prefiere valorar t con niimeros reales en lugar de t en el
intervalo [-360°, 360°[,

Graficas de las demas Funciones: tangente t, cotangente t, secante t y cosecante t, son
resultados de divisiones, y por consiguiente de su dominio se excluyen los valores que
anulan al divisor. En estos valores ceros del denominador, dichas funciones son
discontinuas y dan origen a asintotas verticales que determinan sus graficas.

Grafica de Tangente: f(t) = tan t:

La funcion tan t es el cociente sen t/cos t, donde cos t # 0y su representacion, en la
seccion 4.2, se hizo con el cateto de elevacion QR del tridngulo ORQ semejante al
triangulo OMP en la circunferencia unitaria. Este cateto es la tangente en el punto

R (1,0) interceptada por la prolongacion de la hipotenusa o radio OP. La funcion tan t es
discontinua en los valores de t donde cos t es cero, tal que son prohibidos los valores de
t=tZ,+ 32 + 32  yengeneral,t=(2n+ 1)Z , o sea que todos los multiplos impares
(2n+ 1) de 7 /2 corresponden a sus asintotas verticales. Su dominio son los reales,
exceptuando los valores de discontinuidad: D= R - {t=(2n+ 1), donde

n € Z} y surango son los numeros reales ‘R .

Para trazar la grafica de tan t en el intervalo [0, 2 7 [, se tabulan algunos valores
importantes en el siguiente cuadro:

arcot 0 /6 /4 /3 /2 27/3 |3x/4 | 57/6 T
tan t 0 0.58 1 1.73 ™N -1.73 -1 -0.58 0
arco t T Trl6 | Sx/4 | 4x/3 | 3x/2 Sx/3 | Tx/4 | 11x/6 2
tan t 0 0.58 1 1.73 ™N -1.73 -1 -0.58 0
ve g
. x . larz _ 3m/px
2 - 2 2 - 4 5
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La funcion f(t) = tan t es creciente y con periodo 7, 5 e e
su primer intervalo completo es — 2 <# < 7. 13 -
iz .
Ademas, la funcion tan t es impar I IR I
_ sen(=) _ _ semt _ —mf2
porque tan(—7) = 5= = — it = —tan f . J5e o2

de manera que s6lo habra que cambiar signo a todos
los valores tabulados para graficar las otras ramas
correspondientes a tan t en los reales negativos.
fity=tant,conD=R - {t=2n+1)5,n € Z}

R=%9R.

Grafica de Cotangente: f(t) = cot t:

Esta funcion cot t es la reciproca de tan t, o sea 1/tan t =cos t/sen t, donde sen t= 0, en
general t # n, o sea todos los miltiplos de 7 corresponden a sus asintotas verticales. Su
dominio son los reales exceptuando los valores de discontinuidad, entonces D =R - {t=
nz,donde ne Z} y surango son los nimeros reales ‘R . La funcion cot t es impar y
decreciente.

Para trazar la grafica de cot t en el intervalo [0, 2 7 [, se tabulan algunos valores
importantes en el siguiente cuadro:

arco t 0 /6 74 | ©/3 /2 27/3 37/4 |\ 57/6 T
cott T 1.73 1 0.58 0 -0.58 -1 -1.73 1
arco t T T7/6 Sx/4 | 4x/3 | 3x/2 52/3 | 7x/4 | 11x/6 2z
cott T 1.73 1 0.58 0 -0.58 -1 -1.73 1

La funcidn f(t) = cot t es decreciente y con periodo 7,
su primer intervalo completo es 0 <t< 7.

Ademas, la funcion cot t es impar porque
Cot (-t) = 1/tan(-t) = - 1/tant = - cot t.
de manera que solo habra que cambiar signo a todos
los valores tabulados para graficar otras ramas
correspondientes a cot t, por simetria al origen.
flty=cott,conD=R - {t=nx, ne Z}

R=%R.

-4
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Grafica de Secante: f(t) =sec t.

La funcion sec t es la reciproca de cos t,
sect= ﬁ ,sicost #0. Los puntos de
discontinuidad son los ceros de cos t, en
t=tirtintin

s M= boeee

En general, ¢ = (2n+1)%, es la ecuacion de sus
asintotas. D= R - {(2n+ 1)5,ne Z} y rango es
R=1]-00,-1] UL, oo].

it

il
A

rt

—.n2 né . l3“-:2 x.

-6 -5 -4 -3 2|1 1 (2.3 4 |5 6

Grafica de Cosecante: f(t) = csc t.

La funcion csc t es la reciproca de sen t,
csct= - sisent# 0. Los puntos de

sent

discontinuidad son los ceros de sen t, en
t=0,x 7,2, ..

En general, t =n 7 es la ecuacion de sus asintotas.
D=R-{nxr,neZ} yrango es
R=1]-00,-1] U[l, oof.

Ejercicios 4.7

1. Si las funciones sen t y cos t son funciones
periddicas de periodo 2 7 = 6.28 o bien 360°,
entonces escriba la funcion f(t + 2 7 n) = f(t) 6
f(t+360°n) =1(t), dondet € [0,27[ 0

t € [0°,360°[, n es un nimero enteron€ Z.

a)ysen 37w b) cos 400° c) sen 1000°
d) cos 8.28 e)sen (-2.28) f)cos 15.3
g)sen 12.3 h) cos (- 10) i) cos (-280°)

2. Si funciones cualesquiera son periodicas con
periodo p tal que f(a + pn) = f(a), sia€ [0, p[
yn €Z, y sien particular se tiene:

a) f(a+3n) = f(a) entonces reduzca f(8)

b) f(a + 2.5n) = f(a) entonces reduzca f(14)

¢) f(a + 3.1n) = f(a) entonces reduzca f(-10)

3. Con las graficas de las funciones trigonomé-
tricas, indique:
a) Dominio y rango de cada una y su periodo.
b) Clasifiquelas en continuas y discontinuas. Dé
los puntos de discontinuidad y las asintotas.
¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento en
el intervalo principal.

d) Valores maximos y minimos de cada
funcion.

¢) Analice la paridad de cada funcion.

4. Escriba como funcion de t, segtn el ejemplo:
sen\t + 7 cos.t

tan(s + %) = ( 2)= =—cot .t
cos(t + %) —sen.t

a) sec (-t) b) tan (-t) c)cot(t+ )

d) csc (t + %) e) sec (t —%) f) csc (% — t)
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4.8 Generalidades de la Grafica de Seno.
Objetivos:

a) Graficar la funcion general f(x) = A sen (B x + C).
b) Determinar la amplitud, periodo y fase (desfase) de la funcion.

Amplitud y Fase (desfase).

Cuando una funcion periddica tiene un valor maximo M y un valor minimo m, se dice que
la amplitud es la mitad de la diferencia entre el valor maximo M y el valor minimo m, o
sea /2 (M - m). Si el valor maximo de sen x es 1 y el minimo es -1, entonces su amplitud
esuno, osea o[l - (-1)]="2(2)=1.

Cuando la funcién periddica tiene intervalo principal a < x <b para una curva completa,
entonces su periodo es la distancia de dicho intervalo |b - a|; y la fase es

x = a que es el valor de x donde comienza la grafica. Si sen x tiene como intervalo

0 < x<27x superiodoes |27 - 0| =27 y fase 0, es decir comienza en el origen del
sistema de coordenadas su onda la completa (cresta-valle) en el intervalode 0 a2 .

Se estudiaran con ejemplos algunas variaciones de la funcion f(x) = sen x cuando los
coeficientes de la funcion y del argumento x son distintos de 1.

Grifica de f(x) =3 sen x. AT -
e 3 -

Cuandox ="'z obienx="7x +27n,se : // : \‘.\.\ o le /S eGos3sens
obtiene 3 como valor maximo de 3 sen X, / N om f s \\__. . om
luego el coeficiente 3 es la amplitud de la onda /_\ ) %

i i 6 5 -4 B3.-2 1] 1 2 374
sinusoidal. Ry f} st 2 MR
En general, si f(x) = A sen x, entonces |A| es la I “'\// 2 \// '
amplitud de la onda. L R R RS aEE oRoR o RAERR
El periodo sigue siendo 2 7z para ST A I

f(x)=3 sen x o para f(x)= A sen x.

Grifica de f(x) = sen 2x. A N Y-
3
Cuando el argumento de seno es 2x, éste varia en 2
el intervalo i Fi e
0 < 2x <27 queequivale a : %

0 < x < 7, luego el periodo es 7 ?‘—_ﬁ BN A~ it \{/3/ b2 v
para una onda completa de amplitud 1.

En general, si f(x) = sen Bx, entonces su periodo S
es 27 /B. Coowowmowowm o ow ks
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Grafica de f(x) =sen (x + 7 /4).

Cuando el argumento de seno es x + 77 /4 éste
varia en el intervalo

0 < x+ 7/4<27m queequivale a
-w/4 £ x <77m/4,luego la fase (desfase) es -
7 /4 para una onda completa de amplitud 1.

En general, si f(x) = sen (Bx + C), entonces su
fase es - C/B o sea una traslacion en el eje X.

T . glx)l=senx - 3
—n_-}é// o b

6 -5 -4 3 -2 4 12M
i i i 2 7 ~Eix)=se i

S S T )

En resumen, la variacion de graficas para g(x) = seno x, se presentan a continuacion:

v v y
2 0 2 2
Eix) 1
E 5 7 Oy, ; i i iz i3 : E ; S G 3
\ 4 x L Lo 8 s <
B o2 1 ] 1 2 3y B2 o g 3% —\\k\\\;i/—i& 1 \‘2/ 3"
R 1 . Aol il g 1 . b S 1. .
-2 -2 -2

E E E i S
f(x) =2 senx

f(x) = sen (3;3) |

f(x) = sen (3x jl)

Generalidades de la grafica del Seno:
f(x) = A sen (Bx + C).

Para esta funcion la amplitud de onda es |A|.

Cuando el argumento de seno es Bx + C, éste
varia en el intervalo
0<Bx+C<2x queequivalea
-CB<L x <Q@m-C)/B, luego
el periodo es [(2 77 - C)/B— (- C/B)| =27 /|B|
y su fase (o desfase) es - C/B, donde comienza la
onda, o sea una traslacion en el Eje X,.

3

LD
A

2
rl

19 .

; ; i - T i ;
Si f(x) =2 sen (3x — 1) entonces su amplitud es
2, su periodo es 2 7 /3,y su fase es 1/3.

Ejercicios 4.8

Grafique las siguientes funciones e indique su amplitud, periodo y fase, si:

a)y=-senx b) y =3 sen 2x
d)y="2sen (2x -7 /3) e)y=23cos2x
g)y =3 tan 2x

h)y=2cos (x- 7 /4)

c)y=2sen(x- 7/4)

f)y=tan (x + 7/2)

1)y=tan 3x - 7/2)
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4.9 Funciones Trigonométricas Inversas.

Objetivos:

a) Definir los conjuntos arc sen a, arc cos a, y los demas.
b) Definir las funciones trigonométricas inversas para las funciones restringidas.
¢) Calcular valores de funciones inversas.

Valores Inversos.

En secciones anteriores calculamos las funciones circulares para arcos de la circunferencia

ww. mat el andi a. org

unitaria o para angulos centrales medidos en radianes o grados. Usamos las coordenadas
del punto P de la circunferencia unitaria, la calculadora o formulas equivalentes para

calcular: sen7/6=0.5,tan 7/4=1, cos 150° = - 0.866...

Ahora trataremos el problema inverso, por ejemplo si sen t = 0.5 ;cudl es el valor de t? Se

va a resolver la ecuacion sen t = a, hallando los valores de t, lo que equivale a resolver su
inversa, denotada por t = arc sen a, o bien, seno inverso de a (sen ' a=t).

La grafica de f(x) =senx con y=1/2,
forman la ecuacion sen x =, cuya

solucidn son varios valores de x como los

siguientes: 77 /6, 5 /6,13 7 /6, 17 7 /6,
-77/6,-117/6,... (cortes de las graficas)

Luego, S es la solucion xe arc sen 2, S
={rm/6+2nx,57/6+2nmr,n e 7}

[T
TR s sy
4 —_'r[f'ﬁ_ /6 i x
-6 -5 -4 -3_-2 -1 1 2 34 5 §
" . 3

r—

e

-2 .

sen.x=0.

xzarcsenl .5

S

La ecuacion sen x = a tiene infinitas soluciones que constituyen el conjunto denotado por

arc sen a, que se lee “arco seno de a”. Toda ecuacion con funciones trigonométricas
circulares tiene un conjunto arc... como solucion para X, as:

f(x)=a

s€nx=a

coOSX=a

tanx=a

cotx=a

SCCX=a

cSCX=a

x eS=

arc s€n a

arc cos a

arctan a

arccota

arc s€c a

arc ¢sc a

En la calculadora se obtiene solo el valor principal de los “arc” presionando las teclas donde se

-1 -1 -1 . . .
leesen a,cos a,tan a (el exponente — 1 no significa 1/sen a,...) Pero para las funciones que
no aparecen se calculan con la equivalencia: arc cot a = arc tan 1/a, arc sec a = arc cos 1/a,

arc csc a=arc sen 1/a, sia # 0. La calculadora dio los siguientes valores principales:

1) arc cos (- 0.866) =2.6179 =57 /6

2) arc sec (- 3) = arc cos (-1/3) = 1.9106
3) arc tan (tan 7 /3) = arc tan 1.73105=1.0420= 7 /3

4) cos (arc cos 3 [2)=cos /6= 32
S)arccos (tan (- 377 /4))=arccos 1 =0
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Nota: En la calculadora el valor de arc sen 0.754 es 0.854, pero arc sen 2 marca error, porque 2 no
esta en el Dominio de arc sen X, recuerde que el valor maximo de sen x es 1.

Ejemplo 1:

Halle el conjunto arc cos (- +/2 /2).

arc cos (-/2 /2) = {x:cos x=- /2 /2}
={37x/4,57/4,-37x/4,-57/4,.}
={3x/4+2xn,57/4+2xn,ne Z}

Ejemplo 2.

Halle el conjunto arc csc 2/ J3.

arc csc 2/+/3 = {X:cscx=2/\/§}
={7m/3,2x/3,-47x/3,-57/3,..}
={nB3+2xn,27x/3+27xn,ne Z}

11' 2 3 4 5 6
cscx:Zw.'_B,-’?/r—H\
- ; ; f R

Ejemplo 3. Si t € arc tan § halle sen t.
Sitearctan + — tant= 1

Se sabe que tan2 t + 1 = sec? t, entonces
5 +1=sec?t.

Luego 1 =sec2t — =cos?t,

sen?t=1-cos2t=1-35 =&

sent= @ en el I cuadrante
sent=- % en el 11T cuadrante

Seat=arcseca =>sect=a. Perosect=

Ejemplo 4.
Probar que arc sec a=arc cos +,sia#0.

Demostracion:

1
cost ?

1
cost

Entonces , =a = cost=1
De donde, también t = arc cos %

Luego, arcsec a=arc cos % ,siaz0.

Restricciones de las Funciones Trigonométricas. Definiciones de sus

Inversas.

Las funciones trigonométricas circulares son periodicas — se repiten en su dominio — por
consiguiente no son funciones inyectivas (no son uno a uno). Las inversas de estas
funciones no son funciones. Se interpretan de la siguiente manera:

Funcion directa Su inversa No es funcion. No interprete como iguales
= -1 -1 -1
y=senx X=seny <> y=arcsenx=sen x sen” x #(senx) = —
senx
=Cos X = = =cos " -1 o1
y X=COSy <> y=arccosX=cos X cos X #(cosx) e
= -1 -1 -1
y =tanx X=tany <> y=arctanx =cos X tan ~ x #(tanx ) = -
senx
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Para que las inversas de las funciones trigonométricas circulares sean funciones, es necesario hacer
inyectivas a las funciones directas mediante la restriccion de sus dominios a un intervalo

conveniente donde su grafica sea s6lo creciente o decreciente.
Esta funcion restringida, se denota escribiendo su inicial con letra maytscula: Sen, Cos, Tan,... es
inyectiva con su respectiva funcion inversa: Arc sen, Arc cos, Arc tan,...

1. La funcion circular y = sen x es periodica en todo su
dominio real y no es inyectiva. Es una funcion continua
y su inversa y = arc sen X no es funcion.

El recuadro muestra la restriccion necesaria para que
y =sen X , sea una funcion inyectiva:

-xR<x<7ml2y -1<y< 1.

La funcion y = sen x restringida es creciente

e

-

6-5-4-3-2-

E

La funcion y = Sen x es la restringida de
y=senx al intervalo - 7/2 < x < /2 como
dominio, y con -1 <y < 1 como rango.

De esta manera, la funcion

y = Sen x si es inyectiva y tiene funcion inversa 'y
= Arc sen X

cuyo dominio es [-1, 1] yrango es [-7 /2, 7 /2]

o1 1

-1

y = Senx

-2

y=Senx-

-1

y = Arc sen x

De manera semejante se definen las demas funciones inversas para las restantes funciones

trigonométricas restringidas.

2. La funcion circular y = cos x es periddica en todo su
dominio real y no es inyectiva. Es una funcion continua
y su inversa y = arc cos X no es funcion.

El recuadro muestra la restriccion necesaria para que
y = cos X , sea una funcion inyectiva:

0 <x<r7my-1<y<l

La funcion y = cos x restringida es decreciente

‘i

+HY=8ICCoEX .

L 4 .
L3 .
1o .
[y .
_ﬂ‘%\
A
7

1]

[
Pf{; [ L]

2.3 45 §

Y=COSH

La funcioén y = Cos x es la restringida de
y = cos x al intervalo
< 7 como dominio, y
<1 como rango.
Entonces su funcion inversa es
y = Arc cos X, con

dominio-1 £ x < lyrango0 <y < 7
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4. La funcion circular y = tan x es periodica en todo su
dominio real y no es inyectiva. Es una funcion

discontinua enx = (2n+ 1), si (2n+ 1) son

impares y su inversa y = arc tan X no es funcion.

Las asintotas verticales muestran la restriccion
necesaria (la rama principal) para que y =tanx,
sea una funcion inyectiva:

-TR<x<m/2 y -0 <y<w®

La funcién y = tan x es creciente

La funcion y = Tan x es la restringida de
y = tan x al intervalo
- /2 <x <7 /2 como dominio, y

- 00 <y <00 cOmo rango.

Entonces su funcion inversa es
y = Arc tan x, con
dominio ]- 00 ,00[ y rango |- 7 /2, 7 /2|

4. La funcion circular y = cot x es periddica en todo su
dominio real y no es inyectiva. Es una funcion
discontinuaenx=nsz,ne€ Zy

su inversa y = arc cot x no es funcion.

Las asintotas verticales muestran la restriccion
necesaria (la rama principal) para que

y = cot x , sea una funcion inyectiva:

0 <x<rm y -0 <y< oo

La funcién y = cot x es decreciente

La funcion y = Cot x es la restringida

de y = cot x al intervalo
0<x< 7 como dominio, y

-00 <y <00 COmO rango.

Entonces su funcion inversa es
y = Arc cot X, con
dominio ]- 00, o[ yrango ]0, 7 [ -9

]

Nota: Puede comparar las graficas de los valores principales Arc tan x con Arc cot X y verificar

que: Para todo niimero real X, Arc cotx= 7 - Arc tan x.

(La grafica de Arc cot x se obtiene con los opuestos de Arc tan x y trasladdndola 5 en el Eje Y).
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5. La funcion circular y = sec x es periddica en todo N
su d0@n10 real y no es inyectiva. Es una funcion R
discontinua enx=(2n+ 1)z /2,n €Zy 1o / U
su inversa y = arc sec X no es funcion. LS 4 e H‘_
¥=ar _‘:%
Las rectas verticales muestran la restriccion 4 3 2 -1 2 3 4
necesaria para que : o s
y = sec X , sea una funcion inyectiva: ST A
0<x<mr y -o<y<ow . I.f |
S
-4. I ‘
La funcion y = Sec x es la restringida T
. 3

de 2
y = sec x al intervalo
[0, z/2[u] /2, ] como dominio,

o
y 1
]- 00, -11U 1, o[ como rango. i k 5 @
Entonces su funcion inversa es -2 |
y = Arc sec X, con 2 3

dominio ]- 00, -1]JuU[l, o [
yrango [0, #/2[u] /2, ]

6. La funcion circular y = csc x es periodica en todo
su dominio real y no es inyectiva. Es una funcion
discontinua enx=n7z,n €Zy

su inversa y = arc csc X no es funcion.

Las rectas verticales muestran la restriccion
necesaria para que

y = sec X , sea una funcion inyectiva:
-TR2<x<m2 y -0 <y<o

La funcion y = Csc x es la restringida
de y = csc x al intervalo
[-7/2, #/2]-{0} como dominio,y
]- oo, -1Ju [1, oo [ como rango.

Entonces su funcion inversa es
y = Arc csc X, con

dominio ]- oo, -1]Ju[1, o [

yrango [-7/2, 7/2]-{0}

e ]

Nota: Las funciones trigonométricas inversas tienen como dominio y como rango subconjuntos de
los nimeros reales. Puede analizar en las graficas su continuidad, discontinuidad, asintotas,

intervalos de crecimiento y/o de decrecimiento, etc.
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Los autores difieren sobre los valores principales de las funciones circulares inversas. En
todo caso, siempre t = -7 /3 es equivalente a t =5 /3, etc... Pero de acuerdo a las graficas
anteriores, consideraremos los valores principales o rangos, asi:

Dominio | Arc sen x Arc cos x Arc tan x Arc cot X Arc sec x Arc csc x
x<0 [-7/2,0] | 712, 7] |- z/2,0[ 1772, o[ 172, #] | [-7/2,0]
x>0 [0, /2] [0, /2] [0, 7 /2] 10, 7 /2] [0, 7/2] 10, /2]

Operaciones con Funciones Circulares Inversas.

Para la realizacion de la composicion de una funcion directa con su inversa se tiene en
cuenta la restriccion de sus dominios y rangos. Verifique los siguientes ejemplos:

1. Arc cos (cos 2) = Arc cos (- 0.4161) = 2.
2. Arc cos (cos - 4 ) = Arc cos (%) =Z.
3. Arc tan (tan (— 2)) = Arc tan (2.185) = 1.142.

1y= zZ =1
4.sen (Arcsen 5 ) =sen £ =5 .

5. csc (Arc csc (—3)) =csc (- 0.524)=-2

Porque Arc cos (x<0) € |7 /2, x].

Porque Arc cos (x> 0) € 10,7/2].

Porque Arc tan (x > 0) € [0, 7 /2.
Porque Arc sen (x> 0) € [0, 7 /2[.
Porque Arc csc (x<0) € [-7/2,0[

Para otras operaciones se emplean las formulas de identidades: identidad pitagorica, suma,
resta, arco doble, mitad de los argumentos de las funciones. Ademas, siempre que sea
posible puede comprobar con la calculadora.

Ejemplo 1: Halle el valor de cos (Arc tan ).

Ejemplo 2: Halle el valor de tan 2(Arc cos).
Se debe calcular: tan 2 A, donde
A=Arccos 3, talque A€ ]0,7/2].

Cos A=% . Pero 1 -cos’A=sen’ A

Se debe calcular: cos A, donde
A=Arctan 2, talque A€ ]0,7/2].

12

Tan A = 5. Pero 1 + tan 2 A=sec’ A, entonces

572 — 169 _ (132 IN2 16
1+(E) T 144 _(E) 1—(3) =2
cos A= 12 (positivo porque A€ 10,7 /2]). SenA=4 = fanA=2d - 4
x4
Entonces tan 2 A =2l — _— 3 — _24
. cos (Arctan ) =12 Cania 177

- tan 2(Arc cos ) =-2.

Ejemplo 3:
Verifique: Arc sen - + Arc sen =7
Para verificarlo se supone que

A+B=% y

sen (A+B)= sen% =1.

Luego,siA+B =% , A,Be 10,7/2], donde
— 1 — 2
A = Arc sen NG B = Arc sen T

=1L =2
Entonces, sen A 5 sen B R

Y aplicando sen’t+cos’t=1 se obtienen:

=2 = _L
cos A 7 cos B -

5
Desarrollando y sustituyendo en
Sen (A +B) =Sen A cos B +sen B cos A

— 1 _1 2 2 _—

= conZ
57 +fﬁ =1=sen%
. Por lo tanto es cierto que A +B= 7 o bien

L 2 =Z
Arcsen = +Arcsen = =3
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1. Escriba en ambas formas la inversa de las
ecuaciones siguientes:

b)sent=-"%
d)sec a =3

a)cos X =%
c)tanx=-2

2. Determine los elementos del intervalo [0, 2 77 [
que forman los conjuntos:

a) arc cos ~/3 /2

¢) arc tan /3
e)sen 0.5

b) arc sen (- 1)
d) arc sec (- 2+/3 /3)
f) cos™ /2 /2

3. Dé el mayor valor en el conjunto [0, 2 77 [ para:

a) arc cos (cos 7 /6) b) arc cos ( cos (- 7 /4))
c) arc tan (tan (- 7 /3))  d) cos (arc cos 1)

e) tan (arc tan 1) f) sec (arc sec 2)

g) sen (arc tan+/3 ) h) cos (arc sec 2+/3 /3)

4. Si la inversa dada es t, entonces halle la funcion
indicada a su lado:

b) Arttan /3, sec't
d) Arc sen+/3 /2, cos t

a) Arc cos +/2 /2, sen t
¢) Arccsc+/2 , tan't

5. Para cada grafica de las funciones trigonométricas
inversas indique: dominio, rango, puntos de
discontinuidad, asintotas, intervalos de crecimiento y
de decrecimiento, valores maximos y minimos en el
caso de que la grafica posea esas caracteristicas.

6. Halle y localice en su respectiva grafica los
valores de:

a) Arc sen 0.835 b) Arc cos (- 0.532)

¢) Arc tan 5.24 d) Arc cot (- 2.32)

e) Arc sec (-4.035) f) Arc csc 3.84

7. Evalue las siguientes expresiones:
a) cot (Arc cos % b) cos (Arc sen (- % )
¢)cot (Arctan (- 3)  d)sen(4 Arc tan (- 5 ))

e) cos (Arc sen (4 )+ Arctan (- £))

8. Exprese en términos de x e y:
a) cos (Arc sen 2x), x< 0

b) sen(4 Arccosy), y< 0

c) cos (2 Arc cos X), X >+/2 /2
d) sen (Arc tan x — Arc tan y).

9. Pruebe las identidades:
a)Arctan 2 + Arctan + = 7/4

b) Arcsen ¢ +Arctan 5 = 7/2

4.10 Ecuaciones Trigonométricas
Objetivo:
Resolver ecuaciones trigonométricas.

Resolucion de Ecuaciones Trigonométricas.

Para determinar el dominio de una identidad hay que exceptuar los valores que hacen cero
al denominador o negativo al radicando de una raiz cuadrada, entonces es necesario
resolver ecuaciones e inecuaciones trigonométricas como por ejemplo:
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a) Resolver senx=0.
En el intervalo principal, las soluciones son:
x=0, 7, para0<x<2r,

~ S={0,7 }. T
6 -5 -4 -3 -2 -1 i 2 3~4 &
Pero en general las soluciones son: Moo o = : \/ﬁ
x=0,+ 7r,+27,+371,.. g
S={n7r,neZ}
b) Resolver 2 cos x + 1 =0, equivale a Do
cosx=-"a. ¥
Entonces las soluciones son: By ’:/.-'"__"1\ S s
x=2/3 enelll cuadrante S S 2n/3 am/3 X
x=47/3 en el Il cuadrante, 6 -5 4 =3 7 1 1 \92 3 4°5 &
o sea en el intervalo principal 0 < x <27 : e -1 G
S={2x/3,47x/3} e cosx==1/2
En general,
S={2x3+2xn,47x/3+2xn, neZ}
P 4
¢) Resolver tanx-12> 0,en[0,27[ T 13
equivalea tanx > 1, P
1y
Graficamente la solucion es /4
/4 < x<x/2 enellcuadrante _11' ‘
57/4 <x<37/2 enellll cuadrante 5 '
2 S={x/d, 2l u[Sx/4, 372 s
_4 b

Definicién: Una ecuacion trigonométrica es una igualdad de funciones trigonométricas donde es
necesario resolver o encontrar los valores de los arcos o angulos: incognitas de la ecuacion.

Resolver Arc cos (2x2 -1)=2 Arccos %
Entonces Arc cos (2x2 -D=2(%)
2x%-1 =cos 2(%)
2x%-1=-1

X ==

= x’=
. s={
)=2& =2

1
4

=
=

EI+

Comprobacion: Arc cos (-+ CCos 7 .

Resolver Arc tan x + Arc tan (1 —X) = Arc tan %
Sean A = Arc tan x = X =tan A
B=Arctan(l1—-x) = l —x=tan B
. tan(A+B)=tan (Arctan )= 4

tanA+tanB _ x+(-x) _ 1 _ 4 2 _
an A+tan —?3(2)6'—1) _0

I-tanA4tan B~ 1-x(1-x) ~ |_y4x?

. x=%. S={3}. Compruebe.

No hay reglas practicas para resolver una ecuacion trigonométrica. Las propiedades de uniformidad
de sumar o multiplicar ambos miembros de la ecuacion siguen siendo utiles, siempre que se tenga
el cuidado de multiplicar o dividir por expresiones no nulas. En otros casos se puede intentar
escribir toda la ecuacion en una sola funcion de una misma variable. Otras veces se puede intentar
descomponer en factores o aplicar la formula de la cuadratica cuando un cambio de variable sea

apropiado.
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Algunos procedimientos seran ilustrados con ejemplos y la respuesta se dara para el intervalo
principal 0 £ x <2 7. En caso de que se desee generalizar, se le sumaran n periodos a cada

solucion.

1. Resolver:
2sen2x-3senx+1=0en[0,27].

Se trata el primer miembro como un polinomio de
segundo grado en sen x y factorizable, asi
(2senx-1)senx-1)=0

Luego cada factor es igual a cero:
a)2senx-1=0, de donde
sen x =2 —> x =arc sen 2, entonces
x= /6, Icuad.,, x=57x/6,]1I cuad.

b) senx-1=0
senx=1 = x=arcsen 1, entonces
X=7/2

~S={7ml6,57/6, T/2}
2. Resolversenx +cosx=1en [0, 2 7 [.

Entonces sen x =1—cos x se sustituye en la

identidad cos?x +sen?x = 1.

Resulta cos2x + (1 —cos x) 2=1
cos?x+1-2cosx+cos?2x=1
2cos?x-2cosx =0
2cosx(cosx-1)=0

Igualando cada factor a cero, se tiene
aycosx=0 = x=7x/2,37/2
b)cosx=1 = x=0

=~ S={7/2,37/2,0}

3.
Resolver cos22x +3sen2x-3=0en[0,2 7|

Sicos? A +sen? A = 1, entonces se deduce
cos22x =1 - sen? 2x.
Luego se sustituye en la ecuacion dada:
(1-sen22x)+3sen2x-3=0
-sen22x +3sen2x-2=0
sen22x -3sen2x+2=0

Se factoriza para tener:
(sen 2x - 2)(sen 2x - 1) =0, de donde

a)sen 2x - 2 =0 = sen 2x = 2, entonces no
hay solucion porque sent € [-1, 1]
b) sen 2x -1 =0 = sen 2x = 1, entonces de
2x= /2, resulta x= 7 /4
= S={x/4}

4. Resolversec x +tanx=0en [0, 2 7.

Sustituya las funciones por sus definiciones:
1 _ .
- Senx _O = L+senx _ 0, sicosx #0

COosx COosx Cosx
Entonces, senx=-1= x=37/2
pero cos 377/2 =0 (no hay solucion)

. S=¢

Ejercicios 4.10

1.Resolver las siguientes ecuaciones y dar su respuesta
en el intervalo principal 0 < x<27:

a) Cos X = cos 2X
c)2cos?2x-cosx=0
e) sen 2x = V32

g)cscx+c0tx:\/§
i)tan x + 3 cotx =4
k)2cosxtsecx=3
m)tan2x-3=0

i) cot2x - csc x =1

p)cot2x +cotx=0

b) cos 2x =1

d) cos 2x +cosx=-1
f)sen4x +sen2x =0
h) tan 3x =1
j)2cosx=1-senx
D) 1+senx=2cosx
n) sen?x - 2 sen X =-1
o)sendx =1
q)csc2x+1=2cscx

2. Dé la solucion general de cada ecuacion y pruebe si
se trata de una identidad:

a) sen(2x + 27”)+ sen(2x - 27”) = sen%
b) sen(% - %) + sen(% + %) =sen%

¢) cos’ 3x - sen’ 3x = cos 6x

d) sen 2x tan? 2x - tan 2x = sen 2x

3.Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:
a) Arc tan 2x + Arc tanx = 7 /4

b) Arc tan x + Arc tan 3x = Arc tan 2

¢) Arc cos X + 2Arc sen x = Arc cos (- /2) , x> 0.
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RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS
UNIDAD 4: Funciones Trigonométricas Circulares.

Ejercicios 4.1

" . . . . s . . . . & . . . . &

(o (e N b
=N ANV VLN S

e Bl8)=r(1.72) B(-13.56)=B(-1)
. . o . . . 0 . . . _a R T, . 0 L
1d) le) 1) 1 h)
2 a)P2x/3)=P(-47/3) b) P(- 77 /5)=PQ@B x /5) c)P(-57/4)=P(3x/4)
d) P(-7/2)=P(3 7 /2) e) P(5) = P(- 1.28) ) P(- 8) = P(4.56).
3.9)97/4 b) 117/3 c) -Tx/2 d)- /2.
4.
t a) b) ¢ d) e f)
a /2 /3 /4 1.72 3rx/4 5.72
32 57/3 7/4 4.56 Srml4 0.56
5.a b) - 7/2 c) 3x/2 d)Sz/3 e)-57r/2 f) #/12.
6. a)57/6 = 2.618 b)3z/2 = 4712 c)- /2 =-1.571
d)-27/9 = -0.698 e)7m/6 = 3.665 )-27/3 = -2.094.

7.a)120° b) 45° c)450° d)143°14°20”  e)-304° 48’ 50” f)—401° 4’ 12~
8.2)36cm. b)942cm. ¢)28.27 cm. d)47.12 cm.
9.a)16cm. b) 12 cm. ¢)5.73 cm. d) 2.55 cm.

Ejercicios 4.2
1. A (7 /3)=(0.5,0.866), B (5 7/6) = (- 0.866, 0.5), C (37 /2)=(0,-1),D (0)=(1, 0).
2. Los puntos A, B y C aproximadamente estan en la circunferencia unitaria, D y E no estan.
3. No se hicieron las graficas.
4.2)1)30° /6 i) 120°27x/3 iii)—120°-27x/3 iv)-30° - 7/6.
b) Son valores de arcos importantes que se encuentran en el texto.

5.
t sent cost tan t cott sect csct
5 -0.96 0.284 -3.381 -0.296 3.521 -1.042
-8 -0.989 -0.146 6.8 0.147 -6.85 -1.011
6.
t sent cos t tan t cott sect csct
400° 0.643 0.766 0.839 1.192 1.305 1.555
-510° -0.5 -0.866 0.577 1.732 -1.155 -2
7.
sen 1.9 tan 0.43 cos (- 15.7) sec 20° csc (- 600°) cot (- 158°)
0.946 0.459 -0.999 1.064 1.155 1.963

8.a)II, b) IV, c)III, d)IIlL 9. No cumple c).
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1.

arcot 47/3 47r/3 77/6 | -m/6 | 117/4 | -135° 240° 450° | 540°

sen -32 | B2 1 1 2 R T/ R 0

2 2
cost 1 1 B2 Br |2 A2 L 0 -1
2 2 2 2 2

ant I -3 B3 -3 - I s | o |o

2.
P(t) A(Y) B(t) C(t) D(t) E(t) E(t) G(t) H(t) J(®)
t Tr/4 27/3 S57/6 117/6 | 3x/4 /3 4r/3 Trl6 | 37/2
t-27m -4 Ar/3 | -Txl6 | -7m/6 Sxld | -S5x/3 | 2x/3 | -Sml6 | -xm/2

Ejercicios 4.4
1. A(2.322) = (-0.68, 0.73), B(3.962) = (- 0.68, - 0.73), C(5.463)=(0.68, - 0.73).
2.Q(1.071)=(0.48, 0.88), R(2.071)=(-0.48,0.88), S(5.783) =(0.88, - 0.48).
3.

sen 4.14 cos 2.57 cos (- 2.57) sen (-2.14) sen (- 0.57) cos (0.57)

-sen 1 -sen 1 cos (2.57) -sen 1 -cos 1 sen 1

-0.84 -0.84 -0.84 -0.84 -0.54 0.84
4.

sen 220° cos 130° sen (- 50°) cos (- 140°) | sen (- 140°) cos 220°

- sen 40° - sen 40° - cos 40° - cos 40° - sen 40° - cos 40°

-0.64 -0.64 -0.77 -0.77 -0.64 -0.77
5.cos(-t)=cost, sen(-t)=-sent.
Ejercicios 4.5
1.2)—0.959# 0.909 +0.141 b)—0.211+ -0.416—-0.801 <¢)0.871# 0.648 +0.143

d)—0.990# - 0.490 — 0.362

e)—0.279 = 0.282

f)—0.911% -2.970.

2.
a) b) c) d) e) f)
B2 LEry 2B-D BRI Za-p) (1432
3.
a) b) c) d) e) f)
- sen X - sec X tan X sec X - sen x - tan X
- sen X - secC X tan X - sec X sen x - tan X
4. a) 0.9894 #-1.5136 b) 0.8439 # - 1.9609 c) 1.8186 # - 0.7568
d) - 0.3268 #-0.4161 e) 6.2296 = 1.1578 f) —0.6359 #3.4735
5.a)24/25 b)25/7 ¢)24/7  d)3410/10  e) 410.
6.
COs X seny a) b) c) d) e)
-3/5 - 12/13 - 16/65 33/65 24/25 - 119/169 2
7.cos a=-0.6,sen f=-0.866.
a)—0.9196 b) 0.9928 ¢) 0.1205 d)0.866 ¢)0.5
8.a)sen2 b)cos7 c¢)tan15.1 d) cos 29.3 e) cos 10 f) sen 17.2

9. Porque |cos | < 1, para todo « .




151 www. mat el andi a. org

Ejercicios 4.6

Para las demostraciones debera desarrollar las formulas para sen (x + y), cos (x *+ y),

sen 2x, cos 2Xx, ... Sustituir las funciones tan x, cot x, sec X, csc X por sus definiciones en funcion
de seno y coseno. Ademas hacer operaciones algebraicas que den como resultado el segundo
miembro de la identidad.

Ejercicios 4.7

l.a)senrw b) cos 40° c) sen 280° d) cos 2.28 e) sen 4
f) cos 2.74 g) sen 6.02 h) cos 2.56 i) cos 80°.
2. a)f(2) b) f(1.5) c) f(2.4).
3.
a) b) 9] d) e)
sen X g: EH; 1 ](;ontinua N Creceen - zZ I Puntos maximos: impar
= |- T
P [ . ] Decrece en (2 +27n, 1)
] % 377r Puntos minimos:
Zi27n,-1)
cosx | D=9R Continuaen | Creceen]|7,27[ Puntos maximos: par
R=1[-1,1] D Decrece en 10, 77 [ 27zn,1).
P=2rx Puntos minimos:
(7(2n+1),-1)
tanx | D=R - {Z(2n+1)} Discontinua Crece en su D. Puntos maximos impar
R=% en x = absolutos.
p= Z(2n+1) Puntos minimos
7 absolutos.
cotx | D=R - {zn} Discontinua | Decrece en su D. Puntos méximos impar
R=9R enx=7n absolutos.
P=r Puntos minimos
absolutos.
secX | D=R -{Z(2n+1)} Discontinua Crece en Puntos maximos: par
R=R -]-1, [ enx= 10, 5[V, 7[ (7 (2n+1),-1)
P=2r = (2n+1) D Puntos minimos:
ecrice en . @z, 1).
T T
7,5 [V]7 .27
cscx | D=R - {zn} Discontinua | Crece en Puntos méaximos: impar
R=%R-LI XTI Saiulr FL (Fans)
P=2r D .. .
ecrece en Puntos minimos:
10, 21U 1220 | (%+27zn,1)
4. a) sect b)—tant c)cott d) sect e)csct f) sec t.

Ejercicios 4.8

y=Zsen(x-n/4)

1—”..//\1::l anxs
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_SMny6  Tofe o, 13n¥e
i |~ 1 2-3-" 4 & -g& -2 =2 T
|_1 7 y={1/2 .lrse:'!_ (2r-m/3 .I' : :3 }':3':0523':
o ¢)
L]
3 - u TRF
Z =T7y 4 S i | Tn
3 -2/ -1 12 ; 1  —t : :1_-{,4-1 o
N | S - 1 243 4 56
-9 . . -1 . \/ .
_ s —2. ; ; : :
o y=2cos(x-m/4)

. -4 . s -7 N
) h) i) |
f(x) a) b) ¢) d) e) f) g) h) )

amplitud 1 2 2 12 2 2
periodo 2 b 2 b b b /2 2 /3
desfase 0 0 /4 /6 0 -7,0 | -7w/4 /4 0
Ejercicios 4.9
1. a) x = arc cos ¥ =cos ' % b) t =arc sen (- 1A1)=sen71(- Va)
¢) x =arc tan (- 2) = tan "' (-2) d) a =arcsec 3 =sec ' 3.
2.a) {x/6,117/6} b) {37/2} c){xm/3,4x/3}

d) {S7/6,7m/6} e) {7/6,57m/6} D {x/4,7Trx/4}.
3.a)117/6 b) 77 /4 c)57/3 d)1

e) 1 f)2 g -3 h) {3/2.

4. a) N2 2 b)2 o)1 d) 1/2.
5.

F(x) Arc sen x Arc cos x Arc tan x Arc cot x Arc sec x Arc csc x
Dominio [-1,1] [-1, 1] R R R-1-LI[ R-I-11[
Rango z z [0, 7] z z 10, 7 [ z z z

3,71 1-2.721 0,7]-{3} [-2.21]- {0}
Continuidad | Continua Continua Continua Continua Disc.]-1,1] | Disc.]-1,1]
Asintotas y=-Z%.Z y=0, 7 y=% y=0
Intervalos Creceen D | Decrece Crece en D | Decrece Crece Decrece
Maximos M(1, %) M(-1, ) M(-1, ) M1, %)
minimos m(-1,-7) | m(1,0) m (1,0) m(-1,-5)
6. a) 0.988 b) 2.132 c) 1.382 d) % -tan”' (-2.32)=2.735 e) 1.821 f) 0.263.
7.a) 12/5 by-7/4  ©)-3 d)- <2 /10 e) 77/85
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2 [ 2 Xy
8. a)V1—-4x b) \/5- c)2x“-1 d) TW

9. a) Aplicar a ambos miembros tangente, desarrollar tan (A + B) = 1.
b) Aplicar a ambos miembros sen, desarrollar sen (A + B) = 1.

Ejercicios 4.10

1.a) {0,27/3,47x/3} b) {7z /6,57 /6} ){xn/2,3x/2, /3,57 /3}
) {7x/2,3x/2,27/3,47/3} e){x/6, m/3} ) {0, #/2, #/3,27/3}
g) {7 /3} h) { £ /12,57 /12} 1) {1.249, /4,57 /4y  j) {5.6397, 7 /2}
k) {0, 7 /3,57 /3} 1) {0.6435,3 7 /2} m) {7/3,47/3} n) {7 /2}
n) {7/6,57/6,3x/2}y o0){x/8} p){x/2,3x/2,3x/4,Tx/4} q) {x/2}.

2.2) {57/8,77/8) b){27/3,107/3} c¢)identidad d) {0, 7/2, 7/6,57/6}.
3.a)x=0.2808 b)x=1/3 ) x =%,



