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PROLOGO

La resolucién de problemas es parte inseparable del estudio de
pleno valor de la fisica a cualquier nivel: desde el inicial, o sea esco-
lar, hasta la ensefianza fisica especial.

Podemos juzgar acerca del grado de comprension de las leyes de
fisica por la habilidad de su empleo para analizar fenémenos fisicos
concretos, es decir, para resolver problemas. La experiencia de la
ensefianza muestra que, para los estudiantes, la mayor dificultad
reside en la pregunta «{como empezar?», o sea, no la propia aplica-
cion de las leyes de fisica, sino, precisamente, la eleccion de cuéiles
leyes y por qué se han de emplear al analizar cada fenémeno concreto.
Esta habilidad para elegir la via de resolucion del problema, es decir,
la destreza para determinar qué leyes fisicas son las que describen
el fenémeno considerado, certifica con claridad la comprension
profunda y multifacética de la fisica. Cudntas veces durante la
ensefianza de la fisica tanto en la escuela, como en el centro de ense-
filanza superior, los autores tuvieron la ocasién de observar cémo la
familiarizacién con los primeros renglones de las soluciones aducidas
en el manual de problemas permite al estudiante, con mayor o menor
grado de seguridad, resolver independientemente el problema. Pero
incluso después de esto, parte considerable de los estudiantes, por
regla, no puede explicar por qué, precisamente, la aplicacién de la
ley dada de fisica conduce al objetivo planteado. El manual que
ofrecemos estd Ilamado a ayudar a vencer dichas dificultades.

No obstante, éste no es el Gnico fin que los autores se plantearon.
De acuerdo con su profunda conviccién debe existir, asimismo, «la
reacciéon» entre los problemas que se analizan y las leyes de fisica.
Cada problema debe ser el motivo de una conversacion, seria y pro-
funda, a veces muy breve, sobre la esencia de los fenémenos y las
leyes de fisica.

Al estudiar la fisica, los estudiantes aprenden diversas leyes de
ésta de las cuales unas se refieren sélo a un determinado circulo de
fenémenos, p. ej., mecanicos, eléctricos, opticos, en tanto que otros
son fundamentales, generales para todos los fenémenos fisicos. Para
el conocimiento profundo de la fisica hay que comprender con clari-
dad el grade de comunidad de diversas leyes de fisica, los limites de
su aplicaciéon, su puesto en el cuadro fisico general del universo.
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En muchos de los problemas de todos los capitulos del libro se mues-
tra, p. ej., como el empleo de la ley de la conservacién de la energia
permite, con frecuencia, resolver el problema con mayor sencillez,
examinarlo desde posiciones mas generales y, lo que es de suma
importancia, ofrece la posibilidad de hallar respuesta a ciertas pre-
guntas, referentes a los fendmenos para los que son desconocidas las
leyes concretas que los describen.

Durante la resolucién de los problemas es preciso poder aplicar
con seguridad las leyes de la conservacién, pero no es facil aprender
a emplearlos correctamente. En ocasiones, estando seguros del «pode-
rio» de las leyes fundamentales de fisica, los estudiantes comienzan
a utilizarlas de manera formal, sin analizar la esencia de los fené-
menos que transcurren. En el presente libro, en el ejemplo de algunos
problemas que se analizan, se muestra a qué errores puede llevar lo
indicado con anterioridad. En este sentido, son en particular aleccio-
nadores los problemas en los que se consideran los choques de barras
elasticas.

Asi pues, al resolver un problema fisico, conviene tratar de
emplear no leyes concretas, referentes a un circulo limitado de fené-
menos fisicos, sino las leyes més generales, justas para la fisica
en su total.

Una comprensién de la fisica en mas alto grado se determina por
1a habilidad de emplear, para resolver los problemas, no sélo las leyes
fundamentales de fisica, sino también los principios metodolégicos
de ésta, tales como los principios de causalidad, simetria, relativi-
dad, equivalencia, etc. Su empleo permite en una serie de casos pre-
decir de inmediato cualitativamente el caracter general del fenémeno
que se considera, después de lo cual la solucién del problema se redu-
ce a establecer las relaciones cuantitativas. Como ejemplo se puede
indicar el principio de simetria en los problemas «Una moneda sobre
un soporte horizontal», «Una carga en el interior de una esfera conduc-
tora», «Cables y bornas», etc., el principio de la relatividad en los
problemas «;Coémo adelantar al autobis?, «Transformaciones mutuas
de los electrones y fotones», etc.

El proceso de resolucién del problema se parece a una pequeifia
investigacion. Lo mismo que en una investigacion cientifica real no
siempre es evidente de antemano cuil debe ser la secuencia de las
operaciones necesarias para obtener el resultado. En este sentido, no
hay recetas universales. La destreza necesaria s6lo se alcanza traba-
jando con ahinco a medida que se acumulan los conocimientos.

El mundo de la fisica es complicado. No todos los fenémenos pue-
den ser clasificados por las diferentes partes de lafisica. Por ello,
en ocasiones, no es ficil referir uno u otro problema a determinada
parte. Pero, precisamente, semejantes problemas son, por regla, del
mayor interés, ya que en ellos se puede apreciar la unidad del mundo
fisico, percibir la analogia entre fenomenos, diferentes en absoluto
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por su naturaleza fisica, y hallar el lenguaje comin para su des-
cripcion.

En el libro que ofrecemos, semejantes problemas se han incluido
en un paragrafo determinado ateniéndose al tipo formal de su plan-
teamiento, a pesar de que en el proceso de su resolucion se necesita
hacer uso del material de otros paragrafos.

En las soluciones de los problemas y en la consideracién de los
ejemplos que aducimos se presta particular atencién a aquellos mo-
mentos que deben figurar en cualquier investigacion. En primer lugar
esto se refiere a la eleccion fundamentada de la idealizacion del proce-
so a estudiar, ya que en vez del propio fenémeno nos vemos siempre
obligados a considerar cierto modelo simplificado, tendiendo a conser-
var en €l los rasgos més caracteristicos e importantes del fenémeno.
En segundo lugar, es obligatoria la investigacién de los casos parti-
culares y limites, para los que la solucion es evidente o puede ser
obtenida de inmediato independientemente de la solucién general. Es
asimismo de gran utilidad la béisqueda y el andlisis de la analogia
con otros problemas y fendmenos, asi como la comparacién de los
métodos de su anélisis.

Al resolver problemas se utilizan extensamente los métodos apro-
ximados. Con frecuencia, su aplicacién no sélo facilita la solucién de
los problemas, sino que permite representar el resultado en la forma
mas idonea para la investigaciéon. En algunos casos, cuando incluso
la obtenciéon de un resultado aproximado esti relacionado con la
necesidad de superar los margenes del nivel de la exposicién adopta-
do, se emplean estimaciones que ofrecen el cuadro cualitativo y el
orden de la magnitud. Y, por fin, se presta atencién a la posibili-
dad de diversos enfoques para la resolucién del problema.

Todos los problemas expuestos en la obra fueron empleados en las
lecciones de fisica en la escuela-internado especializada, adjunta
a la Universidad estatal de Leningrado (UEL), y en la escuela Ne 24
especializada en fisica de esa misma ciudad. Muchos de ellos se
ofrecieron en las olimpiadas escolares de Leningrado y en los semina-
rios con la participacion de los estudiantes en las facultades fisicas
de la UEL y del Instituto Pedagégico de esa misma ciudad.

Result6 que algunos de los problemas crearon dificultades incluso
entre los estudiantes fisicos, a pesar de que, hablando en rigor, para
resolver dichos problemas no se requieren conocimientos que salgan
tras los limites del programa escolar tanto de fisica, como de
matematicas.

Los autores esperan que el libro serd iitil para los alumnos de los
grados superiores de la escuela de los cursos preuniversitarios y las
escuelas de preparacién técnica profesional, asi como para los profeso-
res y estudiantes de los centros de ensefianza superior.



I. CINEMATICA

La cinemdtica estudia la «geometria» del movimiento. {Qué entendemos por
esto? La «geometriay» del movimiento es la descripcion matemdtica del movi-
miento de los cuerpos sin analizar las causas que lo provocan. En otras pala-
bras, sin aclarar la cuestion de por qué el movimiento que se considera transcurre
de este y no de otro modo, se establece la relacién mateméatica entre sus diversas
caracteristicas, tales como el desplazamiento, el recorrido realizado, la veloci-
dad, aceleracién, el tiempo del movimiento.

El movimiento de un punto material siempre se considera en cierto sistema
de referencia. La posicién del punto material puede determinarse si se prefija
su radio vector r o bien, lo que es equivalente, sus tres coordenadas z, y, z, es
decir, las proyecciones del radio vector sobre los ejes del sistema cartesiano de
coordenadas. Si es conocido el radio vector como funcién del tiempo r (z), o sea,
se conocen las tres funciones escalares z (f), y (t), z (t), el movimiento est4 des-
crito con plenitud desde el punto de vista matematico. P. ej., para el movi-
miento uniforme, es decir, aquel que transcurre a velocidad constante v, la
funcion r (t) tiene la forma

r(t) =ry+ vt, (1)

mientras que para el movimiento uniformemente variado con aceleracién a
at?

r(t):ro—l—vot—l--——z . (2)

En estas férmulasr, caracteriza la posicién inicial del punto, o sea, ry=r, () |,_o=

=r(0), vy es la velocidad inicial.

Seiialemos que en cinemdtica la aceleracién se considera prefijada. La ace-
leracién se halla bien por via experimental, o bien por célculos a base de las
leyes de dindmica, cuando se conocen las fuerzas que determinan el caracter del
movimiento. Adelantando los acontecimientos, hemos de sefialar que la ecua-
cién (1) describe el movimiento del punto material en un sistema inercial de refe-
rencia, si sobre el punto no actiian fuerzas (o bien todas las fuerzas actuantes
estan equilibradas), en tanto que la (2), si las fuerzas que actian son constantes.
En el Gltimo caso se suele decir que el movimiento del cuerpo transcurre en un
campo de fuerzas homogéneo, constante en el tiempo. Un ejemplo de semejante
campo puede ser el campo de la gravitacién junto a la superficie terrestre, a con-
dicion de que la altura del cuerpo sobre ella sea pequefia en comparacién con el
radio de la Tierra. Claro estd, que el movimiento de un cuerpo en las proxi-
midades de la superficie de nuestro planeta se describe con la ecuacién (2) sélo
cuando la resistencia del aire puede no tomarse en consideracién.

Asi pues, la funcién r (¢) contiene toda la informacién acerca de la cinemé-
tica del movimiento del cuerpo, o sea, la respuesta a toda pregunta en los pro-
blemas de cinemética se puede obtener empleando sélo la dependencia r (f). En
tales casos no hay que valerse de ninguna otra ley de fisica. P. ej., la dependencia
entre la velocidad instantinea del punto y el tiempo en el campo homogéneo
puede obtenerse de la relacién (2) derivando el radio vector respecto al tiempo
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y tiene la forma
v (t) = py + at.

Durante la resolucion de los problemas vamos a anotar la ecuacién (2) direc-
tamente en las proyecciones sobre los ejes de coordenadas. Siendo constante la
aceleracién a, siempre se puede elegir el sistema de coordenadas de modo que la
ecuacién vectorial (2) se reduzca a dos escalares: como la trayectoria por la que se
mueve el cuerpo es plana, simplemente es necesario hacer coincidir, p.ej., el
plano z, y con el plano en que yace la trayectoria. Entonces, la ecuacién vecto-
rial (2) es equivalente a dos ecuaciones escalares

t2

a,t? ay
x(t)=-‘”o+1’oxt+‘2— > y(t)=yo+')oyf+'—2—- 3

En particular, si se considera el movimiento del cuerpo junto a la superficie
de la Tierra, bajo el efecto de la fuerza de la gravedad, es idéneo dirigir el eje y
verticalmente hacia arriba. En semejante caso, el vector de la aceleracion sélo
tiene una proyeccién distinta de cero: a, = 0, ¢y = — g y el sistema (3) ad-
quiere la forma

z () = Zox +voxt = Ty4-vo COS Q-1

{2 32 4
y(l)=yo+”0yt—%—=yo+uo Sen[P‘t_% ) *)

donde ¢ es el dngulo formado por el vector de la velocidad inicial y el hori-
zonte. A veces, es comodo ubicar el origen de coordenadas en el punto inicial
de la trayectoria, entonces zy, = y, = 0.

Con movimiento uniforme del punto material por una circunferencia, la
velocidad sélo varia en direccién, quedando constante en modulo. En este caso,
la aceleracién est4 dirigida hacia el centro de la circunferencia en sentido perpen-
dicglalr a la velocidad, es decir, por la normal a la trayectoria y es igual en
moédulo a

a = 1v?¥/R, (5)

donde R es el radio de la circunferencia. Esta misma férmula es también véalida
para el movimiento del punto a velocidad constante en médulo v por una trayec-
toria curvilinea arbitraria. Aqui, R es el radio de curvatura de la trayectoria
en el punto que se considera. En tal caso, la aceleracién esta dirigida hacia el cen-
tro de curvatura, o sea, perpendicularmente a la velocidad dirigida por la tan-
gente a la trayectoria. Pero si la velocidad cambia en médulo, el vector acelera-
cién, ademés de la componente normal que se da con la misma férmula (5),
tendrd otra componente dirigida segiin el vector velocidad o bien en sentido
inverso a él, en funcién de si la velocidad del punto material aumenta o dismi-
nuye.

La resolucién de un problema cinemdtico se reduce al empleo de las ecua-
ciones indicadas mAs arriba en las condiciones concretas enunciadas en el pro-
blema. Con ello, seria ingenuo el intento de asimilar cierto «método general»
de resolucién, que sirva para todos los problemas; digamos, simplemente, que
tal «método general» no existe. Al contrario, en los ejemplos que aducimos el
lector podra asegurarse de que siempre existen varios enfoques a la investiga-
cién de los fenémenos fisicos que en mayor o menor grado se diferencian entre si.

Distintos enfoques remarcan con frecuencia nuevas fases del fenémeno que
estudiamos, lo que permite penetrar con mayor profundidad en su sentido fisico.
Por esta razon, en la mayoria de los problemas considerados se ofrecen diversas
variantes de resolucién.
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1. Paso del rio. Imaginémonos un rio con orillas paralelas
entre las cuales la distanciaes I (fig. 1.1). La velocidad de la corrien-
te es la misma por toda la anchura e igual a u.

¢Con qué velocidad minima constante vy respecto del agua
debera navegar una barca para que desde el punto A vaya a parar
al punto B en la orilla opuesta que se encuentra a una distancia s co-

[ m— V

4 u

Fig. 1.1. La velocidad de la corriente Fig. 1.2. La velocidad de la barca con
z es la misma en cualquier lugar del relacién a las orillas V es igual a la
rio suma de los vectores w y v

rriente abajo? (A qué distancia minima smin sera llevada la barca co-
rriente abajo durante el paso del rio a la otra orilla, si el médulo de
su velocidad con relacién al agua es igual a v?

A Con el fin de dar respuesta a estas preguntas,ante todo, hay
que representarse con claridad que la velocidad de la barca respecto
a las orillas V es la suma vectorial de las velocidades de la corriente u
y la velocidad de la barca con relacién al agua v (fig. 1.2):

V=u+wv (6))]

Vamos a considerar que la barca tiene respecto al agua la veloci-
dad v, invariable en médulo. En este caso, saliendo del punto 4,
la barca puede llegar al punto B sélo si se consigue dirigir su veloci-
dad V respecto a las orillas, por la recta AB o bien m4s a la izquierda
de ella. Si con ninguna direccién de » no podemos obtener en el
momento inicial la velocidad resultante V a lo largo de la recta 45,
entonces la barca sera llevada por la corriente mas abajo del pun-
to B (fig. 1.3).

El sentido necesario del vector V puede ser obtenido con diversos
valores del vector v. En todos los casos, la velocidad de la corrien-
te u esta dirigida del mismo modo y se representa con un mismo
vector. La velocidad de la barca con relacion al agua v puede ser
dirigida de distinta manera. De la fig. 1.3 vemos que esta velocidad
sera la menor cuando la velocidad de la barca respecto de la orilla V
esta dirigida, precisamente, por la recta AB, mientras que la velo-
cidad v es perpendicular a dicha recta. Este caso se muestra en la
fig. 1.4. De la semejanza de los tridngulos rectdngulos representados,
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hallamos
Umm/u = UV PP s2. (2)

Sefialemos que si deseamos llegar al punto B, desplazidndonos con
la velocidad minima posible vy, ,, debemos dirigir la proa de la barca
en sentido perpendicular a la trayectoria elegida de la barca AB.
iLa barca sera llevada por la corriente y como resultado ella se acer-
card de costado al objetivo prefijado!

Retornando a la fig. 1.3, vemos que para obtener la respuesta a la
primera pregunta del problema hemos tenido que analizar el trian-
gulo correspondiente a la ley de composicién de velocidades (1). En
el mencionado tridngulo uno de los lados () fue prefijado en médulo

£
-
4
/
v/
V)
/ u
4
o
A
Fig. 1.3. La eleccién de la direccién Fig. 1.4. Para el calculo de la veloci-
de la velocidad de la barca v para el dad minima vy,

paso del rio desde A hasta B

y direccion. El sentido del otro lado (V) fue elegido partiendc del
planteamiento del problema, es decir, el requisito de llegar al pun-
to B. Entonces, para obtener el valor minimo del médulo del tercer
lado (v) éste deberd ser dirigido perpendicularmente al sentido
elegido de V.

También se pueden emplear razonamientos andlogos para dar
respuesta a la segunda pregunta del problema. El vector velo-
cidad de la corriente u en este caso ha sido, asimismo, prefijado en
médulo y sentido. En lo que atafie al segundo sumando en el segundo
miembro de la expresién (1), es decir, la velocidad de la barca con
relacion al agua v, de antemano sélo es conocido su médulo v, mien-
tras que su direccién puede ser cualquiera. Si hacemos coincidir el
origen del vector v con el extremo del vector u (fig. 1.5), el extremo
del vector v puede encontrarse en cualquier punto de la circunferen-
cia de radio v. De la fig. 1.5 b se desprende de inmediato que la
deriva de la barca por la corriente es inevitable si v << u. Pero si la
velocidad de la barca v es mayor que u, eligiendo el sentido de v del
modo adecuado, es posible conseguir que no haya deriva (fig. 1.5 a).
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Es méas, para v > u, al pasar el rio, es posible atracar en la orilla
opuesta en cualquier lugar mas arriba por la corriente.

El analisis de la fig. 1.5 b muestra que con v < u la deriva sera
la minima si la velocidad de la barca con relacién a las orillas V

/2 5 Smin 8

Fig. 1.5. Eleccién de la direccion para el paso del rio con la deriva minima

esta dirigida por la tangente a la circunferencia de radio v. Comparan-
do los triangules rectangulos representados en la figura hallamos
la deriva minima de la barca spyjn:

smm=1 YV u2—1®v, v<u. (3)

Examinen una vez mas la fig. 1.5 b e imaginense hacia dénde hay
que dirigir la proa de la barca, durante el paso del rio, para que su
deriva, originada por la corriente, sea la minima. A

2. ;Cémo adelantar al autobiis? Una persona se encuentra en el
campo distando / de un sector rectilineo de la carretera. A su derecha
ella advierte un autobtis en movimiento por la carretera. (En qué
direccion habra que correr hacia la carretera para llegar a ella delante
del autobis, lo mas lejos posible de é1? La velocidad del vehiculo es u,
la de la persona, v.

A Claro esta, que sélo es de interés el caso v << u, ya que si v >
> u la persona puede adelantar al autoblis a cualquier distancia.

Con el fin de salir a la carretera lo antes posible, la persona debe
elegir el camino mas corto. Si haciendo lo dicho ella consigue salir
a la carretera incluso por delante del autobds, de todos modos la
distancia hasta el autobiis no serd la maxima entre las posibles.
En efecto, si se corre en sentido no perpendicular a la carretera, sino
que bajo cierto dngulo & con relacién a la perpendicular (fig. 2.1),
el recorrido de la persona hasta la carretera aumentara en la magni-
tud Al, pero, en consecuencia, ella saldra a la carretera a una distan-
cia d a la izquierda del punto B. Si elegimos un dngulo « suficiente-
mente pequefo, es posible hacer que la distancia d sea mayor, cual-
quier nimero de veces, que la distancia Al. Por ello, a pesar de que
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la velocidad de la persona v es menor que la del autobis u, ella llega-
ri a la carretera a mayor distancia del vehiculo que en el punto B.

{En qué direccion debe correr la persona? Resulta que es facil
responder a esa pregunta si pasamos a otro sistema de referencia, en
el que el autobids permanece en reposo. Este sistema de referencia se

(/A
d § r——
P TAS: —
I\elL
’ N
4
A F73

Fig. 2.4. Hay que correr hacia la ca- Fig. 2.2. Velocidad dela persona en el
rretera no por el camino més corto sistema de referencia donde el autobiis
estd inmévil

mueve con relacién ala tierra hacia la izquierda a la velocidad u. En
el sistema mencionado, la persona que esté inmgvil en la tierra tendra
la velocidad u dirigidahacia la derecha (fig. 2.2).En el nuevo sistema
de referencia, la velocidad total de la persona V es igual a la suma
vectorial de u y la velocidad de la persona respecto de la tierra v.

Ahora ya podemos con facilidad llegar a la conclusién de que este
problema es equivalente al que resolvimos més arriba sobre la deriva

7 5 Smin_ C v

Fig. 2.3. Para hallar la direccién del movimiento de la persona

minima dela barca al pasar alaotraorilla del rio. Como en elsistema de
referencia que consideramos el autobis est4 inmévil, el requerimiento
de salir a la carretera a la mayor distancia posible del vehiculo es
equivalente al requisito de la deriva minima de la barca al pasar el
rio. Por ello, el sentido buscado del vector v se determina mediante
la misma construccién que en el problema anterior (fig. 2.3). La
trayectoria de la persona en el sistema de referencia donde el autobts
estd inmdvil, es la recta AC. En lo que atafie al sistema de referencia
relacionado con la tierra, la trayectoria es la recta AD.
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de donde para v, obtenemos la misma expresiéon (4). En el ejemplo
de este problema vemos que, en ciertos casos, conviene pasar a un
sistema de referencia en movimiento acelerado. A

5. Al blanco con la velocidad inicial minima. Desde la superficie
terrestre es preciso dar con una piedra en el blanco situado a una altu-
ra by a una distancia s por la horizontal. ;A qué velocidad inicial
minima de la piedra es posible
realizarlo? La resistencia del aire
se desprecia.

A A primera vista parece que
la velocidad inicial de la piedra
tendra su valor minimo absoluto a
si el punto superior de su trayec- 2
toria coinicide con el blanco 5
(tig. 5.1 a). -

:Es posible que asi os parez-
ca? Esta ilusion es tan fuerte que
con semejante solucién de un pro- S, SN
blema anilogo se puede tropezar & 2 /AN
en algunos manuales serios para =
resolver problemas de fisica. No |
obstante, incluso sin resolver el
problema, es ficil cerciorarse de \
que esto no es asi. En efecto, A\
imaginémonos que disminuimos ¢ Y
la altura en la que esta ubicado A
el blanco. Con ello, el punto adon- s
de llega la piedra, de acuerdo con  Fig. 5.1. Para la eleccién de la trayec-
la suposicidn, sigue encontrando- toria 6ptima
se en el punto superior de la tra-
yectoria (fig. 5.1 b), incluido también el caso limite 2 = 0. Pero esta
claro en absoluto que para dar en el blanco ubicado, en tierra, es
bastante ficil lanzar la piedra hasta el blanco (fig. 5.1 b). Asi pues,
la suposiciéon de que el blanco coincide con el punto superior de la
trayectoria de vuelo de la piedra es errdnea.

Este hecho se hace atin més evidente si sefialamos que, en tal caso,
la velocidad inicial debera aumentar a medida que 2 — O.

El anélisis aducido es un ejemplo de comprobacién de la resolu-
cion del problema mediante el paso limite a un caso més sencillo, es
decir, cuando la solucién resulta evidente, o bien puede ser hallada
con facilidad.

Del anélisis cualitativo examinado, se puede llegar a la conclu-
sién de que el blanco siempre debe hallarse en la rama descendente
de la trayectoria (fig. 5.1 ¢). Recordemos una vez més que buscamos
la trayectoria con la velocidad inicial minima.
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Empecemos a resolver el problema.

Supongamos que la piedra ha sido lanzada bajo el angulo a al
horizonte. Sus desplazamientos por la horizontal s y por la vertical 4
pueden ser escritos del modo siguiente:

s =vycos a-t, h = v,sena-t — gt?/2.

Como el tiempo de vuelo de la piedra ¢ no nos interesa, excluyamoslo
de estas ecuaciones. Expresando ¢ de la primera ecuacién y ponién-
dolo en la segunda, obtenemos

h=st Lo 1
=slga—gg ta (1)
Esta ecuacion contiene dos incognitas v, y a y, por ello, tiene un
conjunto innumerable de soluciones, lo que corresponde a la posibi-
lidad de dar en el blanco con un ntimero infinito de procedimientos.
Entre todas esas soluciones debemos elegir aquella que corresponde
al valor minimo de wv,.

La via directa para resolver este problema consiste en el hallaz-
go de v, como funcién de « de la ecuacion (1) y la investigacion de
esta funcién en cuanto a su extremo, lo que, no obstante, requiere la
aplicacion de las matemdaticas superiores. Por esto, vamos a operar
de otra forma. Resolvamos la ecuacién (1) con relacion a a. Haciendo
uso de la conocida relacidon 1/cos 2o = 1 -} tg? @ advertimos que
de (1) se obtiene una ecuacién cuadratica con respecto a tg o

gs*tg o — 2vistga + gs* + 205k = 0. (2)

Habiéndola resuelto, obtenemos

1 " 5
tgo=—[v;+ V vi—g (gs*+2v2h)].

Podria parecer que nada bueno hemos obtenido, sélo una volumi-
nosa expresion. Pero, en realidad, estamos a dos pasos de la respuesta
a la pregunta del problema. En efecto, para tg o s6lo tienen sentido
fisico las soluciones reales y, por ello, el discriminante debe ser no
negativo:

8 —2ghv; — g% > 0.

Es facil cerciorarse de que el valor minimo de v% con el que esta
desigualdad es cierta, corresponde al caso de igualdad; asi pues,

v} min=g (b + Vh2+82)_

(La segunda raiz v, = g (h — V h* = s no tiene sentido fisico,
va que el cuadrado de la velocidad es una magnitud positiva.) Asi
pues, el resultado obtenido tiene la forma

vo min="V g (h+ V B2+ 3. 3)
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Ahora, analicemos la solucién con mayor detalle. Retornemos a la
ecuacion cuadratica para tg a. Con el discriminante positivo ella tie-
ne dos soluciones, es decir, para el valor prefijado de v, la piedra
puede dar en el blanco describiendo dos distintas trayectorias. Con el
discriminante negativo no hay solucidn, o sea, a la velocidad pre-
fijada, para ningtin valor del 4ngulo « la piedra no da en el blanco.
Con el discriminante igual a cero sélo hay una soluciéon (la tGnica
trayectoria de vuelo de la piedra hasta el blanco). Como hemos acla-
rado, precisamente en este caso, la velocidad inicial sera la mini-
ma, en tanto que la expresién para tg a tiene la forma mas sencilla:

2 S
o= hH VTS (4)

gs s

Comprobemos la certeza del resultado obtenido mediante los pasos
al limite.

1. Sih = 0, tg o = 1, o sea, la piedra debe ser lanzada bajo el
angulo n/4. Es bien conocido que esto corresponde al alcance maximo
de vuelo por la horizontal si viene prefijada la velocidad inicial,
mientras que si viene prefijado el alcance obtendremos la velocidad
inicial minima. Este caso ya se examiné al empezar.

2. Si s—> 0, tg o— oo, y a— n/2. En efecto, la piedra se debe
lanzar hacia arriba en sentido vertical y sélo en este caso la posicién
del blanco coincide con el punto superior de la trayectoria.

Asi pues, hemos resuelto el problema exigiendo que las raices de
la ecuacion cuadratica (2) para tg o tengan sentido fisico, es decir,
que sean reales.

Analicemos ahora un procedimiento algo diferente de razona-
miento que, claro estd, nos conduce a ese mismo resultado. Ante
todo, sefialemos una evidente circunstancia: para la distancia s pre-
fijada, cuanto mas alto esté situado el blanco, tanto mayor ha de ser
la velocidad inicial minima de la piedra. Por ello, en lugar de buscar
el minimo de v, con & prefijada, se puede buscar el maximo de » pa-
ra v, prefijada.

Supongamos que v, esta prefijada. Entonces, expresando & a par-
tir de (2):

N e _ &
h= %7 tg?a+stga o

es facil investigar en cuanto a su méaximo el trinomio cuadratico
obtenido con respecto a tg a. (Recordemos que el maximo del trino-
mio cuadratico y = az® + br + ¢ (a << 0) tiene lugar cuando z =
= —b/2a y es igual a ¢ — b*/4a). El valor minimo de 2 se logra
para tg a = vl/gs y es igual a

U gs?
R ®)
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De (5) hallamos el valor minimo de la velocidad inicial v, para la
altura % del blanco prefijada que coincide con la hallada con anteriori-
dad. A

6. Al blanco tras de la pared. Entre el blanco y un mortero, dis-
puestos sobre un mismo plano horizontal, estd situada una pared de
altura . La distancia desde el mortero hasta la pared es igual a a,
en tanto que desde ella hasta el blanco, b. Determinen la velocidad

Y|

e

7 a b/ Z

Fig. 6.1. Las trayectorias que pasan por el blanco

inicial minima de la granada de mortero que se necesita para dar en
el blanco. ¢En tal caso, bajo qué 4ngulo hay que disparar? La resis-
tencia del aire se desprecia.

A Intentemos comprender este problema sin eseribir, por el
momento, ninguna formula. Consideremos todas las trayectorias, que
pasan por el blance, clvidando, por algin tiempo, que existe la
pared. En la fig. 6.1 la tercera trayectoria corresponde al valor
minimo absoluto de la velocidad inicial de la granada. Recordemos
que a esta trayectoria corresponde el 4ngulo o = 45°. Es f4cil cercio-
rarse de que las velocidades iniciales, correspondientes a otras tra-
yectorias, crecen monétonamente al alejarse éstas de la mencionada
tanto hacia arriba, como hacia abajo. Por esta razén, si la pared
resulta ser mas baja que la trayectoria destacada, la solucion es
trivial: esta trayectoria es la que, precisamente, satisface las condi-
ciones planteadas. Si la pared es mas alta, la trayectoria buscada
pasara por el borde superior de la pared. Esto es todo.

Ahora, sélo nos queda escribir estos razonamientos en el lengua-
je matematico, es decir, obtener las expresiones para calcular
la velocidad inicial v, y el Angulo c en cada uno de los mencionados
©asos.

Ante todo, obtengamos la ecuacién general de las trayectorias
que pasan por el blanco. Como ya sabemos, la ecuacién de las tra-
yectorias, que salen del origen de coordenadas, tiene la forma

2
y=atgo—jo (1+1g%a). (1)
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Exijamos que estas trayectorias pasen por el blanco. Con este fin,
hagamos en (1) y = 0 cuando z =a + b:

0=(a+b)tga—LGEE (14 1g20). @)

Expresando de (2) la velocidad inicial v, v poniéndola en (1), obtene-
mos la ecuaciéon de las trayectorias que pasan por el blanco:

Zx(i— +b)tg°° ®)

Dando a a diversos valores dentro de los limites desde 0 hasta /2,
obtenemos todas las trayectorias representadas en la fig. 6.1. La tra-
yectoria destacada se obtiene con tg @ = 1 (@ = m/4):

= (1= <) g

Ahora, aclaremos a qué condicién esta trayectoria pasa por enci-
ma de la pared. Con este objeto, hallemos la altura 4, del punto de la
trayectoria cuando z = a:

a ab
k*:“(1 a+b) PR

Asi pues, si la altura de la pared % es menor que %4,, la trayectoria
buscada se determina con la expresién (4) y la velocidad inicial v,,
correspondiente a ella, se halla con facilidad de la ecuacién (2) con
tg o =1:

Vo min:Vg (a+0).

Esta es la relacion habitual entre la velocidad inicial y el alcance
méaximo de vuelo por la horizontal.

A continuacioén, determinemos la trayectoria buscada si la pared
es més alta que la trayectoria destacada: 2 > k,. Como ya indica-
mos, en semejante caso hay que hallar la trayectoria que pasa por el
borde superior de la pared, es decir, hacemos en (3) y = h sien-
do z = a:

h=a(1 +b)tgoq,

de donde tg o; = h (a + b)/ab. La ecuacién de la trayectoria busca-

da sera obtenida poniendo el valor hallado de tg o, en la formula (3):
. &z a-+b

Sefialemos que para dar contestacién a las preguntas planteadas

en el problema, no necesitaremos esta ecuacién, pero ella ofrece

la posibilidad de seguir por qué puntos vuela al blanco la granada.
Con el fin de hallar la velocidad inicial, correspondiente a dicha trayec-
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toria, hay que poner el valor obtenido de tg o, en la ecuacion (2):

2 ab a-+b 2

Vo min:_‘—éh [1 = (h ;!; ) ]
Asi pues, resumiendo lo expuesto, enunciemos la solucion: si h<C
< abl(a + b), tendremos

a = n/4, U= g+ b)
si h>= abl (a + b),

a=arctg (h ajl:b), v, = gab [1—I~( H_b) ]

En este problema también es de utilidad considerar los casos
limites. No vamos a detenernos en los casos de poco interés como,
p. €j., a = b (la pared estd en la mitad de la distancia entre el mor-
tero y el blanco).

No tiene sentido suponer que ¢ = 0 o bien b = 0 si h =% 0, pero
sin duda alguna es de interés el caso cuando a y b tienden a cero (sien-
do 5= 0). En este caso limite se requiere, sencillamente, tirar la
granada por encima de la pared. Aqui, la respuesta es evidente: hay
que disparar verticalmente hacia arriba (o = n/2) y la velocidad
inicial v, = }/ 2gh. Mostremos c6mo obtener este resultado partiendo
de la solucion del problema. Claro estd que aqui hay que dirigirse al
caso h>= ab/(a + b). Poniendo a = b y, simultaneamente, haciendo
que tiendan a cero, obtenemos o — 51/2 y

) b
Lg:—[ab—}—}z a—[—) ]:—%T(a2+4lbz)—+2gh. A

7. Region bajo fuego. Un cafién antiaéreo puede comunicar al
proyectil la velocidad inicial v, en cualquier direcciéon. Es preciso
hallar la zona bajo fuego, es decir, la frontera que separa los blancos,
que puede alcanzar el proyectil disparado desde el cafion dado, de los
blancos inaccesibles. La resistencia del aire se desprecia.

A Para empezar, sin resolver el problema, tratemos de aclarar
qué podemos decir acerca de esa frontera. El propio hecho de su
existencia no produce dudas, de modo que la pregunta planteada en el
problema tiene sentido (por cierto, al comenzar la resolucién de
cualquier problema siempre es conveniente reflexionar sobre esto).
Intentemos imaginarnos la frontera buscada. Es evidente, que tiene
forma de cierta superficie. Si el blanco se encuentra con exactitud
sobre el cafion, hay que disparar hacia arriba en sentido vertical. Con
ello, el proyectil ascenderd a la altura o = v/2g, después de lo cual
comenzara a descender, de modo que la frontera de los blancos
interseca la vertical en un punto situado a la altura k.

Si nos limitamos a los blancos situados en el plano horizontal, es
evidente que la frontera es una circunferencia, cuyo radio es igual al
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alcance maximo de vuelo del proyectil por la horizontal s = vl/g
(recordemos que el alcance maximo de vuelo por la horizontal se
alcanza cuando el angulo de elevacion del cafién es de o = m/4).
Esta circunferencia es la interseccién de la superficie buscada con el
plano horizontal (fig. 7.1). En general, de la simetria se puede llegar

Fig. 7.2. La [rontera es la envolvente para las frayectorias

a la conclusion de que la superficie buscada es la superficie de rota-
cion de cierta curva alrededor de la vertical que pasa por el cafion
v el problema se reduce a hallarla. Cabe sefialar que la curva es la
envolvente de todas las posibles trayectorias (fig. 7.2).

Entremos en la resolucion del problema. Elijamos el sistema de
coordenadas: dispongamos el canidn en el origen de coordenadas, diri-
giendo el eje x horizontalmente, el eje y, verticalmente. Entonces.
la dependencia entre las coordenadas del proyectil y el tiempo
tendra la forma

2
z(t)=vycoso-t, y(t):vosenoc-t—%—-.

Excluyendo ¢t de estas ecuaciones, obtenemos la ecuaci6én de la tra-
vectoria del proyectil y = f (x):

2
y=atga—-go (1+1g%a). (1)

Esta es la ecuaciéon de una parabola. Los coeficientes de x y 12
dependen del ingulo a, es decir, para distintas direcciones de la
velocidad inicial se obtienen diferentes trayectorias. Asi pues, la
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ecuacion dada describe una familia de trayectorias con velocidades
iniciales v, iguales en moédulo, pero distintas en direccién.

Mas podemos, asimismo, dar a esta ecuacién otro sentido. Consi-
deremos a z e y como las coordenadas de un blanco determinado, en
el que da un proyectil en movimiento por cierta trayectoria. Entonces,
para las coordenadas prefijadas del blanco z e y la ecuacion (1) deter-
mina el Angulo bajo el cual hay que disparar el proyectil, a la veloci-
dad inicial v,, para que él dé en dicho blanco. Resolviendo la mencio-
nada ecuacion de segundo grado respecto de tg «, hallamos

tga= j;; [v2 £V V8 — g (g2® + 2v%y)]. (2)

Si la ecuacion tiene solucidén real, es decir, el discriminante es no
negativo:

vy — g (g2* 4 2vpy) = 0, ®3)
es posible dar en el blanco. Si no hay soluciones reales, es decir,

vy — & (82° + 2u3y) <O,
no es posible dar en el blanco. Esto significa que el blanco se halla
fuera de los margenes de la frontera buscada. Las coordenadas del
blanco, situado en la frontera, deben satisfacer la relacion vy —
— g (gz* + 2v%) = 0. Expresando de aqui y como funcién de z,
obtenemos la ecuacion de la frontera en forma explicita:

_ v} gx?
y__QE'—' 20(2’ . (4)

Esta es la ecuacién de una pardbola con el vértice en z = 0, y =
= v?/2g. El coeficiente de z? es negativo, o sea, las ramas de la
parabola estan dirigidas hacia abajo y cortan el eje horizontal en los
puntos z = +vi/g (fig. 7.2). Asi pues, la frontera obtenida pasa,
por los puntos que, en un principio, fueron establecidos por nosotros
partiendo de razonamientos elementales.

Hemos hallado la seccion de la superficie de frontera del plano
vertical que pasa por el origen de coordenadas. Todo el plano puede
ser obtenido girando esta parabola en torno del eje y.

En virtud de la solucién aducida hagamos algunas observaciones
maés. Consideremos cierto punto situado mas cerca que la frontera
(p. €j-, el punto A en la fig. 7.2). Para semejante punto la expresién
subradical en la férmula (2) es positiva y, por consiguiente, por él
pasan dos trayectorias (para el valor prefijado de la velocidad inicial)
correspondientes a dos posibles valores del angulo «.

En balistica una de estas trayectorias recibe el nombre de rasante
y la otra, tangente a la frontera antes de dar en el blanco, se denomi-
na curva. Por cada punto, perteneciente a la frontera, sélo pasauna
trayectoria. Sefialemos que la frontera es la envolvente de la familia
de trayectorias con distintas direcciones de la velocidad inicial v,
y con el valor fijado de ésta.
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Ofrecemos otra posible via para resolver este problema, relacio-
nada con una interpretaciéon mas de la ecuacién (1). Consideremos los
blancos que se encuentran en una vertical, alejada del cafién a la
distancia z, y hallemos en ella el punto méis alto al que puede atin
alcanzar el proyectil. Por lo visto, este punto pertenece a la frontera.
De este modo, el problema se reduce a hallar el méaximo de y, es decir,
del segundo miembro de la ecuacién (1), considerdndola funcién del
angulo . El segundo miembro es un trinomio de segundo grado con
relacion a tg @ y tiene su méaximo con tg @ = v¥/gz. El valor de y,
correspondiente al méximo, se obtiene poniendo este valor de tg o
en la ecuacién (1):

lo que coincide con la ecuacién (4) de la frontera obtenida antes. A

8. El barro de las ruedas. Un carro rueda de manera uniforme por
un camino con el pavimento himedo. A qué altura méxima ascende-
ran las gotas de agua que se desprenden de la corona de las ruedas?

A Este problema se parece en alto grado a los anteriores. La
més importante peculiaridad consiste en que para su resolucién no se
puede ubicar el origen de coordenadas
en el punto inicial de la trayectoria de Y
las gotas, ya que el desprendimiento
de éstas se produce en diferentes pun-
tos de la corona de la rueda. Por esta NN
razén, hagamos coincidir el origen de v
coordenadas con el centro de la rueda,
es decir, vamos a considerar el movi-
miento de las gotas en el sistema de S 2
referencia ligado al carro, que esti en Z >
movimiento uniforme y rectilineo con 4
relacién a la tierra. Es evidente, que
la altura maxima de ascencién de las
gotas por la vertical no depende de si
examinamos su movimiento en el sis-
tema de referencia ligado con la tierra Fig. 8.1. Trayectoria de las go-
o bien en el que esta ligado con el ca- tas en el sistema de referencia
rro en movimiento uniforme por el pla- relacionado con el carro
no horizontal. Si la velocidad del carro
es igual a v, ylas ruedas no patinan, en el sistema de referencia ele-
gido la velocidad de cualquier punto de la corona también sera igual
a vy. (Demuestren esta afirmacién por si solos, es muy sencilla.) La
posicién de cualesquiera de los puntos, de los que se produce el des-
prendimiento de la gota separdndose de la corona, se determina uni-
vocamente por el angulo ¢ (fig. 8.1).
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Las coordenadas corrientes de la gota, desprendida de la corona
de la rueda en el punto caracterizado por el angulo ¢, se determinan
con las relaciones

z (t) = —R cos ¢ + v, sen -1, )
y (t) = R sen ¢ + v, cos ¢-t — gt¥/2. (2)

Con €l fin de hallar la altura maxima de ascensién de la gota ynsyx,
hay que poner en la ecuacién (2) el tiempo de ascension de la gota ¢,
que, con la mayor facilidad, puede ser hallado del modo siguiente.
En el punto mas alto de la trayectoria la componente vertical de la
velocidad v, se anula: v, = v, cos ¢ — gi; = 0, de donde

ly= % oS (. (3)

Entonces, la altura maxima de ascension de la gota desprendida de la
corona en el punto que consideramos

2 2
Ymax= —5o-senq + Rsen ¢+ 5. (4)

(En esta formula cos ¢ se expresa por intermedio de sen ¢.)

De (4) se deduce que la altura maxima de ascensién depende del
angulo @, o sea, de en qué punto se produjo el desprendimiento de la
gota. ¢De qué punto debe desprenderse la gota para que ésta ascienda
a mayor altura que las demds? La expresion (4) para la altura maxi-
ma de ascensién es de por si un trinomio de segundo grado respecto
a sen ¢ y toma su valor maximo absoluto

R o
Rax = ‘gv—% + —g? (5)

con sen ¢ = gR/vl. Claro estd, que este resultado tiene sentido si
gR < v, es decir, si el carro se mueve con suficiente rapidez. Como
es facil cerciorarse, en caso contrario ninguna de las gotas que se
desprenden no ascenderd sobre el punto superior de la corona. De-
muestren esto independientemente.

Con ayuda de la relacion (1) es facil ver que el punto de ascension
méaxima yace justamente sobre el eje de la rueda: poniendo (3) en (1)
y teniendo en cuenta que sen ¢ = gR/v}, obtenemos x = 0.

La respuesta a la pregunta planteada en el problema, es decir, la
formula (5) para la altura maxima de ascension de las gotas, fue obte-
nida mediante la investigacion en cuanto al maximo del trinomio de
segundo orden (4) respecto de sen ¢. Este resultado puede obtenerse de
otro modo. Vamos a razonar de la forma siguiente. Fijemos cierto va-
lor de ymsx v Tesolvamos la ecuacion (4) con relacién a sen ¢:

R\ 2 2gy
sen(pi'z_—_-ﬂ%i]/(g%) —{—1—--&. (6)

)
v v v
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Aqui, los 4ngulos @, y ¢, determinan aquellos puntos de la corona de
los que, al desprenderse las gotas, éstas alcanzan la altura maxima
prefijada. Si no hay raices reales, el valor prefijado de yyay no sera
alcanzado por ninguna de las gotas. Si hay dos raices reales diferen-
tes @; ¥ @y, la altura prefijada es la médxima para dos gotas. Esto se
ve con claridad en la fig. 9.4 del problema 9, dedicado a la rueda
«mojada». De todas las gotas, como se aprecia en la mencionada
figura, sélo una de ellas alcanzard la altura maxima. Por lo tanto,
esta altura maxima hpsc serd posible de hallar exigiendo que ambas
raices de la ecuacién (6) se reinan en una: igualando el discriminan-
te a cero, obtenemos la respuesta, o sea, la férmula (5).

Asi pues, hemos obtenido una solucién exhaustiva de este pro-
blema. Como los anteriores hemos resuelto este problema haciendo
uso de las ecuaciones de movimiento (1) y (2) que ofrecen la depen-
dencia entre las coordenadas de un s6lido en movimiento y el tiempo.
Estas ecuaciones contienen toda la informacién sobre el movimiento
del s6lido. Pero en multiples casos una informacién tan completa no
es necesaria. P. ej., en el problema que consideramos no nos intere-
san en absoluto las dependencias relacionadas con el tiempo sélo
se requiere hallar la posicién del punto de maxima ascension de la go-
ta, mientras que el momento de tiempo, cuando la gota resulta ha-
llarse alli, no es de interés. En semejantes casos, con frecuencia, es
méas comodo excluir desde el principio la informacién excesiva, ha-
ciendo uso de las leyes de la conservacién. En el problema que consi-
deramos se puede, de inmediato, obtener la relacion (4) para la altura
maxima de ascenso de las gotas, si aplicamos la ley de la conserva-
cién de la energia mecdnica. Suponiendo igual a cero la energia poten-
cial de la gota al nivel del eje de la rueda, tendremos para la energia
total de la gota en el punto de desprendimiento

mvg

5 -
En el punto superior de la trayectoria la componente vertical de la
velocidad se anula. Como la componente horizontal de la velocidad
no varia, la energia en el punto superior

E,=mgR sen ¢

2
= g+ TS
Igualando E, y E, obtenemos la férmula (4). iComo ven, en muchos
problemas no estd mal pensar si se puede simplificar la solucién
empleando las leyes de la conservacién! A

9. Gotas de una rueda en rotaciéon. Una rueda «mojada» gira uni-
formemente, alrededor de un eje inmévil, en el plano vertical. De la
corona se desprenden gotas. Hallen la frontera de la parte «seca».

A El movimiento de las gotas desprendidas se produce bajo el
efecto de la fuerza dela gravedad que a todas las gotas les comunica
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la misma aceleracién g. Al comienzo, esto permite abstraerse de la
presencia de la gravitaciéon. Examinemos el movimiento de las gotas
que se desprenden de la corona de la rueda en un mismo instante.
Al no haber aceleraciéon de la caida libre, las gotas se mueven por

Fig. 9.1. En ausencia de la grave- Fig. 9.2. La frontera de la regién «moja-
dad las gotas estdn en movimiento da» como la envolvente de las circunie-
rectilineo rencias

lineas rectas. En todo momento de tiempo ¢ todas las gotas yacen en
una circunferencia de radio r (fig. 9.1) para el que, con ayuda del
teorema de Pit4goras, podemos escribir

r (8) = R* + (vot)* (1)

donde R es el radio de la rueda; v,, la velocidad de los puntos de la
corona.

El radio de la circunferencia r aumenta con el correr del tiempo,
mientras que, ademés, en presencia de la gravitacion, toda esa cir-
cunferencia «cae» con la aceleracion
de la caida libre g. Si el origen de
coordenadas fue elegido en el centro
de la rueda, en cualquier momento
de tiempo # la ordenada del centro
de la circunferencia es igual a
—gt*2. En este sistema de coorde-
. , . _ nadas la ecuacién de la circunferen-
Fig. 9.3. La regién «mojada» estd ., «cayente» tiene la forma

sombreada
2t 4 (y + gt¥l2)? =17 (1). (2)

La ecuacién (2) es la de una completa familia de circunferencias:
adjudicando a ¢ diversos valores, obtenemos circunferencias en las
que se hallan las gotas en distintos momentos de tiempo. Es facil
comprender que la frontera buscada es la envolvente de esta familia de
circunferencias (fig. 9.2). Claro est4, que el punto superior de
esta frontera yace con precisién sobre el eje de la rueda. Con otras
palabras, la ecuacién (2) determina toda la region «mojada» (fig. 9.3)
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y para resolver el problema debemos hallar la frontera del 4mbito
sombreado.

Busquemos esa frontera del modo siguiente. Advirtamos que las
gotas desprendidas de la rueda en un mismo instante alcanzan la
frontera en distintos momentos de tiempo: la frontera es tangente
a diversas circunferencias. Trazando una recta horizontal a cierto
nivel Y, hallemos en ella el punto y «mojado» mas alejado del eje,
sin preocuparnos a qué circunferencia él pertenece. Podemos hallar
la abscisa X del punto de interseccion de cualquier circunferencia
con esa recta, poniendo en la ecuacién (2) la ordenada y =Y y el
radio r de la ecuacién (1):

X% = R? + Uit — (Y + gt¥/2)% 3)
Es facil advertir que el segundo miembro de (3) es un trinomio de
segundo orden respecto de i
X% = —g¥h/h 4+ (2 — gY) 1?2 + R* — Y2
Su valor maximo

X2=Rz+§§-—%:3_y. (4)

Resolviendo (4) con relacién a Y, obtenemos la ecuacion de la fronte-
ra de la regién «seca»:

— & x2y &R | 0

= =g Xt gyt ()

Esta es la ecuaciéon de una parabola cuyas ramas estan dirigidas hacia
abajo, en tanto que el vértice se halla en el eje y a la altura gR?%
120 -+ v¥/2g.

La frontera ha sido hallada como la envolvente de la familia de
circunferencias en las que se encuentran las gotas desprendidas en un
mismo momento de tiempo. Por otro lado, la trayectoria de cada gota
por separado es una parabola y, por ello, la frontera (5) hallada es
la envolvente de dichas parabolas (fig. 9.4).

Es interesante sefialar que los problemas 7 y 8 son casos par-
ticulares del presente problema. En efecto, de hecho, en el proble-
ma 8 era sélo necesario hallar el punto superior de la frontera de la
regiéon «mojada»: para X = 0

- _ &R* | v}
Y—hméx-—— 21;(2) +"2‘g—

El problema 7 se obtiene de éste si hacemos tender a cero el radio de
la rueda R, manteniendo la velocidad v, invariable. La ecuacién de
los blancos accesibles se obtiene de (5) si en la tltima ecuacién
hacemos R = 0O:
- & x2, W
Y= g X240

3—641
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Al resolver el presente problema hemos supuesto de modo tacitur-
no que la frontera buscada pasa fuera de la rueda. Lo mismo que en el
problema anterior, es ficil cerciorarse de que esto es valido a condi-
ciéon de que v; > gR. En caso contrario (1< gR) la frontera de la

YA
vl

LI\
/ Q/\I
Fig. 9.4. La frontera de la region «mo- Fig. 9.5. La frontera de la re-
jada» como la envolvente de las pard~- gién «mojada» con la rotacién

bolas, es decir, las trayectorias de las lenta de la rueda
gotas

region «mojada» pasa con su punto superior por la corona de la rueda
(el arco de circunferencia) y, a continuaci6n, pasa uniformemente
a las ramas de la parabola (fig. 9.5). A



8. El barro de las ruedas 29

Ofrecemos otra posible via para resolver este problema, relacio-
nada con una interpretaciéon mas de la ecuacién (1). Consideremos los
blancos que se encuentran en una vertical, alejada del cafién a la
distancia z, y hallemos en ella el punto méis alto al que puede atin
alcanzar el proyectil. Por lo visto, este punto pertenece a la frontera.
De este modo, el problema se reduce a hallar el méaximo de y, es decir,
del segundo miembro de la ecuacién (1), considerdndola funcién del
angulo . El segundo miembro es un trinomio de segundo grado con
relacion a tg @ y tiene su méaximo con tg @ = v¥/gz. El valor de y,
correspondiente al méximo, se obtiene poniendo este valor de tg o
en la ecuacién (1):

lo que coincide con la ecuacién (4) de la frontera obtenida antes. A

8. El barro de las ruedas. Un carro rueda de manera uniforme por
un camino con el pavimento himedo. A qué altura méxima ascende-
ran las gotas de agua que se desprenden de la corona de las ruedas?

A Este problema se parece en alto grado a los anteriores. La
més importante peculiaridad consiste en que para su resolucién no se
puede ubicar el origen de coordenadas
en el punto inicial de la trayectoria de Y
las gotas, ya que el desprendimiento
de éstas se produce en diferentes pun-
tos de la corona de la rueda. Por esta NN
razén, hagamos coincidir el origen de v
coordenadas con el centro de la rueda,
es decir, vamos a considerar el movi-
miento de las gotas en el sistema de S 2
referencia ligado al carro, que esti en Z >
movimiento uniforme y rectilineo con 4
relacién a la tierra. Es evidente, que
la altura maxima de ascencién de las
gotas por la vertical no depende de si
examinamos su movimiento en el sis-
tema de referencia ligado con la tierra Fig. 8.1. Trayectoria de las go-
o bien en el que esta ligado con el ca- tas en el sistema de referencia
rro en movimiento uniforme por el pla- relacionado con el carro
no horizontal. Si la velocidad del carro
es igual a v, ylas ruedas no patinan, en el sistema de referencia ele-
gido la velocidad de cualquier punto de la corona también sera igual
a vy. (Demuestren esta afirmacién por si solos, es muy sencilla.) La
posicién de cualesquiera de los puntos, de los que se produce el des-
prendimiento de la gota separdndose de la corona, se determina uni-
vocamente por el angulo ¢ (fig. 8.1).
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Las coordenadas corrientes de la gota, desprendida de la corona
de la rueda en el punto caracterizado por el angulo ¢, se determinan
con las relaciones

z (t) = —R cos ¢ + v, sen -1, )
y (t) = R sen ¢ + v, cos ¢-t — gt¥/2. (2)

Con €l fin de hallar la altura maxima de ascensién de la gota ynsyx,
hay que poner en la ecuacién (2) el tiempo de ascension de la gota ¢,
que, con la mayor facilidad, puede ser hallado del modo siguiente.
En el punto mas alto de la trayectoria la componente vertical de la
velocidad v, se anula: v, = v, cos ¢ — gi; = 0, de donde

ly= % oS (. (3)

Entonces, la altura maxima de ascension de la gota desprendida de la
corona en el punto que consideramos

2 2
Ymax= —5o-senq + Rsen ¢+ 5. (4)

(En esta formula cos ¢ se expresa por intermedio de sen ¢.)

De (4) se deduce que la altura maxima de ascensién depende del
angulo @, o sea, de en qué punto se produjo el desprendimiento de la
gota. ¢De qué punto debe desprenderse la gota para que ésta ascienda
a mayor altura que las demds? La expresion (4) para la altura maxi-
ma de ascensién es de por si un trinomio de segundo grado respecto
a sen ¢ y toma su valor maximo absoluto

R o
Rax = ‘gv—% + —g? (5)

con sen ¢ = gR/vl. Claro estd, que este resultado tiene sentido si
gR < v, es decir, si el carro se mueve con suficiente rapidez. Como
es facil cerciorarse, en caso contrario ninguna de las gotas que se
desprenden no ascenderd sobre el punto superior de la corona. De-
muestren esto independientemente.

Con ayuda de la relacion (1) es facil ver que el punto de ascension
méaxima yace justamente sobre el eje de la rueda: poniendo (3) en (1)
y teniendo en cuenta que sen ¢ = gR/v}, obtenemos x = 0.

La respuesta a la pregunta planteada en el problema, es decir, la
formula (5) para la altura maxima de ascension de las gotas, fue obte-
nida mediante la investigacion en cuanto al maximo del trinomio de
segundo orden (4) respecto de sen ¢. Este resultado puede obtenerse de
otro modo. Vamos a razonar de la forma siguiente. Fijemos cierto va-
lor de ymsx v Tesolvamos la ecuacion (4) con relacién a sen ¢:

R\ 2 2gy
sen(pi'z_—_-ﬂ%i]/(g%) —{—1—--&. (6)

)
v v v




II. DINAMICA Y LEYES DE LA CONSERVACION

Cémo se produce el movimiento de un sélido, durante su interracién con
otros s6lidos, es lo que estudia la dindmica. La interaccién se describe en el
lenguaje de las fuerzas que actéian sobre el sélido. La base de la dindmica del
punto material son las tres leyes de Newton. La primera de ellas destaca aquellos
sistemas de referencia en los que las ecuaciones de dindmiica tienen la forma mads
sencilla, es decir, los llamados sistemas inerciales de referencia. La segunda ley
de Newton establece la relacién entre la aceleracién con la que se mueve el punto
material en el sistema inercial de referencia y las fuerzas que sobre é1 acttian.
La tercera de ellas liga entre si las fuerzas con las que los sélidos actdian unos
sobre otros.

Se considera que en dindmica la interaccion entre los sélidos estd prefijada:
P. ej., la interacciéon gravitacional de los puntos materiales se describe con la
ley de la gravitacién, mientras que la interaccién electrostdtica de las cargas
puntuales, con la ley de Coulomb. Las expresiones para las fuerzas que entran en
las leyes de Newton deben ser tomadas de otras partes de la fisica, donde se
estudia su naturaleza.

La resolucién del problema dindmico se debe empezar por el analisis de
todas las fuerzas que actGan sobre el sélido que nos interesa.

Detengamonos con mayor detalle en aquellos tipos de fuerzas con los que
se tropieza en los problemas de este capitulo. La interaccién gravitacional de los
s6lidos se realiza por medio de los campos de gravitacién (newtonianos) creados
por ellos. Un sé6lido con distribucién esférico-simétrica de las masas (p. ej., el
globo terrestre) crea en el espacio circundante un campo de gravitacién igual que
un punto material, de la misma masa, ubicado en su centro. En los problemas
acerca del movimiento de los satélites de la Tierra es c6modo expresar la fuerza de
atraccion de la Tierra, que sobre ellos actiia, por intermedio de la distancia
desde el satélite hasta el centro de la misma r, la aceleracién de la caida libre
¢ en la superficie de la Tierra y su radio R:

mM __ mgR?
Feg iy =T )

donde G es la constante universal de gravitacion; M, la masa de la Tierra; m, la
masa del satélite. Semejante aspecto de la férmula para F es cémodo debido
a que la fuerza que actiia sobre el satélite se expresa por magnitudes faciles de
recordar, es decir, g = 9,8 m/s?, R = 6370 km.

En muchos de los problemas es preciso considerar el rozamiento entre los
solidos. En presencia del rozamiento la fuerza Q, con la que un sélido actia
sobre el otro, es cémodo examinarla como dos fuerzas (véase la figura): la fuer-
za N dirigida por la normal a la superficie de contacto (fuerza de la presién
normal o bien fuerza de reaccién del apoyo, que por su naturaleza es una fuerza
eldstica) y la fuerza de rozamiento Fy,,, dirigida por la tangente. La comodidad
consiste en que, durante el deslizamiento de los s6lidos, los médulos de estas
fuerzas componentes de una fuerza @ estén ligados entre si con la ley aproxima-

3%
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para poner en movimiento el solido sumergido en el liquido es pro-
porcional a v?, pero mayor que mv?/2. Escribiendo este trabajo en
la forma

A = Mv*/2,

donde M > m, llegamos a la conclusion de que durante la sumersion
del sélido en el liquido él se movera bajo el efecto de las fuerzas
externas como si su masa también hubiese aumentado. La masa adi-
cional, llamada asociada, caracteriza las propiedades de inercia del
liquido circundante. El valor de la masa asociada depende de la den-
sidad del liquido y de la forma del sélido.

Veamos qué varia en la solucién del problema al tomar en consi-
deracién la masa asociada. Es evidente que la aceleracién del sélido
al moverse por el liquido bajo el efecto de la fuerza de la gravedad mg
y la fuerza de empuje m,g sera igual a @’ = g (m — m,)/M. Preci-
samente con esta magnitud sera sustituida la aceleracion a = gx
X (1 — mgy/m) en las expresiones paras; y s,y en la ecuacién (1). Ahora,
si con z designamos g (m — m,) t/2M, la ecuacién (2) tendra la
la forma anterior. Como el s6lido se hunde con m > m,, como antes
de (2) hay que hallar las condiciones con las que x > 0.

De este modo, el hecho de tomar en cuenta la masa asociada no
varia el resultado del presente problema. A

3. El trineo en la montaiia. La vertiente de la montafia forma el
angulo o con el horizonte. {Bajo qué angulo P (fig. 3.1) hay que tirar

Fig. 3.1. ¢Bajo qué angulo B hay que Fig. 3.2. Fuerzas que actiian sobre el
tirar de la cuerda? trineo

de la cuerda para subir el trineo de forma uniforme a la montafia
con el esfuerzo minimo? ¢Cudl debe ser esa fuerza?

A Considerando que el ftrineo es un punto material, podemos
adoptar que todas las fuerzas que sobre él actian, es decir, la fuerza
de la gravedad mg, la fuerza de la reaccién de la superficie de la mon-
taita Q y la fuerza F con la que tiran de la cuerda, estin aplicadas en
un mismo punto (fig. 3.2). Con el movimiento uniforme del trineo la
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suma vectorial de todas las fuerzas que actfian, es igual a cero:

F+Q + mg =0. (1)

Con el fin de investigar la ecuacién (1) proyectemos esta igualdad
vectorial sobre dos direcciones perpendiculares entre si: a lo largo
del plano inclinado y perpendicular a él. Con ello, debemos tener en
cuenta que la proyeccion de la fuerza Q sobre la direccién de la normal
al plano es la fuerza normal de la reaccién N, en tanto que la pro-
yeccion de @ sobre la direccién a lo largo del plano es la fuerza de
rozamiento F.,,. Como resultado, en lugar de (1), obtenemos

FcosPp — F,y, — mgsena =0, 2)
Fsenf + N — mgcosa = 0. 3)

Para investigar la dependencia entre la fuerza F y el 4ngulo P es
preciso excluir de estas ecuaciones N y F.,,, ya que ellas mismas
dependen del angulo . Partiendo de la ley de Coulomb — Amontons

Frop = plv. (4)

Expresando la fuerza IV de la ecuacién (3) y poniéndola en (4), obte-
nemos

Fio; = n (mg cos & — F sen ). ®)

Tomando en consideracién esta expresion para la fuerza de rozamien-
to, de la ecuacion (2) hallamos

. sen o+ cos o
F=mg P wsenp - &

El numerador de esta formula no depende de § y, por ello, la fuerza F
sera la minima cuando el denominador sea el maximo. Por ello
busquemos el maximo de la expresién

7 (B) = cos B + p sen B. @)

Con el fin de hallar el maximo podemos igualar a cero la derivada de
esta funcién: f* (B) = 0. También podemos hallar el maximo de for-
ma elemental, reduciendo f (8) a una funcién trigonométrica del
angulo B. Introduzcamos cierta magnitud ¢ de modo que tg ¢ sea
igual al coeficiente de rozamiento p:

B = tgp = sen ¢/cos . ®)

Para todo p se puede hacer semejante sustitucién, ya que la tan-
gente varia desde —oo hasta co. Poniendo p de la relacién (8) en la
expresion (7) y reduciendo el segundo miembro al comin denomina-
dor, obtenemos

£(B) = cos B cos ¢ sen B sen ¢ — cos (B — @) _ 9)

cos @ cos @
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Como el tridngulo de velocidades en la fig. 6.1 es rectangulo, con ayu-
da del teorema de Pitdgoras y las relaciones (3), obtenemos

r2=p?4+ R?, de donde p=} r2— R2, %)
Poniendo aqui el valor hallado de R de (2), obtenemos
p=r VI—(uglo?r, wPriug=>1. (5)

Vemos que el radio p de la huella que la moneda traza sobre el soporte
también es menor que el radio r de la trayectoria del soporte.

La correlacion entre p y R puede ser variada. En caso de movi-
miento «rapido», cuando w/pug> 1, la moneda en el sistema iner-
cial de referencia del laboratorio est4, practicamente, inmoévil (R<
< r), mientras que el soporte debajo de ella describe una circunferen-
cia de radio r, de modo que p &~ r.
En caso de movimiento lento del
soporte, cuando ®?/ug > 1, la
moneda casi no se atrasa del so-
porte, describiendo en el sistema
de referencia del laboratorio una
circunferencia de casi el mismo
radio (R &~ r), de modo que p &~ 0.

En la fig. 6.2 se muestran la
trayectoria de movimiento de la
moneda en el sistema de referen-
cia del laboratorio (circunferen-
cia de radio R) y la huella que la Fig. 6.2. Trayectoria de movimiento
moneda traza en el soporte (la de la moneda y sutnuella en el so-
circunferencia de radio p) para el porie
caso cuando R > p. Si en el sis-
tema de referencia del laboratorio la moneda se mueve por la cir-
cunferencia en sentido antihorario, entonces, con relacién al sopor-
te, su movimiento serd en sentido horario.

Es de interés considerar el desfasaje o entre el movimiento del
soporte y de la moneda en los casos limites que analizamos de movi-
miento rapido y lento del soporte. Realicen esto por su cuenta, te-
nie}x?(}o en cuenta que, como se desprende de la fig. 6.1, cos oo = V/u =
= Rir. A

7. Un bloque en unplano inclinado. El plano inclinado que forma
el angulo « con el horizonte, se mueve de forma horizontal con una
aceleracion @ en la direccion indicada en la fig. 7.1. ;Cémo se movers
un blogue que yace en él, si el coeficiente de rozamienio del bloque
por el plano inclinado es igual a p?

A Para empezar, consideremos el caso mas sencillo cuando el
plano estd en reposo o en movimiento uniforme (¢ = 0). En este caso
la conducta del bloque se investiga con suma facilidad. Si p=> tg o

4-641
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el bloque estd en reposo en el plano inclinado, si p << tg o, él se
desliza hacia abajo con aceleracion.

Ahora, aclaremos al cumplir qué condicién el bloque yacera in-
moévil en el plano inclinado durante el movimiento acelerado de
éste. Es evidente, que en semejante caso la aceleracion del bloque de-

be coincidir con la del plano. Con

este fin, es necesario que la suma

% vectorial de todas las fuerzas que
actan sobre el bloque sea igual

P al producto de su masa por la
—_— % aceleracion a@. Sobre el bloque

actGan la fuerza de la gravedad
mg, la fuerza de la reaccion del
Fig. 7.1. El plano inclinado se despla- plano inclinado NV y la fuerza de
za con la aceleracién prefijada a rozamiento en reposo F. Recor-
demos que esta Wltima fuerza

puede variar desde cero hasta el valor maximo igual a pN. Es po-
sible que ella esté dirigida tanto hacia arriba, como hacia abajo
a lo largo del plano inclinado. Si la aceleracién del plano a, es

Fig. 7.2. Fuerzas que actian sobre el bloque con distintas aceleraciones del
plano inclinado

tal que mg -+ N = ma,, on hay fuerza de rozamiento: F = 0
(fig. 7.2 a). iNaturalmente, esto no significa que, de golpe y porrazo,
la tabla se ha hecho lisa! Simplemente, si ¢ = @, la velocidad
relativa del bloque y de la superficie es también igual a cero, al
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no haber fuerza de rozamiento, por lo que ésta no surge. De la fig. 7.2 a
se desprende que ¢, = g tg a.

Si la aceleracién del plano inclinado « es algo menor que e, y no
hay rozamiento, es decir, cuando p = 0, el bloque se deslizaria hacia
abajo; cuando p =40 surge la fuerza de rozamiento dirigida hacia
arriba a lo largo del plano inclinado y el bloque quedari inmévil.
Pero como la fuerza de rozamiento en reposo no puede superar pXN, si
la aceleracién del plano essuficientemente pequefia, menor que cierto
valor a,, el bloque se deslizard hacia abajo. Este valor de la acelera-
cién a, se halla partiendo de la condicién de que la fuerza de roza-
miento F es igual a su valor maximo u/N y esta dirigida hacia arriba
por el plano inclinado (fig. 7.2 b). Compongamos la ecuacién de
movimiento del bloque mg + N + F = ma, y proyectémosla sobre la
la direccién a lo largo del plano inclinado y por la normal hacia él:

mg sen o, — ulN == may cos o,
N—m == } (1)
g COS 0. = ma, sen o.
Excluyendo N, hallamos
. Sen Qg — WU Ccosa
U=g cosa-psena ° 2)

Asi pues, si la aceleraciéon del plano a << a, el bloque se desplaza
hacia abajo.

Sefialemos que si p > tg o la aceleracion a, serd negativa. ¢Qué
sentido tiene esto? Recordemos que para p>>tg a el bloque no se
deslizard y cuando a = 0 (el plano inclinado esta inmévil o en mo-
vimiento uniforme). Tampoco se deslizar4 el bloque si a << 0, cuando
la aceleracion del plano estd dirigida a la izquierda, hasta que el
modulo de la aceleracién no supera a | @, |. En efecto, las ecuacio-
nes (1) son ciertas, asimismo, cuando la aceleracién a, esta dirigida
a la izquierda si se entiende por a, su proyeccién sobre el sentido
horizontal.

Asi pues, hemos hallado la condicién de deslizamiento del bloque
con cualesquiera p y o

Sen o — |1 COS O

a<g coso-{-puseno °

Ahora, supongamos que la aceleracion del plano a es algo mayor
que a,. Entonces, si p = 0 el bloque se desplazaria hacia arriba alo
largo del plano; si p 540 surge la fuerza de rozamiento en reposo,
dirigida hacia abajo a lo largo del plano, y el bloque queda inmévil
en el plano. Con el crecimiento de a también aumenta la fuerza de
rozamiento y cuando la aceleracién se hace tal que la fuerza de roza-
miento F alcanza su méaximo valor u/V, el blogue comienza a desli-
zarse hacia arriba. Aclaremos con qué aceleracién del plano a, la
fuerza de rozamiento serd igual a pN (fig. 7.2 ¢). Confeccionando,

L%
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s6lidos estaran en movimiento a igual velocidad v, tendremos
Mvy = (M + m) v. 1)

Con el fin de aplicar la ley de la conservacién de la energia, ante
todo, hay que calcular el trabajo de las fuerzas de rozamiento que
actan entre el bloque y la tabla. Estas fuerzas son iguales en médu-
lo y de sentido opuesto. La fuerza de rozamiento que actfia sobre el
bloque lo acelera haciendo que aumente su energia cinética. El
trabajo de esta fuerza es positi-

M o vy vo. La fuerza de rozamiento, que

[ | —— obra sobre la tabla, la frena; el

trabajo de esta fuerza es negativo.

Estéa claro, que con relacién a la

Fig. 1.1. La tabla r.ecibe‘ iqstanténea— tierra el punto de aplicacién de

mente la velocidad incial v la fuerza de rozamiento, que ac-

taa sobre la tabla, realiza el des-

plazamiento s; que es mayor que el recorrido del punto de aplicacién

dela segunda fuerza de rozamiento s, en Ia magnitud s (fig. 11.2). Por

esta razon, el trabajo sumario de las fuerzas de rozamiento es negati-
vo e igual a — pmgs.

Asi pues, la ecuacién de la ley de conservacién de la energia se
escribe en la forma

(M ~+m) v? _ Mg

7/

5 5= — Wmgs. 2)
Expresando v de (1) y poniéndola en (2), hallamos
1 M v?
S= T WE ug 3

Si el valor de s calculado con la férmula (3) resulta ser mayor que L,
esto significard que, con semejante velocidad inicial de la tabla v,,

S
i 5z
=B =
e —— = l
O e e —
7 Z 77
57

Fig. 11.2. El desplazamiento de la tabla s, es mayor que el desplazamiento del
bloque s, en la magnitud s

ella se deslizara de debajo del bloque. De aqui, hallamos el valor de v,
necesario para eso:

vo>> V2ugL (1 + mbh). 4)

La resolucién del problema, basado directamente en la aplicacion
de las leyes de Newton, hubiera sido més larga. Con semejante re-



413. Rizo normal 61

13. Rizo normal. Un pequeiio s6lido se desliza sin rozamiento
por un canaldn que, a continuacion, se convierte en un rizo circular
«looping» de radio R (fig. 13.1). ¢Desde qué altura minima h debe
descender el solido sin velocidad inicial para que él no se separe del
canalon? éCudl ha de ser la altura inicial con el fin de que el sélido
pueda vencer el rizo con la parte superior cortada de forma simétrica
(fig. 13.2)?

A Como es sabido, el movimiento del so6lido bajo el efecto de la
sola fuerza de la gravedad transcurre por una trayectoria parabélica.

“' /%

G|

Fig. 13.1. «Rizo normal» Fig. 13.2. «Rizo normal» con un corte

3

Por ello, para el movimiento por un canalén circular dispuesto en el
plano vertical, ademas de la fuerza de la gravedad, sobre el sélido de-
ben actuar, asimismo, otras fuerzas. Al no haber rozamiento tal fuer-
za solo puede ser la reaccién N
del canal6on, dirigida por la nor-
mal a su superficie (fig. 13.3). Es
evidente, que el s6lido no se sepa-
rard del canaléon mientras esta
fuerza sea no nula. Si se produce
el desprendimiento del sdlido del
canalén, en el punto donde éste " y
se produce la fuerza N se anula. Y18 13.3. P“egﬁazéﬁg‘; agtian sobre
Después del desprendimiento del '
canalén el movimiento del sélido sélo se produce bajo el efecto de la
fuerza de la gravedad y el solido se desplaza por una paribola.
Supongamos que sin desprenderse el s6lido se mueve por el cana-
16n y calculemos la fuerza de la reaccién N del canalén en un punto
tomado al azar, cuya posicién se determina con el angulo o (fig.
13.3). Compongamos la ecuacién de la segunda ley de Newton para
dicho punto:

mg + N = ma. 1)
Con el fin de hallar el moédulo de la fuerza N, proyectemos la for-
mula (1) sobre la direccién radial. Como la componente normal de la
aceleracién es igual a v?*/R, de (1) tenemos
my?®

mgcosa+N=——, (2)
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Ahora consideremos el movimiento del sélido por el rizo con cor-
te. Conel fin de que, en tal caso, el s6lido efectiie «la vuelta de cam-
pana» es preciso que al salir del borde del corte en el punto 4 y de
volar parte del recorrido por una pardbola, bajo el efecto de la fuerza
de la gravedad, él, precisamente, llegue a la continuacién del cana-
I6n en el punto B (fig. 13.4).
Después de separarse del canalén,
el movimiento transcurre segin
la ley

r = vt + gt3/2 (10)

si el origen de referencia del tiem-
po ¢ y de la posicion r se han ele-
gido en el instante del despren-
dimiento y en el punto de sepa-
racion. Ya que en el punto A de  gjg 134, En el corte del «rizo, entre
separacién la velocidad v estd di- los puntos 4 y B el sélido se mueve
rigida por la tangente al canalén, por una pardbola
proyectando la ecuacion (10) sobre

los sentidos horizontal (z) y vertical (y) y exigiendo que la trayecto-
ria pase por el punto B (trayectoria 7 en la fig. 13.4), obtenemos

2R sen ¢ = v cos @+f, 0 = vsen @t — gt*/2. (11)

Hallando ¢ del a segunda ecuacién y poniéndolo en la primera, obte-
nemos

v? = gR/cos ¢. (12)

Precisamente, semejante velocidad debe poseer el sélido en el mo-
mento de separacién para que vaya a parar al punto B.

Prestemos ahora atencién a que la férmula (12) fue obtenida sélo
partiendo de consideraciones cineméticas al examinar el vuelo libre
del punto 4 al B. Por esto, hay que comprobar que teniendo esta ve-
locidad en el punto 4 el sélido puede en realidad ir a parar al B,
moviéndose por el canaléon. Con otras palabras: hemos de cerciorar-
nos de que a esa velocidad el s6lido presiona contra el canalén, es
decir, que la fuerza N calculada con la formula (3), siendo @ = ¢,
es mayor que cero. Poniendo v? de (12) en (3), obtenemos

N = mg (1/cos ¢ — cos @).

Esta expresién es no negativa para todos ¢ desde 0 hasta zt/2, valores
que solo son de interés. La velocidad en el punto 4 esta relacionada
con la altura inicial 2 que buscamos mediante la relacién (5), en la
que, como es logico, debemos sustituir el dngulo o por ¢:

v? = 2gR (W/IR —1 — cos ¢). (13)
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altura maxima de elevacion del sélido, después de separarse en el
punto 4, es igual a

v? sen 2¢/(2g),
lo que después de poner v* de (12), proporciona
R sen 2¢/(2 cos ¢).

Por ello, como se deduce de la fig. 13.4, la altura de este punto de la
trayectoria sobre el centro de la circunferencia O es igual a

o R sen®q@ R 1
H=Rcosg+5 oom="—5 ("’"S‘P+ costp)'

Esta expresién, para todos ¢ desde 0 hasta n/2, es mayor que R. A

14. Dos bolitas ligadas. Dos pequefias bolitas iguales, ligadas
entre si con un hilo inextensible e imponderable de largura [ (fig.
14.1), yacen en una superficie lisa horizontal. A una de las bolitas
se le comunica la velocidad v, dirigida verticalmente hacia arriba.

Ly

S
|

v, 1z
z | Ae
i da -z 0 i &

Fig. 14.1. Dos bolitas iguales estdn Fig. 14.2. La bolita superior se mueve
ligadas mediante un hilo inextensible por una elipse con semiejes 1/2 y 1

;Cual debe ser la velocidad inicial para que el hilo siempre quede ten-
sado, mientras que la bolita inferior no se separe de la superficie ho-
rizontal? El rozamiento de la bolita contra la superficie se desprecia.
Al investigar las condiciones de desplazamiento de la bolita infe-
rior, consideremos que la fuerza de tension del hilo es maxima con la
posicion vertical de éste.

A Supongamos que la velocidad inicial v, es tal que se cumplen
dichas condiciones, es decir, durante el movimiento de las bolitas el
hilo estd constantemente tensado, mientras que la bolita inferior
no se desprende (separa) de la superficie. { Por qué trayectorias se mo-
veran entonces las bolitas? Esta claro que la bolita inferior se movera
de modo rectilineo, en tanto que la superior describira cierta curva
(fig. 14.2). Con el fin de aclarar de qué curva se trata, hagamos uso
de que, siendo vertical la velocidad inicial, el centro de masas de las

5—-641
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El hilo queda tensado si la fuerza de tension T, calculada con la ecua-
cion (3), es positiva: 7 > 0. Como vemos, para hallar 7 hay que
conocer v, y R.

La velocidad v, se puede determinar de la forma m4s sencilla me-
diante la ley de la conservacion de la energia. Como el centro de ma-
sas de las bolitas no se desplaza por el plano horizontal, en todo mo-
mento de tiempo las componentes horizontales de ambas bolitas
son iguales en modulo y estan dirigidas en direcciones opuestas. Por
esta razén, en el momento cuando la bolita pasa por el punto mas al-
to de la trayectoria, las velocidades de ambas bolitas son iguales a
v;. Como en ese momento la energia potencial es igual a mgl, tendre-
mos

2 2
de donde
v; = vil2 —gl. (5)

Ahora, hay que hallar el radio de curvatura de la elipse en el punto
A. Esto se puede hacer como en el problema 3 del capitulo «Cinemé-
tica», donde se determind el radio de curvatura de una cicloide. La
idea basica consiste en que la curva que consideramos se representa
como la trayectoria de cierto movimiento mecéanico, suficientemente
sencillo, y éste se investiga segin los métodos de cinemética, hacien-
do uso de que el radio de curvatura entra en la férmula para la com-
ponente normal de la aceleracién.

En lugar de analizar el movimiento real de la bolita superior,
con el que el dngulo o depende de forma bastante complicada del
tiempo, examinemos un movimiento auxiliar de cierto punto por esa
misma elipse considerando que el 4ngulo o varia uniformemente con
el tiempo: @ = wf. Para tal movimiento auxiliar las ecuaciones (1)
toman la forma

z = (l/2) cos wt, y = lsen wi. (6)

Derivando estas ecuaciones respecto al tiempo hallamos las proyec-

ciones sobre los ejes de coordenadas de la velocidad del movimiento

auxiliar:

vy = — (0l/2) sen 0t, v, = w0l cos wt. (7)

Derivando respecto al tiempo las ecuaciones (7) obtenemos las proyec-
ciones de la aceleracion:

ax = — (@%l/2) cos ot, a, = —w?l sen wt. (8)

Examinemos el momento cuando el punto que realiza el movimien-
to auxiliar pasa por el punto 4 de la trayectoria eliptica en la fig.
14.2. A este momento corresponde ot = /2 y las ecuaciones (7) y
(8) nos proporcionan

vy = —0l/2,a, = 0; v, =0, e, = —0. 9)

5%
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de largura I. A la bolita inferior se le comunica instantineamente la
velocidad v, ensentido horizontal (fig. 15.1). ¢Con qué valores de v,
la bolita se deslizara sin separarse de la superficie? ;Cudl sera la ve-
locidad de la bolita superior en el momento de su choque contra la
superficie horizontal?

A A todas las preguntas planteadas en el problema es mucho més
sencillo responder si consideramos el movimiento de la pesa en un
sistema de referencia donde su centro de masas estd en movimiento
por la vertical. Es evidente que semejante sistema de referencia se
mueve, con relacion al sistema de referencia del laboratorio, a la

Fig. 15.1. Posicién inicial de la  Fig. 15.2. La velocidad de las bolitas
pesa en el momento inicial en el sistema
de referencia que se desplaza a la de-

recha a velocidad vy/2

velocidad constante v,/2, dirigida horizontalmente, y que también
es inercial. En este sistema de referencia las velocidades de las boli-
tas son, en el momento inicial, iguales a vy/2 y estan dirigidas hori-
zontalmente en direcciones opuestas (fig. 15.2).

Aclaremos con qué condicion la bolita inferior se separard de la
superficie. Estd claro, que en semejante caso la fuerza de reaccién
de la superficie serd nula y, por lo tanto, la pesa caera con la acele-
racién de la caida libre. Ademads, como la pesa gira alrededor del cen-
tro de masas, la bolita inferior tendra la aceleracién centrifuga qen,
relacionada con el mencionado movimiento, dirigida hacia arriba:

_ w/2)?  vf
cn =73 ~ = 3 (1)

La bolita se desprenderd de la superficie si @.en = g. En el caso con-
trario (@.en << g)la bolita no se separara. Para ello, su velocidad debe-
ra satisfacer la condicién

v? < 2. 2)

Con el fin de hallar la velocidad de la bolita superior en el mo-
mento del choque podemos emplear la ley de la conservacion de la
energia. En ese momento, en el sistema de referencia introducido,
su velocidad v, estd dirigida verticalmente hacia abajo, mientras que
la velocidad de la bolita inferior, en deslizamiento por la superficie,
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se anula (fig. 15.3). En efecto, en este sistema de referencia el centro
de masas cae por la vertical. En el momento en que la pesa choca con-
tra la superficie la varilla, que une las bolitas, se dispone horizon-
talmente, por lo que las componentes horizontales de las velocidades

vp/2 Up/Z

Fig. 15.3. Velocidad de las bolitas en Fig. 15.4. Velocidad de las bolitas
el momento de la caida de la pesa so- en el sistema de referencia del labo-
bre el plano horizontal en ese mismo ratorio

sistema de referencia

de todos sus puntos, incluidos los de la parte central y de los extre-
mos, en el momento de la caida son nulas.
Asi pues, en el sistema de referencia introducido la ley de la con-
servacion de la energia se puede escribir en la forma
mv} m (vy/2)*

5 =m8’£+2T, (3)

de donde
v = 2gl + vi/2. (4)

En el sistema de referencia del laboratorio la velocidad v de la
bolita que cae, en el momento del choque, se determina con la expre-
sion

v = v] 4 (0/2)® = 2gl 4 3vi/4. (5)

Como se deduce de la fig. 15.4, la direccion de esta velocidad forma
el dngulo o con la vertical, cuya tangente es igual a la razén entre
Vo2 y vyt

vyl2 ve/2

1
= = . 6
vy Vel vz 2 V12T 2000} )

Sefialemos que la eleccion adecuada del sistema de referencia du-
rante la resolucion de este problema nos ha permitido, en esencia,
hacer uso de lasencilla formula (3) que expresa la ley de la conserva-
cion de la energia. A

tga=

16. La paradoja de la energia cinética. Un antomévil de juguete,
con la cuerda dada hasta el tope, puede acelerarse hasta lograr la ve-
locidad v. Despreciando las pérdidas de energia por el rozamiento,
podemos considerar que la energia potencial de la cuerda dada (el
muelle torsionado) W se ha convertido por completo en la energia
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se produjo el choque, se determina por la velocidad vertical v, que
la bola adquiere como resultado del choque:

h = vi/2g.

Por ello, la solucion del problema se reduce a hallar dicha velocidad
Vs
Para empezar, examinemos el caso limite cuando la masa de la
cuila es mucho mayor que la de la bola: M > m. Claro esta, que la
1 maciza cufia, practicamente, no
i se movera de su sitio durante el
- choque de una ligera bola, es de-
cir, podemos considerar que la
v,j cufia esta fijada en la superficie
v k 74 horizontal. Para que, en realidad,
O— [ [t la bola rebote hacia arriba, la
V7 M cara oblicua de la cufia debe en
T tal caso formar el angulo w/4 con
el horizonte. Como de acuerdo con
Fig. 23.1. Choque de la bola contra el planteamiento (f,l choque de la
la superficie oblicua de la cuiia bola contra la cuiia es perfecta-
mente elastico, la velocidad de
la bola s6lo variara en sentido quedando invariable en médulo:
v, = v. Por lo tanto, h = v?/2g.
¢Qué pasara si la masa de la cufia es comparable con la de la bola?
Intentemos aplicar las leyes de la conservacién del impulso
y la energia considerando que durante el choque la interaccién entre
la bola y la cufia y la interaccion de la cuiia con la superficie horizon-
tal se producen instantédnea y simultdneamente. Segin el planteamien-
to, entre la cufia y la superficie donde ella descansa, no hay roza-
miento. Por ello, la proyeccién de la ley de la conservacién del im-
pulso sobre la direccién horizontal se esceribe en la forma

mv = MV, (1)

donde V es la componente horizontal de la velocidad de la cuiia
después del choque. Con el fin de escribir la proyeccién de la ey de
la conservacién del impulso sobre la direccién vertical, hay que te-
ner en cuenta que durante el choque la cufia estd en interaccion con
la superficie, es decir, con la Tierra:

mv, = (M + Mqp)V,. (2)

En esta expresion V, es la velocidad vertical de la cufia y la Tierra

después del choque; M, la masa de la Tierra.
A las ecuaciones (1) y (2) adicionemos la ley de la conservacion
de la energia durante el choque elastico:

my? | MV® | (M+Mq) V3
===+ 5 . (3)

mu?

2
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Debido a la gran masa de la Tierra, podemos despreciar el Galtimo su-
mando en el segundo miembro de (3) que contiene la energia cinéti-
ea de nuestro planeta, adquirida como resultado del choque. Para
cerciorarnos de esto, expresemos la velocidad ¥, de la ecuacién (2)
y pongamosla en (3). En este caso, el altimo sumando en (3) toma la
forma

(M4-Mp)VE _ mo} m 4

3 =3 My (4)

Ya que la razén m/(M + Mqg)< 1, como se desprende de (4), la

energia cinética transmitida a la Tierra es despreciablemente peque-
fia.

Ahora, expresando la velocidad horizontal de la cufia V a partir
de (1) y poniéndola en (3), de la que hemos excluido el Gltimo suman-
do, hallamos la velocidad vertical de la bola después del choque v,
que es la que nos interesa:

M—m
=

)

Hemos obtenido un resultado que al parecer es satisfactorio: p. ej.,
éste corresponde al caso limite de la cufia fijada (m < M) que exa-
minamos més arriba. Precisamente con tal solucién de este problema
se puede tropezar en muchos manuales.

Pero es posible razonar de otro modo. Al resolverel problema ha-
biamos supuesto que se produce un sélo choque, es decir, el choque

Fig. 23.2. Durante el choque eldstico la bola central queda en su lugar

de la bola contra la cufia que permanece en la Tierra. Mas, en reali-
dad, en el choque participan tres sélidos: la bola, la cufia y la Tierra.
i{Acaso podemos considerar, en efecto, que se produce un choque, o
bien es necesario examinar consecutivamente el choque de la bola
con la cufia y de ésta con la Tierra?

Con el fin de cerciorarse de que semejante suposicién es posible,
recordemos el ejemplo de otro choque eldstico en que, asimismo, to-
man parte tres s6lidos: de largos hilos de igual longitud estin suspen-
didas tres bolas de hueso iguales que hacen contacto entre si. Una
de las bolas extremas se desvia a cierto 4ngulo y se suelta (fig. 23.2
a). Resulta que después del choque sélo una de las bolas, la suspendida
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de la copa N, y N,. Como no hay rozamiento, la fuerza V, que actia
sobre el extremo de la varilla, apoyado en la copa, y que esta dirigida
perpendicularmente a la superficie de la copa, es decir, por el radio;
la fuerza IV, esta aplicada a la varilla por parte del borde de la copa y
esta dirigida en sentido perpendicular a la varilla (fig. 3.2). Intenten
explicar por su cuenta por qué esto es asi.

Si la varilla se encuentra en la posicion de equilibrio, las lineas
por las que actiian esas tres fuerzas se cortan en un mismo punto
(punto A4). En efecto, consideremos el punto de interseccion de las

Fig. 3.1. La varilla se encuentra en Fig. 3.2. Fuerzas que actiian sobre la
una copa lisa semiesférica varilla en la posicion de equilibrio

lineas de accién de cualesquiera dos fuerzas, p. ej., V; y IV, ¥ con-
feccionemos la condicion de igualdad a cero de la suma de los momen-
tos de todas las fuerzas con relacién al mencionado punto. Los mo-
mentos de las fuerzas N, y N, respecto del punto de interseccion de
sus direcciones son iguales a cero, por ello, el momento de la tercera
fuerza mg también debe ser nulo, es decir, la linea de accion de la
fuerza mg pasa por ese mismo punto. Este hecho es suficiente para
hallar la posicion de equilibrio de la varilla. Partiendo de conside-
raciones geométricas elementales, es [acil hallar todos los angulos
indicados en la fig. 3.2.

Ahora, podemos componer la ecuacién para alguna de las funcio-
nes trigonométricas del 4angulo o buscado. Hallando mediante el
tridngulo rectingulo ABC la cuerda BC = 2R cos a y, tomando en
consideracion que el punto de aplicacién de la fuerza de la gravedad
yvace en el punto medio de la varilla, obtenemos

z = 2R cosa — L. 1)

A continuacién, suponiendo que el radio OC es la suma de dos seg-
mentos en que él esta dividido por la linea de accion de la fuerza de
la gravedad mg, hallamos

R = R sen (n/2 — 2a) + z cos a. (2)
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la forma

EV
W=, (7)

donde ¥V = §d es el volumen ocupado por el campo. El coeficiente de V tiene el
sentido de la demsidad volumétrica de la energia del campo electrostético.

Si el espacio entre las armaduras de un condensador plano esta ocupado por
un dieléctrico con constante dielétrica e, la capacidad del condensador aumen-
ta & veces:

C= ‘"’S;S . 8)

Como sigue de las formulas (6) y (8), la expresién para la energia del campo
eléctrico en un dieléctrico puede escribirse en la forma

egg B2V
2V o)

En esta formula £ es la intensidad del campo eléctrico en el dieléctrico.

W=

1. Una carga dentro de una esfera conductora. La carga puntual
g esta ubicada en el interior de una esfera conductora de finas pare-
des, cuyo radio es R, y se encuentra a la distancia / de su centro.
¢Qué cargas se inducirdn en las superficies interior y exterior de la
esfera y cudl sera la figura del campo eléctrico en los siguientes dos
casos: 1) la esfera esta puesta a tierra, 2) la esfera esta aislada y no
cargada?

/A Para empezar, consideremos el primer caso. La esfera meta-
lica estd puesta a tierra, es decir, mediante un conductor se une a la
Tierra que es un cuerpo conductor de enormes dimensiones. Practica-
mente, el potencial de nuestro planeta no varia, a pesar de que, con
semejante unién, cierta carga podria pasar de la esfera a la Tierra
y a la inversa. Si tomamos igual a cero el potencial de un punto
alejado al infinito, el potencial de la Tierra y, por lo tanto, el de la
esfera metdlica unida a ella, también sera igual a cero. En efecto,
debido a las enormes dimensiones del planeta, en comparacién con
las de la esfera, se puede considerar que la Tierra se extiende hasta
el infinito.

En la profundidad de las paredes de la esfera metalica, como en
cualquier conductor en estado de equilibrio, no hay campo eléctrico.
Tampoco lo hay en el espacio que rodea a la esfera (fig. 1.1). En
realidad nada variard si consideramos que todo ese espacio esta
ocupado por el conductor (fig. 1.2). Por esta razén, en la superficie
exterior de la esfera metalica, conectada a Tierra, no hay carga
eléctrica.

Hallemos la carga inducida a la superficie interior de la esfera
metalica. Primero, intentemos simplificar el problema: ubiquemos
la carga puntual g en el centro de la esfera (éste es un caso particular).
De la simetria esta claro en absoluto que la carga inducida se distri-
buird uniformemente por la superficie interior de la esfera. Segin
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el principio de superposicién el campo eléctrico fuera de la esfera
es la suma de los campos creados per la carga puntual ¢ y la carga
inducida ¢'. Como fuera de la esfera estos campos se compensan entre
si, ¢ = —gq, es decir, en la superficie interior de la esfera se induce
una carga igual en moédulo de signo contrario.

Pensemos en qué pasara si la carga ¢ se halla en un punto arbi-
trario dentro de la esfera. Es facil comprender que la carga indu-
cida ¢’ no depende de la disposicién de la carga ¢ en el interior de la

Fig. 1.1. Si la esfera esta conectada a Fig. 1.2. E]l campo eléctrico en la ca-
tierra s6lo habrd campo eléctrico en vidad del conductor no depende de lo
su interior que la rodea

esfera, es decir, de la distancia /. Durante el desplazamiento de la
carga ¢ en el seno de la esfera, s6lo cambiara la distribucion de la
carga inducida por la superficie interior de la esfera.

Como en cualquier punto fuera de la esfera no hay campo, pode-
mos afirmar que el sistema de cargas ¢ y ¢’ es electroneutro: ¢' =
= —¢q. (Sefialemos que la afirmacién inversa no es cierta: de la
neutralidad del sistema no se desprende que el campo creado por él
es nulo; en calidad de ejemplo de semejante sistema se puede aducir
el dipolo.)

Este resultado se hace en particular evidente si hacemos uso de la
figura de las lineas de intensidad. Como sabemos las lineas de inten-
sidad del campo electrostitico comienzan en las cargas positivas
y acaban en las negativas y que el nimero de lineas de intensidad esta
ligado univocamente con el valor de la carga. Fuera de la esfera no
hay campo, es decir, no hay lineas de intensidad. Con otras palabras,
en el caso que consideramos todas las lineas de intensidad comienzan
y terminan en las cargas ¢ y ¢, de lo que sigue de inmediato que la
carga total ¢ 4+ ¢ = 0.

Si la carga g se encuentra en el centro de la esfera, la figura de las
lineas de intensidad es simétrica: ellas son rectas radiales lo mismo
que en el caso de la carga puntual solitaria. La figura de las lineas
de intensidad del campo eléctrico en el interior de la esfera con la
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carga g desplazada del centro serd mas complicada. Claro esta, que
junto a la carga puntual ella queda casi sin variacion, pero a medida
que se alejan de la carga las lineas de intensidad se curvan, de modo
que ellas se aproximan a la superficie interior de la esfera bajo angulo
recto (fig. 1.1). Por ello, la espesura de las lineas de intensidad y,
por lo tanto, la densidad superficial de las cargas inducidas serdn
las mayores en el punto de la su-
perficie interior de la esfera mas
proximo a la carga g.

Pasemos al segundo caso, en
que la esfera metalica de finas
paredes estd aislada. Ahora, el
campo eléctrico esta presente tan-
to dentro, como fuera de la esfera
(fig. 1.3). Como es logico, en la
profundidad de las paredes, o sea,
en el conductor no hay campo.

De nuevo comencemos por un
sencillo caso particular: la cargag
se encuentra en el centro de la esfe-
ra. De la simetria se desprende que
Fig. 1.3. Si la esfera est4 aislada tam- las cargas inducidas se disponen
bién habra campo_eléctrico en el exte- yniformemente por las superficies

da interior y exterior de la esfera. Co-

mo no hay campo en el espesor de

las paredes de la esfera, la carga ¢, inducida en la superficie interior
es igual a —q. La carga ¢, situada en la superficie exterior de la esfera
no crea campo en su interior. De la electroneutralidad de la esfera
conductora se desprende que ¢, = —¢, = ¢. Asi pues, el potencial

fuera de la esfera es igual a g, es decir, el campo eléctrico crea-
0

4me
do por este sistema coincide con el campo de la carga puntual situada
en el centro de la esfera.

Al desplazar la carga ¢ del centro de la esfera, lo mismo que en el
caso anterior, varia la distribucién de la carga g, en la superficie
interior de la esfera, ademas de manera que el campo en la profun-
didad de las paredes de la esfera sigue siendo igual a cero. Con ello,
el campo en la cavidad dentro de la esfera claro esta que varia, pero
la carga inducida ¢, sigue siendo la misma. La carga en la superficie
exterior g, = ¢ estd distribuida, como antes, uniformemente y no
crea el campo en el interior de la esfera. Asi pues, el campo fuera de
la esfera no depende de la disposicion de la carga ¢ dentro de ella.

Sefialemos que si la esfera aislada estuviera cargada antes de la
introduccion de la carga g en ella, esta carga excesiva @, como es
facil comprender, quedara distribuida uniformemente por la super-
ficie exterior, de modo que la carga total en esa superficie sera igual
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a ¢ + Q. En el interior de la esfera, la figura de distribucién del
campo y de las cargas inducidas no variarad. &

2. Carga entre dos esferas. La carga ¢ se encuentra entre dos esfe-
ras concéntricas conductoras, puestas a tierra, con radios a y b
a una distancia r del centro (@ <<r < b) (fig. 2.1). Hallen las cargas
inducidas en las esferas.

A Si el lector comprendié el problema anterior, estard para él
completamente claro que sb6lo hay campo eléctrico en el espacio
entre las esferas y, por ello, la carga to-
tal del sistema es igual a cero:

q+ g, g5 =0. (1)

La segunda ecuacion necesaria para
hallar las cargas incégnitas ¢, v ¢p se
puede obtener escribiendo las expresio-
nes para el potencial en el centro de las
esferas. Claro que el potencial en todos
los puntos del interior de la esfera pe-
quefia es el mismo e igual al de la Tie- pjg 24. La carga puntual ¢
rra, pero para confeccionar la ecuacién entre dos esferas conductoras co-
elegimos precisamente el centro de la nectadas a tierra
esfera, ya que todas las cargas inducidas

en cada una de las esferas se encuentran a iguales distancias ¢ y b
de ese punto. En correspondencia con el principio de superposicion el
potencial en el centro de la esfera es igual a la suma de los potenciales
de los campos creados por la carga ¢ y por las cargas inducidas en las
esferas. Consideramos, p. ej., el campo creado por las cargas de la esfera
pequefia. Dividiendo la carga ¢, inducida en ella en pequefias partes Ag;,
que podemos considerar como cargas puntuales, para el potencial
en el centro de la esfera, obtenemos la expresiéon

1 Aqi - 1 o QG.
4me, Z a ~ Amgga Z Ag; = 4mega (2)

1

Es notable que esta sencilla expresiéon para el potencial se obtiene
a pesar de que las cargas, creadoras del campo eléctrico, estan distri-
buidas de forma no uniforme por la esfera. M4s atin, para hallar el
potencial en el centro de la esfera no es obligatorio conocer cémo
estan distribuidas, precisamente, las cargas.

Es posible obtener una expresién andloga para el potencial creado
en el centro de la esfera por la carga q;, inducida en la esfera exterior.
Ahora, es facil escribir la f6rmula para el potencial total en el centro
de la esfera, creado por todas las cargas. Igualandolo a cero, obtene-
mos

1
4me,

b v ®
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (1) y (3), hallamos

a b—r

b T
fo=—0— 53—\ G=—0F g (4)

Como era de esperar, los signos de las cargas inducidas son contrarios
a el de g. Si en estas férmulas hacemos igual a cero el radio de la esfera
interior a, llegaremos al problema anterior acerca de la carga puntual
dentro de la esfera conductora. Con ello, como
dy, 4y se desprende de (4), ¢, = 0, qp» = —q.
== Si hacemos que tienda al infinito el radio
de la esfera exterior b, llegaremos al proble-
ma acerca de la carga puntual junto a la esfera
conductora de radio a. La primera de las for-

% /4 mulas (4) proporcionara, en este caso, la carga
inducida en la esfera:
a
I e ©)

=
Al aproximar ilimitadamente la carga ¢ a la

superficie exterior de la esfera, esdecir, cuan-
do r — a, la carga inducida cada vez menos

I
-[ ), -Z se distingue en modulo de la carga ¢ que se

aproxima a la esfera.
¢Qué les parece? ¢Qué sentido tiene la
Fig. 2.2. La carga pun- carga ¢, en la formula (4) en el caso limite
tual ¢ entre planos con-  ongiderado b — oo?
dnefpees taffaitos Empleando la solucién de este problema
podemos hallar las cargas inducidas en el
caso, cuando la carga puntual ¢ se encuentra entre dos planos infi-
nitos paralelos conductores (fig. 2.2). Con dicho fin, es preciso hacer
que tiendan al infinito los radios de ambas esferas dejando constante
la distancia entre ellas y la posicién de la carga g respecto de las su-
perficies de las esferas: @ — oo, b — 00, b — a = const =d; + d,.
Realizando minuciosamente el paso al limite, hallamos

_ dy _ dy
gi= —q dyt-ds o=~ —¢ d1+d2 . (6)

Con la disl}osicién simétrica de la carga ¢ entre los planos ¢, =
= gy = —q/2.

Por supuesto, se puede buscar otra solucién independiente. En
realidad, el plano es méas «sencillo» que la esfera. E1 problema con
los planos es un problema limite, un caso mas sencillo del problema
con las esferas. Por ello, es natural inventar para él una solucidn
independiente mas sencilla, que se pudiera utilizar para comprobar
la solucién del problema de las esferas.

Vamos a razonar del siguiente modo. ¢Qué pasard si desplazamos
la carga ¢ a otro punto del plano A (fig. 2.2)? Es evidente que sélo



3 Una semiesfera cargada 223

variard la distribucién de las cargas inducidas en los planos, en lo
que se refiere a las propias cargas ¢; y ¢, ellas seguiran siendo las
mismas: simplemente las cargas inducidas se desplazaran junto con
la carga g. Si ubicamos sobre dicho plano varias cargas puntuales,
debido al principio de superposicion, cada carga inducird en el
plano tales cargas como si ella estuviera sola. Por ello, si nos interesa
el valor de las cargas inducidas y no su distribucion, la carga ¢
se puede «extender» uniformemente por todo el plano A. Debido
a esto, las cargas inducidas no varian, mientras que el problema se
simplifica sumamente, ya que en tal caso el campe es homogéneo.
La intensidad del campo a la izquierda de ese plano E; = g¢,/g,S
(S es el drea de las placas), a su derecha E, = ¢,/¢,S, ya que las
cargas ¢; y ¢y, inducidas en las superficies interiores de las placas,
en este caso se distribuyen uniformemente. Como la diferencia de
potencial entre el plano 4 y cada una de las placas es la misma, ten-
dremos E,d, = E,d,, de donde se desprende de inmediato

014y = qod,. (7

Por fuera de las placas no hay campo, las cargas inducidas sélo
se encuentran en las superficies interiores de las placas y, sobre la
base del teorema de Gauss, podemos afirmar que

¢+ g2+ q¢=0. (8)

Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (7) y (8) obtenemos la
solucién, es decir, la férmula (6).
iNo siempre es razonable reducir el problema al anterior! A

3. Una semiesfera cargada. La superficie semiesférica de una copa
de radio R y finas paredes esta cargada con densidad constante.
Determinen el potencial en cada punto de la superficie que cubriria
la copa como «la piel estirada en un tambor».

A A primera vista el problema parece bastante complicado. Si
en la superficie que nos interesa elegimos un punto arbitrario, la
distancia desde él hasta diferentes puntos de la semiesfera cargada
sera distinta: se crea la impresion de que sin las matemdticas supe-
riores no podremos hallar la solucién. iPero no nos precipitemos!
Resulta que podemos resolver el problema con facilidad haciendo
uso del principio de superposicion de los campos eléctricos y de con-
sideraciones de simetria.

Para empezar, examinemos una esfera cargada uniformemente por
su superficie. Como ya sabemos, en su interior no hay campo eléc-
trico. Por otro lado, podemos considerar el campo dentro de la esfera
como la superposicion de los campos de dos esferas. Analicemos
el campo eléctrico, creado por las cargas de las semiesferas superior
e inferior en su plano de contacto. Elijamos al azar el punto 4 en
dicho plano (fig. 3.1) y tracemos por aquél un plano vertical perpen-
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relacién al limite plano del metal. Por esto, a la izquierda del limite
él es equivalente al campo de la carga puntual —g¢, situada a la
derecha del plano de separacion, simétricamente respecto de la
carga ¢ (fig. 4.2).

Asi pues, la fuerza que actiia sobre la carga puntual g por parte
de las cargas inducidas en la superficie del metal, es igual a aquella

/|

Fig. 4.1. Una carga puntual cerca de Fig. 4.2. A la izquierda de la pared el
una pared conductora campo eléctrico de las cargas induci-
das en ella es equivalente al campo

de la carga —gq

‘s

s

fuerza con la que actuaria sobre ella la carga —q situada por el otro
lado del limite del metal simétricamente a la carga g¢:

1 q2

=ty @
Claro estd, esta fuerza va dirigida hacia la pared, ya que la carga ¢
experimenta la atraccién por parte de las cargas inducidas de signo
contrario.

Pasemos ahora a analizar el dipolo en la proximidad de la pared
conductora. En semejante caso, cada una de las cargas del dipolo
provoca, independientemente, la aparicion de cargas inducidas en
la pared, cuyo campo puede considerarse del mismo modo que fue
descrito mas arriba. Como resultado, el efecto sobre el dipolo de
las cargas inducidas es equivalente al efecto sobre el de dos cargas
puntuales, cada una de las cuales es la «imagen» de una de las cargas
del dipolo (fig. 4.3).

P. ej., supongamos que el eje de la molécula es paralelo a la
pared del recipiente. En la fig. 4.4 se muestran las fuerzas que actian
sobre las cargas del dipolo por parte del dipolo imagen. De esta figura



4, Un dipolo junto una pared conductora 227

se desprende de inmediato que la interaccién del dipolo con la pared
tiene caricter de atraccion, ya que las fuerzas de repulsion F, y F,,
primero, son menores que las de atraccion F; y F, (la distancia entre

¢y ¥
TR
% 1
A 4 \
7 \
o
7 ]
= 7,
7 % 7
Fig. 4.3. El efecto de las cargas indu- Fig. 4.4. Fuerzas que actiian sobre las
cidas en la ]pared es equivalente al cargas de dipolo
efecto de la imagen del dipolo

las cargas de igual signo es mayor que entre las de signo opuesto)
y, segundo, estan dirigidas bajo cierto &ngulo 6.

Hallemos la fuerza resultante de atraccién. La resultante de las
fuerzas de atraccion Fg y F, esta dirigida hacia la pared y es igual
en modulo a

1 2q2
4mey  (2r)2 (2)

El médulo de cada una de las fuerzas de repulsién F, y F, se da con
la expresion
1 g2
gy @REE 3)

Como estas fuerzas estan dirigidas bajo el dngulo 0 (fig. 4.4), su
resultante es igual a

1 2q2 4 2q* 2r
Ty, GPFE S 0= e VerTe " 4)

Vamos a considerar que la distancia 7 entre las cargas, que for-
man el dipolo, es pequefia en comparacién con la distancia r hasta
la pared. Entonces, la razén I/r < 1 y la fuerza resultante de repul-
sion se expresa con comodidad mediante el pequefio parametro
adicional y = (I/2r)%. Con ello, en lugar de la expresion (4), tendremos

1 2¢ 1 1 g
ine, @nF 1+v ity ®)

Al principio, en la expresién (5) hagamos uso de la férmula apro-
ximada V1 +y~ 1+ %’y ¥, a continuacién, después de multipli-
car entre si los denominadores de las dos dltimas fracciones, la for-
mula aproximada 1/(1 - %?) ~1— gv. Como resultado, en lugar de

15%
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Sumando, término por término, las ecuaciones (2) y (3) y sustra-
yvendo la ecuacion (1), obtenemos

2 1 1 1

TR R meA
3. Resistencia de un circuito. Hallen la resistencia de un circuito

compuesto por IV eslabones (fig. 3.1). La resistencia de cada resistor
es igual a R.

Fig. 3.2. Designacién de las corrientes y tensiones de sectores aislados de un
circuito de N eslabones

A Las designaciones empleadas en la resolucion se muestran en
la fig. 3.2. Empleando varias veces la ley de Ohm para un sector del
circuito es facil obtener las relaciones

U, =2I,R + U,_,, (1)
UR e 2In—1R + UR—E! (2)
Un-lz(-'rn—-{n-l) R. (3)

Sustrayendo de (1) la ecuacion (2) y haciendo uso de (3), obtene-
mos

UT& --'4Un..1+ UR—2=0‘ (4)

Mas adelante, igualando la tensiéon U, _; en el sector ad a la suma de
las tensiones en los sectores ab, bc y ed, tendremos

(In —"In—l)R = In—lﬂ + (In-l ‘_In—z)R +In—-1Rs
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de donde
In—'4fn—-1+fn—2:0' (5)

La resistencia buscada R, se determina por la relacion R, =
— UN/IN'

Las formulas obtenidas (4) y (5) llevan el nombre de relaciones
recurrentes, ya que ellas dan la posibilidad de hallar la corriente y la
tension para el n-ésimo eslabon del circuito, si dichas magnitudes son
conocidas para los dos eslabones anteriores. Tomemos como la unidad
la corriente I; en el primer eslabon del circuito: I; = 1. Entonces,
U, = 3R. Ahora, para el segundo eslabon, con ayuda del circuito
en la fig. 3.2, es facil hallar I, = 4, U, = 11R. A continuacién, las
corrientes y las tensiones en todos los siguientes eslabones se pueden
hallar aplicando sucesivamente las relaciones recurrentes (4) y ().
¢Podremos hallar una férmula general que nos diera la posibilidad
de escribir de inmediato la expresion para la tension U, y la co-
rriente I, en el eslabén n-ésimo? Resulta que si. Para ello, hay que
hallar tal funcion para el argumento n entero que satisfaga la ecua-
cién (4) o bien (5).

Intentemos buscar la solucion de la ecuacién (4) en la forma U, =

= 2", Poniendo esta funcion en (4), obtenemos una ecuaciéon cua-
dratica paraz: 22 — 4x + 1 = 0. Susraices 2, , = 2 + V' 3. Como
la ecuacién (4) es lineal, a ella satisface cualquier funcién del tipo

Up,=A21+ A, 28=4, 2+ V3" + 42—V 3", (6)

donde A, y A, son constantes tomadas al azar. La solucién (6) de
la ecuacion (4) contiene dos constantes, ya que dicha ecuacién, como
relacién recurrente, determina el valor de U, por los valores ante-
riores U,; v Up.o

Como la ecuacion (9) tiene con exactifud la misma forma que (4),
su solucion es andloga a (6):

L,=B;2+V3)"+B,2—-V 3" (7)

¢De qué modo se puede hallar el valor de las constantes 4 y B
en las expresiones (6) y (7)? Es evidente que las expresiones (6) y
(7) deben proporcionar valores correctos para las tensiones y las co-
rrientes, ya conocidas, en los eslabones primero y segundo. Para el
primer eslabén (n = 1) U; = 3R, I, = 1, por ello

Ay (24 V§)+A2(2“‘ V§)=3R!

=% il 8
B2V ) +B,e—V 3=t i
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2i6n con la dimension angular del Sol a:

Md < o.

Considerando A = 5-1077 m, o &~ 0,01, hallamos que los efectos de
dilraceiéon son insignificantes si, p. ej., la dimensién d del espejo

supera 5-107% m. A

3. Reliraccion de la luz en una cuna de vidrio. La luz incide por la
normal a la cara de la cuiia de vidrio con pequefio angulo en el vérti-

Fig. 3.1. Refraccion de los rayos
en una cufia de vidrio

ce (fig. 3.1). (A qué angulo girardan
los rayos de la luz refractada en la
cuiia al girar los rayos incidentes en un
pequeilo angulo o alrededor de la arista
de la cua?

A La respuesta a la pregunta plan-
teada se puede obtener aplicando con-
secutivamente la ley de refraccion de
la luz en el limite de separacion de dos
medios. Como segn el planteamiento
del problema los angulos son peque-
fios, en la ley de refraccion sus senos
se pueden sustituir por los propios
angulos expresados en medida ra-

dial. Los rayos incidentes por la normal sobre la cara delantera de la
cufia sufren refraccion solo en la cara posterior, en la que el angulo

Fig. 3.2. Para la determinacién del dngulo de giro del rayo

de incidencia es igual al angulo de refraccion y de la cuila (fig. 3.2).
Si designamos el angulo de giro de dichos rayos con €, tendremos

nsen y = sen (& -+ ), 1
de donde, para pequefios valores de los dangulos y y &, se desprende
ny~¢e-+y, osea, ex (n —1)7. (2)
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Los rayos que inciden sobre la cara delantera oblicuamente (bajo el
angulo a), suiren refraccion sobre las dos caras de la cufia (fig. 3.2).
En la cara delantera

sen oo = n sen 1, 3)

de donde el dngulo de refraccion de la cara delantera ¢y ~~ a/n. En
la cara posterior de la cuiia se verifica la relacién

n sen (P + y) = sen (¢ + ¥),
np+y)~oe+vy (%)

es decir, el dngulo de refraccion en la cara posterior ¢ ~ ny -+
4+ (n —1) y. Tomando en consideraciéon que debido a (3) nyp = «,
tenemos

de donde

ox~a+ (n —1)7. (5)
Como vemos en la fig. 3.2, el dngulo de giro de los rayos refractados
es igual a la diferencia de los dngulos ¢ y e:
P —exa.

Asi pues, el rayo refractado gira al mismo angulo que el incidente.
La respuesta real a la pregunta en el planteamiento del problema
ya la hemos conseguido en la féormula (5), ya que la diferencia ¢ —

Fig. 3.3. Giro del frente de onda durante la refraccién de la luz en la cuiia

— a, como se desprende de la fig. 3.2, nos proporciona el 4ngulo de
desviaciéon de los rayos de su direccién inicial al pasar por la cuifia.
De (5) se deduce que ¢ — o = (n — 1) y, es decir, con pequefios
angulos el dngulo de desviacién no depende del dngulo de inciden-
cia o.

El dngulo de desviacién ¢ — «, expresado con la férmula (5),
se puede hallar sin aplicar la ley de refraccidn, si aplicamos el prin-
cipio de Huygens o el de Fermat. En la fig. 3.3 se muestran con li-

24—641
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neas de trazos las posiciones de las superficies ondulatorias para las
ondas planas incidente y desviada en la cuiia. El giro del frente de
onda esta condicionado por la disminucion n veces de la velocidad de
fase de la luz en el vidrio. El tiempo de paso de la luz por el sector
CFD es igual al tiempo en el sector AB. Por ello, deben ser iguales
las longitudes opticas de estos sectores:

|CF|+n| FD| = | AB |. 6)

El frente de onda de la onda desviada forma el dngulo ¢ con la cara
delantera de la cufia. Por ello, con la cara posterior él forma el dngu-
lo @ + y. Ahora, con ayuda de la fig. 3.3, la relacién (6) se puede
anotar en la forma

Lo +nly=L(p+7v) (aqui L = | AF | = | AD |),
de donde, en directo, sigue la formula (5). A

4. Rayos X en medicina. Como es sabido en los tejidos del orga-
nismo la luz visible se absorbe con mucha menor intensidad que la
radiacién de rayos X. (Por qué, entonces, para el diagnéstico se em-
plean en medicina, precisamente, los rayos X y no la radiacion de
la region visible del espectro?

A En el planteamento sélo se dice que los rayos X se absorben
mas intensamente por el organismo humano que la luz visible. Y si
la posibilidad de «radiografiar» sélo se determinara por la absorcion,
los rayos X no darian ninguna clase de ventajas en comparacién con
la radiacién visible. Esto significa que la cuestion radica no solo
en el grado de absorcién de la radiacién, sino que en algunas otras
singularidades de su propagacion en el organismo. (Cémo pueden
estar ligadas dichas singularidades?

Ante todo, recordemos que el organismo es un medio no homogé-
neo de tejidos, que limitan entre si, con diferentes propiedades opti-
cas. Para la propagacién de la luz visible estas no homogeneidades
resultan ser de suma importancia. Su papel puede comprenderse en
el siguiente sencillo ejemplo: vemos perfectamente los pececillos en
un acuario a través de la capa de agua, pero nada vemos con espesa
niebla, constituida de diminutas gotas de esta misma agua, puray
transparente, suspendidas en el aire transparente en absoluto. ¢Por
qué?

Vemos el objeto si el haz de luz, que sale de cierto punto en él,
incide en nuestro ojo y, de resultas, en la retina se forma la imagen de
dicho punto. Pero si en el recorrido semejante haz tropieza con una
gota de niebla, toda la luz que incide sobre ella, como resultado de
la reflexién y la refraccién en su superficie, varia la direccion de pro-
pagacion y se separa del haz. Si en el recorrido del haz tales gotas
son muchas, ellas interceptan el haz de modo que en la retina del ojo
no puede formarse la imagen del punto dado del objeto. Al ojo sélo
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llegara la luz dispersa por las gotas de niebla que no es capaz de for-
mar la imagen del objeto. Semejante luz dispersa ya no sirve de sefial
para el ojo, sino que sélo crea el fondo de ruido.

Es facil estimar la distancia / a la que aiin podemos distinguir los
objetos en la niebla. Para simplificar, vamos a considerar que todas
las gotas de niebla son bolitas iguales de radio R. Es evidente que
el haz cilindrico de Iuz del mismo radio R podrd sin obst4aculo pro-
pagarse hasta el momento cuando tropiece en su camino con una go-
ta de niebla. Por ello, para estimar la distancia ! podemos considerar
que en el volumen’ de un cilindro de radio R y largura [ debe haber,
por término medio, una gotita de niebla. Para una concentracion
de dichas gotitas igual a n esta condicion conduce a la igualdad

nnR?*l = 1, de donde ! = 1/(nR%n).

Sefialemos que, en realidad, la intensidad del haz luminoso du-
rante su propagacion por la niebla decrece a medida de aumentar la
distancia seglin una ley exponencial. Una estimacion mas escrupu-
losa muestra que el valor hallado de ! es la distancia en la que la
intensidad del haz de luz decrece e veces.

Asi pues, al propagarse la Iuz por un medio no homogéneo, que
débilmente absorbe, la debilitacion del haz luminoso en condiciones
de una concentraciéon suficientemente alta de las no homogeneidades,
se determina no tanto por la absorcion, como por la dispersién en
las no homogeneidades. Claro estd que esta dispersion sélo se veri-
fica cuando el indice de refracciéon varia en el limite de las no homo-
geneidades. En particular, en la niebla la luz visible se dispersa con
eficacia porque el indice de refraccion de las gotas se distingue noto-
riamente del indice de refraccion del aire.

El organismo del hombre est4 formado no por gotas, pero debido
a la presencia de miultiples no homogeneidades la figura cualitativa
de la propagacion de la luz visible por él es la misma que en la nie-
bla, ya que los indices de refraccion de distintos tejidos del organismo
se diferencian entre si.

De modo en absoluto diferente transcurre la propagacion de los
rayos X. La causa de esto radica en que el indice de refraccién de
los rayos X no difiere de la unidad, practicamente, en todas las sus-
tancias. Por esta razén, los rayos X se propagan por el organismo
de forma rectilinea, sin dispersarse y como si no notaran todos los
limites internos entre distintos tejidos. Las imagenes mas sombrias
de los huesos y los érganos internos surgen gracias a la diferente ab-
sorcion de los rayos X en los huesos y tejidos blandos del organismo.

No obstante, la radiacion roentgen, debido a la absorcién, no
puede pasar por un gran grosor del medio, incluso al no haber dis-
persién. P. ej., la radiacion emitida por los cuerpos celestes en la
region visible del espectro alcanza libremente la superficie de la
Tierra, pasando por todo el grosor de la atmdsfera homogénea (si

24
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no hay niebla o bien nubes), pero los rayos X se absorben por com-
pleto en la atmésfera. Por esto, la astronomia de rayos X se ha he-
cho posible s6lo después de sacar los telescopios de rayos X tras los
margenes de la atmosfera. A

5. Imagen de objetos volumétricos. Con ayuda de una lente delga-
da se obtiene la imagen de un objeto volumétrico, p. ej., de un cubo.
(Puede ser la imagen volumétrica de este objeto geométricamente
semejante al propio objeto (es decir, ser también un cubo)?

A A primera vista puede parecer que asi debe ser, ya que la
imagen siempre se parece al objeto. Sin embargo, si probamos mos-
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Fig. 5.1, Para deducir la férmula de Newton para una lente delgada

trar de modo riguroso que la relacion de las dimensiones transversa-
les y longitudinales en la imagen es la misma que en el objeto, vere-
mos que la cuestiéon no es tan sencilla.

El enfoque cualitativo para la resolucién de este problema se basa
en el empleo de la formula de la lente delgada

{ 1 1
ITF=TF" (1)

Es comodo dar a esta férmula una forma algo diferente, introducien-
do la designacion p para la distancia desde el objeto hasta el foco

delantero de la lente y ¢ para la distancia desde el foco posterior has-
ta la imagen (fig. 5.1):

p=d—F, g=f—F. @

Poniendo las magnitudes d y f de (2) en la ecuacidén (1), después de
sencillas transformaciones, obtenemos

pg = F= (3)

Semejante tipo de relacion para una lente delgada recibe el nombre
de féormula de Newton.

Designemos las dimensiones transversal y longitudinal del objeto
por ¥y y z, mientras que las correspondientes dimensiones de la ima-
gen por Y y X (fig. 5.2). Con el fin de aclarar la cuestion de la seme-
janza geométrica entre el objeto volumétrico y su imagen, ademas
del aumento lineal transversal de la lente I' = Y/y (fig. 5.2), intro-
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duzcamos el aumento longitudinal vy, igual a la razén de las dimen-
siones longitudinales de la imagen y el objeto:

g = X/z. (4)
El aumento transversal de la lente I' se puede expresar con las

magnitudes introducidas p y g que caracterizan la posicién del ob-
jeto y la imagen respecto de los focos de la lente:

X f___F‘E‘q (5)

i Bt 7%
Poniendo aqui la distancia focal de la lente F de la formula de New-

ton (3), obtenemos .
=V o/p. (6)

Con el fin de obtener la expresién para el aumento longitudinal
v, hagamos uso de la féormula de Newton para el punto del objeto
mostrado con la flecha horizontal en la fig. 5.2:

(p +2) (@ —X) = Fe (@)
Suprimimos los paréntesis en el primer miembro de la expresién (7).
7-X
A
1 g1
e
e ¥ | Iyl
k. : >
l | B IF M
1 = - S
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Fig. 5.2. Para calcular el aumento transversal y longitudinal de una lente del-
gada

Entonces, tomando en consideracion la férmula (3), obtenemos
zg —pX —zX = 0. ®)

Supongamos que zX es pequefio en comparaciéon con cada uno de los
dos restantes términos de la relacién (8). En este caso de (8) se dedu-
ce que

X/z = g/p. 9)

Para que el sumando zX eliminado en (8) sea pequefio en compara-
cion con el segundo término p X, es necesario que la dimensién longi-
tudinal del objeto = sea pequefia en comparacién con la distancia p
desde el objeto hasta el foco: z < p. Si esta condicién se cumple,
de (9) se desprende que, asimismo, X < g. De aqui esta claro que
el término zX en (8) serd también pequefio en comparaciéon con el
primer sumando.

Asi pues, cuando la dimensién longitudinal del objeto z es pe-
queia en comparacion con la distancia p hasta el foco, el aumento
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longitudinal de la lente y, de acuerdo con la féormula (4), se da con
la expresion (9):
Y = g/p. (10)

Comparando las formulas (6) y (10), advertimos que el aumento lon-
gitudinal de una lente delgada es igual al cuadrado del aumento
transversal:

p =T (1)

De aqui se deduce que la imagen sera geométricamente semejante al
objeto sélo cuando y = I' = 1. Para conservar la mencionada seme-
janza el objeto debe, obligatoriamente, representarse en tamaifio
natural. En todos los restantes casos no habra semejanza geométrica.

Asi pues, si queremos obtener con ayuda de una lente delgada
la imagen de un objeto volumétrico, geométricamente semejante al
propio objeto, las dimensiones longitudinales del objeto deben ser
pequefias en comparacién con la distancia focal de la lente y hay que
ubicarlo a la distancia focal doble de la lente. A

6. Enfoque de un haz de rayos paralelos. Analicemos un haz para-
lelo de rayos monocromaticos. Si en el camino de semejante haz si-
tuamos wuna lente convergente
con superficies esféricas, como
sabemos, todos los rayos conver-
gerdn en un punto llamado foco.
Sin embargo, esto es cierto sdlo
para un haz estrecho, o sea, para
los rayos no muy alejados del eje
6ptico. Esto significa, que la an-
chura del haz debe ser pequefia
Fig. 6.1. Aberracién esférica de una en comparacién con el radio de

lente ordinaria curvatura de las superficies re-

fringentes de la lente. Para los

haces anchos tiene lugar la aberracién esférica, es decir, los rayos
lejanos cortan el eje éptico no en el foco (fig. 6.1).

{Sera posible elegir tal forma de las superficies refringentes de la
lente de modo que desaparezca la aberracion esférica, es decir, que
el haz de rayos paralelos de cualquier anchura converja en un punto?

A Para resolver este problema es comodo hacer uso del princi-
pio de Fermat. Previamente resolvamos un problema auxiliar. Acla-
remos cual debe ser la forma de la superficie refringente, que separa
dos medios homogéneos con indices de refracciéon n, = 1 y n, para
que el haz paralelo converja en un punto después de la refraccion.
Partiendo de consideraciones de simetria es obvio que aquélla sera
una superficie de revolucion en torno al eje de simetria del haz. Por
ello, es suficiente buscar la seccion de dicha superficie con el plano
axial (fig. 6.2). Como en el eje z la fase de todos los rayos es la mis-
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ma, la longitud 6ptica de los rayos desde el eje x hasta el foco, ya-
ciente a la distancia prefijada F, debe ser la misma.
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Fig. 6.2. Para hallar la forma dela Fig. 6.3. E]l haz de rayos paralelos
superficie refringente que forma un  después de refractarse sobre la su-
haz de rayos paralelos. perficie de un elipsoide de revolu-

cién se concentra en el foco lejano

Consideremos el rayo central y el rayo que pasa a la distancia x
del eje, tomada al azar. Para ellos tendremos

Frn=y+4+nV (F—y)?+a2
Esta es la ecuacion de la superficie buscada.
Transformemos esta relacién con el fin de aclarar la forma de la
superficie obtenida. Separando la raiz cuadrada y elevando ambos
miembros de la igualdad al cuadrado, obtenemos

(Fn —y)* = nA(F —y)* + 2*)

Después de faciles transformaciones esta ecuacion se reduce a la
forma

S+ =, (1)

donde

o
a:F]/’;—H, b=F S (@<b). 2)

La ecuacion (1) es la de la elipse representada en la fig. 6.3, a y b
son los semiejes menor y mayor de la elipse.
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La estimacién obtenida concuerda correctamente con el valor ex-
perimental de la energia especifica de enlace, hallado partiendo de
mediciones con ayuda de la espectroscopia de masas y que para la
mayoria de los niicleos es igual a 8 MeV/nucleén.

La energia de 10 MeV constituye sélo el 1% de la energia en re-
poso del nucleén Mc® ~ 1 GeV. Por esta causa, podemos considerar
en realidad, que el nacleo consta de nucleones aislados, cuya energia
de enlace es pequeiia en comparacion con su energia en reposo.

Es de interés sefialar que estos mismos argumentos, basados
en las relaciones de indeterminaciones, muestran que en la composi-
cién del nicleo no pueden entrar, ademés de los protones, los electro-
nes como se suponia en uno de los modelos tempranos del nacleo ato-
mico, que existia antes del descubrimiento del neutrén. En efecto,
si el electron estd localizado en un d&mbito de una dimension del
orden r, ~ 107*% c¢m, él sera ultrarrelativista, de lo que nos cerciora-
mos con ayuda de la relacion (1). Para estimar su energia puede em-
plearse la expresion £, = pc, lo que nos da £, =~ 0,2 GeV. Este
enorme valor de la energia del electréon es incompatible en absoluto
con el valor caracteristico de la energia de enlace del nicleo recalcu-
lada para una particula, igual a unos 8 MeV, sin hablar de que
0,2 GeV es 400 veces mayor que la energia en reposo del electrén,
que so6lo constituye 0,0 MeV. A

10. Principio de equivalencia. Una bolita de masa m estd sus-
pendida dentro de un tanque vacio de un hilo imponderable de largu-
ra L (fig. 10.1). En el momento inicial £ = 0 el tanque comienza a des-
plazarse en direccién horizontal con aceleracion constante a. (Qué
movimiento realizari con ello la bolita? ¢Qué variara si el tanque se
llena de agua de antemano?

A Este problema recuerda en alto grado el primer problema del
capitulo en el que el punto de suspensién del péndulo comenzaba a
moverse a velocidad constante y era &
necesario determinar el posterior mo- ————
vimiento del péndulo. Como pudimos
apreciar, gracias al principio de rela-
tividad, la solucién del problema se fa-
cilitaba considerablemente al pasar al g 7
sistema de referencia ligado con el pun-
to de suspension. En nuestro caso, el
principio de relatividad de nada nos
servira, ya que tal sistema de referencia
no es inercial debido al mov_irf:niento Fig. 10.1. Bl tanque comienza
acelerado del punto de suspensién. Pe- ;[ verse con aceleracién cons-
ro, a pesar de todo, en el presente pro- tante a
blema, asimismo, el paso a un nuevo
sistema de referencia donde el punto de suspensién estda inmovil, fa-
cilita la solucion. Con ello, hay que hacer uso de una de las mas fun-
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damentales leyes de la naturaleza, el llamado principio de equivalen-
cia que yace en la base de la teoria relativista de la gravitacion.

Con el fin de formular el principio de equivalencia consideremos
el siguiente experimento imaginario. Supongamos que un laboratorio
cerrado, p. ej., la cabina de un ascensor, estd en movimiento con ace-
leracion constante @ respecto a cierto sistema inercial de referencia,
en la region del espacio donde esta ausente el campo de gravitacion.
Entonces, en el ascensor, todos los cuerpos libres, que no sufren acele-
racién con relacion al sistema inercial, respecto del ascensor tendran
igual aceleraciéon —a. El observador que se encuentra en el ascensor
cerrado y que no tiene la posibilidad de «mirar al exterior», por la
conducta de dichos cuerpos no puede llegar a la conclusiéon de si el
ascensor estd en movimiento con aceleracion @ o bien esti en reposo
en un campo homogeneo de gravedad, cuya intensidad g es igual a
—a. En efecto, con la accion de semejante campo de gravedad todos
los cuerpos libres en el ascensor en reposo se moveran con igual acele-
racion g = —a.

Tal equivalencia del campo de gravedad y del movimiento acele-
rado del sistema de referencia es cierta para cualquier fenémeno me-
canico: todos los fenémenos mecanicos en el ascensor en movimiento
con aceleracion transcurren del mismo modo que en el ascensor inmo-
vil, pero ubicado en el campo de gravedad. Después de enunciar este
principio, Einstein lo difundid, igual que el principio de relatividad,
no so6lo a los fenémenos mecénicos, sino también, en general, a todos
los fenémenos fisicos.

La aplicacién del principio de equivalencia permite simplificar
el examen de muchos fenémenos fisicos y transformar en trivial nues-
tro problema. En lugar de considerar el tanque en movimiento con
aceleracion, vamos a imaginarnos que él estd inmévil, pero que so-
bre todos los cuerpos situados en él actia el campo gravitacional

,ff"'ﬂ
|
(r
_ N2
\g,

Fig. 10.2. En el sistema de referen- Fig. 10.3. El péndulo realiza osci-
cia ligado con el tanque actiia un laciones con amplitud e, junto a la
efectivo campo de gravedad g, direccion prefijada por el vector g,

= —a (fig. 10.2). Adicionandose con el campo real de gravitacion
de la Tierra, este campo proporclona un campo de gravedad efectivo,
cuya intensidad g, = ¢ + g, = g —a. El vector g, estd desviado
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de la vertical real en el dngulo o, cuya tangente se determina
tg oy = alg. (1)

La intensidad del campo de gravedad efectivo se determina con el
teorema de Pitdgoras:

g,=V & +a> (2)

Es obvio que en la posicion de equilibrio el hilo del péndulo estd di-
rigido a lo largo del vector g,. En el momento inicial, cuando el tan-
que comienza a moverse con aceleracion a, la bolita estad inmovil y el
hilo en posicion vertical, es decir, el péndulo esta desviado a la iz-
quierda en el angulo «, de la nueva posicién de equilibrio (fig. 10.3).
Por esta razon, en el tanque vacio, el péndulo efectuara oscilaciones
respecto a la nueva posicién de equilibrio con amplitud angular a,.
Si la aceleracion del tanque @ es pequeiia en comparacion con la ace-
leracion de la caida libre g, la amplitud de las oscilaciones es pequefia
y éstas seran armoénicas. El angulo de desviacion de la nueva posicion
de equilibrio o« (f) variard, en tal caso, en el tiempo segin la ley

a () = — a, cos wt, 3)

donde, con pequefia amplitud, la frecuencia ® se determina con la
relacion

= 3
o=t YOS L L (14 ). (4)

En presencia del rozamiento estas oscilaciones se amortiguan gra-
dualmente y el péndulo se detendra en la nueva posicion de equilibrio.
Empleando el principio de equivalencia, es facil dar, asimismo,
respuesta a la pregunta de ¢cémo se com-
portara el péndulo en el tanque lleno
de agua. Debido a la alta viscosidad,
las oscilaciones cesaran, practicamen-
te, de inmediato y el péndulo se para-
ra en la posicion de equilibrio. Si la
densidad de la bolita es mayor que la :
dgl agua, la’ posici_én de equilibrio del g;ﬁ‘a 11{;"'1;;;; egﬁ‘:&“ﬁé‘lj‘g‘; ({:
péndulo serd la misma que en el tan- posicién invertida
que vacio. Pero si la densidad de la
bolita es menor que la del agua, el angulo de desviacién del hilo en
la posicién de equilibrio es distinto de st. Al llenar el tanque de agua
la bolita emergera por el efecto de la fuerza ascensional, dirigida en
sentido inverso a la de la gravedad. Durante el movimiento del tan-
que con aceleracion @ la fuerza ascensional esta dirigida en sentido
contrario al vector g, (fig. 10.4). A
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