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Introduccion

El objetivo primordial del presente trabajo es servir de complemento y apoyo a diversos
cursos de la Licenciatura de Matematicas de nuestra Facultad de Ciencias.

En las paginas siguientes encontraremos un conjunto de ejercicios cuya finalidad es llamar
la atencién sobre determinado aspecto de cierto teorema, la validez o no, del reciproco de
otro, etc.; también estan incluidos problemas cuyo atractivo es el de exigir, para su solucion
el concurso de diversas ramas de la matematica; asi, por ejemplo en cierto ejercicio aparecen
involucrados: el analisis real, la teoria de grupos, la topologia.

También, hallaremos conexiones, quizas inesperadas, entre temas muy disimiles, como: cua-
) ? ) Y

drados mégicos y algebra lineal, espionaje y teoria de matrices, nimeros reales y nidos de

palomas, el principio de Arquimedes y el teorema de la divergencia.

Asimismo, hallaremos secciones dedicadas a temas que, generalmente por razones de tiempo,
no son tratados en el aula; citemos por ejemplo: la equivalencia de la forma analitica y las
formas geométricas del teorema de Hahn-Banach; otra muestra la tenemos, en el uso de una
misma palabra para aspectos, aparentemente distintos, de un objeto matematico. Es lo que
sucede cuando en nuestros primeros cursos de Analisis nos presentan a R, conjunto de los
numeros reales, como un cuerpo ordenado completo. Mas adelante nos hablan de R,
como un espacio métrico completo. ;Cuél es la conexion entre una nocién y la otra?

Mencién especial merece el capitulo de “Teoremas de la Fauna”. En él haremos un viaje
por diversas ramas de la matematica: la geometria, el Algebra de las sucesiones exactas, el
analisis no lineal, la teoria combinatoria.

Para terminar, expreso mi deseo porque este trabajo sea de utilidad a alumnos y profesores,
a quienes deseo, de paso, comprometer en la bisqueda de soluciones mas elegantes (0 mas
“poéticas”) de muchos de los problemas presentados.



Capitulo 1
Analisis

1.1. R: completo, como cuerpo ordenado, y completo,
como espacio métrico

Al estudiar el conjunto de los nimeros reales, R, nos encontramos con la siguiente lista de

axiomas.

A. Axiomas de la adicion

A1 Asociatividad : cualesquiera que sean z,y,z € R, se tiene:

(x+y)+z=z+(y+2)

Ao Conmutatividad : cualesquiera que sean x,y € R, se tiene:

T+y=y+zx

A3 Elemento neutro : existe 0 € R, tal que x +0 =2, sea cual fuere x € R.

A4 Simétrico : todo elemento z € R, posee un simétrico —z € R, tal que,

z+ (—z) = 0.

B. Axiomas de la multiplicacién



Asociatividad : dados x,y,z en R, cualesquiera, se tiene:
(-y)-z=x-(y-2)
Conmutatividad : sea cuales fueren z,y € R, vale:
TYy=y-x

Elemento neutro : existe 1€ R, talque 1#0 y z-1=2x, cualquiera que sea

z € R.

1

Inverso multiplicativo : todo z# 0, en R, posee un inverso x~ , tal que,

z-x b =1.

Axioma de la distributividad : Dados z,y,z, cualesquiera, en R, se cumple:
z-(y+z)=xz-y+z-z

Un conjunto como R, con dos operaciones (adicién y multiplicacién), que verifican
los axiomas mencionados, se dice que tiene una estructura de cuerpo (denotémoslo

por K).

Si, ademds, en K , se ha destacado un subconjunto P (llamado conjunto de los

elementos positivos de K), tal que:

Py z,ye€P implica x+yeP y z-yeP
Po Dado z € K , exactamente una de las tres posibilidades siguientes ocurre:
6 xr=0, 6 z€P , 6 —xze€P,
entonces, se dice que K es un cuerpo ordenado, y escribiremos

x <y para significar que y—x € P.

Ahora, anadimos a la lista anterior, los siguientes axiomas:

04

Para cualquier a € R se cumple:

6 a<0, 6 a=0,6 0<a,



O9 Dados a,b € R, tales que:
0<a, 0<b , entonces,

0O<a+b, 0<a-b

O3 Para a y b, en R, cualesquiera, se tiene, a <b si, ysoélosi, a—b<0.

Ahora bien, a todos los axiomas anteriores se agrega uno, el cual convierte al cuerpo ordenado

R , en un sistema algebraico sumamente util. Se trata del Axioma de Completitud

(llamado, también, axioma fundamental del analisis) :

Si A C R es no vacio y acotado superiormente, entonces A tiene supremo.
Recordemos que:

Si ACR y beR es tal que:

a <b, paratodo a € A, sedice que b es una cota superior para A, y que, A es

acotado superiormente.

Ahora bien, si A C R, un nimero real « es el supremo de A, si:

i) « esuna cota superior para A.

ii) No hay una cota superior para A, que sea menor que a.

Escribimos : a=supA

Es después de anadir el axioma de completitud, cuando decimos que R es un cuerpo

ordenado completo.

Sélo que, mas tarde, al tratar sobre espacios métricos, y observar a R como espacio métrico,

también decimos que R es un espacio métrico completo.

Pero, atencién, que esta ultima nocién se fundamenta en el concepto de Sucesiones de
Cauchy (intuitivamente, aquellas cuyos términos se van haciendo més préximos unos de
los otros, a medida que n es cada vez mayor). M4s precisamente, (x,) sucesion
en M , es de Cauchy, si dado ¢ > 0, existe ng € N, tal que : m,n > ny implica

d(xpm,x,) <e. (d indica la métrica de M)



Se dice que un espacio métrico M es completo, cuando toda sucesién (en M ) de

Cauchy es convergente.

Lo que deseamos analizar, en el presente capitulo, es : ;Qué relacion hay entre R, como

cuerpo ordenado completo, y R, como espacio métrico completo?

En primer lugar, indiquemos formas equivalentes, del axioma del supremo:

a) Si A C R es no vacio y acotado inferiormente, entonces A posee infimo.

b) Teorema de Dedekind:
Supongamos que A y B son subconjuntos de R, tales que:
1) AUB=R
2) A#0, B#0
3) Sia€Ay beB, entonces a <b.
Entonces, existe un a € R, tal que,
x>« implica z€B

r<a implica xz€A

[ |
Una consecuencia importante del axioma del supremo es el
Teorema de Arquimedes :
Si x >0, entonces, para cualquier y € R, existe n € N, tal que : nx >y.

[ |

La conclusion del teorema anterior se resume en la expresion: R es Arquimediano.

Existen cuerpos ordenados que no son Arquimedianos y, también, cuerpos Arquimedianos
que no son completos ( Q , el cuerpo de los racionales, por ejemplo). Asimismo, en un cuerpo
ordenado, K , no-Arquimediano, podemos hallar un conjunto acotado superiormente
y que no posea supremo. En efecto, N C K es acotado superiormente (tomar 1 € K |

yun yo € K, tal que n-1<y,, paratodo n € N).

5



Sea b€ K , cota superior de N; entonces n+1<b, paratodo n € N.

Luego, n <b—1, paratodo n € N. O sea,si b € K es una cota superior de N |

entonces b — 1 también es cota superior de N.
Por lo tanto, no existe supN, en K .

Ahora, veamos un ejemplo, en concreto, de un cuerpo ordenado, en el cual, N es acotado
superiormente.

t
t)

~—

=

Sea Q(t), cuerpo de las funciones racionales r(t) = , donde, p y ¢ son polinomios

—Q
o

con coeficientes racionales, y ¢, no idénticamente nu

El cuerpo Q(t) puede ser ordenado, de la siguiente manera: diremos que una fraccién

t
r(t) = p(_t) es positiva, cuando en el polinomio p-q, el coeficiente del término de mas
q

alto grado es positivo.

Ahora bien, el polinomio p, tal que p(t) =t , es una fraccién con denominador 1, y,

por lo tanto, pertenece a Q(t).

También, el coeficiente del término de mas alto grado de ¢t —n es positivo (= 1) , luego,

t—neP.

Asi, n < t, cualquiera que sea n € N . Es decir, p es una cota superior para N, en

10!

Como corolario, tenemos que el cuerpo Q(t), con el orden citado, es no-Arquimediano.
]

Regresemos al caso de R como espacio métrico.

Usando el teorema de Dedekind, se puede probar que todo subconjunto cerrado y acotado,

de R, es compacto. (Ver [23])

En particular, si A C R es un conjunto cerrado, acotado y B C A,

infinito, entonces, B posee un punto de acumulacion en A. (1.1.1)

A continuacion veamos que el axioma de completitud implica que R es completo,

como espacio métrico.

Sea (z,), sucesién de Cauchy, en R.



Sabemos que (z,) es acotada.
Luego, A ={z1,x9,... ,Zy,...} C[a,b], el cual es compacto.
Si A es finito, entonces, (x,) converge a uno de los elementos de A, digamos Ty, -

Si A es infinito, razonamos como en (1.1.1), y llegamos a que: A posee un punto de

acumulacién, digamos, zo € [a,b].
Como (z,) es de Cauchy, debe tenerse:

Tp — 29 €ER

Conclusién: (z,) converge en R.
Asi, R es completo, como espacio métrico.

En la proxima parte, vamos a obtener el axioma de completitud, como consecuencia de los

axiomas que lo precedieron y de la siguiente afirmacién:

Todo subconjunto infinito, acotado, de R, posee un punto de acumulacion. (1.1.2)
. . 1
Inicialmente, probemos que la sucesién (Q—n) converge a 0.
111 1
Efecti t A=4== =, .., —,...
ectivamente, sea {2’4’8’ ) }

Por (1.1.2), resulta que A posee un punto de acumulacién. Llamémoslo a.
a a
Se tiene que a > 0, ya que si fuera a < 0, tomamos el intervalo <?, 5) , el cual debe

3
contener infinitos elementos de A, pero A[) (?a’ g) =0.

® ® ® ®
3_a a a 0
2 2

Veamos que tampoco puede ser a > 0.

Supongamos que a > 0 6
a



1 1
Tenemos que on > a, paratodo n € N, pues si one < a, para algin n, € N |
0
1
tomamos € =a— one ¥ llegamos a la contradiccién de que en (a—e,a+¢) hay, a lo sumo,
0
ng — 1 elementos de A.

Entonces, podemos afirmar que

on <

Q|

, paratodo n € N.
Como n < 2", para todo n € N, ahora podemos afirmar que:

n<— , paratodo néeN.

Q|

Enseguida, usamos (1.1.2), para concluir que N posee un punto de acumulacién, digamos,

b.

1 1
En particular, en | b— §,b+ —) existen infinitos elementos de N ; sin embargo, si

2
tomamos dos de éstos ultimos, diferentes, la distancia entre dichos naturales seria menor que
1 (absurdo) i z i
1 1
b—35 b+ 5

De modo que, a =0.
Asi que, las cosas estan del siguiente modo:

11 1
0 es un punto de acumulacién de A = {5,1, ’ﬁ""}

Luego, dado ¢ >0, en (—¢,¢) hay infinitos elementos de A.

1 1 .
Como on es decreciente y, para todo n , es on > 0, deducimos que, fuera de (—¢,¢)
hay, a lo sumo, un nimero finito de elementos de A.

1
Luego, lim — =0. (1.1.3)

n—-+oo 2N
Ahora estamos en condiciones de obtener el axioma de completitud.

Sea D C R, no vacio, acotado superiormente.

Escojamos d € D y b ¢ D, una cota superior de D.



Para cada n € N, el intervalo [c,d] es subdividido en subintervalos

b—d
de longitud ETH

Asi, los puntos de divisién son de la forma

Sean k, el mayor entero no negativo k, tal que:

0<k<2" vy {b——b— ]ﬂD 0.

Observemos que para k =0, se obtiene:
[b,b)ND =10,
mientras que para k = 2", resulta
[d,b]ND #0 .
Consideremos la sucesién (z,), donde,
k

-

Obviamente, (z,) es acotada. Por otro lado, como

-o-ad o

y, €en consecuencia,

2k
[b—w—_i_"l(b—d),b} (D=9,

resulta que:  k,iq1 > 2k, .

(1.1.4)



Luego,

2k 2k k
n n+1 o
O sea, (x,) es decreciente.
Si X ={x1,22,...,Zp,...} es finito, entonces, (z,) converge al menor de los elementos

de X .Si X es infinito, usando (1.1.2), tenemos que X posee un punto de acumulacidn,

digamos, wy .
Entonces, z, — wy (demostraciéon andloga a la de (1.1.3)).

En uno u otro caso, (x,) converge.

Sea c¢= lim =z, (1.1.5)

n—-+o0o

Probemos que c¢=supD .

Ante todo, como b es cota superior de D 'y [z,,b]N D =0, tenemos que todos los

elementos de D estan a la izquierda de =z, .
Osea, r<ux,, paratodo x € D .
Por lo tanto,
r< lim z,=c, paratodo z€ D .

n—-+o0o

Es decir, ¢ es cota superior de D .

Sea, ahora, ¢, cota superiorde D, con ¢ <c. .

c c

Tenemos que los elementos de D estan a la izquierda de ¢ .

b—d
Por otro lado, tomemos ny tan grande, tal que “oma < ¢—c (hecho plausible, en virtud
de (1.1.3)).

Entonces, alguno de los puntos de divisién, b — %(b —d) caeentre ¢ y c.Ademas,
kn,
como en (¢/,c¢) no hay elementos de D , concluimos que z,, = b — Q—nE(b —d) <c

(absurdo, pues (z,) es decreciente y x, — c).

10



Luego, ¢ es la menor de las cotas superiores de D .
Asi, c=supA.
|

En la parte final de este capitulo queremos comentar que admitiendo como hipétesis la com-
pletitud de R , como espacio métrico, junto con los axiomas previos al axioma del supremo,
no podemos obtener este ultimo. En otras palabras, existen cuerpos ordenados que son
completos como espacios métricos, pero que no son cuerpos ordenados completos.

Aunque debemos senalar, que tales cuerpos son dificiles de hallar (ver [24]).

Sin embargo, admitiendo:

i) la completitud de R como espacio métrico,
ii) los axiomas previos al de completitud,

iii) Si € R y x>0, entonces nor > 1, para algin ny € N | (1.1.6)

entonces, podremos deducir que R es completo, como cuerpo ordenado.
En efecto,
usando (1.1.6), obtenemos:

dado € > 0, existe ng € N, tal que

Pero entonces, para todo n > ng se cumple:

1
—<e€.
n

1
Es decir, — — 0, cuando n — 400 .
n

1 1 1
Como O<2—<— , para todo n € N, resulta que 2——>0 , cuando n — +o00 .
n n n

Ahora, procedemos en forma andloga a lo hecho inmediatamente después de

(1.1.3).

11



Dado ¢ >0, sea n’ € N, tal que

b—d

7<€.

Resulta que, para m,n > n’ se tiene: |z, —x,| <&, pues

k k
m=b——(b—-d n=b——(b—d),
tn=b=mb—d) ¥ wa=b- (b d)
pertenecen a un subintervalo de longitud - <e.

2"
O sea, (x,) es una sucesién de Cauchy en R , el cual hemos supuesto completo como

espacio métrico.
Luego, (z,) es convergente, digamos, aun c € R.

Ahora, estamos como en (1.1.5), y, todo prosigue en forma similar, hasta obtener el axioma

de completitud.

1.2. Aplicaciones de algunos teoremas clasicos del
Analisis Real.

1) Sea f:(c,+00) — R, derivable, tal que existen lim f(z)=a y

T—r+00
lim f'(z)=0b, cona€eR.
T—>+00

Entonces: b=0. /\/

Demostracién:

Para cada n € N, con n > ¢, tenemos: f(n+1)— f(n) = f'(z,) , donde,
x, € (n,n+1) (Teorema del valor medio, de Lagrange, aplicado en el intervalo

n,n+1]).

12



2)

Tomando, entonces, limites, cuando n — +o0o (luego, z, — +00 ), resulta:

lim f(n+1) — lim f(n) = lim f'(z,)

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Sea f:(a,b) — R, derivable, acotada, tal que:
no existe lim f(x) omnoexiste lim f(z).
z—a’ z—b
Probar que: dado ¢ € R, existe xg € (a,b), que cumple: f'(zq) =c.

Demostracién:

En primer lugar, probemos que f’ no es acotada, ni superiormente ni inferiormente,

en (a,b) .

Supongamos que existe M , tal que: f'(z) > M , para todo z en (a,b).
Consideremos ¢ : (a,b) — R, dada por: g(z) = f(z) — Mz .

Luego, ¢'(z)= f'(zr)— M > 0.

Asi, g es mondtona, acotada.

Por lo tanto, existen:

lim g(x) = Ay lim g(z) = p.
z—at z—b

En consecuencia,

Iim f(z) = A\+Ma vy lim g(z) = p+ Mb.

T—a T—b

(contradiccién).

En forma similar, si f'(z) < K, para todo x en (a,b), consideramos

h:(a,b) — R, definida por: h(z) = f(x)— Kz , y, llegaremos a una contradiccién.
De modo que f’ no es acotada, ni superiormente, ni inferiormente, en (a,b) .

Luego, existen z1,x9 € (a,b) , tales que:
f(z1) < ¢ < f'(zq) .

13



Este es el momento oportuno para la entrada en escena de un sorprendente teorema

(Darboux).
Teorema del valor intermedio, para la derivada:
Sea f:(a,08) — R, derivable.

Si f'(a) < ¢ < f'(b) , donde , @« <a<b< [, entonces, existe d € (a,b) tal

que:
flld)=c.

(Ver [10], Anélise Real, volume 1).

De manera que, una aplicacién directa del Teorema de Darboux nos permite concluir

la prueba.

Un ejemplo ilustrativo es el siguiente:

f:(0,2r) — R, dada por:
1
f(z) =cos— .

X

Tenemos que:

: : . 1
i) mno existeel lim cos— .
z—0" T

ii) f':(0,2r) — R, es dada por:
1 1
fla)=sent v,

f(R)=R.

14
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3) Ejemplo de una funcién que:

i) estd definida en un intervalo cerrado y acotado.
ii) posee una primitiva.

iii) no es acotada.

Sea f:[-1,1] — R, dada por :

5 1 1 1
gf’/ﬁcos——i—?sen— , ¢#0
x x x
fx) =
0 , =10
1
Tenemos que , f(m) = {/(4n+1)7 — +4oo cuando n — +oo.
i)y

Por otro lado, si f:[—1,1] — R, es definida por:

1
Vadcos= , z#0
flz) = v
0 , =20 ,

resulta que f'=f .

Observacién 1.2.1

Una funcién discontinua puede tener primitiva, por ejemplo: f:R — R | definida por

1 1
2xsen— —cos— , = #0
fz) = ! !
0 , =20 )

cumple: F =f.

16



También, no toda funcién integrable posee una primitiva. Por ejemplo,

sea f:]0,2] — R, con

—

0, 0<t«1 |

f(t) = ° \
1, 1<t<L2 0 1 )

Luego, f posee una discontinuidad de primera especie en 1.

Ahora bien, si existiera F : [0,2] — R , tal que F’ = f , entonces, f no tendria

discontinuidad de primera especie (consecuencia del teorema de Darboux).

1.3. A veces, la lnica solucién es ... la trivial.

Sea f:R — R, derivable, tal que: f(0) =0, y, paratodo z € R vale f'(z)= [f(m)]2 )

Probar que f(z) =0, paratodo x € R.

Demostracién:

Supongamos que existe

xo >0 tal que f(zg)=0.

Como f(0)=0, y f'(z) >0, paratodo = € R, tenemos que, en [0,x0] , f toma

valores mayores o iguales a cero.
Asumamos que f no es idénticamente nula, en [0, zo] .

Usando la continuidad de f, resulta:

/0% [f(2)]%de > 0. (1.3.1)

X0 Zo
Pero / [f(x)fdx = / f'(z)dz = f(zo) — f(0) = 0, lo cual estd en contradiccién
con (1.391). "
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De modo que, f(x)=0, para todo >0 .
Andlogamente, supongamos que existe z; < 0, tal que: f(x;)=0.

Yaque f(0)=0, y f'(x) >0 paratodo z € R, deducimos que f toma valores menores

o iguales a cero, en [z1,0] (basta aplicar el Teorema del valor medio de Lagrange).

Si asumimos que f no es idénticamente nula en [x1,0], usando la continuidad de f, se

llega a:
/ [f(2)]*dz > 0 (1.3.2)

Mis ...

en contradiccién con (1.3.2).

Por lo tanto, también, f(x)=0, paratodo z<0 .

1.4. Cuando la unica solucion es ... la identidad.

Sea f:R — R, continua, tal que:

f(f(f(a:))) —z, VzeR. (1.4.1)

Probar que f(z)=2, VzeR.
Demostracién:
Veamos que f es inyectiva.
Supongamos que f(z1) = f(x2) .
Luego, f(f(f(a1))) = F(F(f(2)) -
Asi, de (1.4.1) se sigue:
Ty =Ty .
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Como f es inyectiva, continua y con dominio conexo, resulta que f es mondétona

(Ver [10], Anédlise Real, Volume 1, pdgina 186).
Verifiquemos que f es creciente.
Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que f es decreciente.
Entonces,
<y implica flx) > fly) .
Esto ltimo nos conduce (por la misma razén) a:
F(F@) < f(fWw) -
Y de aqui, f(f(f(x))) > f(f(f(y))) , lo cual, segtin (1.4.1), significa
T >y (Contradiccién)
De manera que, f es creciente.

Ahora, supongamos que para algin zy € R, se tiene

flwo) > o (1.4.2)
Como f es creciente, obtenemos:
F(f@o)) > f(o) (1.4.3)
y
1)) > F(flwo) > flao) (144)
Usando (1.4.1), en (1.4.4), se sigue:
zo > f(zo) contradiccién con (1.4.2)

Andlogamente, si para algin zo € R, se cumpliese f(zg) < zo, obtendriamos, sucesiva-

mente:

f(f(wo)) < f(zo) ,
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1)) < F(fl@o) < flao)

O sea, 1z < f(zo) (contradiccion).

Conclusién: f(z) =z, paratodo z € R.

Observacién 1.4.1
Lo demostrado se puede resumir asi: f:R — R, continua, con f3 =1 (identidad),

implica: f=1.
Vemos que razonando en forma similar se puede probar que:

Si f:R— R escontinua, y, f*=1 (para algin n impar), entonces: f=1.

1.5. Tres ramas y un problema.

El Algebra, el Analisis y la Topologia estan presentes en el siguiente ejercicio.

Definicién: Un conjunto G de nimeros reales se llama un grupo aditivo cuando 0 € G,

ysi r,s € G, entonces, r—s € G .
(en particular, z € G = —z € G ; también, r,s€G = r+seG).

Sea G C R, un grupo aditivo de niimeros reales. Denotemos por G+ al conjunto de los
nimeros reales positivos pertenecientes a G . Exceptuando el caso trivial G = {0}, G*

es no vacio. Supongamos, entonces, que G # {0} .

Probar que:

i) Si inf G" =0, entonces, G es denso en R.
ii) Si infG" =a >0, entonces, a € G" y G ={0,+%a,+2a,...}.

iii) Concluir que, si o € R es irracional, los niimeros reales de la forma m +na , con

m,n € Z (conjunto de los enteros) forman un subconjunto denso en R .

20



Demostracién:

i) Sean a,b€ R, con a<b. o

Veremos que en (a,b) hay algtin elemento de G .
1

En primer lugar, sea ng € N, tal que — <b—a.
No

Como inf G* =0, existe z, €G", tal que:

1
0 < 29g< —<b—a. (1.5.1)
N

Entonces, para algin kg € Z , se tiene:

k0$0 € (a,b) NG .

En efecto, si se tuviera para todo

b o b G+Dm
k € Z , se cumpliria:

(k+1)xg—kzxo > b—a.
O sea, o > b—a (en contradiccién con (1.5.1)).

ii) Supongamos, ahora, que infG" =a >0, y , que a ¢ G.

Existen s,t € Gt , tales que :

3
a < s <t < —=a
2
st
— e @———@———
0 a 3
—a
2
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a
Luego, t—seG" , y t—s< 5 <a , locual es absurdo, pues a =inf G .
Asi, ac€GT.
Por otro lado, sea p € G .

Por el algoritmo de la division, existen ¢ y r, talesque: q€Z, 0<r<a vy
p=aq +71 .

Resulta que

r=p—aq € G. (1.5.2)

Si =0, entonces, p=aq, con q€ 7Z.

Si r >0, sesigue, usando (1.5.2), que r € GT , con r < a . (Absurdo, pues
a=inf G ).

En fin, G ={0,+a,+2aq,...}.

iii) Ante todo, reconocemos, inmediatamente, que los nimeros reales de la forma m+na

con m,n € Z , forman un grupo aditivo, G, con G no vacio.

Veamos que inf Gt =0, y, asi, empleando la parte i), concluimos que G es

densoen R.
Si fuese inf GT = X > 0, tendriamos, por la parte ii), que: G = {0, £\, +2\,...}.

Asi, para cada pareja m,n , de enteros, existe k,,, € Z , tal que:

m+na = kpp\ (1.5.3)
En particular, para m =0 y n =1, obtenemos, de (1.5.3), que:
o = kot A , paraalgin ko €7Z. (1.5.4)

De (1.5.3) y (1.5.4) se sigue:
m +nky, A =k, A\, para cualesquiera m,n€ 7Z .

Luego, A\ es racional, y, por (1.5.4), a también lo es (contradiccién).

A manera de ilustracién, con a =7, en (0,0.2) se encuentra el nimero —314 + 1007 .
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1.6. Continuidad y Compacidad.

En los siguientes ejercicios utilizamos la propiedad de continuidad de alguna funcién en un

dominio compacto.

1) Observemos primero algo que ocurre con la siguiente funcién:

g:[-1L,1] —R | gx) =z

Tenemos que g es continua y asume cada uno de sus valores, exactamente dos

veces, con la tnica excepcién: el valor cero.

Probar que no existe una funcién continua f : [a,b] — R, que asuma cada uno

de sus valores f(z), x € [a,b] , exactamente dos veces.

Demostracion:
Supongamos, por el absurdo, que si existe una tal f .

Entonces, el valor maximo o el valor minimo de f (digamos, éste) es alcanzado en un

punto c€ (a,b) .
Sea d , el otro punto de [a,b], tal que f(d)= f(c).

Veamos, en primer lugar, el caso d > a .

)
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]
[ ]
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Por la continuidad de f ,y, el hecho de que, en ¢, f toma un valor minimo, existe 0 > 0,
tal que, en los intervalos (disjuntos) [c —d,¢), (¢,c+ 4], [d—0,d), la funcién f asume

valores mayores que f(c) = f(d) .
Sea A:ml’n{f(c—é) fle+ o), f(d—a)} .
Supongamos que A = f(c—0). (llamemos z; =c—0).

Entonces, en (c,c+ 0] se tiene:

fle+0) > X > f(e).

Luego, por el Teorema del valor intermedio para funciones continuas, existe

Ty € (c,e+ ), tal que f(z3) =M.

Del mismo modo, tomando en cuenta que f(d—0) > A > f(d), existe z3 € (d—4,d), tal
que f(zs) = A

Llegamos asi, a la contradiccion:

f(z1) = f(z2) = f(x3) = A,

con x1,x5 y x3, distintos.

Observacién 1.6.1
Hemos supuesto que los valores f(c—0) , f(c+0) y f(d—9) son distintos, pero si dos

de ellos coinciden, llegamos, por el mismo procedimiento, a una contradicciéon analoga.

Observaci6on 1.6.2
Idéntico resultado se consigue si A= f(c+6) 6 A= f(d—9).
Ahora, veamos el caso d =a .

En esta situacién, existe § > 0, tal que, en los intervalos (disjuntos) [¢—§,c]|, (¢,c+ 0] ¥

(d,d+ 0], f toma valores mayores que f(c)= f(d) .

Llamando X\ = min {f(c —9), fle+9), f(d+ 5)} ,  procedemos en forma semejante al

caso d > a .
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2) Sea f:R — R, continua, con

lim f(z) =400 ¥y lim f(z) =—o0.

T—+00 T—r—00

Probar que para todo ¢ € R, dado, existe entre las raices de la ecuacién f(z) = ¢,

una, cuyo valor absoluto es minimo.

Demostracion:

Como f(R) es conexo, no acotado superiormente, tampoco acotado inferiormente, resulta

que:

fR) = R.

Luego, f! ({c}) = {x | f(x) = c} es no vacio, cerrado (por la continuidad de f )y,

ademds | como HIJ’I_I f(x) =400 y lim f(a:)z—oo) , acotado.
z—+00 T——00

Es decir, el conjunto K = f~! ({c}) es un subconjunto de R, cerrado y acotado.
Luego, K es compacto.

Asi, al considerar la funcién continua ¢ : R — R | dada por ¢(z) = |z|, tenemos que

¢(K) es compacto.

Por lo tanto, existe zo €K , tal que ¢(z¢) = |zo| es minimo.

3) Sea f:R" — R, continua.
Definimos ¢ : [0,400) — R, por:
p(r) = sup f(z).
[|z]|=T

Probar que ¢ es continua.

Demostracion:
Sea 19 € [0,+00) .
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En el caso 19 > 0, consideremos la corona C = {z ER™ | rg—h < |z]| <79+ h} ,
donde, 0<h<rg.

Si rg =0, tomamos C = {z eR™ | |z]| < ho} , con hg >0, fijo.
En todo caso, C' es un conjunto compacto; luego,

f es uniformemente continua en C. (1.6.1)

Por otro lado, de la continuidad de f |y, la compacidad de {x e R | ||z]| = T} , se

deduce que: para cada r € [0,+00), existe x,, con |xr||=r y @(r)=Ff(zr).

De (1.6.1) se sigue que dado € > 0, existe 0. > 0, talque: si z,2’ € C vy |[zx—2'| <.,

entonces:

[f(z) = f)] < e (1.6.2)

Supongamos que ¢ no es continua en ry .

Entonces, existen €9 >0, 6, >0 (comoen (1.6.2)) y 7, >0, tales que:
0

T, —ro‘ < 550 y
’f (xT‘(SE > _f(:ErO)

(1.6.3)
> €

0

Supongamos que

f(xr%) — f(z,) <O (1.6.4)

x
Ts.
0
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(Sin pérdida de generalidad, hemos supuesto d, suficientemente pequeno, de modo que la

esfera de radio 7, esté contenida en C').
0

En esta ultima esfera existe w , tal que:

s < f(w, ) o

—& < f(xro)_f(w) < &

(hemos usado (1.6.2)).

Ahora, de (1.6.4) y (1.6.5) obtenemos:

(@, ) - @) = 1) - 1 (o, ) <@ sw-s(n, ) <.

Luego, 'f <$7"5 ) — f(a:TO)‘ < g, , en contradiccién con (1.6.3).
0

En el caso ‘ f (:Cr6 ) — f (mro)' > 0 , procedemos analogamente, con w’, en lugar
o

de w.

27



1.7. Un caso de igualdad en la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

Sean a, b, ¢, tres puntos distintos de un espacio vectorial (real) FE , provisto de un

producto interno (denotado por (-,-) ).
Probar que si d(a,c) = d(a,b) + d(b,c) , entonces:

c—a = tlb—a) , para algin ¢ > 1.

Demostracion:
Dados r,s € E, escribiremos d(r,s) como |r—s|.
Asi, |r—s]? = (d(r,s))? = (r—s,r—s).
Por hipétesis,
la—c| = |la—0b+b—C|.
Luego,

la—c|®* = la—b* + 2]a—b||b—c| + |b—c|? (1.7.1)

Por otro lado,
a—c=a—-b+ b—c
De manera que:
la—cf* = (a—c,a—c)={(a—b)+(b—c),(a—0b)+(b—c))
= Ja—b2+2(a—bb—c)+|b—cf (1.7.2)
De (1.7.1) y (1.7.2), se sigue:

(a—bb—c) = |la—0b||b—¢| (1.7.3)

Ahora bien, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
(a=bb—c) < la—bl[b—(|,
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y la igualdad ocurre si, y sélo si, existe A € R, tal que:

b—c = Ma—0).

De manera que, usando (1.7.3), podemos afirmar: para algin A € R, se cumple que
la—=b||b—¢c| = (a—bb—c) = (a—bXa—0b)) = X|a—Db*.
Entonces |,

b_
_ b=d

A= .
ja = bl

Como sabemos,
c—a=c—b+b—a = ANb—a)+b—a = (A+1)(b—a).

Asi, tomando t = A + 1, logramos nuestro objetivo.

1.8. Una desigualdad muy esquiva.

Se trata de probar que:

1
/ eldt > &M (1.8.1)
0

Es posible que tras muchos intentos, infructuosos, nos percatemos que hay alguna propiedad

funcional, en el trasfondo del problema. En las paginas que siguen lo confirmaremos.

Comenzaremos por hablar de funciones convexas.

Sea ¢ : (a,b) — R, tal que, para cualesquiera z,y € (a,b) y cada A € [0,1], se tiene:

p(Ar+(1=2y) < Mp(@) + (1= Nely) -

Entonces, se dice que ¢ es convexa en (a,b) .

Geométricamente, esto significa que: cada punto de la cuerda entre (z,¢(x)) y (v, ¢(y))

esta sobre el grafico de ¢ .
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Una propiedad importante es expresada en el

Lema 1.8.1 Si ¢ es una funcion conveza en (a,b) y si z,y,z',y son puntos de (a,b),
con x<z' <y , x<y<y , entonces, la cuerda sobre (z',y') tiene mayor pendiente

que la cuerda sobre (z,y) .
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a x x Y b

Para la prueba, considerar, primero, los casos ilustrados en la siguiente figura:
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Una de las consecuencias que se obtiene de este lema es que ¢ es absolutamente continua

en cada subintervalo cerrado de (a,b) . (Ver [14]).
Sea ¢ una funcién convexa en (a,b) y xo € (a,b) .

La recta y = m(z —zo) + ¢(x0) , la cual pasa por (zg,p(zo)), esllamada recta soporte
en z, 6 recta de sustentacion en x, si ella permanece bajo el grafico de ¢, o sea,

si

o(x) > m(x — zo) + ¢(x0) Ve (ab).

En virtud del lema 1.8.1, se tiene que una recta dada es recta soporte en o, si ella pasa
por (xg,p(zo)) v, ademds, su pendiente m estd entre las derivadas, a la derecha y a la

izquierda, de ¢, en xzg:

¢ (z0) < m < ¢\ (z0) -

Observacién 1.8.1
o(r) — p(xo)
r — 29

Del lema 1.8.1 y la monotonia de se deduce que ' (z9) y ¢ (o)

existen, y, ademds, ¢’ (z9) < ¢ (20) -
Notar, también, que p(z) > m(z — x¢) + p(xo) implica que:

pla) — pla)

m , para x > To; mientras que

r — XTg

Reciprocamente, si ¢’ (z9) <m < ¢’ (z9) , entonces,

p(z) > m(z —x0) + @(0) -
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En particular, existe siempre, al menos, una recta soporte, en cada z, € (a,b) .

¢’ (o) <m < ¢ (20)

/

@' (x0) =m = ¢’ (w0)

y,

En este momento, estamos en condiciones de probar:
La desigualdad de Jensen:

Sea ¢ una funcién convexa en (—oo,4o00) , y f una funcién integrable en [0,1] .

[ etrna = o [ rwar) (182)

Entonces

Demostracién:
Sea a = fol f(t)dt .
Consideremos y = m(z — a) + ¢() , una recta soporte en «.
Luego,
p(f(1) = m(f(t) —a) + (), (1.8.3)
para todo t € [0,1] .
Por otro lado, ¢.f es integrable.
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Esto ultimo resulta del Teorema de Lebesgue (ver [10], Anélise Vol. 2, pdg. 365) y del hecho
de que el conjunto de los puntos de discontinuidad de ¢.f estd contenido en el conjunto

de puntos de discontinuidad de f , el cual tiene medida cero.

Integrando, entonces, ambos miembros de (1.8.3), respecto a t , obtenemos:

/O S(F(E)dt > m / (F(t) - a)dt + pla) — la) .

O sea, /01 e(f(t)dt > ¢ (/01 f(t)dt) , es decir, (1.8.2).
Ahora, aplicando (1.8.2) al caso:

p: (=00, +00) — R, pz)=e",

00,1 — R, f(t) = cost ,

conseguimos (1.8.1).

1.9. Sobre Conexidad.

Al oir que un conjunto X , contenido en un espacio métrico, es conexo, nuestra intuicion
nos indica que X es un conjunto formado por un solo pedazo, pero aunque esta idea

intuitiva es util, debemos seguirla con cautela. Veamos el siguiente ejemplo.
1

Sea Xy = {(x,y) eER?|ze(0,2m), y :cos—} )
x

Sabemos que X es conexo , pues es homeomorfo al dominio (0,27) de la funcién

f:(0,2r) — R, f(x):cosi.

Recordemos, también, que si M es un espacio métrico y X C M es conexo, entonces X
también es conexo. Mds aun, si X CY C X, entonces Y es conexo. (Ver [10], Espacios

Métricos, pégina 92).

Asi, el conjunto Y = Xo|J{(0,y) € R? |1 <y <1} esconexo (aunque no es conexo

por caminos).
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f “curva del topdlogo”
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Siguiendo con el tema, consideremos el siguiente problema:

Sea M un espacio métrico conexo. Ademas X C M , también, conexo. Probar que si
A, no vacio, subconjunto de M — X | es abierto y cerrado en M — X , entonces, AU X

€S conexo.

Antes de la demostracién, un caso ilustrativo:

M=R, X={0}, A=(0,+00).

Demostracién:.

Si M —X también es conexo , como A # () es abierto y cerrado en M — X | resulta

que M —X=A.

Luego, en este caso:

AUX =(M-X)UX =M, y laprueba termina.
Veamos, entonces, el caso general.

Razonemos por reducciéon al absurdo.

Supongamos que A U X no es conexo. Entonces, existen C; y (3 (cerrados en
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AUX), tales que:

CL#A0, Co#0, CinCi=0, AUX =0C,U Cs (1.9.1)

Resulta que X € C; 6 X C Cy, pues, en caso contrario, (X NC)U (X NCy) serfa una

“escision” no trivial de X (lo cual no es posible, ya que X es conexo).

Asumimos, entonces, sin pérdida de generalidad, que

X C Oy

Por otro lado,

(1.9.2)

M=[M-X)-AJUAUX = [(M-X)-AJuC,UC;.

Asi,

M = BUC; , donde

B = [(M—-X)-AJUGC;.

En particular, B # (.
Veamos que BN C;=10.
De (1.9.1) y (1.9.2) se sigue:
CiCA.
Luego,

si € Cy, entonces: z ¢ [(M—X)—A]=B.

Ahora, probemos que C; y B son cerrados en M .

(1.9.3) , una escisién, no trivial, de M , contradiccién).
Sea z€C].
Entonces, existe (z,), sucesién en C;, tal que:

Ty —> T .
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Resulta que = ¢C5 , ya que, en caso contrario, C; no seria cerradoen AUX = CiUC, .

Observando (1.9.3) y (1.9.4) vemos que si demostramos que z= ¢ (M — X) — A, entonces

debe tenerse = € C; (lo que queremos probar).

Ahora bien, como C; C A, lasucesion (x,) estden A ysifuese z€ (M —X)—A,

tendriamos que A no seria cerrado en M — X (contradiccién).
De modo que, C; es cerradoen M .

Por 1ltimo, demostremos que B es cerrado en M .
Consideremos x € B .

Entonces, usando (1.9.4) , se sigue:

z€[(M—-X)- 4] 6 zeCy.

Si x € Cy, entonces, existe (y,), sucesién en Cy, tal que:

Yp —> T .

Como Cy escerradoen AUX =CyUC,y, resulta que = & C .

Luego, usando (1.9.3) , obtenemos: z €B .

Si ze [(M - X)— A} , entonces, existe (z,), sucesién en [(M - X)— A} , tal que:

Zp —> X .

Pero, = ¢ C}, pues, en caso contrario, tendriamos « € C; CA , mientras que, por otro
lado:
M-X = [(M—X)—A] UA ,

y (2.) es una sucesién en [(M — X)— A], el cual es cerradoen M — X . (Yaque A
es abierto en M — X ).

Asi, llegamos a una contradiccion, al suponer z € Cf .
Entonces, nuevamente, de (1.9.3) se sigue: z € B .

36



Conclusién: B es cerradoen M .

1.10. El Principio de Arquimedes y el Teorema de la
divergencia.

Sea M , un subconjunto compacto de R?®, limitado por una superficie S, contenida en
{(z,y,2) eR3 | 2 <0} .
Imaginemos que el sélido M estd sumergido en un fluido de densidad ¢ .

El fluido ejerce presiones sobre todos los puntos de la superficie M .

La fuerza ejercida por el fluido sobre un elemento de area dA es normal a dicho elemento,

y so0lo depende de la profundidad por debajo de la superficie z=0 .

La componente horizontal de la resultante de las fuerzas que actian sobre la superficie
S es nula. La componente vertical de dicha resultante es la que se opone al peso de M .
Recordemos que las presiones de arriba a abajo sobre la parte superior de M son menores

que las presiones de abajo hacia arriba, ejercidas sobre la parte inferior de M , ya que
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esta ultima se encuentra a una profundidad mayor. Por eso, el resultado de las acciones

ejercidas por el fluido, sobre M , es una fuerza hacia arriba.

—

Fy

_ El efecto resultante de la accion

\a — def’ly}é,sobreM,es:

Estas consideraciones preliminares, motivan la siguiente definicién.

Consideremos : n’ , campo unitario, normal a S , que apunta hacia dentro de M ;

—

F(z,y,2) = (0,0, ¢cz) .

Definimos la fuerza boyante (empuje), sobre M , debida al fluido, como:
- / (F)aa .
S

Probar el siguiente Teorema (Arquimedes):
La fuerza boyante (empuje) sobre M es igual al peso del fluido desplazado por M .
Demostracién:

Tenemos : —/ <ﬁ,r?’> dA = /S <I7‘,'ﬁ,> dA | donde, 7t = —n' (o sea, 7 es el campo
s

unitario, normal a S, que apunta hacia afuera de M ).

En el calculo de /S <F‘ , ﬁ> dA | usaremos el Teorema de la divergencia (Gauss-

Ostrogradski), el cual establece que:

/S<ﬁ,ﬁ>dA - /Mdivﬁdv :
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donde, s1 F(l’,y, Z) = (fla f27f3) , entonces,
L o 0f  Ofs
div F(z,y,z) = 5 + 2y + 5,

En el caso en consideracion:

Luego, div ﬁ(a:, y,z) =c.
De modo que

/<ﬁ, ﬁ> dA = / cdv = c¢-vol(M) = peso del fluido desplazado por M .
S M

Conclusion: el empuje sobre M es, en magnitud, igual al peso del fluido desplazado

por M .
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Capitulo 2

Analisis Funcional

2.1. Ejercicios de Analisis Funcional.

1) Sean : X;, X5, X3, espacios de Banach. A; : X; — X3 |, Ay : Xo — Xj,

transformaciones lineales continuas.

Asumir que para cada x € X; existe un, y sélo un, y € X5, tal que :
Ai(z) = Az(y) -

Probar que la aplicacién

es lineal y continua.

Demostracién:

Veamos primero que A es lineal.

Sean z € X; ,\ un escalar.

Sea y € Xy, tal que: Aj(z) = As(y) . (Luego, A(z) =vy).
Entonces, Aji(Ax) = AAi(x) = AAy(y) = A2(\y) .

Asi, por la definicion de A | se sigue:

A(Az) = dy = NA(x) .



Similarmente, se prueba que:
Alx +2) = A(z) + A(2)
para cualesquiera z,z € X; .

Para establecer la continuidad de A , usamos el Teorema del Grafico Cerrado.

Como X; y X, son espacios de Banach, solo necesitamos, para concluir la continuidad

de A, que el grafico de A, denotado G4 , es cerrado en X; X X .

Sea, entonces, (z,), sucesibnen X;, z € X;, y € Xy, tales que:

T, —

s (2.1.1)

Veamos que Az =1y .
Para cada xz,, existe y, € X5, tal que

Ai(zn) = Az(yn) (2.1.2)
(luego, A(zn) = yn ).
Sea z € X5, tal que:

Aj(z) = Ax(2)

(por lo tanto, A(x)=z).
Ahora bien, por la continuidad de A; , de (2.1.1) se sigue:

Ay () — Ai(z) (2.1.3)

Asi, usando (2.1.2) y (2.1.3) , obtenemos:
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As(yn) — Aq(x) (2.1.4)

También, de (2.1.1) y (2.1.2) , se tiene:

yn—>y .

Entonces, usando la continuidad de A, , se llega a :

As(yn) — As(y) (2.1.5)

De modo que, de (2.1.4) y (2.1.5) , deducimos:

Es decir, A(xz) = y.

Por lo tanto, G4 es cerrado en X; X X5, y , en consecuencia, A es continua.

2) Sean : H , un espacio de Hilbert (cuyo producto interno denotamos por (-,-)), A vy

B, operadores lineales de H en H , tales que

(Az,y) = (z,By) , (2.1.6)

para cualesquiera z,y € H .

Probar que A es continuo y que B = A* (adjunta de A ).

Demostracién:

Probaremos que el graficode A, G4, escerradoen H x H .
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Sean : (x,), sucesion en H ,

T,y € H
tales que:
Tn — T
s (2.1.7)
Usando (2.1.6) , podemos escribir:
(Az,,y — Az) = (z,, B(y — Az)) (2.1.8)

Tomando limites en ambos miembros de (2.1.8) , usando, ademads, la continuidad del

producto interno, y (2.1.7) , obtenemos:

(y,y — Az) = (z,B(y — Ax)) (2.1.9)

Utilizando (2.1.6) , esta vez en el segundo miembro de (2.1.9) , llegamos a:
v,y — Az) = (Az,y — Az)

Osea, (y— Az,y— Az) = 0.

Luego, y= Az .

Asi, una aplicacién inmediata del Teorema del Grafico Cerrado, nos permite concluir que A

es continuo.

Ademas, como
(Az,y) = (z,By) , Vaeye H

se deduce que B = A* (existencia y unicidad de la adjunta de A ).
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3) Sea X wun espacio vectorial normadoy A : X — X | transformacién lineal.

Asumamos que A? posee un vector propio.

Demostrar que A también tiene un vector propio.

Demostracion:

Sea xy # 0, tal que A2xry = M\zo, para algin )\ escalar. (Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer A >0 ).

Busquemos un vector propio, w, de A, de la forma:

w = Axg— pxg (2.1.10)
con i a elegir apropiadamente.
En otras palabras, queremos
w#0 y Aw=~60w , para algun escalar 6 . (2.1.11)
Ahora bien,
Aw = A’zg — pAzy = g — pAxg (2.1.12)

Asi que, usando (2.1.10) , (2.1.11) y (2.1.12 ), debe ser:

Arg — pAxg = 0Axy — Ouzg .

Para ello es suficiente con tener:



Es decir, 6?> = \.

Elijamos, entonces ,

6=\ y w=—vA (2.1.13)

Si Azy = —V Az, habremos logrado lo que queremos.
Si Az # —vVAzg, de (2.1.10) , se sigue que w70 .

Ademés, usando (2.1.12) , (2.1.13) y (2.1.10 ), tenemos:

Aw = Ixg— pAryg = Axg+ VA,

= VAWVAzo+ Azg) = VA (—pao + Arg) = Vi w.

En todo caso, A posee un vector propio.

4) Sea F un subespacio vectorial de E , espacio vectorial normado. Demostrar que si

F # FE | entonces el interior de F' es vacio.

Demostracién:

Supongamos que int F' # () .

Probemos que, entonces, F = FE .

Sélo necesitamos demostrar que E C F'.
Consideremos z € £, © #0.

Por otro lado, sea zy € int F'.

Sabemos que existe § > 0, tal que: B(zg;0) C F .
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Inmediatamente se verifica que

4
——x+1x9 € B(zp;0) C F .

2|
Por lo tanto,
ox ox
= +x9g—29 € F
2[|] 2|

pues F' es un subespacio vectorial.

Asi,

2||x|| ox
r = — - e F .
6 |2z

Conclusién: E C F'.

Aplicacion del resultado anterior.

Sean : FE y F , espacios vectoriales normados, completos; T : E — F | lineal,

continua.

Probar que si T(E) es cerradoen F, y T no es abierta, entonces T(F) es de primera

categoria en F'.
Demostracion:
Razonemos por el absurdo; supongamos que T(F) es de Segunda Categoria en F .

Como F es completo, asf lo es T(E) . Luego, int(T(E)) # () (Teorema de Baire).
Asi que, por el resultado previo, T(E) = F .

Luego, estamos en condiciones de usar el Teorema de la aplicacién abierta, para concluir que

T es abierta (contradiccion).

Por lo tanto, T'(F) es de primera categoria en F .
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2.2. Sobre el Teorema de Hahn-Banach:
Forma Analitica y Formas Geométricas.

El Teorema de Hahn-Banach, en su forma analitica, se refiere a la extension de un funcional
lineal definido en un subespacio; mientras que en sus formas geométricas, trata de la

separacién de conjuntos convexos.

A continuacién queremos presentar la equivalencia de todas esas formas.

Preliminares.

Sea FE un espacio vectorial real.

- Un hiperplano es un conjunto de la forma H = {z € E | f(x) = a} , donde,

f:E— R, eslineal, no idénticamente nula, y o € R..

Resulta que H es cerrado si, y solo si, f es continua.

-Sean ACE y BCE.

Se dice que el hiperplano H = {z € E | f(z) = a} separa A y B, en sentido
amplio, si f(z) < «, paratodo € A, y f(x) >« , paratodo = € B.

Si existe € > 0, tal que:
f(z)<a—e, paratodo € A, y
f(z) > a+e¢e, paratodo = € B

se dice que H={z € F| f(z) =a} separa A y B, en sentido estricto.

H
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- ACE esconvexo si te+ (1-t)ycA , para cualesquiera x,y€A | para todo
t €[0,1] .

Teorema 2.2.1 (Forma analitica del Teorema de Hahn-Banach) Sean : E , espacio

vectorial real, p: E — R, tal que

p(Az) = Mp(z), Vzek, (2.2.1)
pix+y) < p@)+ply), YVa,yek (2.2.2)
También, sean : G C E , subespacio vectorial, g: G — R, lineal, tal que
g(z) < p(z), Vzedl.

Entonces, eriste f: E — R, lineal, tal que:

f@) = g(z),

flz) < plx), Vzek.
La demostracién del Teorema 2.2.1 se basa en el lema de Zorn. (Ver [2]).

Corolario 2.2.1 Dado =g € E, xo # 0, existe fo, aplicacion lineal de E en R,
continua, tal que |foll =1 y fo(zo) = [lzoll . (Ver [2])

Teorema 2.2.2 (Hahn-Banach, primera forma geométrica) Sean : ACE vy
B C F, dos convexos, no vacios, disjuntos. Supongamos que A es abierto. Entonces,

existe un hiperplano cerrado que separa A y B, en sentido amplio.

Teorema 2.2.3 (Hahn-Banach, segunda forma geométrica) Sean ACE y
B C F, dos convexos, no vactos, disjuntos. Supongamos, ademds, que A es cerrado
y que B es compacto. Entonces, existe un hiperplano cerrado que separa A y B, en

sentido estricto.
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Probemos que: Teorema 2.2.1 = Teorema 2.2.2.
Nos apoyaremos en dos lemas.
Lema 2.2.1 Sea C' C E, wun convexo, abierto, con 0 € C' .
Para todo © € E |, definimos

) x

p(z) = 1nf{a>0|—€C’} :
o

(p es llamada: funcién soporte de C ).

Entonces :

p verifica (2.2.1)y (2.2.2) .

También,
existe M, tal que 0 < p(z) < M|z||
Y C:{xEE|p(a:)<1}
y e
z = p(x)y
C
Demostracién:

Sea A\ >0y xze€k.

Entonces,

p(Ax) = inf{a>0|%€0}

- Ainf{a>0|§€0} — p(z) .

Por lo tanto, se verifica (2.2.1) .
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Sea, ahora, r > 0 tal que B(0;r) C C'. Entonces, dado z€FE , si o > M , se cumple:

r
gGB(O;T)CC.
«

Asi, p(:zc)§M , Ve eFE.
r

Luego, tomando M = % , se cumple (2.2.3) .

Probemos (2.2.4) :

Tomemos z € C .

Como C' es abierto, entonces (14 ¢)x € C', para ¢ >0, suficientemente pequeno.

1
Por lo tanto, p(#)< —— <1 .
or lo tanto, p( )_1+8

x
Reciprocamente, si p(z) < 1 , entonces, existe 0 < o < 1, tal que: — € C, y, en
o

consecuencia,

r = a(—)—l—(l—a)O e C.

Sélo nos falta demostrar que p verifica (2.2.2) .

Para ello, sean z,y e £ y €>0.

p(z) z
C (L):—<1, It — e C 2.2.4) ).
omo  p | praye o)+ resulta que p(@) te (por ( ))
Analogamente, S eC.
ply) +¢
t 1—-1
Luego, I ( )y e C, Vtelol].
p(x)+e  ply)+e
En particular, para ¢t = p(z) +¢ , se consigue:
p(z) +p(y) + 2¢

r+y c
p(z) +p(y) + 2¢

Pero entonces, por (2.2.4) , se tiene:

p<p(x)f;(;)+2€> b
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es decir,

plx+y) < p(x)+ply) + 2 Ve>0.

Luego, p(x+vy) < p(x)+p(y) -

Lema 2.2.2 Sea C C E, un convexo, abierto, no vacio, y o € E, con xo & C .

Entonces, existe f, funcional lineal continuo, f: E — R, tal que:
f(z) < f(zo) , paratodox e C .

En particular, el hiperplano {x € E | f(z) = f(xo)} separa C y {xo} , en sentido

amplio.

Demostracién:
Supongamos que 0 € C' (Si es necesario, hacemos una traslacién).
Consideremos la funcion soporte de C' .
También, sea G ={z =tzo |t € R}.
Definimos ¢g: G — R, por:
g(tzg) = t.
Resulta que:

Si t>0, entonces:

(pues p(xg) > 1, por (2.24) ).

Si t=0, tenemos:
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Si t<0, entonces:

g(x) = gltre) =t < 0 < p(z) .

Asi, g(z) <p(x), paratodo = € G .

Aplicamos, entonces, el Teorema 2.2.1, para concluir que existe f : E — R, lineal, tal

que: f(x)=g(z), paratodo z € G,
f(z) < p(z) , paratodoz € E . (2.2.5)
Por otro lado, f(xo)= g(xo) =1, y ademads, por (2.2.3) , (2.2.5) y la linealidad de f,
resulta:
Mzl < f(z) < Mal]
O sea, f es continua, con | f|| < M .
Asimismo, de (2.2.4) y (2.2.5) se sigue:

f(x) <1, paratodo zcC .

Demostracién del Teorema 2.2.2 (basados en el Teorema 2.2.1).
Sea C:A—B:{a—b|aeA7 beB}.
Resulta que C' es convexo, pues

Ma—=b)+(1=X)(a=b) = da+(1—=Xa —(A+ (1=A)).

Ademas, C' es abierto, ya que C = U (A—y) vy A—y es abierto, para cada y € B .
yeEB

También, como ANB =10, sesigueque 0¢ C .

Apliquemos, ahora, el lema (2.2.2), con zo = 0; asi, existe f, funcional lineal continuo,

tal que:
f(w) < f(0) = 0, paratodoweC .

92



Osea, flt—y)<0,VzeA,VyeB.

Escojamos « , tal que:

sup f(z) < a < inf f(y).

zEA yeB

Es inmediato, que el hiperplano cerrado {z € E | f(z) = a}, separa A y B en sentido

amplio.

Veamos que  Teorema 2.2.2 = Teorema 2.2.3.
Demostracién:

Ante todo, para € > 0, definimos:

A. = A+ B(0;¢) y  B. = B+ B(0;¢) .

Resulta que: A, y B. son convexos, abiertos y no vacios. Basta notar que:

A. = |JB(@e) vy B. = |JBbe).

acA beB

También, para a,a’ € A, z,2’ € B(0;e) y A€ [0,1], se tiene:
Ma+z)+(1=N(d+2) = da+(1=Na' + z+ (1 =Nz’ =a" +2" |

con a" € Ay 2" € B(0;¢e) .

Analogamente, para B, .

Por otra parte, para ¢ > 0, suficientemente pequeno, se tiene:

A.NB, = 0.

Pues, en caso contrario, para cada n € N, existen =z, € A, y, € B, ¢, , tales que:

T — Y| < 26, , €, —0T.

Ahora, usando la compacidad de B, se sigue que y, — y € B .
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Entonces, z,, — vy .

( (Yn,) es una subsucesiéon de (y,); (xn,), subsucesién de (z,) ).
Como A es cerrado, resulta que yc€A .

Asi, y € AN B (contradiccion).

De modo que, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 2.

Luego, existe un hiperplano cerrado, {z € F | f(z) = a} , que separa A. y B., en

sentido amplio.
O sea,
fla+ez) < a < f(b+ez), VaceA, YVbe B, Vze B(0;1).

De f(a+ez) <a, obtenemos:

OK—TJC(CL) > f(z) , Va€e A, Vze B(0;1).
Luego,

O‘—Tf(“) > f(z), YacA, VzeB[oj].
Es decir,

fla) < a—¢|lfll, VacA. (2.2.6)

Similarmente, de a < f(b+¢€z), se consigue:

a < f(b) —ef(z).

O sea,

f(z) < f(b)T_a . VzeB01).
Por lo tanto,

flz) < f(b)T_O‘ , VzeBoj1] ,



lo cual implica :

Esto es:

Fb) > a+elfl, VbeB. (2.2.7)

En fin, de (2.2.6) y (2.2.7) se deduce

fla)+elfl < o < FO) —€llfll , YacA, VbeB.
En otras palabras, el hiperplano cerrado {x € | f(z) = a}, separa, en sentido estricto,
A y B (notar que || f]| # 0).
]

Antes de proseguir, veamos un corolario, muy util cuando se quiere probar que un subespacio

vectorial es denso.

Corolario 2.2.2 Sea F C E , subespacio vectorial, tal que: F # E .

Entonces, existe f: E — R, lineal, continua, no tdénticamente nula, tal que

f(x) =0, paratodo z € F .

Demostracion:
Sea zo€ E—F .

Apliquemos el Teorema 2.2.2, con:
A=F vy B = {z0}.
Entonces, existen f : F — R , lineal, continuo, f # 0, y « € R , tales que:
{r € E| f(zr) = a} separa A y B, en sentido estricto.
En particular,
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f(z) < a < f(xy) , paratodozec F. (2.2.8)

Veamos que f(x) =0, paratodo z € F .

En efecto, como F' es subespacio vectorial, de (2.2.8) se deduce que ¥V A € R, se tiene:

fAx)<a, YzeF.
Es decir, A\f(z) <a,VzeF,VAeR.

Entonces, si fuera f(xo) # 0, para algin zo € F', resultaria:

A< f(‘;), (si f(z0)>0)
0

A > f(i)’ (si f(z0) <0)
0

En todo caso, llegariamos a una contradiccion.

Nota: este corolario se aplica con frecuencia para probar que un subespacio vectorial

F C F esdensoen E . El procedimiento es el siguiente:

Se considera f: F — R, lineal, continua, tal que f=0,en F, y luego, se prueba que
f=0en E.

Probemos que Teorema 2.2.3 =  Teorema 2.2.2.

Tenemos que son dados: A C E y B C E, convexos, no vacios, disjuntos. Ademas,
A es abierto. Queremos probar que hay un hiperplano cerrado que separa A y B, en

sentido amplio.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 € A .
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Estudiemos, primero, el caso: d(A,B) =0 >0.
Consideremos C =A— B..
Resulta que: C' es convexo, cerrado, no vacio, y, ademas, 0 ¢ C' .

Efectivamente, si tuviéramos que 0 € C', existirian (a,), sucesionen A, (b,), sucesién

en B, tales que:
an — b, — 0.

Asi,

d(an, b)) — 0. (2.2.9)

Sin embargo, sabemos que:
d(ap,b,) > d(A,B) = § > 0.
(contradiccién con (2.2.9) ).

Ahora, aplicando el Teorema 2.2.3, al cerrado C' = A — B y al compacto {0} , resulta

que:

existen, f , lineal, continua, no idénticamente nula, de E en R; ¢ >0 y a9 € R,

tales que:

flz) < ap—¢p , para todo z cC
Ozf(O) Z Qo+ &g -
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En particular,
f(a—b)§a0—£0§—2€0, VCLEA, Vbe B .
Es decir,

fla) < f(b) , VacA, VbeB .

Tomando, entonces, a tal que:

sup f(z) < o < inf f(y) |
€A yeB

tenemos que
{z€E|f(z):a} , separa Ay B,
en sentido amplio.

Ahora, analicemos el caso d(A,B)=0 .

Sea 0 <e<2, talque B(0;e)C A.

Definimos A:{d:(l—g)a | aEA}.

Tenemos que A es convexo, puessi A € [0,1] y dj,ds € A, resulta

A+ (1= Nd = A(1—g)a1+(1—A)(1—g>a2

- (1_2)(>\a1 +(1-Naz) € A.

Ahora, tomamos: C =A—B.
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Asi, C' es convexo, no vacio, cerrado.

Ademss, d(A,B)>0.

Vedmoslo:

Para cada b € B, se cumple:

d(0,b) > ¢ (en caso contrario, tendriamos que b € B[0;e] C A, lo cual es absurdo).

En consecuencia, para todo a € A y todo b€ B, se tiene:

d(a,b) > d(0,b) — d(0,a) > ¢— (1—§)||a||.

En particular, si ||a|| < &, se cumple:

d(a,b) > ¢ — (1 . f) e == (2.2.10)

Por otro lado,

d(a,b) + d(a,b) > d(@a) = —|af .

Luego, si ||aH > £, entonces:

d(@,b) + d(a,b) > % .
Por lo tanto,
: . . g2
blng d(a,b) + blng d(a,b) > 5] (2.2.11)
a € A, con |la|| > ¢ a € A, con |la|| > ¢

Afirmamos que el segundo infimo es igual a cero: dado & > 0, como d(A,B) =0,

existen ag € A, by € B, tales que:

d(ao,bo) < €.
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Si ||ag|l > €, tendremos que & no puede ser cota inferior del conjunto
0 ) q p ]

{d(a,b) | beB,acA, con||a||>5}.

Si |lag|| < e, podemos hallar un a) € A, con ||a@g|| >¢€ v d(ap, bo) < d(ag,bo) < €.

B[0;e] € B(0;p) C A.

Luego,

inf d(a,b) = 0
beB (a,5) ’
a€ A, con |al| >e

y, entonces, de (2.2.11) se sigue

™

i a > — 2.
bnelfB d(a,b) > 5 (2.2.12)

a € A, con |a]| > ¢

De modo que, utilizando (2.2.10) y (2.2.12) , se deduce:

2
d(A,B) > % > 0. (2.2.13)

En particular, 0 ¢ C', pues, en caso contrario, existirfan (d,) y (b,), sucesiones en A

y B, respectivamente, tales que:
ap — b, — 0,

y, en consecuencia, d(d,,b,) — 0 (en contradiccién con (2.2.13) ).

En resumen, d=(A,B)>0y 0¢C =A—B.
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De manera que por un razonamiento analogo al caso anterior (d(A, B) =46 > 0), llegamos

a que:
existen: f, lineal, continua, f#0,de E en R; ¢/, >0 y aj€ R, tales que:

flz) < ay—¢) , YreC=A—-B.
0= f(0) > ag+eq.

En particular,
fla=b) < apj—e) < —2¢ , YacA, YbeB.
Luego,
f(a—%a—b) <0, YacA, VbeB.

O sea,
fla) < %f(a)—i-f(b) , YaecA, VbeB.
Haciendo, ahora, ¢ — 07 , resulta:
fla) < f(b) , VaceA, VbeB.
De manera que, tomando «, tal que:

wpf() < o < inf f(y) |
z€A yeB

tenemos que el hiperplano cerrado

{ZEE | f(z):oc}

separa A y B, en sentido amplio.

Nos queda por probar que:

Teorema 2.2.2 =— Teorema 2.2.1.
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Antes, veamos la siguiente consecuencia del Teorema 2.2.2 .
Lema 2.2.3

Sean: FE , espacio vectorial normado; A C E, abierto, convero;, M = wo+ L, donde,

wo €E y L CE esun subespacio vectorial. Supongamos, también, que ANM = () .

Entonces, existe un hiperplano cerrado, H , que contiene a M y es disjunto de

A.

Demostracion:
Obviamente, M es convexo.

Aplicamos el Teorema 2.2.2 y obtenemos un hiperplano cerrado H , dado por:

H = {a:EE | f(x):a},

con f:FE — R, lineal, continua, no idénticamente nula; o € R, tal que:

flz) < a, VzeA. (2.2.14)

flwo) + f() = flwo+1) > ', VIeL.

Sea H = {m cE | f(z) :f<w0)} .
Tenemos que, H es un hiperplano cerrado. Veamos que: H DM y HNA=10.
Para lo primero, necesitamos probar que
flwo+1) = flwy) , VIeL.
O sea, que f(l)=0,VIelL.
En primera instancia, notemos que:
fla) < a < flw)+f(l), YVacA, V leL.
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En particular, tomando I =0, obtenemos:

a < f(wo) - (2.2.15)

Ahora, supongamos que existe lop € L, tal que f(ly) #0.

Sabemos que, para cada A € R,

f(wo) + f()\lo) Z a,

o0 sea,

Luego, escogiendo A\ (positivo, si f(lp) < 0; negativo, si f(lp) > 0 ), suficientemente

grande en valor absoluto, llegariamos a una contradiccién con (2.2.15) .
Asi que, f(I)=0, Vle€ L , yentonces, M C H .

Supongamos, ahora, que existe ag € AN H .

Tenemos que ag € A 'y f(ap) = f(wy) .

Como A es abierto, existe ¢ > 0 tal que B(ag;e) C A.

Sea a=ag+ez, con z € B(0;1).

Se tiene: a€ A y

Y, usando (2.2.15) , llegamos a:
fla) > a+ef(z) , VzeB(0;1).
Ahora bien, si para algin z, € B(0;1) se verifica f(zy) > 0, tendriamos ef(z9) >0,

y, entonces, f(a) >« (en contradiccién con (2.2.14) ) .

63



Por otra parte, recordemos que para algin 2o € B(0;1) es f(z0) # 0 (si no, el nicleo
de f tendria interior no vacio, y, en consecuencia, f seria nulo). Después, si f(z) <0,

consideramos —zy, en lugar de zq, y asi, logramos nuestro objetivo.

Enfin, ANH=0.

Observacién 2.2.1
En el lema 2.2.1 , la condicién de ser C' abierto, puede ser reemplazada por otra mas
débil: que todo punto de C sea punto interno de C , donde, xy € C es punto

interno de C quiere decir: para todo y € E existe § > 0 tal que,
zo+AyeC , YA en |0,9).

Solo que ahora, no se tiene, necesariamente, la propiedad (2.2.3) y, en consecuencia,
en el lema 2.2.2 , si sustituimos la hipétesis C C E , convexo, abierto, no vacio, por
C C E, convexo, no vacio y con todos sus puntos, internos, se obtienen las mismas
conclusiones, exceptuando la continuidad de f (de manera que no se puede asegurar que el

hiperplano {x € E | f(z) = f(z¢)} sea cerrado).

Vemos, entonces, que se obtiene el siguiente

Teorema 2.2.2" Sean: A C E, convexo, no vacio, con todos sus puntos, internos;

B C E , convezo, no vacio, con ANB =10 .

Entonces, existe un hiperplano que separa A y B, en sentido amplio.

Observacién 2.2.2

Refiriéndonos al lema 2.2.3, en el caso wg = 0, resulta que H es un subespacio vectorial.

Asimismo, A abierto puede ser sustituido por: A sélo tiene puntos internos.

Ahora estamos en condiciones de demostrar que

Teorema 2.2.2 — Teorema 2.2.1.

Son dados:
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p: E— R, quecumple (2.2.1)y (2.2.2); G, subespaciode E, y g:G— R,

lineal, tal que
glx) < px) , VeeG.
Queremos probar que existe F': E — R, lineal, tal que
Fle =g vy F(z) < p(z) , VeeE.

Ante todo, suponemos que ¢ no es idénticamente nula y consideramos zy € G, tal que

g(zo)=1.
Llamemos L , al nticleo de g .

Demostraremos que existe un subespacio H (de codimensién 1), con L C H , tal que

p>len g+ H yp>—1en —z9g+ H.

Luego definimos F': E — R, colocando : F(x) = A, para

r = Xg+h € Repy PH = E.

También, Rzo @ L =G (dado z € G, se tiene: z —g(x)zo € L ).
Asi;si x€G, es x=Arg+h, con A\ée R, he LCH.

Luego, g(z) =A=F(z), Yz €G.

Es decir, F' es una extension de g .

Veamos que F(z) <p(x), Vx € E .

Sea
r=Xxg+h, AeER, heH.
Caso A >0.
h
p(z) = p(Azo+h) = >\p<mo+x> > A\ = F(z).

(hemos usado que p>1 en zo+ H ).
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Caso A <O0.

Como p> —1 en —x9+ H , tenemos:

Caso A=0.
r=Arg+h=h (luego, F(z)=0).

Por otro lado, para € > 0, tenemos:

0 < e = Flezo+h) < plezo+h) < ep(zo) +p(h) .

Hacemos ¢ — 0, y obtenemos:

Construccion de H .
En primer lugar, veamos que p(0) =0, y, asi, (2.2.1) se convierte en:
p(Axr) = Ap(z) , VA >0.
En efecto, para cada £ > 0, se tiene:
0 = F(0) < p(0) = p(ex + (—z—:x)) < ep(z) +ep(—x) .

Haciendo ¢ — 07, resulta: p(0) =0.

Ahora, definimos:

M = {x€E|p(x)<1}, N = {xGE’|p(m)<—1}.

Probemos que M es convexo y sélo tiene puntos internos (lo mismo ocurre con N ) .
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Sean: m,m'e M |, \e€l0,1].
Entonces:
p(Am + (1= A)m’) < Ap(m)+ (1 -N)p(m') < A+ (1-X) =
Luego, Am+(1—X)m' e M .
O sea, M es convexo.

Sea ro € M e y € E . Queremos probar que: existe &g > 0, tal que

ro+AyeM , VAe€[0,6).

Sabemos que p(zy) < 1
p(zo)

Por otro lado, para todo A > 0,

p(zo + Ay) < p(x0) + Ap(Y) -
Entonces, si p(y) <0, se sigue:

plrg+Xy) <1, YVA>O0.
Luego, tomamos cualquier 0y > 0 .

Ahora, en el caso p(y) > 0, si queremos que sea p(zg+ Ay) < 1, es suficiente que se

1_
tenga p(zo) + Ap(y) <1, osea, 0 <A< 1= plxo) .
p(y)
1 —p(xo) - :
Por lo tanto, tomamos dy = T , para lograr nuestro objetivo, si p(y) > 0.
p\y

Conclusion: M y N son convexos, cuyos puntos son, todos, respectivamente,

internos.
Nota: M —zy y N + x5, conservan las propiedades citadas, de M y N .
Ahora, consideramos K , el conjunto de los elementos z de la forma:
r = Am—2xzp)+ (1 —=X)(n+ ),
con 0<A<1l, meM, neN.
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aecA

(Si N es vacio, tomamos K = M — xg ).
Se cumple que: K es convexo, sélo tiene puntos internos y KNL =10 .
( K es llamado la “envoltura convexa” de los conjuntos convexos M —xy y N + zq ).

Para probar la convexidad de K , observar la figura siguiente: M —x9g=A, N+x9=B.

a€c A
bec B

bV eB

Después, es cuestién de tomar en cuenta que A y B son convexos y que cada punto de un

segmento es una combinacion convexa de sus extremos.
Probemos que si kg € K, entonces ky es punto interno de K .

Tenemos que:

ko = Xoa+ (1 —Xo)b,
con a € A=M—1xz,be B=N+xy, A €10,1] .
Sea y € E, cualquiera.

Como a es punto interno de A , existe d, > 0, tal que a+cy € A, para todo

¢€0,0,) -

También, como b es punto interno de B, existe &, >0, tal que b+ ¢y € B, para todo

é € [0,55) .

Tomando § = min{d,,d} , resulta, para todo c € [0,4),

Ma+ey)+(1—X)(b+cy) € K.
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O sea,
)\oa—i— (1 —Ao)b‘i‘cy c K,
para todo ¢ € [0,9) .

Luego, ko = XAoa + (1 — X\g)b es punto interno de K , como querfamos probar.

Sea, ahora, x € KN L.

Entonces, z=Am—zo)+(1—AN)(n+z) y g(x)=0.

Luego,
0 = g(x) = A(g(m) = g(x0)) + (1= 3) (g(n) + g(a0) )
= Ag(m) = A+ (1 =XNgn)+1=-Xx=1-=2X+ Ag(m)+ (1 — N)g(n)
< 1-22+Ap(m)+ (1 -AN)p(n) <1-22+A=1+A =0
(Absurdo).

De maneraque KNL=0.

En este momento, podemos aplicar el lema 2.2.3 (ver también, observaciéon 2.2.2 ), para

deducir que existe un subespacio vectorial H , tal que:
H>DL y HNK=0.

Como M —x9 y N + 1z, estan contenidos en K ;| se sigue que:

(M—zg)NH=0 'y (N4+zo)NH=0.
O sea,

Mn(zo+H)=0 'y NnN(-z+H)=10.
En otras palabras,
p(zr) > 1, para x €xog+ H .
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p(z) > —1, para = € —x9+ H .

Una aplicacién del corolario 2.2.2.

Sea {2 un abierto en R"™ . En éste ultimo consideremos la medida de Lebesgue. También
suponemos conocidas las nociones de funciones medibles, funciones integrables, conjuntos de

medida cero.

Designamos por L'(€), o simplemente L' al espacio de las funciones integrables sobre

Q, con valoresen R; lanormaen L', viene dada por:

Ifll = /Qlf(x)|dx.

Sea peR, con 1 <p<+o0.

Definimos,
LP(Q) = {f Q- R | fesmedible y |f|” e Ll(Q)} .
Colocando
1/p
Il = | [ VrGapad]
Q
se cumple que || - ||z» es una norma.

Resulta, también, que LP es un espacio de Banach (Teorema de Riesz-Fischer).
Asimismo, LP es reflexivo para 1 < p < +o0 .

La aplicacion que queremos presentar tiene que ver con el

Teorema de Representacion de Riesz.

Sea 1<p<—+00 y ¢:LP— R, lineal, continua. Entonces, existe u € L? , tnica,

tal que:
o) = [uf, vier.
Ademds, |lull , = ||<P||(pr'
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1 1
(— + —=1; (LP) denota el espacio de las aplicaciones lineales, continuas, de L” en R ) .

p g

Demostracion:

Sea T :L?— (LP)", dada por:

Tu(f) = /uf , Vfelr.
Veamos que se cumple: |[Tu|| , = [ju] , , para cada u € L.

(Consideremos el caso u # 0 ).

En efecto, mediante la desigualdad de Holder, obtenemos:

Tu(H)] < Null oM,

luego,

[Tull v <l

(=)
Por otro lado, al considerar fj: 2 — R, dada por:

u(@)"ulz) -, st ou(e) #0
fo(z) = ]
0 , st u(z)=0

se tiene: fo € L7, || foll ,» = llu|’,” ¥

rulfe) = [ufe = [lal = Jall, -

Tu(f) _ Tutgy _ I,

De modo que:

= sup

Asi, de (2.2.17) y (2.2.18) se sigue:

[Tl = lull -

(")
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En particular, T es inyectiva.
Veamos que T es sobreyectiva.
Sea E = imagen de T .
En primer lugar, E es cerrado en (L) .
En efecto, sea (y,), sucesion en E | tal que y, — y, en (LP) .
Tenemos que y, = 1(z,), con z, € L7.
Como (y,) es de Cauchy, y, T' es una isometria, resulta que (x,) es de Cauchy.
Ya que L? es completo, existe xq € L9, tal que:
T, — o (en L7.)
Luego, Tz, — Txo (en (LP)).
Asi, Tzg=1y.
Osea, ye .

Entonces, para probar la sobreyectividad de T, basta que demostremos que FE es denso

en (LP)" .
Es, en este momento, que usaremos el corolario 2.2.2 .
Sea h € ((L?)")", tal que h se anulaen E = Imagende T .

Como LP es reflexivo (1 < p < +00), tenemos que h € L y . el hecho que h se

anula en FE , se expresa como:

Tu(h) =0 , VueL? .

Probemos que esto tltimo implica que h =0 .
Tenemos: /uh = Tu(h) =0, VuelL?.
En particular, tomando wu = |h|p*2 - h , obtenemos:

/yhp| ~0.
7
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O sea, ”thp =0.
Es decir, h=0.

Asi, de acuerdo al corolario 2.2.2 , debe ser

Imagen de T = (LP) . (2.2.20)

En fin, la existencia de la u , enunciada en el Teorema, resulta de (2.2.20) . Mientras que,

la unicidad se sigue de (2.2.19) .

2.3. Sobre el Teorema del punto fijo, de Banach.

Sabemos que dicho teorema es uno de los més célebres de la Topologia. El establece que si
M es un espacio métrico completo, y f : M — M es una contraccion, entonces, f

posee un, y s6lo un, punto fijo en M , es decir, un zo € M, tal que f(xg) = zo .

Recordemos que si M y N son espacios métricos, se dice que f : M — N es una

contraccion cuando existe una constante ¢, con 0 < ¢ <1, tal que:

A(f@),fW) < edlay),

para cualesquiera z,y € M .

Veremos a continuaciéon, que reemplazando el concepto de contraccion, por otro, mas general,

se consigue probar la existencia, aunque no se asegure la unicidad, de un punto fijo para

f.

Si f:M — N estal que, d(f(z), f(y)) <d(x,y), para cualesquiera z,y € M , se dice

que f es una contraccién débil.

Teorema:

Sea B[0;1] CR"™ (n>1), la bola cerrada de centro en el origen y radio 1.
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Consideremos T : B[0;1] — BI0;1] , una contraccién débil.

Entonces, T posee un punto fijo.

Demostracion:

Para A € (0,1), definimos T) : B[0;1] — BJ0;1], por:
Th(z) = XT'(z) .

Sea (\,), sucesién en (0,1), con

A — 1

Tenemos que cada T, : B[0;1] — BJ0;1] es una contraccién.

(2.3.1)

Por el Teorema del punto fijo, de Banach, para cada T, existe un z,, € B[0;1], tal que:

T\, (Tr,) = T,

Ahora bien, la sucesién (z,,) estd contenida en el compacto B[0;1] .

Sin pérdida de generalidad, suponemos:

Ty, — Zo

n

Como T es continua, de (2.3.3) se sigue:

T(xy,) — T(x0)

Por otro lado, (2.3.2) significa que:

4

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)



)\nT(ZB,\n) = ) (235)

n

Ahora, tomando limites en (2.3.5) , y usando (2.3.1), (2.3.4) y (2.3.3), llegamos a:

T(l‘o) = Xo .

2.4. Sobre el Teorema de Representacion de Riesz.

Si V' es un espacio vectorial de dimensién finita, con un producto interno (denotado
por (-,-) ), el Teorema de Representacién de Riesz afirma que existe, para cada funcional

lineal, f, definidoen V , un,y sélo un, vy € V', tal que
f(v) = (v,v9) , paratodo veV .
Si V es de dimension infinita y completo, se tiene el mismo resultado, para funcionales
lineales continuos.
A manera de ilustracion, consideremos el siguiente problema.

Sea V = P(R), el espacio vectorial de Todos los polinomios con coeficientes reales (o
sea, R[z]).

En V definimos un producto interno, por:

(f.g) = /0 F()g(2)da

Sea F:V — R, dado por:

donde, ¢ es un numero real fijado de antemano.
Probar que no existe un py € V', tal que:

F(p) = (p,po) , VpeV.
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Demostracion:
Supongamos que, tal py, existe.

O sea, <f,p0>:f(0),\V/f€V.

Construiremos una sucesién (f,) , en V | tal que f,(c) =0, ¥V n € N, pero, con
(fn,po) convergente a un numero distinto de cero. Esto nos dard una contradiccién.
Sea

xr —C
gk = ( k')p07 k:1,2,

Llamemos f, = Z Gk -
k=1

Entonces, f,(c) =0, para n=1,2,...

En particular,

F(fn,) = falc) — 0. (2.4.1)
Por otro lado, f, converge uniformemente, en [0,1], a (¢ —1)py .
Luego,
1
F(f) = (o) = | h@m(a)ds
0
converge a

/01 (ewic - 1) pa(z)dx . (2.4.2)

/01 (69570 - 1) pa(z)dr = 0. (2.4.3)



Asi, F debe ser el funcional nulo, lo cual es absurdo, pues basta tomar f =z —c+ 1,

para obtener:

F(f) = 1.

2.5. El reciproco de un teorema basico.

Un teorema clasico del Analisis Funcional nos dice que si Y es un espacio de Banach,
entonces L(X,Y) también es de Banach, donde, X es un espacio vectorial normado
cualquiera, y L(X,Y) denota el espacio vectorial de las transformaciones lineales continuas,

de X en Y, con la norma:

-
o ]

Supongamos ahora, que X e Y son espacios vectoriales normados, con X # {0} y

asumamos que L(X,Y) es de Banach.
Probar que, entonces, Y es de Banach.
Demostracién:

Sea (yn), sucesion de Cauchy, de Y .
Tomemos xop€ X, x9g#0.

Por una de las consecuencias del Teorema de Hahn-Banach, sabemos que existe f, € X* |

tal que fo(zo) = ||zol| ( X* denota el espacio dual de X ).

Para cada n € N, definimos 7, : X — Y , por:

To(z) = folz)yn (2.5.1)

Como fy es continua e (y,) es acotada, resulta que T,, € L(X,Y).

Ademds, (T,) es de Cauchy. (2.5.2)
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En efecto,
[Ton(z) = Tn(@)ll = [fo(@)| lym — wnll -
Luego,
[T = Toll < ([ foll - 14m — wnll -

Como (y,) es de Cauchy, obtenemos (2.5.2) .

Ya que, por hipétesis, L(X,Y) es completo, existe T € L(X,Y), tal que

T, — T (2.5.3)
Por otro lado, de (2.5.1) se sigue que:
Yo = Tn({l?o)
" fo(zo)
T
Veamos que vy, — (zo) .
Jo(xo)
En efecto,
T(x T, (x T(x T, —T)(x
Hy'ﬂ_ ( O) ‘ _ ‘ ( 0) . ( O) _ ”( )( O)H < HTn TH
Jo(xo) fo(wo)  fo(wo) (B
Luego, usando (2.5.3) , deducimos que
T(Qﬁo)
L, — .
T o)

2.6. Completitud y la esfera unitaria.

Sea E un espacio vectorial normado, no trivial. Probar que E es de Banach si, y sélo si,

S={x€FE | |z| =1} es completo.
Demostracién:

(=) Supongamos que E es de Banach.
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Como S es cerrado en E, resulta que S es completo.
(<) Sea (z,), sucesién de Cauchy, en E .

Si x, — 0, no tenemos mas nada que probar.
Asumamos, entonces, que z, —> 0.

Esto quiere decir, que existe 6 > 0, tal que fuera de B(0;0) se encuentran infinitos

términos de la sucesién (z,) .

Deseamos probar que (z,) converge, en E ; para ello, basta demostrar que una subsu-

cesién de (z,) es convergente.
Dicha subsucesién la buscaremos entre los (x,) tales que ||z,| >0 .

En primer lugar, como (z,) es de Cauchy, ella es acotada. Digamos, |z,| < M , para

todo n .

Luego, la sucesién (real) (||z,||) es acotada, y, en consecuencia, posee una subsucesién

convergente.
De modo que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que:

|zn|| > 6, paratodo n, y

|zn]] — A € R. (2.6.1)
Ahora, analicemos la sucesién (Han) , en S.
Tn
Tenemos:
[znll 2l [Zn]] [2n]] - 6
[eallznll = @mlznl| + |enlznl - znlz.]
< 52

M ||xy — x| + M

[ | = llzn]
<

52
Pero, el segundo miembro de la ultima desigualdad se puede hacer tan pequeno como se
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quiera, tomando m y n suficientemente grandes, ya que: (z,) es de Cauchy y (|zn])

converge (luego, también es de Cauchy).
Por lo tanto, <ﬁ> , sucesion de S , es de Cauchy.
Tn

Entonces, existe z € S, tal que

Tn
L (2.6.2)
[
Finalmente, como z, = Hx—nH “||zn]] , usando (2.6.1) y (2.6.2) , obtenemos:
Tn
Tn — AZ.
u

2.7. Sobre Operadores Lineales Compactos.

i) Sean: X,Y , espacios de Banach. K : X — Y | operador lineal compacto,
sobreyectivo. Probar que Y es de dimensién finita.
Demostracion:

Tengamos en cuenta que un operador lineal compacto envia conjuntos acotados en conjuntos
relativamente compactos.
Por ejemplo, en nuestro caso, si S C X es acotado, entonces (S) es compacto.

En cuanto a la demostracién solicitada, veamos, primero, el caso K inyectivo.

Entonces, existe K™' :Y — X | el cual es acotado (vale decir, continuo) , como

consecuencia del teorema de la aplicacién abierta.
Luego, Iy = K"'K (la identidad en Y ) es compacta.
Consideremos B[0;1] = {y cY | |yl < 1} :

La imagen, por Iy , de B[0;1] es B|0;1].

Asi, BJ0;1] es compacta.
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O sea, BJ0;1] es compacta.

Por lo tanto, Y es de dimension finita.

Analicemos, ahora el caso general.

Supongamos que el nicleo de K no es trivial. O sea, Ker K # {0} .

Consideremos la aplicacion K:X /Ker K — Y dada por:

donde, [z] =x + Ker K (clase de equivalencia de z ).

Resulta que el siguiente diagrama es conmutativo:

X Y
4
o
¥ L7
K
X/Ker K

donde, ¢ es la aplicacién canénica, es decir,

p(x) = [z] = z+Ker K .
En este momento, vale la pena citar los siguientes resultados clasicos:

a) Como X es de Banach y Ker K es cerrado en X |, entonces X/Ker K es de
Banach.
b) K es inyectivo.

c) Si K es compacto, entonces K es compacto

Observacién: en la prueba de (c) es util tomar en cuenta lo siguiente:

Si B(a;0) ={z e X [ [lz| <a} vy
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B(a;0) = {[1’] € X/Ker K | [|[z]]| < a} , entonces:

¢(B(a;0)) = B(a;0) .

T ———————— P
- ~—— [x]
‘f L T
f \
\ ) / Ker K
\ 7
\ /
\\ //
_________ ~ _ﬁ____’_/___________________________
[[z] || = inf [z +m].
m € Ker K

Notemos, entonces, que la aplicacion
K : z/KeeK — Y |
K(l)) = K@)
verifica las condiciones del caso particular analizado.

Asi que, Y es de dimensién finita.

ii) Sean: X,Y , espacios de Banach. T : X — Y | operador lineal acotado, tal que

R(T) es cerrado en Y y de dimensién infinita. Probar que 7' no es compacto.

Demostracién:

Resulta que R(T') es de Banach.

Si T fuera compacto, entonces, también serfa compacto T : X — R(T) , T(x) = T(x) .

Asi que, tendriamos: T' compacto y sobreyectivo, con dominio y rango, de Banach. Entonces,

por (i), concluimos que R(T) = R(T) es de dimensidn finita (contradiccion).
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iii) Sean: A: X — Y | operador lineal acotado,
K : X — Y , operador lineal compacto,
donde, X e Y son espacios de Banach.

Si R(A) C R(K) , probar que A es compacto.

Demostracién:

Hagamos la prueba, bajo las siguientes hipdtesis adicionales:

A es inyectivo

(2.7.1)
K es inyectivo
Consideremos el diagrama:
A
X > R(A)CY
K1 A K1
X
(Hemos restringido K~! al rango de A ).
Probemos que K~ ' A tiene el grafico cerrado.
Sean:
T, — T (en X) (2.7.2)
(K7'4) (z,) — vy (en X) (2.7.3)

Como K es continuo, de (2.7.3) se sigue:
Por otro lado, la continuidad de A y (2.7.2) implica que Az, — Az .
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Entonces, por la unicidad del limite, resulta:

Osea, K 'A(z)=1y.

Asi, el grdficode K—'A es cerrado, y, en consecuencia (Teorema del grafico cerrado) K 1.A

es acotado (o sea, continuo) .

Luego, para M suficientemente grande, podemos escribir:
(K~' A) (B[0;1]) C B[0; M] .

Por lo tanto,

A(B[0;1)) ¢ K (B[o;M]) . (2.7.4)

Ahora, como K es un operador compacto, tenemos que K (B[0; M]) es compacto.
Por consiguiente, de (2.7.4) obtenemos:

A(B[0;1]) es compacto.

Conclusion: A es un operador lineal compacto.
Ahora, veamos qué sucede al prescindir de la suposicién (2.7.1) .

Consideremos los diagramas conmutativos:

A K
X Y X Y
o A N /
X/KerA X/KerK
A:AVOQOA K:I?O(pf{

Resulta que:

= A es acotada e inyectiva.
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» K es compacta e inyectiva. (Ver i) (c))
» X/KerA y X/KerK son espacios de Banach.
» R(A) C R(K) implicaque R (AV) CR (f() :

(Basta notar que: A(X) = A(X/Kerd) ,
K(X) = K(X/KerK)

K(X) . )

=
s
N

Ahora, podemos aplicar el resultado obtenido bajo la suposicién (2.7.1) , a los operadores

A vy K.

Obtenemos asi, que: A es compacta.

Ademds, como A=A.p,, vy, ¢, escontinuo (ver, capitulo 4, seccién 4.5, ejercicio

4) , se sigue que A es un operador compacto.

2.8. Sobre Aplicaciones Abiertas y
Aplicaciones Cerradas.

Uno de los Teoremas Fundamentales del Analisis Funcional habla de aplicaciones abiertas.

Recordemos: T : X — Y , donde, X e Y son espacios normados, es llamada abierta

si T(A) es abierto en Y , paracada A, abiertoen X .
Por ejemplo, T : R*> — R? | dada por: T'(z,y) = (z,0) , no es abierta.

Basta tomar A = B((O, 0); 1) y notar que T'(A) = (—1,1), el cual no es abierto en R?.
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Por otro lado, U : R* — R, definida por: U(z,y) =z, si es abierta.

La prueba de ello se puede hacer, elegantemente, usando el
“Teorema de la Aplicaciéon Abierta”:

St T : X — Y , es lineal, continua,
sobreyectiva, con X e Y de Banach,
entonces, T es abierta

Refiriéndonos a la misma U de arriba, consideremos
9 1
A=< (z,y) €eR* | 2>0, y=—
x

Y

Resulta que A es cerrado en R? (su complementario es abierto en R? ).
Pero, U(A) = (0,+00), el cual no es cerrado en R.

Vemos asi, que una aplicacion abierta, no necesariamente, envia conjuntos cerrados en con-

juntos cerrados.
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A continuacion, hablaremos un poco sobre el concepto “dual” al de aplicacion abierta.

Nos restringiremos al caso de transformaciones lineales.

Se dice que T : X — Y | lineal, donde, X e Y son espacios normados, es cerrada, si
G, = {(x,Tx) eX XY, meX} (2.8.1)

es cerradoen X XY .

Otro de los grandes teoremas del Andlisis Funcional afirma que:

Si X e Y son espacios de Banach y G.. escerradoen X xY | entonces T es continuo.

T

(T, como se indica mds arriba).
En otras palabras, una aplicacién lineal, cerrada, entre espacios de Banach, es continua.
[ |

Un ejemplo de una transformacion lineal cerrada que no es continua, lo conseguimos a través

del operador derivacion:

Sea T:X — Y , dada por:

Tx = .

donde , Y =CJ[0,1], espacio de las funciones continuas de [0,1] en R, con la norma de

la convergencia uniforme; mientras que X ={z €Y | 2’ €Y}.

Para probar que T no es continua, basta considerar la sucesién (z,) , donde,

T, : [0,1] — R es dada por:

x,(t) = t".
Tenemos
|zn|| = méx|z,(t)] = 1, paratodo n.
0<t<1
Mientras que,
1Tz, = lla7]| = max|nt"™'| = n.
0<t<1
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Tn
Entonces, — — 0 ,
n
Tn
pero , T(—) —+ 0.
n
Ahora, probemos que T es cerrada.

Sea (z,), sucesién en X , tal que:

Zn — 2 (convergencia en X )

/

Tz, = 2z, — Yy (convergencia en Y )

Ya que la convergencia en Y es la convergencia uniforme, tenemos: para t € [0, 1],

t t t
/ y(r)dr = / lim 2} (7)dr = h'm/ 2! (T)dT
0 0 0

— lim (zn(t)—zn(O)) = 2(t) — 2(0) .

n—-+00

t

O sea, z(t) =z(0) +/ y(T)dr .
0

Luego, zeX y Tz=2=y.

Conclusion: T es cerrada.

Una inquietud que se presenta al tratar sobre aplicaciones lineales cerradas (en el sentido

definido en (2.8.1) ) es:

. Toda transformacion lineal cerrada envia conjuntos cerrados en conjuntos cerra-

dos?
Veremos, a través del siguiente ejemplo, que la respuesta es negativa.

Sean: Y =C[0,1], el espacio vectorial de todas las funciones continuas, f:[0,1] — R,

con
[fllo = méx | £(£)] ;
0<t<1
X =C'[0,1], el espacio vectorial de todas las funciones (con derivada continua)
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g:10,1] — R, con

lglli = méx|g(t)] + max|g'(¢)].
0<t<1

0<t<1
Consideremos: I: X — Y | dada por:
I(z)==.
Como |[I(x)]| = |lz]lo < [|z|lo + [|z'[]o = ||x]|1 , tenemos que I es continua.

Como, ademds, el dominio de I es todo X , resulta que I es cerrado (Ver [9], pdgina
295).

Por otro lado, X = C'[0,1] es cerrado en X , pero I(X) = C'[0,1] no es cerrado en
Y =C[0,1].

Por ejemplo, la sucesién (f,) dada por: f,:[0,1] — R

|
8
+
|
2]
o
A
8
AN
|
S|+

N | =

IN
8

IA
—_

;H
—~
&
Il
8]
|

N |
<
N =
+
S|+

o3
VRS
8
|
N | —
N——

(]
+
[\
:|"
<
N | =
|
SR
AN
8
IA
N | =
+
SR

cumple: (f,) es una sucesién en Cl[O, 1], que converge, en C[0,1], a la funcién:

f:00,1 — R, dada por: f(z) =

1
T — 5‘ , la cual no pertenece a C'[0,1] .
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2.9. Isometrias.

Si E y F son espacios vectoriales normados, la aplicacién lineal 7': E — F es una

isometria si, y sélo si, ||Tz|| = ||z|| paratodo =z € E .
En particular, si 7' es una isometriay E # {0}, se tiene ||| =1.

Veamos algunos ejemplos:

+00
Sea S, el espacio de las sucesiones = = (x1,22,...), con z, € R, tales que E x; con-
i=1
verge.
Consideremos en S la siguiente norma:
[z = sup |zy + -+ z,] . (2.9.1)
n

Por otro lado, sea C , el espacio de las sucesiones reales = = (1, xs,...) convergentes, con

7)o = sup |z, . (2.9.2)

Definimos 7': S — C , por

T((:L’n)) = (:1:1 + xg +-~—|—:cn) .
Es claro que: T eslineal y [|[T((zn))]loo = [[(zn)] -
Luego, T es una isometria.
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Ademds, T es sobreyectiva, pues, dada (z,) en C , tomamos (x,) en S, donde,

1 =Y, y,para n>2, T, =Y, — Y,—1 . Entonces:

(i) = ().

Sea, ahora, /¢; , el espacio de todas las sucesiones reales x = (x1,23,...) , tales que
+0o0

Z |z,| converge.

n=1

En /;, la norma viene dada por:

lzlh = ) laal -

n=1

Resulta entonces, que [ :/¢; — S, la aplicacién inclusion es de norma 1.

En efecto, sea = = (x1,22,...) € 1 . Tenemos
+00
21+ @2+ x| <z 2] < Zml = |zl .
i=1
Asi,
sup [z 4z <zl
O sea, ||I(z)] < |lz|l1 (usando (2.9.1)) .
Luego, [[I|| <1.
Por otra parte, considerando la sucesiéon zo = (1,0,0,...) € £; , resulta:
[1(zo)] = 1.
Conclusién: || I|| = 1.
Pero, atencién, I no es una isometria.
Por ejemplo, tomando
zo = (1,-1,0,0,...) € £y,
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se tiene: ||zglls = 2 ; mientras que ||I(zo)||=1.
n

Llamemos Cy , al subespacio de C , formado por las sucesiones reales = = (z1,zs,...)

que convergen a 0 .
Veamos que la inclusion J : S — Cy, tiene norma 2. Luego, no es una isometria.
Sea = = (r1,22,...) €S .

Tenemos: Para n > 2, se cumple:

n n—1 n n—1 n n—1
|z, = E x; — E z;| < E Tl + E z;| < sup E Tj| + sup E z;
j=1 j=1 j=1 j=1 n>2 |j=1 n>2 |j=1

Ahora bien, el ultimo sumando es igual a
sup { o], o1 + @l |y + 22+ o), p = el
mientras que, el peniltimo es:
sup {|x1 + xo|, |T1 + T2 + 23], . .. } = |z .
Asi, para n > 2, es

|| < 2ff]] -

Como |z1] < ||z|, (ver (2.9.1)), podemos escribir:
|z,| < 2||z||, paratodo m €N .
Luego, sup |z,| < 2|z .
n
Asl, [|Jzlle < 2ff]l -
En consecuencia,

17 < 2 (2.9.3)

Ahora bien, tomando
zo = (1,-2,0,0,...),
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obtenemos:
[zl =1 v [[J2ol|ee =2

De modo que

[2lloo o [0l

171 = s e 2 Tl 2. (2.9.4)
Finalmente, de (2.9.3) y (2.9.4) se sigue:
17 = 2.
]

2.10. Sobre Subespacios Vectoriales Cerrados.

Sea X un espacio de Hilbert.

Nos proponemos demostrar que:

X es de dimension finita si, y sélo si, todo subespacio S C X (2.10.1)
es cerrado en X . o

La prueba de que, en (2.10.1) , la condicién es necesaria se fundamenta en la proposicién

(2.10.1):

Sean: A un subespacio vectorial cerrado, de un espacio vectorial normado F; B C E

un subespacio vectorial normado de dimensién finita. Entonces: A+ B es cerradoen E .
Primero, demostraremos que el subespacio

A+{MO|A€R},(MMeJO¢A,
es cerrado en F .

La prueba de la proposicién (2.10.1) se sigue, por induccién sobre la dimensién de B .

Sea xeA+{MO|AER}.
Entonces, existe una sucesién (a, + A\pyby) , con a, € A, A\, €R y a,+ \by — z.
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(Sin pérdida de generalidad, suponemos A\, #0, VneN y z#£0).
Veamos que (A,) es acotada.
Supongamos, por reduccién al absurdo, que |\,| — 400 .

Entonces, como ||a, + Apbol| — ||z]| , tenemos:

_
[An

Qn

Gy,
N, o0

|lan + Anbol| — 0.

Asi que %%—bo—)().

n

a
il —bn .

O sea, . — —by

De modo que —by € A=A (absurdo).

Luego, (A,) es acotada y, por lo tanto, posee una subsucesién convergente (digamos,

An, — XA €ER).
Tenemos entonces,
ap, + Anbo —
y, €en consecuencia,
— x — Aobo .

Qp,,

Como A es cerrado, se sigue que:
T — Agbo c A ,
o sea, para algin a € A | es:

T = a+ by € A+{)\b0 | /\ER}.

Es decir, A+ {)\bo | A€ R} es cerrado.
Después de la induccién, respectiva, se obtiene la proposicién (2.10.1).

Finalmente, como S C X , resulta ser S de dimensién finita. Luego, tomando, en la

proposicién (2.10.1), B=S, y A={0}, concluimos que S es cerrado en X .
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Ahora, demostremos que, en (2.10.1), la condicién es suficiente.
Supongamos, entonces, que todo subespacio S C X es cerrado en X .

Si X fuera de dimensién infinita, existiria K = {ej,es,...,€,,...} , subconjunto

infinito de X , tal que:
(ei,€5) =
0, si i#j.
( (-,) denota el producto interno de X ).
Sea Sy, el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de K .
Resulta que Sy es un subespacio de X .

En Sy, consideremos la sucesiéon (z,), dada por:

1
Tp, = €1+ e+ -+ —ep.
2 n
Para m > n, tenemos:
1 1 1 1
lm — 2all* = 2 2 T3 Z-_2
(n+1) (n+2) m ~j
Pero esta tltima sumatoria es
+oo
“la cola” de la serie convergente Z 7 (2.10.2)
j=1

Por lo tanto, dado € > 0, podemos tomar n suficientemente grande, de modo que

para m >n, setenga |z, —xz,| <e.
Es decir, (z,) es de Cauchy.

Asi, existe = € X , tal que, z, — = .
Afirmamos que x & Sy .

En efecto, si = estuviese en Sy, necesariamente z seria de la forma:

1
T = e+ oeatt —en,
1 22 no 0
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pues si © = Ajeg + Agea + -+ + A€, , Para n >mny se cumple:
1 2 1 2
|z —z||* = (1—)\1)2—1-(——)\2) +~~~—|—(——)\n0> +
2 Un

1 1 1
+(n0+1)2+(n0+2)2++ﬁ

En particular,
1 2
(__)\]) S ||l’n—l'|| ) para’j:17"'an0'
J

Como ||z, —z|| — 0, cuando n — +o0, (2.10.3)

se sigue que:

1 1
M=1, == Ang = — -
1 ) 2 92 9 ) 0 no
Asi, para m > ng , se tiene:
I I? e
Ty — T = ot ==
(ng+1)2  (ng+ 2)? n?
—+o0 no “+o00 +o0
1 1 1 1
I S Y
+2 Z -2 2 2
1 J 1 J n+1 J n+1 J
donde,

Luego, usando (2.10.2), tenemos que, para n suficientemente grande se consigue:

A
lzn — z|)* > 3 (contradiccién con (2.10.3))

Conclusién: X es de dimensién finita.
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2.11. Nucleos y Continuidad.

Sea f: FEF — K , lineal, donde, E es un espacio vectorial y K es el cuerpo de los

escalares, respectivo.
El nicleo de f es f~1({0}) .

Teorema 2.11.1 f es continua si, y sélo si, f~* ({0}) es cerrado en E .

Demostracién:

Consideremos z € f~1({0}) . Entonces, existe (z,), sucesinen E, tal que: f(z,) =0,

para todo n € N |y, ademas,
Ty — .

Asi, suponiendo f continua , resulta que

fl@n) — f(2).
Como (f(a:n)) es la sucesién (0,0,0,...), concluimos que f(x)=0.
Luego, z € f~1({0}) .
Reciprocamente, supongamos que f _1({0}) es cerrado en F .
Probemos que f es continua.
Si f es la aplicacién nula, no hay mas nada que demostrar.
Supongamos, entonces, que existe zo € E, tal que f(xo) #0 .

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer f(xy) = 1 (en caso contrario, tomamos

(%) , en lugar de zg ).
Por otro lado, como xy & f~1 ({O}) , existe r >0, tal que:

B(zo;r) N fH({0}) = 0 (2.11.1)

Resulta que, x € B(0;r) implica que

[f(z)] < 1. (2.11.2)
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En efecto, si (2.11.2) no fuera cierto, existiria x; € B(0;7), con

[f(z)] = 1.
Entonces, para el elemento m = f(r’;l) , se cumpliria:
[E21
lml| = <r,
|f(z1)]
y
f(m) =1

Asi, f(zg—m)=0 y zo—m € B(zo;r) .
Luego, 9 —m € B(xzo;7) N f1({0}) , en contradiccién con (2.11.1).
De modo que, (2.11.2) es verdadera.

Ahora, de (2.11.2) obtenemos: = € B(0;7¢) implica que

|f(z)] <e, paratodo €>0.

Pero esto significa que f es continua en 0 , lo cual, por ser f lineal, nos dice que f

es continua en F .

Observacién 2.11.1
En general, si X e Y son espacios vectoriales normados, y T : X — Y | es una
transformacion lineal continua, entonces T~ 1 ({0}) es cerrado en X , pero el reciproco

no es verdadero.

Veamos los siguientes ejemplos:

i) Sea X = C!0;1] , el espacio de las funciones de [0,1] en R , derivables, con

derivada continua.

Si fe X, definimos Ifl] = max [f(¢t)] .

0<t<

Por otro lado, sea Y = C[0,1], el espacio de las funciones continuas, de [0,1] en R.
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En Y | consideramos también la norma anterior.
Definimos 7 : X — Y | por T(f)=f".

Resulta que T no es continua, pero 7! ({O}) es cerrado en X .

En efecto,

Consideremos (z,), tal que:

xn(t) = t"
Asi, (x,) esunasucesibon en X , y |z,||=1, paratodo n € N.
Entretanto,
|Tz,| = méx [nt" | = n.
0<t<1

De modo que, no existe C' > 0, que cumpla:

[T,

2]

< C, para todo n € N .

Es decir, T no es acotado, vale decir, T" no es continuo.

Pero T tiene la siguiente propiedad:

St oz, —z (en X))
y Tz, —y (en Y) (2.11.3)
entonces, Tz =1y .

(Ver capitulo 2, seccién 2.8).

De forma que, si # € X es limite de una sucesién (z,), en 77'({0}), tenemos:

T, — T (en X))

Tz, =0 — 0 (en Y).
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Asi, por (2.11.3), concluimos: Tx =0 .
O sea, z €T *({0}).

Es decir, T7'({0}) escerradoen X .

ii) Sea E un espacio vectorial normado, de dimensién infinita. Consideremos en E

dos normas, | -|1 v | |2, tales que, la segunda no es dominada por la
primera.

Indiquemos con F; y E,, el espacio vectorial E , con las normas ||-|; y |2,
respectivamente.

Sea I:E, — E5, dadapor I(z)==x.

Entonces, I no es continua, pero I~!({0}) = {0} es cerrado en E; .

Continuando nuestro tema, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.11.2 Sean: X , Y , espacios vectoriales normados, y T : X — Y ,

aplicacion lineal, con T(X) de dimension finita.

Si T-*({0}) es cerrado en X , entonces T es continua.

Demostracién:
Sea {y1,¥2,... ,Yn} una base de T(X).
Para cada ¢, sea x;, tal que Tz; =v; .

Dado z € X, tenemos:
Tr = Z:)\l(x)yZ ;
i=1
queda asi, definida, para cada 7, una aplicacién lineal

Ai: X — K (cuerpo de los escalares),
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Al probar que cada \; es continua, resultara que 7', también lo es.
Probaremos que A; es continua (en forma semejante, se procede con g, Az, ... ).

Es suficiente que probemos que el niicleo de A; (denotado Ker \; ) es cerrado en X (ver

teorema (2.11.1)).

Demostraremos que
Ker\y = KerT + (za,...,2,) , (2.11.4)

donde, (xs,...,x,) denota el subespacio generado por {xa,...,x,} .

Después de probado (2.11.4), usamos la proposicién (2.10.1), para concluir que Ker A; es

cerradoen X .

Antetodo, si « € Ker T , se tiene:

La independencia lineal de ¥i,%s,...,y, , implica, en particular, que

M(z) =0 (2.11.5)

Por otro lado, para 2 < j <n,

=1
o0 sea,
yj = Z)\Z(xj)yl ; 2<j<n
i=1
Usando, nuevamente, la independencia lineal de v;,v2,...,%, , obtenemos, en particular,
que

Asi, de (2.11.5) y (2.11.6), se sigue:
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xeKerT + (xa,...,x,) = z € Ker \; (2.11.7)
Reciprocamente,
supongamos que x € Ker \; .
Entonces
Tr = )\7,($>yz = Z )‘i(‘r)yz
=1 1=2
Asi, tomando 2’ = Z Ni(x)z;
i=2
resulta: Ta' =Tz .
Es decir, x — 2’ € Ker T .
Por lo tanto
zecKerT + (za,...,%,) (2.11.8)
De (2.11.7) y (2.11.8) deducimos que:
Ker\; = KerT + (za,...,2,) .
[
Corolario 2.11.1 Sean: X , espacio vectorial normado de dimension finita; Y |,

cualquier espacio normado.

Entonces, toda aplicacion lineal de X en Y es continua.

Demostracién:

Sea T:X — Y , lineal.
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Claramente, T'(X) es de dimensién finita.
Ademss, T—1 ({0}) es un subespacio cerrado de X (Ver proposicién (2.10.1)).

Ahora, aplicamos el teorema (2.11.2) y obtenemos lo que queremos.

Sea X , espacio vectorial normado, de dimensién infinita.

Consideremos {z1,23,... ,Zp,...} base de X . (Sin pérdida de generalidad, suponemos

que ||z,|| =1, para todo n € N).

Definimos T': X — K, por T(z,) =n, paracada n € N, y extendemos T , por

linealidad, es decir, si * = A\, z;; + A,y + -+ A\, x;, , colocamos

Resulta que T no es continua.
Por ejemplo:
x

= — 0,
n

Tn
pero T (—) =1, paratodo n e N.

n
Ahora, podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente teorema:

Sea X , un espacio vectorial normado.

X es de dimension finita si, y sélo si, toda f: X — K, lineal, es continua.

2.12. Nucleos y Subespacios Maximales.

Definicién: Un subespacio vectorial M , de un espacio vectorial E , se dice que es
maximal si M # E vy, para todo subespacio S, con M C S C E | se tiene:

S=M ] S=FE.
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Probar que:

(a) f7'({0}) es un subespacio vectorial maximal de E , donde, f:FE — K (cuerpo

de los escalares), es lineal, no nulo.

(b) Si M es un subespacio vectorial maximal de FE , entonces,
M = f71({0}), paraalgin f:E — K, lineal.
(c) Si f y g son funcionales lineales definidos en E , tales que:

f7H({0}) = g7*({0}) , entonces: f = Ag, paraalgin \€ K .

Prueba de (a):
Como f no es la aplicacién nula, entonces
{0} # E.
Sea S, subespacio de E, tal que:
oy csceE.
Asumamos que S # f~1({0}) .
Luego, existe xo € S, tal que f(xo) #0.

Consideremos cualquier =z € E .

i) Si f(z) =0, tenemos:

ze f({0}) cs.

i) i f(2) #0, consideremos el clemento 7o = £k
T o _ iou ue:
(bm°f<f@>"fmw>"0’%Sgeqe
T o -1
) s, —
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Tomando en cuenta que: S es un subespacio vectorial, zy, € S 'y (2.12.1) ,

concluimos que = € S .
Asi, de i) yii) se deduce que S=F .

De modo que: f7({0}) es maximal.

Prueba de (b):
La maximalidad de M implica que M # E .
Sea g€ E— M .

Consideremos

Sz{m—i—)\moEE | )\GK,meM}.

Tenemos que S es un subespacio vectorial de E, talque M C S.
Ademas, como xg € S, sesigue que M # S .
Asi, por la maximalidad de M , se sigue que S =F .

Por otro lado, cada elemento de E se escribe (de modo tnico) en la forma m + Azg, con

meM, NeK.

Ahora, definimos f: EF — K , por:

Es inmediato que:

M = f({0}) .

Prueba de (c):

Veamos el caso en el cual f (y por lo tanto, g ) no es la aplicacién nula.
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Sea xy € E, tal que g(zo) #0.

Probemos que f(x) = g(z), paratodo z € E.

géizsg)_ ({0}) , tenemos:

Si z € g '({0}) = f~*({0}) , entonces

Sea S:<f—

Es decir, g7'({0}) = f*({0}) c S
También,

S # g ({0}) =71 ({0}) .
pues,

9 € S—g " <{0}) .

Asi que, por la maximalidad de ¢~*({0}) = f~*({0}) (parte (a)), se concluye que
S=F.

En otras palabras,

g(x) = 0, paratodox € E.
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Capitulo 3

Algebra Lineal

3.1. Agentes Secretos Algebristas.

Los agentes de un servicio secreto reciben mensajes codificados. Cada letra es sustituida por

el nimero de posicién en el alfabeto:

a b ¢ d e f g h i j k 1 m
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

n o p q r s t u v w X Yy Z
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

18 9

19 1 ) el mensaje es risa.

Luego se forma la matriz M . Por ejemplo, si M = <

Para mayor seguridad y misterio, cada mensaje de cuatro letras es enviada al agente, en

la forma MA, donde, A= < _02 (1) >

(es decir, el agente recibe el resultado MA | y, debe hallar M ).

Cierto agente recibié la matriz = < :ég 211 ) ;,Cual es el mensaje?
Solucién:
Sea MA=X.

Luego, M = XA~! donde, A~! denota la matriz inversa de A .
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En otras palabras, para conocer el mensaje, el agente debe hallar A~! y multiplicarla por

X , la matriz recibida.
Antes de resolver el enigma, nos referiremos al proceso de invertir una matriz.

Sabemos que para que una matriz cuadrada sea invertible, es necesario y suficiente, que su

determinante (el cual denotamos det A ) sea distinto de cero.

Por otro lado, si det A # 0, para hallar A~! disponemos del método de la matriz adjunta,
del método de las operaciones con matrices elementales y de otro método, el cual destacamos

a continuacién.

La matriz A tiene su correspondiente matriz caracteristica y, en consecuencia, su poli-

nomio caracteristico. Por ejemplo, si

su polinomio caracteristico es el determinante:

T —an —Q12
—a21 T — a2

el cual llamaremos p (polinomio de segundo grado).

En particular,

—a11 —a12

p(0) = ‘

—a21 —a22
Por otra parte, el Teorema de Cayley-Hamilton establece que

p(A) = 0.

Por ejemplo, si p =122+ ax +b, entonces, p(A) = A2 +aA+bl =0.
O sea, A(A+al)= —bl.

Como b=p(0) =det A#0, se sigue:

A (—3) (A+al) = I (3.1.1)



Yaque A y A+ al conmutan, se sigue que

(_%) (A+aA)-A =1 (3.1.2)

Pero, (3.1.1) y (3.1.2) significan que

Al = —%(A+aI) |

En el caso que queremos descifrar, se cumple:

Osea: a=1, b=-2.

Luego,

Asi,

Por lo tanto, el mensaje es

huya.

3.2. Matrices Semejantes y sus, respectivos
polinomios: minimal y caracteristico.

Si (ai;) y (b;) son dos matrices n x n sobre un cuerpo F , se dice que (b;;) es

semejante a (a;;) si, y sélo si, existe una matriz invertible (P;), sobre F, tal que
(b)) = (Py) ' (ag)(Py) -
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Por o 1 2 2 ot 01
or ejemplo, 5 1 es semejante a | , o

22\ (1 —1\'[0o1\[/1 -1

pues {2 1) = Lo 1 2 3)\0 1)

Por otro lado, un polinomio moénico, m , de grado positivo, tal que:
i) m((ay)) =0 ¥

ii) Si fe€ Flz] verifica f((a;;)) =0, entonces m divide f,

es llamado polinomio minimal de (a;;) .

Este polinomio es tnico, y, si (a;;) y (bj;) son semejantes, entonces tienen el mismo

polinomio minimal (Ver [19]).

He aqui algunos ejemplos:

matriz polinomio minimal

10
(01) rx—1

0 —1 )
(1 0) e +1
00 -1

1 0 =2 3 +3x2+2r+1
01 -3

Si (a;;) esuna m x n matriz sobre un cuerpo F', entonces la matriz

T — a1 —ai2 Tt —QAa1in
—as T — Qg2 - —Aa2n
zl — (a;;) = ;
—0an1 —ap2 e T — Qpp

es llamada la matriz caracteristica de (a;;) . El determinante de esta matriz es llamado

el polinomio caracteristico de (a;;) .
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. . . - 1
Por ejemplo, el polinomio caracteristico de I = ( 0 (1) > es

r—1 0
0 z—1

‘:@:-1)2.

El polinomio caracteristico de < ; ? ) es

r—2 =2
-2 x-1

Anélogamente al caso de los polinomios minimales, si dos matrices son semejantes, ellas

tienen el mismo polinomio caracteristico; el reciproco no es cierto. Por ejemplo,

(01) » (1Y)

tienen el mismo polinomio caracteristico, pero no son semejantes.

Anélogamente,
1 00 00 1
010 y 1 0 -3 :
0 01 01 3

a pesar de no ser semejantes, tienen el mismo polinomio caracteristico: (z —1)3 .

Usando el Teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que el polinomio caracteristico de
una matriz (a;) es un multiplo de su polinomio minimal . En efecto, si el polinomio

caracteristico de (a;;) es p, el Teorema citado establece que
p((ai)) = 0.

Ahora, consideremos las siguientes matrices:

AOZ

S O W
O = W
w o O
<
oy
o
|
S O =
O = O
W =~ O

Resulta que:
polinomio caracteristico de Ay = (z — 3)?(z — 4)
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polinomio caracteristico de By = (z — 4)*(x — 3) .
En particular, A y B, no son semejantes.

Sin embargo,
polinomio minimal de Ay, = polinomio minimal de By = (x — 3)(z —4) .

El propédsito principal de esta seccién es probar que, en el caso de matrices 2 x 2, si
A 'y B son matrices con el mismo polinomio minimal, entonces A y B son
semejantes.

a b

e d ) , ¥y p=2*>—(a+d)x+ad—bc, podemos verificar que:

En primer lugar, si A = <

p(4) = 0.

Luego, el polinomio minimal de A es de grado menor o igual a dos.

También podemos llegar a esta conclusion, mediante el Teorema de Cayley-Hamilton, to-

mando en cuenta que el polinomio p es el polinomio caracteristico de A :

Ahora bien, sean dadas:

a b e f
- (ta) oo (Gn)
tales que sus polinomios minimales (m, y m, , respectivamente) sean iguales.

Si m, =m, =x— A, entonces

()2 (o7)=(00)
()20 7) = (o)

O sea, > < ; £ > = ( ())\ g)\ ) , Yy no hay mas nada que probar.

o

b
d
f
h

o o

—A
)—)\
a b
c d
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Consideremos, ahora, el caso:

m, = 2° — (a+d)x + (ad — be)

m, = z°— (e +h)x + (eh — gf) .

Como m, =m obtenemos:

B )

a+d e+ h
(3.2.1)
ad — be eh—gf
Queremos hallar una matriz R = < ZL Z > , invertible, tal que:
B = R'AR ,
o lo que es lo mismo,
RB = AR.

(5a)Gn)=(

obtenemos el sistema:

Se puede probar, usando (3.2.1) que:

e—a g
f h—a
—c 0
0 —c

( (e—a)m+gn —bp+0q =
fm+(h—an+0p—bg =
—em+0n+(e—d)p+gq =

(. Om—cn+ fp+(h—d)g =

a b m n
c d p q)

0 (1)
0 (2)
. 5 (3.2.2)
0 (4)

0

—b _ 0,

g

h—d



lo cual indica que (3.2.2) admite una solucién no trivial.
Para simplificar las cuentas, intentemos hallar una solucién de (3.2.2) , con ¢=0.
Veamos, primero, el caso c¢#0

De la ecuacién (3) se sigue:

Veamos que estas expresiones para m y n, cumplen las ecuaciones (1) y (2) .

Respecto a la ecuacién (1) :

—d
<ec )p+—g€P-—M9= (e —ed—a+ad)+gf—cblp =0-p =0 .

(e —a)
(usando (3.2.1) ).

En relacién a la ecuacién (2) :

(e~ d)

!
C

f p+(h—a)=p = U@—dﬂﬂh—wﬂp

(hemos usado, nuevamente, (3.2.1) ).

Ahora, tomamos p =1, y conseguimos:

e—d f
R = C C
1 0
Para tal R, ya tenemos que:
RB = AR.

Sélo nos falta comprobar que det R # 0 .
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Pero detR = i

c
Asi;si f#0, setiene det R # 0, como queremos.

i, Qué ocurre si f=0 7?7 (atnenelcaso ¢#0).

Ahora, en lugar de (3.2.2) , tenemos:

( (e—a)ym+gn—bp+0¢ = 0 (1)
O0m+(h—an+0p—bg = 0 (2)
(3.2.3)
—em+0n+(e—dp+gg = 0 (3)
( Om—cn+0p+(h—d)g = 0 (4)
De (4)" se obtiene:
h—d
o~ (h—d)g
c
Ahora, con (1) y (3), formamos el sistema:
—g(h—d
(e—a)ym—bp = —gn = M
—cm+(e—d)p = —gq .

En particular, para g=c , se llega a:

{ (e—a)ym—bp = —g(h—d)
(3.2.4)

—cm+(e—d)p = —gc .
Notemos que:

2 g .
¢ e—d| =€ ed—ae+ad—bc = 0 (usando (3.2.1) )

e—a —b ‘

Si tomamos p =0, de (3.2.4) se sigue:



Asimismo, usando (3.2.1) , se constata que (2)" se verifica, para ¢=c¢ y n=h—d.

Hemos obtenido, entonces:

Para esta R, se cumple que
RB = AR
Por otro lado, det R = gc.
Entonces, si g # 0, la R anterior logra nuestro propésito.

Veamos lo que ocurre si g =0 (recordemos que ¢#0 y f=0).

Ahora, en lugar de (3.2.3) , tenemos:

( (e—a)m+0n—bp+0g = 0 (1)”

Om+(h—an+0p—>bg = 0 (2)"
—ecm+0n+(e—d)p+0g = 0 (3)” (325)

. Om—en+0p+(h—d)g = 0 (4)"

De (4)", se deduce:

Con (1)” y (3)" construimos el sistema:

{ (e-am=1bp =0 (3.2.6)

Empleando (3.2.1) , resulta que:




Tomamos, entonces, p = c¢ y, de (3.2.6) , obtenemos:
m = e—d.

h—d
Notamos, también, que para n = Q se verifica (2)
c

12

Elegimos, ahora, ¢ = ¢, lo cual da:
R ( e—d h—d > .
c c

Como det R = c(e — h), habremos alcanzado nuestra meta, si e # h .

= (i)

y, en consecuencia, el polinomio minimal de B es m, = x — e . (situacién considerada al

Ahora bien, si e = h, resulta que

comienzo).
Analicemos, a continuacion, el caso ¢ =0.

El sistema (3.2.2) se convierte en:

( (e—a)m+gn—bp+0g = 0 (H™

fm+(h—-—an+0p—>bg = 0 (2)"”
(3.2.7)

Om+0n+(e—dp+gg = 0 (3)"”

( Om+0n+ fp+(h—d)g = 0 (4)”

Asumamos, ademas, que f # 0 .

Entonces, de (4)"” se sigue:

" es verificada.

Usando esta expresién en (3)” , y utilizando (3.2.1), comprobamos que (3)
Ahora, con (1) 'y (2)" establecemos el sistema:

(e—a)m+gn = bp =

fm+(h—an = bg |,



el cual, para q = f , se convierte en:

(e—a)y)m—+gn = b(d—h)
(3.2.8)
fm+(h—an = bf |,

Pero este ultimo sistema tiene la soluciéon: n =0 , m =b (para verificar que (3.2.8) se

cumple, usar (3.2.1) ).

De modo que:

cuyo determinante es bf .

Luego, si b # 0, hemos logrado nuestro objetivo.

Asi que, nos queda pendiente el caso:

En esta situacién, el sistema (3.2.2) se transforma en:

([ (e—a)m+gn—0p+0g = 0 (1)"
fm+(h—an+0p—0g = 0 (2)"
(3.2.9)
Om+0n+(e—dp+gg = 0 (3)
L Om+0n+ fp+(h—d)g = 0 (4)"

De (2)" se consigue:

v

Empleando (3.2.1) se comprueba que, con esta expresién para m , se cumple (1)

De (4)" se sigue:




Nuevamente, mediante (3.2.1) , se constata que, para tal p, (3)" se verifica.

Tomando, entonces, ¢ = n = f, resulta:
[ a—h f
R = < d—h f >
Como det R = f(a—d), si a#d, nuestra meta es alcanzada.

a 0
a=(ha)

Finalmente, estudiemos lo que sucede si ¢=0 y f=0.

Mas ... si a=d, entonces,

caso trivial, considerado al inicio.

En lugar de (3.2.2) , tenemos:

(( (e—a)m+gn—bp+0g = 0 (1)
Om+(h—an+0p+0g = 0 (2)"
) (3.2.10)
Om+0n+(e—dp+gg = 0 (3)
( Om+0n+0p+(h—d)g = 0 (4)"
Ahora, en vez de (3.2.1) , tenemos:
a+d = e+h
(3.2.11)

ad = eh

Por otro lado, llamando a4+ d=e+h=a, ad =eh = 3, resulta que a,d,e y h son

raices de la ecuacién:
2 _
*—ax+p =0,
en la cual

=43 = (a—d)* = (e—h)*> > 0.

Entonces, se nos presentan tres casos:
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Primer caso: a=d=e=h.

(2)" 'y (4)" se cumplen, trivialmente, mientras que (1) 'y (3)° se convierten,

respectivamente, en:

gn—bp = 0
(3.2.12)
0

Ahora, notemos que si b= 0, se tiene

a-(50)
- (50)

Asi, si bg =0, llegamos a casos triviales, contemplados inicialmente.

en tanto que, si g =0, resulta

Luego, sin pérdida de generalidad, asumimos que bg # 0 .

Entonces, de (3.2.12) se sigue:

Eligiendo p = g, conseguimos:
w5 0)
Ya que, det R = gb # 0, nuestro objetivo ha sido alcanzado.
Segundo caso: a=h y h#d.
(luego, por (3.2.1), e=d).
De (4)" , obtenemos:

q=0.

También, (3)" se cumple, pues d =e (usando (3.2.1) ).

Entretanto, (2)° se verifica, trivialmente, ya que h = a .
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Por otro lado, e # a (pues h#d), y , asi, de (1)° se sigue:

bp — gn
e—a

De manera que, si elegimos p =n =1, obtenemos:

h—
9
R — e—a
1 0
Con lo cual, nuestro deseo se cumple.
Veamos el tercer caso: a#h y h=d.
(entonces, por (3.2.1), es a=c¢e).
Ahora el sistema (3.2.10) es sustituido por:
gn—"bp = 0 (2)
(h—a)n = 0 (17) (3.2.13)
(e—dp+gqg = 0 (141)
De (ii) se deduce: n=0.
Luego, (i) se reduce a:
bp =0  (3)

Entretanto, como a # h , resulta, usando (3.2.1), que e#d.

Asi, de (i) obtenemos:

g
d—e

p = q

Observemos que si b = 0 , entonces, (i) se cumple. Asi que, suponiendo b = 0 |,

escogiendo m=1 y q¢=d— e, conseguimos:

1 0
R_<9 d—e) ’

121



cuyo determinante es d —e # 0, como queremos.
De manera que nos queda pendiente, el tercer caso, con b # 0.

Recapitulando la situacién, tenemos:

h=d, a#h , c=0, f=0, e=a, b#0.

Asi que:

Queremos hallar

con mq—np# 0, tal que:
(m n)(a 0>_(a b)(m n)
P q g d 0 d P q)
Esto nos lleva a estudiar el sistema:
ma+ng = am -+ bp

nd = an+ bq

pa+gq = dp

qd = dq
O sea,
ng = bp
n(d—a) = bqg (3.2.14)
pla—d) = —gq

Como d—a # 0, de las dos ultimas ecuaciones obtenemos:

b _ 9
d—a’ Y P=a"a

n =

q
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Es sencillo, verificar que tales n y p cumplen la primera ecuacién de (3.2.14) .

La matriz que buscamos toma la forma

Asi que, eligiendo ¢ =d — a, se convierte en

(5 aa)-

1+ gb
Luego, tomamos m = d+—g , 'y resulta:
—-a
1 b
d+ v b
R = — @
g d—a

Como det R = 1+gb—gb = 1 # 0, nuestra tarea ha sido cumplida.

Nota 3.2.1 Cabe advertir al lector, que el resultado de esta seccion (3.2) puede ser obte-
nido de manera concisa y elegante, usando una importante herramienta del /flgebm Lineal
Avanzada: la Forma Candnica de Jordan (o si fuese el caso, la Forma Candnica
Racional). Respecto a las matrices 2x2, A y B, consideradas, de la igualdad de
los polinomios minimales (m, = m, ) puede deducirse que la forma candnica de Jordan de
A coincide con la forma candnica de Jordan de B (o en su defecto, la forma candnica

racional de A es igual a la forma candnica racional de B ).

En todo caso, existen matrices 2 x 2, invertibles, C y D, tales que:
C'AC = D'BD.
Luego, A= (DC Y 'B(DC™).

Es decir, A y B son semejantes.
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3.3. A veces, la adjunta no existe.

Sea V , el espacio de los polinomios, con coeficientes reales, y con el producto interno dado

por:

1
(ro) = [ st
0
Consideremos el operador derivacion D :V — V.

Probar que D no tiene adjunta.
Solucion
Supongamos que existe D*:V — V | tal que:

(Df,g) = (f,D*g) , VfgeV (3.3.1)

Integrando por partes, obtenemos:

(1) = [ rua = 10001, - [ g

De manera que, para cualesquiera f,ge V|

(Df,g9) = f(1)g(1) = f(0)g(0) = {f, Dg) (3.3.2)

De (3.3.1) y (3.3.2), se sigue:

(f;(D+D%g) = f(1)g(1) = f(0)9(0), ¥V f,geV (3.3.3)

Llamemos 7 a D+ D*, y paracada k € N, sea f, =zF.

Entonces, usando (3.3.3) , llegamos a:

(fr,Tg) = g(1) , VgeV.

Por otra parte, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, resulta:

g = [ {fe, Tg) | < £l [Tyl (3.3.4)
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Pero,

15l = VT fi) = / Phdt — ﬁ

Sustituyendo en (3.3.4) , resulta:

19(1)] VgeV. (3.3.5)

< |y
= ok

Luego, al hacer & — 400, en (3.3.5), concluimos, para cada g € V | que:
g(l) = 0. (Absurdo).

Asi que, D* no existe.

3.4. Una aplicacion del determinante de
Vandermonde.

El determinante:

1 1 1
1 to tn

A= | B8 t t2 ,
t?—l tg,—l L. tz—l

es llamado determinante de Vandermonde'.

Mediante induccién matematica se demuestra que A es igual al producto de todos los

factores ¢, —t;, donde, j y k verifican:

1<j<k<n.

! Analista y musicélogo francés (1735-1796)

125



Utilizar este resultado, para probar que existe un solo polinomio, de grado menor o igual a

n — 1, que toma valores dados en n puntos distintos.
Demostracion.
Sea

p = an,ltnfl + an,gtnd + -+ a2t2 + Cth +ag ,

el polinomio buscado.

Por otra parte, sean: cy,cs,...,c, , los valores dados, y , ti,%ts,...,t,, tales que:

pti) =c1, p(ts) =co, ..., p(tn) =cCpn
con ty,ts,...,t, distintos.
Resulta el sistema:
( Qo + a1t1 + th% + -+ an_lt’f_l = C
ag + &1t2 + O/Qt% +---+ Clnfltg_l = Co
ao + art, +ast? + - +a, 1t = ¢,

Recordemos que nuestras incégnitas son ag, ay,... ,a,_1 -

Ahora bien, el sistema anterior tiene solucién (unica) si, y sélo si,

1t 2 ... ¢t

- 1oty t2 ... 37!

A = 2 140,
1 t, t2 tn—t

Pero, transponiendo, obtenemos que A coincide con el determinante de Vandermonde:

1 1 1 .- 1
t oty t t,

A= 15 1 t2 | # 0
711—1 t721—1 gz—l tnfl




tn—1) , tenemos que A # 0, pues t; #t; , para

Como A= (tg - tl)(tg — tl) cee (tn
it
Luego, aq,...

Determinantes, producto vectorial y el teorema de

,a,_1 existen y son tnicos. (Teorema de Cramer).

3.5.
Representacion de Riesz.

Dados

r o= alg—l—bJ+clE y

s = azz—i—bgj—i—CzE,

vectores en R? | se define el producto vectorial ¥ x 5, como el vector:
(3.5.1)

(b102 — bgCl)i + ((1261 — (1,1C2)j + ((Ile - azbl)k} s
lo cual no es necesario memorizar si se “acuerda” en denotar:
1T 7k
X § = aq b1 C1 5

as by c

y se desarrolla como un “determinante”. Al hacerlo obtenemos, inmediatamente, (3.5.1) .

(7=1(1,0,0), 7=(0,1,0), k=(0,0,1)).

Ahora, veremos cémo se puede definir el producto vectorial de m vectores en R™'!

En primer lugar, dados:

- 1,2 m—+1
v = (Ulvvla'-- U1 )

1 2 m+1
Um - (,U'rrw Um’ Y Um ) 9



definimos:

f:R™1 3R, por:

w! w2 w™
v Ve vt
f ('w) = det
1,2 m41
donde, w = (w!,w?, ... , w™), y det denota la funcién determinante.

Por la linealidad (en cada fila) de esta tltima funcién, deducimos que f es lineal.

Como el dominio de f es un espacio vectorial de dimensién finita, f resulta ser continua.
Luego, por el Teorema de Representacion de Riesz, existe un vector v , el cual

denotaremos por v; X v5 X --- X v, , tal que:

f(@) = (@,00) , VWeR™ | (3.5.2)
donde, (-,-) denota el producto interno usual de R™*! .

Este vg es, por definicién, el producto vectorial de v1,v3,... ,vU,, .

Directamente, de las propiedades de la funciéon determinante se obtiene:
i) Silos vectores v1,vs, ..., son linealmente dependientes entonces
V1 XUy X ... XUp=0.
i) 91 X 03 X ... X Uy, es perpendicular a cada v; (j =1,2,...,m).
En relacién a i), tenemos que: f(w) = 0, para todo @ € R™! | pues se trata del

determinante de una matriz con una fila que es combinacion lineal de otras filas de la

misma (en consecuencia, vy =0 en (3.5.2) ).

En cuanto a ii), resulta que
(05,01 X U3 X+ X Up) = f(v;) = 0,
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pues, tenemos el determinante de una matriz con, por lo menos, dos filas iguales.

Ejemplo del producto vectorial de tres vectores en R?|.

Sean: v; = (1,0,0,0), v5=(2,0,5,4), v3=(1,0,1,0) .

Para @ = (a,b,c¢,d), tenemos:

b d
0 4

I

|
o o o
S T
O =

' = 4b = ((a,b,c,d),(0,4,0,0))

~

—~

g,

N—

I
_ N = Q
O OO o
= Ot O 0O
O~ O Q.

01 X vy x v3 = (0,4,0,0) .

3.6. Sobre Operadores normales.

Sea V' un espacio de dimensién finita, unitario (espacio vectorial complejo, con producto

interno). Consideremos A :V — V lineal, con A*:V — V | su adjunta?.
Asumamos que A conmuta con AA* .
Probar que A es normal (es decir, AA* = A*A).
Sear B = AA* — A*A .
Entonces,
B* = (AA* — A"A)" = A™A" — A"A™ = AA*—A"A = B.
Luego, B es auto-adjunto; en particular, B es normal.
Asi,

B = 01E1 + CQEQ + 4 CkEk y (361)

2La adjunta de A es aquella aplicacién A* , caracterizada porque: (Av,w) = (v, A*w), Vov,w €V .
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donde, {E1, Es, ..., Ex} esun conjunto completo de proyecciones (auto-adjuntas) para V

y ¢1,...,c, son los distintos valores caracteristicos de A (Ver [19], pagina 274).
Lograremos nuestro objetivo, si probamos que B =0 .

De (3.6.1) se sigue
B* = 01E1+"'+CkEk

(recordar que ¢y, c¢a,... ¢, son reales).

Entonces,

B*> = BB = BB* = ¢E,+---+ ¢ E} (3.6.2)

Por otro lado,

B2 = (AA"— A"A)? = (AA* — A"A)(AA" — A*A)

= AA"AA* — AATA"A - A"AAA" + A"AA™A (3,6,2)'

Por hipétesis,

AAAT = AA*A (3.6.3)

Asi que, usando (3.6.3) , en (3.6.2)", resulta:

B? = AA"AA* — AAA*A = AAA A" — AA*A*A | (3.6.4)
donde, de nuevo, hemos usado (3.6.3) .

Ahora, llamando
C = AAA* |
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de (3.6.4) se obtiene:
B* = AC-CA.

Pero, entonces:

Traza de B> = 0
(Ver [7], paginas 312-313).

Por otra parte, de (3.6.2) se sigue:

Traza de B> = ¢ +c3+---+c; .

Asi que, de (3.6.5) y (3.6.6) se deduce que: ¢y =co=---=¢;=0.

De modo que, finalmente, usando (3.6.1) concluimos que B =0 .

Un problema, analogo al anterior, se tiene si A conmuta con AA* — A*A .

Ahora, en lugar de (3.6.3) , tenemos:
A(AA"— A"A) = (AA" - A"A)A.

O sea,

AAA® — AA*A = AAA — ATAA.

Como antes, llamemos B = AA* — A*A .

Empleando (3.6.2)" , tenemos:

B? = AA*AA* — AA*A*A - A*(AAA™—AA*A)
= AATAA" — AATAA— A"(AA"A — A" AA)

= AA"AA" — AATAA — ATAATA+ ATATAA
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donde, hemos usado (3.6.7) .
Denotando: M = A*AA* |, P = A*A*A | llegamos a:

B? = AM — AP — MA + PA .

Luego,

Traza de B> = Traza de (AM — M A) + Traza de (PA — AP) = 0.

Ahora, el resto transcurre como en el caso previo.
|

El siguiente ejercicio nos proporciona una caracterizacién de los operadores normales (en

espacios unitarios de dimensién finita).
Sea X wun espacio vectorial (complejo), de dimensién finita (n), con producto interno.

Probar que A € L(X,X) es normal si, y sblo si, para cada subespacio M C X ,

A-invariante, se tiene M*' es A-invariante.

Demostracién:

Supongamos que A es normal y que M C X es un subespacio, tal que, A(M) C M .
Veamos que A (M*) c M*.

Sabemos que A(M) C M implica que

A*(M*) ¢ M+ (3.6.8)
(independientemente de, si A es normal o no).

Por otro lado, como A es normal , también A* es normal . Y, esto ultimo equivale a

decir que (A*)" puede ser expresada como un polinomio en A* .
En otras palabras, A = p(A*), para algin polinomio p .
Asf, si a € M+, tenemos que: Aa = p(A*)a € M+ | por (3.6.8) .
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Conclusién: A (M l) C M+, esdecir, M+ es A-invariante.

Reciprocamente, asumamos que: para cada subespacio M , con A(M) C M , se tiene

AM"Y) ¢ M- (3.6.9)

Veamos que existe 6 , base ortonormal de X , tal que la matriz de A, respecto a 6 ,

es diagonal.

O sea, ﬁ estd formada por vectores (unitarios) propios de A . (3.6.10)

Como los escalares son los complejos, el conjunto de los valores propios de A es no vacio.
v

Luego, existe un v # 0, tal que Av = v, para algin A escalar. Escojamos v; = H )
v

Si dimX =1, ya no tenemos mas nada que hacer. Si ello no es asi, empleamos induccion,
o sea, supondremos que (3.6.10) es cierto para todos los espacios de dimensién menor que

dim X .
Consideremos M = {/wl | e C} :

Tenemos que:

X = MoM*-.

Luego, dim M+ =n—1.

Por otro lado, usando (3.6.9) , podemos considerar la restriccién de A a M* (la cual

denotaremos A ) y escribir
M

A M — Mt

ML

Como A, ., también cumple (3.6.9) (referida a subespacios de M+ ) y dim M+ < dimX |
podemos aplicar la hipotesis de induccion y concluir que existe una base ortonormal para

M+, formada por vectores propios de A
M
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/
Denotemos a esta base por: ﬁ = {vg,v3,... , 0} .

/
Pero, cada elemento de ﬂ también es vector propio de A y, ademas, es ortonormal a

v1 . De modo que,
ﬁo = {v1,v9,... ,0,}
es una base ortonormal de X , constituida por vectores propios de A .

Asi, la matriz de A, respecto a ﬁo , €s

M O - oo 0
0 Xy =+ -+ 0
0 0 An
donde,
AUi = )\ﬂ)l' s (Z = ]., ,n)

A0 0
0 Ny 0
0 0 A,
Como:

AN O 0 MO 0

0 X 0 0 Mo 0

0 0 An 0 0 An
MO 0 M0 0
0 X 0 0 A\ 0
0 0 \, 0 0 b
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resulta que:
AAT = A*A.

O sea, A es normal.
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Capitulo 4

Recreaciones Matematicas

4.1. Cuadrados Magicos.

Con frecuencia, en los libros de Matematica Recreativa, nos encontramos con aquellos acer-

tijos en los cuales se buscan cuadrados como el siguiente:

en el cual la suma de los nimeros en cualquier fila, columna o diagonal, da igual resultado

(en este caso: 15).

Una maravilla, por ejemplo, la tenemos en el cuadrado magico hallado por Leonard Euler,

“el maestro de todos los mateméaticos”:

9

4 2
3 7
8 6

1 (48|31 |50 ]33] 16 | 63 | 18
30 |51 |46 |3 | 62| 19 | 14 {35
AT 102 (49 132|156 | 34 | 17 | 64
924294 {45 | 20 | 61 |-36-{13
5 | 44 | 25-+956-+9 | 40 | 21 | 60
28 |53 |8 {41 |24 | 57 |12 37
436 | 55 | 26 | 39410 | 59 | 22
o4 | 27427 | 58 | 233811
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Dicho cuadrado mégico tiene la particularidad de que un caballo de ajedrez, que empiece sus

movimientos desde la casilla nimero 1, puede pasar por las 64 casillas, en orden numérico.

Igualmente fascinante es el cuadrado magico que aparece en un famoso grabado, llamado

“La Melancolia”, de 1514, de Alberto Durero, importante hombre del Renacimiento:

16 3 | 2 |13
5 (10| 11 | 8
916 | 7|12
4 (15|14 | 1

En este capitulo, enfocaremos el tema de los cuadrados mégicos, en forma un poco maéas

general, de manera que entren en escena, conceptos de Algebra Lineal.

Una matriz n x n se llama un cuadrado magico cuando la suma de los elementos de cada

una de sus filas, de cada columna, de la diagonal principal, y de la otra diagonal, son iguales.

Enseguida percibimos que el conjunto (), , de los cuadrados magicos n X n , es un

subespacio vectorial del espacio de todas las matrices n x n (denotado por M, ).

Trataremos de hallar la dimensién de @, .

Lema 4.1.1 Sea E, un espacio vectorial (real) de dimension k.

Consideremos f1, fay... , fm : E — R, funcionales lineales.

Denotemos por E* | el espacio vectorial de los funcionales lineales de E en R .
Supongamos que fi, fa,..., fn generan, en E*  un subespacio de dimension r.

Probar que el conjunto F, formado por los vectores v € E |, tales que:
filw) = fo(v) = - = f(v) ,

es un subespacio vectorial de dimension k—r—+ 1.

Demostracion:

Claramente, F' es un subespacio vectorial de F .

Sea (3 = {v1,vy,...,v;}, una base de E .
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que fi, f2,..., f» son linealmente independien-

tes.

Entonces, los » — 1 funcionales siguientes, también son linealmente independientes:

fl_f27f2_f37f3_f47"'afr—l_fr (411)
Llamemos ¢; = f; — fiz1,1=1,... m—1.
Sea (a;,,@i,,...,a; ) la matriz de g¢; respectoa (3, o sea,
gi(vj):aij, jzl,...,k, 221,,m—1

Sea a = (a;;) € M, cuya i—ésima fila es la matriz de g; .

m—1)xk ?

Tenemos asi, que el rango de a , segun sus filas, es 7 —1 (usamos (4.1.1) ).

Entonces, también los vectores-columna wq,ws,... ,wy, de a , generan un subespacio,

W, de dimensién 7 —1, en R™ 1.

Pero W es la Imagen de la transformacién lineal B : E — R™ ! | dada por:

Blv) = (gl(v),gg(v),... ,gm,l(v)).

Luego,

dimIm(B) = dmW = r—1. (4.1.2)

(observar que B(vj) = (91(v), g2(v), - .. , gm-1(v)) = (a1, azj, ... ,a,,_,,) = w;,
j=1,... k).

Por otro lado, notemos que el nicleo de B es, precisamente, F , puesto que B(v) =0

equivale a:
gi(v) =0, paracada i€ {1,2,...,m—1},

osea, fi(v)=fiza(v),i=1...,m—1.
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Ahora bien, por el Teorema del Nucleo y la Imagen:
k= dmFE = dmF + dim/m(B) = dimF + r—1.
Luego, dim FF =k —r + 1. (usamos (4.1.2) ).

Lema 4.1.2 Para cada i de 1 a m, ycada j del a n, sean s;,t;: My, — R,

las funciones definidas por:

si(a) = suma de los elementos de la i—ésima fila de a .
ti(a) = suma de los elementos de la j—ésima columna de a .
Probar que las funciones si,...,Sm,t1,... ,t,, son linealmente dependientes, en el espacio

vectorial de las aplicaciones de My« en R . (denotado por F(Mpxn;R) ); sin embargo,

el conjunto {s1,...,Sm—1,t1,... ,tn} es linealmente independiente.

Demostracion:
Para cada a € M,,x,, , se cumple:
(s14 -+ sm)(a) = L1+ +1tn)(a),

pues en ambos miembros estan sumados todos los nimeros de a .

Asi,
S14F At Sm = bt
osea, sS1+:--+8sp—t1— - —t,=0.
De manera que, {S1,...,8m,t1,-..,t,} es linealmente dependiente en F(M,,xn;R) .

Ahora, consideremos el conjunto:

{81,... ,Sm_l,tl,... ,tn} .

Sea

Atst+ -+ ApeaSpot s + o+ pnty, = 0 (4.1.3)

139



donde, Ay,..., Apm_1,M1,..., /s, SOND escalares.

Aplicando (4.1.3) a la matriz

. . eM'ana

obtenemos: . (los elementos de la matriz usada, que no estan indicados, son todos

iguales a 0).

Si, ahora, aplicamos (4.1.3) a la matriz

0 --- 0
1 0

. € men )
—1 0

resulta: .

Asi continuamos, en forma andloga, hasta aplicar (4.1.3) a la matriz:

0 --- 0
e men Y
1 0
-1 0
para obtener: .
De manera que, (4.1.3) se convierte en:
Aplicando (4.1.4) a la matriz:
0 1 0
: € Musn
0 -« 0 --- 0

j—ésima columna
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Sellegaa: uj=0,757=1,...,n.

Luego, {s1,...,8m-1,t1,-..,ts} es linealmente independiente en F(M,,xn;R) .

Lema 4.1.3 Con las notaciones del lema (4.1.2), con m =n, sean: 7,0 : Myxn — R,

las funciones definidas, para cada a = (a;;) € Mpxn , por:
T7(@) = ay; +ax + -+ apy
(suma de los términos de la diagonal principal de a ),
o(a) = a + agp-1) + -+ am
(suma de los términos de la diagonal secundaria).

Probar que {s1,... ,Sn_1,t1,... ,tn_1,T,0} es un conjunto linealmente independiente.

Demostracion:

Supongamos que:

)\181 + -+ )\nflsnfl + ﬂltl + e+ [l,nfltnfl -+ ﬁT -+ no = 0. (415)

Aplicando (4.1.5) a la matriz

1 1
2 2
G Man )
1 1
T2 T2
obtenemos: A = 0.
Andlogamente, usando (4.1.5) y la matriz
0 0 0
1 1
0 3 3
E MTLX'IZ )
1 1
0 —3 —3

resulta: Xy =0.
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Analogamente, se obtienen:

As=M=-=X_1=0.

De manera que, (4.1.5) se transforma en

piti + -+ pp1tn 1+ 0B +n0 = 0 (4.1.6)

Empleando (4.1.6) y la matriz

1 0
E MTLX"I I
0 -1
se consigue que: pu; = 0.
Similarmente, con (4.1.6) y la matriz
01 --- 0
E Man )
0 0 - 0
obtenemos: o =0 .
En general, utilizando (4.1.6) y la matriz
0 1 0
: € Muxn
0 -+ 0 --- 0

j—ésima columna

sellegaa: u; =0, j=1,... ,n—1.

De modo que, (4.1.6) queda reducida a

Br+mno =0 (4.1.7)
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y si usamos (4.1.7) , con las matrices

1 1
1.0 0 - 1
y )
1 1
0 2 3 0
obtenemos: =0 y n =0, respectivamente.
Asi, {s1,...,8n-1,t1,... ,tn_1,7,0} es un conjunto linealmente independiente, en

F(Mysn; R) .
||

Volviendo a nuestro tema de los cuadrados magicos, recordemos que estos forman un subes-

pacio vectorial de M, ., .
Utilizaremos el lema 4.1.1, con E = M,, (por lo tanto, dim F = n?).
A su vez, en lugar de fi, fo,..., f,n , tenemos:

Slyevr 38nyllyeee yln, T, 0

los cuales generan, en E* | un subespacio de dimensién: (n—1)+(n—1)4+2=2n (lema

4.1.3; asi, el r del lema 4.1.1 es, en este caso, igual a 2n ).
Luego, usando el lema 4.1.1, el conjunto formado por las matrices a € M, ., , tales que
si(a) = - =sn(a) =ti(a) = --- =tn(a) = 7(a) = o(a) ,
es un subespacio vectorial de dimension
n?—-2n+1.
Pero observemos que este ultimo subespacio es, precisamente, el conjunto @, de los
cuadrados mégicos n x n .

En particular, haciendo n =2, obtenemos que la dimensiéon de @, es:

4—-4+1=1.

Como <} i) € Q2 , se sigue que todo elemento de @)y es de la forma (i i) , con
AeR.
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En el caso n =3, resulta:

dimQ; = 9—6+1 = 4.

Como
4 3 8 111 16 9 14 31 73 7
a=19 5 1] ,a=|11 1| ,a3=1]11 13 15 y ag= |13 37 61 ,
2 76 1 11 12 17 10 67 1 43

son elementos de ()3 , linealmente independientes, cualquier cuadrado magico 3 x 3, se

obtiene como una combinacién lineal de ellos.

Por ejemplo,
0'0&1+36'042+(—1>'053+0'Oé4 s

da como resultado el cuadrado magico

20 27 22
25 23 21
24 19 26

4.2. Maravillosos Principios.

Antetodo, recordemos la manera usual de presentar el conjunto de los niimeros naturales.

Sean: N, un conjunto (cuyos elementos son llamados niimeros naturales) y s: N — N |

una funcién, en la cual s(n) es llamado el sucesor de n .

La funcién s satisface los siguientes axiomas (llamados axiomas de Peano).

P; s:N— N, esinyectiva (dos nimeros que tienen el mismo sucesor, coinciden).

P, N —s(N) posee un solo elemento.

Es decir, existe un unico nimero natural que no es sucesor de algin otro elemento de

N . El es llamado uno y representado por el simbolo 1.
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P3 Principio de Induccion.

Si X C N es un subconjunto, tal que, 1 € X |, y, paratodo n € N se tiene
s(n) € X, entonces: X =N.

Otra manera de enunciar el Principio de Induccion es:

Sea P , una propiedad, referente a los nimeros naturales. Si 1 verifica dicha
propiedad P 1y si, del hecho de que un niimero natural n cumpla la propiedad P se
puede deducir que n+ 1 también verifica P, entonces, todos los nimeros naturales

tienen esa propiedad.

Una demostracién en la cual se utiliza el axioma Pg, se llama demostraciéon por

induccion.

Ejemplo: Probar que para todo nimero natural n se tiene:

2" — 1 es divisible por 15 (4.2.1)

Demostracion:
Sea X ={n &N | ncumple (4.2.1)} .

Como 2*! —1 =15, resulta que:

le X.

Supongamos, entonces, que n € X . Es decir, 2" — 1 es miiltiplo de 15.
Ahora bien,
gt = 9int4_ ] — 16.2"" -1 = (15+1)2"" —1

= 15-2" 42— 1 = 15.2"" (2" — 1) (4.2.2)

Pero (4.2.2) estd formada por la suma de dos miltiplos de 15.
Luego, n+1e€ X .
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De modo que, por Pz, concluimos que

X = N.

Otro hecho importante, lo constituyen las definiciones por induccién.

Ejemplo: Sea a € N ; definimos f: N — N, inductivamente, colocando, f(1) =a
y f(n+1)=a-f(n). Asi

Luego, f(n)=a™. O sea, ha sido definida, por induccidn, la enésima potencia del nimero

natural a .

Continuando con propiedades del conjunto N  nos encontramos con un notable resultado:
El Principio de Buena Ordenacién (al cual no referiremos como P.B.O.)

Todo subconjunto, no vacio, A C N, posee un elemento minimo.

Demostremos el P.B.O., basandonos en el axioma Pj .

Sea X el conjunto de todos los nimeros naturales n, tales que {1,2,... n} CN—-A.

Asi, ng € X significa ng € A y que, ademéas, 1,2,... ,n9— 1, tampoco pertenecen a

A . No olvidemos que queremos probar que A tiene un elemento minimo.
Si 1€ A, no tenemos mas nada que probar.

Supongamos, entonces, que 1 ¢ A . Luego, 1€ X .

Por otro lado, X #N, yaque X CN—-A, vy A#0.

De manera que, utilizando Pj3 , concluimos que: existe un numero natural ny tal que

ng € X pero ng+1¢ X .

Sea a=mng+1.

Entonces, a € A y {1,2,...,a—1} CN—A.
Luego, a es el menor elemento de A .
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Ahora, veamos que si admitimos el P.B.O., como hipdtesis, podemos obtener como conclu-

sion, el Principio de Induccion.
En efecto, sea P una propiedad, relativa a niimeros naturales.

Supongamos que 1 tiene la propiedad P . Asumimos, también, que:

Si n verifica la propiedad P , entonces, n+ 1, a su vez,

cumple con dicha propiedad. (4.2.3)
Consideremos:
Y = {neN | nnocumple P }.
Supongamos que Y # ().
Por el P.B.O., existe mg € Y, tal que: ny <n, paratodo n€Y . (4.2.4)

Luego, P es verificada por ng — 1 (notar que ng > 1).

Pero entonces, usando (4.2.3) , tenemos que no cumple P (en contradiccién con
(4.2.4) ).

Por lo tanto, Y =0, y , en consecuencia, P es verificada por todos los niimeros naturales.
[ |

Continuando con el P.B.O., obtendremos, a partir de dicho principio, otro, conocido como

el Segundo Principio de Induccién:
Sea X C N, tal que:

dado n € N, si X contiene todos los nimeros naturales m , con m < m , entonces

n € X . En estas condiciones, X =N .
Demostracién:

Sea Y =N-—-X.

Supongamos que Y # () .
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Entonces, por el P.B.O., existe yo € N, elemento minimo de Y .

Luego, para todo numero natural p, menor que y,, setiene pe X .

Pero entonces, por lo supuesto para X , se tiene que yo, € X (contradiccién, pues yo € Y ).
[ |

Otra forma de enunciar el Segundo Principio de Induccién es:

Sea P, una propiedad relativa a nimeros naturales. Supongamos que, dado n € N, se

tiene que:

Si todo m < n tiene la propiedad P, entonces m también verifica dicha propiedad.
En esas condiciones, todo nimero natural cumple la propiedad P .

Ahora, queremos probar que el Segundo Principio de Induccién implica el P.B.O.
Demostracion:

Sea A, un subconjunto de N, no vacio. Probaremos que A posee un elemento minimo.
Si 1€ A, no necesitamos hacer mas nada.

Supongamos, entonces, que 1 ¢ A .

Sea X , el conjunto de todos los niimeros naturales n , tales que {1,2,... ,n} CN—A.
En particular, 1 € X .

También, ng € X significa que no € A, v 1,2,...,n9—1, tampoco estin en A .

Por otro lado, como X CN—A, vy A#0, resultaque X #N.

Entonces, por el Segundo Principio de Induccién, debe existir un my € N, tal que,

X contiene todos los numeros naturales menores que mg, pero mg & X .
Es decir, mpe A y 1,2,... ,mp—1, noestainen A.

En otras palabras, mg es el elemento minimo de A .
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Observacién 4.2.1
En todo lo afirmado antes, N puede ser sustituido por un conjunto de la forma

{ng,no+1,n0+2,...}, con ng € NU{0}, yel 1, reemplazado por el ny .
Asi, podemos encontrarnos con ejercicios como:

1) Probar que para n > 0, se tiene:

7" + 2 es divisible por 3.

2) Probar que para n >4, se cumple:

2" < nl

Otra expresion, equivalente, del P.B.O. es el Principio del Descenso Infinito (P.D.L.),

conocido, también, como el Principio de la Escalera, de Fermat:

Si un proceso genera, en cada paso, un nimero natural, y si, en cada paso, el natural obtenido
es menor que el del paso anterior, entonces, ese descenso no podré ser infinito, es decir, el

proceso deberd parar.
Como una aplicacion del P.D.I., probemos que N es Arquimediano.

En efecto, sean a y b, naturales, con b < a . Entonces, el descenso,
a—b,a—2b, ..., a—nb, ...

no puede ser infinito. Luego, existe ng € N, tal que a —ngb <0, osea, ngb > a .

Otra aplicacion del mismo P.D.I.:

Todo ntimero natural n, mayor que 1, tiene algtin factor primo.
Demostracion:

Si n fuera primo, el factor serd él mismo.
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Si m no es primo, entonces, n =ab, con 1 <a<n.

Si a es primo, ahi tenemos el factor primo buscado; si éste no es el caso, a se puede

descomponer en a't’ y asi, continuamos el proceso.

En caso de nunca llegar a un factor primo de n , el descenso seria infinito, lo cual no es

permitido, segtin el P.D.I.
Luego, n debe tener un factor primo.

Finalmente, hay otro principio del cual queremos hablar, pero lo hemos ubicado en la si-

guiente seccién.

4.3. Teoremas de la Fauna.

En esta secciéon han quedado agrupados varios teoremas, cuyos curiosos nombres aluden al

Reino Animal.

Al incursionar en el mundo animal, con frecuencia hallamos temas alusivos a la Matematica.

Por ejemplo, al estudiar con detenimiento la concha, en forma de espiral, del caracol

nautilus, podemos deducir notables propiedades de dicha espiral.
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La espiral intersecta todos los radios exactamente bajo un mismo angulo.
Empezaremos con un teorema de caracter geométrico.
Teorema de la Mariposa.

Sea M el punto medio de una cuerda P(Q de un circulo dado. Por M pasan las cuerdas
AB 'y CD . Las cuerdas AD y BC intersectan P(Q en los puntos X e Y ,

respectivamente. Entonces, M es el punto medio de XY .

Demostracién:

Desde X , trazamos XX; y XX, , perpendiculares a AB y CD , respectivamente.
Anélogamente, desde Y , dibujamos YY; e YVY,, perpendiculares a AB y CD ,

respectivamente. Para las longitudes de segmentos usaremos las notaciones:

a=PM=MQ, MX =2, MY =y, MX, =21, MXy =22, MY1 =y, MYy =y, .

Por otro lado, notemos que las siguientes parejas de tridngulos rectangulos, son, respecti-
vamente, semejantes:

MX, X , MY Y

MX, X | MY,Y

AX1 X , CYLY

DX, X |, BYiY.
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(para la prueba, en algunos casos se la igualdad de dngulos opuestos por el vértice, en otros,

el teorema del angulo inscrito).

De las semejanzas, resulta:
. ) T1 AX . ) XD

1 x
v w v m wm v on VB
Luego,
x? zi 2  AX-XD  PX-XQ

2 y-y, CY-YB PY.-YQ'

donde, para obtener la dltima igualdad, hemos utilizado el teorema de las cuerdas se-

cantes.
Asi,
> (a—=z)(a+z) a®—2
vy (etylla—y) -y
2 2 _ .2
Pero x_2 = a2 5 » nos lleva a:
Y a—y
222 = a*y?

O sea, a*(x+y)(z—y)=0.

Luego, * =y, como queriamos probar.
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El siguiente teorema se ubica en el terreno algebraico.

Teorema de la Serpiente.

Para mayor simplicidad, vamos a presentar una versiéon particular de dicho teorema, en un
contexto menos general que el de la teoria de modulos sobre un anillo. Lo enunciaremos y

demostraremos en el ambito de los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales entre ellos.

Sea K un cuerpo; consideremos el siguiente diagrama (conmutativo) de K —espacios

vectoriales:

/

r —4— L —— L
ol b f U
Mo M s M

cuyas filas son exactas (es decir: Imagen de g = Nucleo de ¢, Imagen de h = Nucleo
de h').

Emplearemos, para el nicleo y la imagen de una transformacion lineal f , la notacién:

Ker f e Im f, respectivamente.

Completemos el diagrama anterior, asi:

0 0 0
b I 4
Kerf/ —— Kerf —— Ker f” .“
b I 4 ’:
i e T )
7' L
,l"--JT['-"i;- VLN VT
v | !
‘~M'/Im ff —— M/Imf —— M"/Imf"
\ I 4
0 0 0
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Supongamos que h es inyectiva y que ¢ es sobreyectiva, entonces: existe una trans-

formacion lineal, d: Ker f” — M'/Im f’ | tal que, la sucesién

Ker f' — Ker f — Ker f/ —%— M'/Tm f' — M/Im f — M"/Im f"” es exacta.
(4.3.1)

Demostracién:

Observemos que las aplicaciones indicadas sélo por las flechas, sin ninguna letra, son las

canonicas, por ejemplo,

Ker f — Ker f , se obtiene por la restriccién de ¢ : L' — L ; andlogamente, la
aplicacién Ker f — Ker f” | es la restriccién correspondiente de ¢’ : L — L” | mientras

que
M'/lm f' — M/Im f y M/Im f — M"/Im f"

se obtienen, por paso al cociente,de h: M’ — M y h': M — M" | respectivamente.

Asi,
M /Im f — M/Im f
_ _ (4.3.2)
Y — hy) ,
donde, 3’ denota la clase de equivalencia de 3’ en el espacio cociente M’'/Im f’ .
Veamos c6mo se construye d : Ker f/ — M'/Im f .
Sea z” € Ker f” .
Como ¢’ es sobreyectiva, existe
xeL , talque: ¢(z)=2". (4.3.3)

Por la conmutatividad del diagrama, h'f = "¢ .
Asi,
W(f(x) = f'(g'(x) = f'@") = 0.
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O sea, f(r) <Kerh' =Imk , luego, existe un (dnico) y' € M’ , que cumple:

hy') = f(z). (4.3.4)

Tomamos, entonces, 3’ € M’'/Im f' .
Ahora, definimos:

d(z") = o . (4.3.5)
Queda por probar:

i) d estd bien definida.
ii) d es lineal.

iii) (4.3.1) es exacta.

Prueba de i).
Sea z” € Ker f” ; supongamos que, ademas de (4.3.3) , también, ¢'(z1) =2", x; € L.

Sabemos que 1(f(m)) = //(g/(x1)) = /(") = 0.
Es decir, f(z;) € Kerh'=Imh .

Asi, existe y; € M, tal que:

h(yy) = fla1) . (4.3.6)

Luego, por definicién,

d(z") = v} . (4.3.7)
Veamos que gy, =y, osea, que (4.3.5) y (4.3.7) coinciden. Para ello, sélo necesitamos
ver que ¥y —y; € Im f'.

155



"

Como ¢'(z) = ¢'(z1) = 2", tenemos que

r—1 € Kerg'=Img

Luego, existe w € L', tal que:

De modo que, usando (4.3.4) , (4.3.6) y (4.3.8), obtenemos:

h(y' —yi) = h(y) —hy) = fx) = f(z1) = h(f'(w)).

Como h es inyectiva, de (4.3.9) se sigue:
v —vyy = fllw) € Im f" .

Luego, v/ = y_i , vy d esta bien definida.

Prueba de ii).

Sea A un escalar y z” € Ker f” . Demostremos que d(Az") = Ad(z") .
Sea x € L, tal que ¢'(z)=2"; en particular, ¢'(Az) = Az" .

Como vimos al construir d, existe y' € M’ tal que, h(y') = f(x) .

(de paso, h(Ay') = f(A\x) ).

Entonces, por definicién, tenemos:

(4.3.8)

(4.3.9)



Como My’ = Ay, resulta:

Anélogamente, si d(z”) =1, y d(z4) =y, con:

se tiene

luego,

Prueba de iii).
Veamos, primero, que

g‘K ! gl|K
Ker f/ —=" 5 Ker f ——=L Ker f”

es exacta.

Dado 2z’ € Ker ', tenemos:
g(a') € Img = Kerg' ,
asi,
g(g9(')) = 0. (4.3.10)
También, f(g(z')) = h(f'(z")) = h(0) =0.
Es decir,

g(z') € Ker f . (4.3.11)



Por (4.3.10) y (4.3.11) , concluimos que

C Ker g’
9 |Ker

Im , .
g|Ker_f f

Probemos la inclusion en sentido contrario.

Sea z € Kerf, tal que ¢'(z) =0.Como Img=Kerg , existe 2’ € L', tal que

g(z') = x. (4.3.12)

f,(.%'/) — 0 ,
o sea,
' € Ker f. (4.3.13)
De (4.3.12) y (4.3.13) se sigue:
x € Img|Kerf, :

Conclusién:

Im g|Kerf, = Ker g’]Kerf :

En segundo lugar, veamos que
M /Im f' — M/Im f — M"/Im f"
es exacta.
Probemos que la imagen de la primera funcién esta contenida en el nicleo de la segunda.
Ante todo, recordemos (4.3.2) .
Tomemos 3 € M’ . Nos preguntamos si h'(h(y')) =0, osea , si W' (h(y)) € Im f" .
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Pero, W'h =0, luego, h'(h(y")) =0= f"(0) € Im f" .

Asi que,

I M/—>M Cc K M—>
o Im f/ Im f o Im f

Sea, ahora, y € M , tal que: h'(y) =0, osea, h'(y) € Im f".

Luego, existe z” € L” , que cumple:

fl/(a,;l/) — h/(y) .

Como ¢’ es sobreyectiva, existe = € L, el cual verifica: ¢'(z) = 2" .

De modo que:

H(f(z) = f'(g'(x) = f'(") = W(y).

Asi, y— f(x) e Ker i =Imh .

Por lo tanto, existe =’ € M’ , tal que:

Hallemos la imagen de 2/, mediante la funcién

M/

De (4.3.14) se sigue:

luego, h(z’) —y =0, esdecir, h(z') =7 .

En otras palabras, y es la imagen de x’, mencionada antes.

M M M
Ker m — Im f” - Im

En consecuencia,
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Resta probar, la exactitud de:

M . M
Im f’ Im f

Ker f — Ker f/ —%

Sea z” € Kerd . Es decir, d(z") =%, con y €Im f.

De acuerdo a la construcciéon de d, existe x € L, tal que ¢'(x) =", f(z) € Kerh',
hy') = f(z) .

Como 3 € Im f', existe 2’ € L', tal que

Asi, fg(z') = hf'(a") = h(y') = f(2) .
Luego, = — g(z') € Ker f, ademds,

g(x—g(@)) = g(z)—gg(@) = ¢(z) - 0@) = ¢(z) = =
O sea,

o’ € Img'fy .-

Lo que equivale a:

Kerd C Im g'|Kerf.

Demostremos la inclusion opuesta.
" /
Sea x EImg|Kerf :

Entonces, existe x € Kerf , tal que

Tenemos:

luego, z” € Ker f” .
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Por otro lado,

donde,

Como h es inyectiva, resulta 3y’ =0 .
Asi, ¥ =0.

O sea, d(z")=0.

De modo que: Im g’|Kerf C Kerd.

En resumen:

Img’|Kerf = Kerd.

Tenemos pendiente probar que

Imd:Ker(M M)

Im f/ — Im f
Recordemos que d: Ker f" — M'/Im f" .
Sea z” € Ker " y vy =d(2").

Probemos que h(y’) =0, (ver (4.3.2) ) es decir, que h(y') € Im f

Pero, precisamente, en la construccién de d, tenemos que h(y’)

que ¢'(x)=2z".

De modo que,

M’ M
Im d K — .
m C er <Imf’ — Imf)

Para la otra inclusion, tenemos:

tomemos 3’ , tal que h(y')=0, con y € M'.
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Entonces, h(y') € Im f .

Luego, existe x € L, que cumple:

f(z) = h(y) . (4.3.15)
Consideremos z” = ¢'(x) .
Veamos que z” € Ker f” .
En efecto,
W (f(z) = f'(g'(z)) = f"(z") (4.3.16)

Como f(z) € Imh=Kerh', (ver (4.3.15) ) resulta, de (4.3.16) , que
f//(x//) — O ,
como afirmabamos.

Ahora podemos considerar d(z”) , el cual no es otro que ¥’ .
M’ M
— Imd .
Im f/ — Im f ) - m
M’ R M
Im f Imf) "~

De manera que, Ker (

Resumiendo, Imd = Ker (
[

En el siguiente teorema, hacemos una incursion en areas del Analisis. Antes de presentarlo

debemos hablar un poco de la Teoria del Grado.

Consideremos la ecuacién f(z) =y, donde, f:Q — R" es continua, dada; Q C R”
es un abierto, en tanto que y , es un punto dado en R™ . Entre las cuestiones que nos
podemos plantear, estan: ;jtal ecuacién tiene, al menos, una solucién en 2 ? ;hay una
sola solucion? jcoémo estan las soluciones distribuidas en €2 7 ;las respuestas permanecen

6 cambian drasticamente, al modificar f e gy, en alguna forma razonable?
Existe una herramienta, el grado topolégico de f , con respecto a ) e vy
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(denotado por d(f2, f,y) ) la cual es muy 1til en la bisqueda de las respuestas a las anteriores

interrogantes.

En [4], se puede hallar la demostracién de la existencia y la unicidad de dicho importante

instrumento.

Aqui presentaremos el tema en forma bastante simplificada y en situaciones no muy generales,

en aras de la sencillez.

Sean: 2 C R™ un conjunto abierto y acotado; f:Q — R”, de clase C*:
y e R" — f(0QQU Sf), donde, 00 denota la frontera de 2, y

Sy = {xr €Q | Jacobiano de f en x = 0}.
Entonces, se define:

d(f,Qy) = Y signoJy(z) (4.3.17)

zef~(y)

(convencién: Z = 0).
0
Ejemplo:
Sea f:R? — R?, dada por:

flz,y) = (2° = 3zy?, —y® + 32%y) ,

y sean: a = (1,0),

Q = By(0) = {(z,y) eR? | 2> +y*> <4} .
Entonces, d(f,,a)=3.

Demostracién:

En primer lugar, hallemos f~'(1,0) .

Debemos resolver el sistema:

(4.3.18)

22 —3xy? = 1
2 +32%y = 0
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22 —3zy? = 1
O sea, :
y(—y*+32%) = 0

Si y =0, sustituimos en (4.3.18) y obtenemos z® = 1. Por lo tanto, resulta la solucién

(1,0) € B2(0)

Si y? = 32?, reemplazamos en (4.3.18) y resulta: z° — 923 =1, osea, —8z3=1.
1
L S
uego, 5

V3

3
Entonces, 3% = 1 Es decir, y = i? .

Obtenemos asi, las soluciones:
1 v3 1 3
__7£ ) - Ta _\/__ ) en B2(0>
2" 2 2 2

Por otro lado,

3x? — 3y? —6zy ) bes
zy —3y x

De modo que, J¢(z,y) >0 si (z,y) # (0,0); resulta: Sy = {(0,0)}.
También, a = (1,0) ¢ f(OLU Sy) .
Luego, aplicando (4.3.17) , se tiene:
d(f,Bs(0),a) = 1+14+1 = 3.
A continuacién, veamos algunas propiedades del grado topoldgico:
dy) d(I1,Q,y)=1, para y € Q, donde, I denota la restriccién, a Q , de la identidad
de R™.

dz) d(f,Q,y) #0 implica f~'(y) #0.
d3) Propiedad de la invariancia homotdépica.

d(h(t,-),Q,y(t)) es independiente de t, donde,
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h:[0,1]xQ — R,
y:[0,1] — R™ |
son continuas y

y(t) & h(t,00) (4.3.19)

Nota 4.3.2 La funcion h es conocida por el nombre de homotopia. Por otro lado, lla-
mando h(0,z) = f(x) y h(l,z) = g(x) , para todo = € Q , se dice que h es una
homotopia de f a g (podemos decir que [ es “deformada continuamente” hasta

obtener g ).

Una homotopia tal que (4.3.19) se cumpla es llamada una homotopia admisible. Es
decir, que es importante que en el proceso de deformacién, no se obtenga el punto y(t)

como imagen, por h, de un punto (¢,z), con z € 9N .

La propiedad d3) es bastante util y poderosa. En el teorema que sigue la utilizaremos de la

siguiente forma:

Si dos aplicaciones f y g tienen diferente grado, entonces, una cierta h que conecta

f v g no puede ser una homotopia admisible.

Teorema del puerco espin:
Sean: 2 C R™ un abierto, acotado, con 0 € Q; f:900 — R™ — {0}, continua.

Supongamos, también, que n es impar. Entonces, existen: xqg € 90 y A # 0, tales

que f(zg) = Azg .
Demostracion:

Como 0f) es compacto, f se puede extender, continuamente, de modo que no hay pérdida

de generalidad al suponer f continua en .
Como n es impar, usando (4.3.17) se obtiene: d(—1,2,0) = —1.
Supongamos que d(f,,0) # — 1.

Entonces, h:[0,1] x Q@ — R" | dada por: h(t,z) = (1 —t)f(z) —tz, no debe ser una

homotopia admisible (notar que A es una homotopia entre f y —I).
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Asi que, para algin (tg,zo) € (0,1) x 92, debe ser h(ty,z9) =0 .
O sea, (1 —tg)f(zg) —tozo=0".

Es decir,

Si d(f,Q,0) = — 1, consideremos h: [0,1] x Q — R", tal que:

h(t,z) = (1—1t)f(z) +tz .

Resulta que h define una homotopia entre f (correspondiente a ¢ = 0 ) y la identidad

(correspondiente a t =1).

Ya que d(1,92,0) =1, tenemos que:
d(f,9,0) # d(1,9,0).

Por lo tanto, h no es una homotopia admisible. Esto significa que, existen: to € (0, 1)

y xo € 0F) , tales que:

h(to, ) = 0.
(Notar que: para = € 9Q, es h(0,z) = f(z) £0, y h(l,z) =z £0).
Luego,

(]. —to)f($0) +t01’0 =0 s

o sea,

Nota 4.3.3 En particular, st n = 3, el teorema quiere decir, que un puerco espin no puede

ser peinado, sin dejarle “copete”.
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El 1dltimo teorema de este capitulo es de enunciado muy sencillo, pero de gran importancia,

y es mas conocido como el Principio del nido de las palomas:

Si m+ 1 palomas son colocadas en m mnidos , entonces, por lo menos, un nido

debera tener 2 6 mas palomas.

En efecto, si el nimero maximo de palomas en cada nido fuese 1, estarian distribuidas, a lo

sumo, n palomas (contradiccién).

Este principio también es llamado: Principio de las gavetas, de Dirichlet, por el hecho

de ser, usualmente, enunciado asi:

Si colocdramos n objetos en un nimero r de gavetas (con r < n ), entonces, por lo menos,

una gaveta debera contener, al menos, dos objetos.

Aplicacién: probar que el conjunto @Q , de los nimero racionales, es denso en el conjunto

de los niimeros reales.
Para ello, basta demostrar que:

dado , para cada numero natural n > 1, existe un racional d ,con 1<g<n,
q
tal que:

o — B‘ < i .
q nq
1 1
notar que — < —
ng - n
Demostracion:
Consideremos los m + 1 numeros:
0, a—[a], 2a—[2a], ... , na—|na , (4.3.20)

donde, [z] significa la “parte entera de x”.

1
También, dividimos el intervalo [0,1], en n subintervalos, de longitud — .
n

0 1 2 3 e n=2 n-l1 n _1
n n  n n n n
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Como cada uno de los m + 1 numeros de (4.3.20) pertenece al intervalo [0,1], y éste fue
dividido en m subintervalos de longitud % , concluimos, mediante el Principio del nido
de las palomas, que: existen r y s, enteros,con 0 <r <s<n, talesque, ra—[ra

y sa — [sa] pertenecen a un mismo subintervalo.
Llamemos: ¢=s—1r , p=[sa] —[ra].

Entonces, se cumple:

lgae — p| = ‘(s—r)a—([sa]—[ra])‘ = ‘sa—[sa]—(ra—[ra])‘ < %
Asi,
a—z—)' < i
ql  nq

4.4. Los Cuatro “Cuatros”.

Releyendo “El hombre que calculaba” de Malba Tahan (pseudénimo de Julio Cesar de
Mello e Souza, profesor de matematica, brasileno, 1895-1974), me encuentro con la historia
de los cuatro “cuatros”, la cual, segin Beremis (el protagonista en el citado libro) es una
de las maravillas del céalculo. Se trata de escribir un niimero entero, mayor o igual a cero,

cualquiera, empleando solamente cuatro “cuatros”, ligados por signos matematicos.

Enseguida, Beremis presenta los siguientes casos

44 4 4
= 44— 44 1 = — 2 = —4-
0 ’ 44 ’ 171
A4+4+4 4-4 4.-4+44
3 = - 4 = 44 —= o= — =
4 ’ T ’ 4
444 44
6 = %+4 LT = ., 8 = 4+4+4—4
4 44 — 4
9 = 4+4+- 10 = ——
A+ ;

Notemos que, para algunos de los nimeros presentados, se puede hallar otra solucién; por

ejemplo,

3:x/1+f—§
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Para nimeros mayores hay ingeniosas soluciones. Asi:

V VYA + v

33 =
V4

4+/4)! + 4!
41 — W_L
4!
Sin embargo, lo asombroso, es que se puede hallar una expresién, que sirve para todo

nimero entero n , mayor o igual que cero, en la cual entran en escena los logaritmos en

base /4 .

Veamos:

L1
4n i An

n = logﬁl (\/Z)n = logﬂ (\/Z) = %llogwI (\/Z) (4.4.1)

Ahora, tratemos de hacer “desaparecer” la n , en el segundo miembro de (4.4.1) . Una
manera es, utilizar el logaritmo (en base +/4 ) de radicales (de indice 2) bajo los cuales

esté el nimero 4. Es decir, usar la expresion:

log\ﬂI \/ - V4 (suponemos que hay k radicales)

1
10g\/4I \/--v/al| = T

(\/1)4" — okl (4.4.2)



De (4.4.2) obtenemos: k=4n+1.

Luego, sustituyendo en (4.4.1) , queda:

n_ZOg\/Z s

logWI

:

con el acuerdo, que hay 4n + 1 radicales en la expresién

En particular, para n =0, tenemos:

Para n=1,

VVa

Ya para n = 2, necesitaremos 9 radicales. En fin, bella y concisa férmula, sélo que el precio

es enorme, en radicales.
[ ]

Una amenidad, esta vez con el nimero 6, se presenta al querer combinar, mediante simbolos
matematicos, tres veces el nimero 1, tres veces el niimero 2, ... , tres veces el nimero 9,

de manera que, en cada caso, el resultado sea el ntimero 6.

Por ejemplo:
24242 = 6 3.3-3 = 6 VA+Vi+V4 = 6
54+2 = 6 6+6—-6 = 6 7T-1 =6

S-VVETE = 6 VBVi-vO = ¢

y ... finalmente
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(1+14+1)! =6

4.5. Miscelanea Matematica.

En este apartado han quedado agrupados un conjunto de ejercicios, como aquellos de ; Ver-
dadero o Falso? , o esos que hacen referencia al reciproco de algiin teorema, a alguna inter-

pretacion geométrica de cierta operacion, etc.

Para los ejercicios del 1 al 6, justificar si es Verdadero o Falso, lo expresado en cada uno

de ellos.

1) Sea (M,d) un espacio métrico, tal que toda funcién continua, f: M — R, posee

un maximo.

Entonces: toda sucesién de elementos de M posee una subsucesién convergente.

2) Sea f:R— R, continua.

Entonces, el conjunto de los puntos fijos de f es cerrado.

3) Sean: H un espacio de Hilbert, T': H — H , lineal.

Se tiene que:

a) Siel grafico de T es cerrado, entonces T es abierta.
b) Si T es biyectiva y compacta, entonces, dim H < +00 .

c) Si T es compacta, entonces, el nicleo de T es completo.

4) Sean: X,Y , espacios vectoriales normados; T: X — Y | lineal.

Entonces, T es continua si, y solo si, el nicleo de T es un subespacio cerrado en

X .

5) Sean: X,Y , espacios vectoriales normados; T : X — Y | operador lineal cerrado.

Si el ntucleo de T' es denso en X , entonces, T =0 .
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6)

10)

11)

Sean: X,Y , espacios vectoriales normados; A : X — Y | lineal, continuo.

Supongamos que existen: xg # 0; A9, escalar, tales que: Axg = \oxg -

Entonces: | Al > |\ -

Sean: (M,d) , espacio métrico; F', cerrado, no vacio, subconjunto de M ;
H={z,29,...,2n,...} C M, sin puntos de acumulacién.

Supongamos, ademés, que FNH =0 .

Definimos f: M — [0,1], por:

d(xzF)
d(z,H)+d(z,F)

flz) =
Probar que f es continua, que f(H)= {1} yque f(F)={0}.

Sean: M , un espacio métrico completo,
E | un espacio vectorial normado,
T, un conjunto de aplicaciones continuas de M en F .

Asumamos, también, que 7T es puntualmente acotado, es decir, para cada x € M

existe ¢, >0, tal que: || f(z)|| <c., paratodo feT.

Probar que existe un abierto, no vacio, U C M , tal que T es uniformemente
acotadoen U, osea ,existe ¢ >0 que cumple: | f(z)|| <c, paratodo fe& T,
para todo x € U .

Sea X un espacio de Banach, de dimensién infinita.

Probar que si 7' : X — X , lineal , es inyectiva y compacta, entonces, 1" no puede
ser sobreyectiva.

Sean: X,Y , espacios de Banach;

A: X — Y, lineal, biyectiva, y cerrada.

Probar que A™':Y — X | es continua.

Sea H un espacio de Hilbert.
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a) Probar que un operador lineal A: H — H , que verifica:
(Az,y) = (z,Ay) , (4.5.1)

para cualesquiera z,y € H , es continuo. ( (-,-) denota el producto interno en
H).
b) Probar que si A : H — H , operador lineal, cumple (4.5.1) , y , ademds,

A? =1, entonces, existe un subespacio, cerrado, L, de H , tal que:
Az +y)=z—vy, paratodo z € L, paratodo y€ L*.

12) Sea E, el espacio vectorial de las funciones continuas en [0,1], con valores en R .

Consideremos, en FE , las normas:

[fllc = sup [f(?)]

0<t<1

i1 = ([ ()" @)

®:F— R, por: &(f)= f(0).

1
UV:E—R, por: ‘If(f):/ tf(t)dt .
0

Estudiar la continuidad de los funcionales ® y W, en relacién a las dos normas

1/2

Definimos:

citadas, y, cuando corresponda, calcular las normas respectivas, de & y V.

13) Sean: X , espacio vectorial normado;
A, B, subconjuntos de X ;
« , un escalar; w e X .

Definimos:

aAd = {z€eX | z=aa, ac€ A},
A+w = {ze€eX |z=a+w, a€ A},
A+B = {z€X |z=a+b, ac A, be B}.

Explicar el siguiente dibujo.
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A+ B
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Respuestas.

1) Verdadero. Razonemos por reduccién al absurdo.

Sea (z,), sucesién en M , de la cual no se puede extraer una subsucesién convergente.

Consideremos
g : {r1,29,... ,2,,...} — R, dada por:
g(xz,) = n.
Ahora bien, {z1,%s,... ,Z,,...} escerradoen M ;| pues no posee puntos de acumula-

cién en M . Luego, por el Teorema de extensién de Tietze (ver [6]), existe f: M — R,

continua, extension de g .
Luego, f(z,) = g(z,) =n, paratodo n e N.

De modo que, f no posee un maximo. (contradiccion).

2) Verdadero. Sea K ={z € R | f(z) ==z}.
Consideremos zy € K .

Entonces, existe (z,), sucesién en K ;| tal que:

T, — T - (4.5.2)

Como f es continua, resulta: f(z,) — f(xo), o sea,

Zn — f(wmo) . (4.5.3)

De (4.5.2) y (4.5.3) se sigue:

f(io) = o -

175



Es decir, zo € K .
3)

a) Falso. Por el Teorema del Gréfico Cerrado podemos concluir que 7' es continua.

Pero si no hay informacién adicional, no podemos asegurar que 7T envia abiertos en

abiertos (cosa que sucederia, por ejemplo, si T es, ademds, sobreyectiva).

b) Verdadero. En efecto, T-!: H — H , es continua, pues T es abierta. Entonces,
I = T7'T es compacta, pues es la composicién de un operador continuo con uno

compacto.

En particular, I (B [0; 1]) es compacta. O sea,
B[0;1] es compacta.
Luego, H es de dimension finita.

c) Verdadero. Como 7T es continua, entonces N(T') es cerrado en H . Entonces,

como H es de Banach, resulta N(T) completo.

4) Falso. La condicién indicada es necesaria, pero no suficiente.

Por ejemplo, si X = C!0,1] , Y = C[0,1] , (ambos con la norma de la convergencia
uniforme); 7 : X — Y | el operador derivacién, entonces, N(T') es cerrado en X

(pues T es un operador cerrado), pero T no es continuo.

También, en el caso Y =R, si es verdadero lo afirmado en (4).

5) Verdadero. Probemos que el nicleo de 7', N(T), escerradoen X .

Sea g€ N(T) .

Entonces, existe (z,), sucesién en N(T), tal que

T, — o (4.5.4)
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Obviamente,

Tz,=0 — 0. (4.5.5)

Como T es cerrado, de (4.5.4) y (4.5.5) se sigue: Txg=0.
O sea, =o€ N(T) .

De modo que:

Conclusién: T'=0.

6) Verdadero. Tenemos: |[Axg| = |Aol||zo]| - Luego,
[[ Aol
= |No| - (4.5.6)
o]l
[ Az]]

Como ||A]| = sup , concluimos, usando (4.5.6) , que:

w0 |||

1A= Aol -

7) Probemos, primero, que el denominador en la expresiéon de f(x), nunca se anula.

En efecto, si fuera d(x,H)+d(xz,F) =0, para algin = € M , se tendria:

d(z,H) = d(z,F) = 0. (4.5.7)
Ahora, como F' es cerrado (hipdtesis) y H también lo es (no tiene puntos de acumula-
cién), (4.5.7) implica que
re€H 'y xz€F (contradiccién).
Asi, f(z) estd bien definido, para todo = € M .
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Por otro lado, es inmediato que 0 < f(x) <1, paratodo z € M .
Ademads, como d(-,F) y d(-,H) son funciones continuas, resulta que f es continua.

También, si z € F', entonces:

8) Para cada n € N, definimos:
F, = {xe M | |[f(z)|| < n, paratodo f ET}.

Como, dado x= € M , existe ¢, > 0 tal que |f(z)| < ¢, , paratodo f € T , basta

tomar un n € N, con n > c,, para concluir que x € F}, .

De modo que se tiene:

+o0o
M= |JF.. (4.5.8)
n=1

Por otro lado, cada F,, es cerrado en M .
Efectivamente,
si T € F,,, entonces, existe (z;), sucesion en F, , tal que z; — 7T .

Para cada f € T, se cumple: f(z;) — f(Z), y , en consecuencia,

I @)l — @I

Como |[f(z;)|| <n, paratodo fe&T , sesigue que:

If@)Il = lm |f(zj)ll < n, paratodofeT.

Asi, T € F, .
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Ya que M es completo y se cumple (4.5.8) , aplicamos el Teorema de Baire para deducir

que: existe ny € N, tal que:

int F,, # 0.

Tomemos =z € int I, .

Luego, existe 6 > 0, de modo que:

B(.’Bo,é) - Fno .

Entonces, si o € B(x;d), se cumple:

|f(z)|]] < no , paratodo feT.

Es decir, se obtiene lo que queriamos, eligiendo

U = B(x;0) y c=ng.

9) Si T fuera sobreyectiva, concluiriamos, mediante el Teorema de la Aplicacién Abier-

ta, que T~ ! es continua.

Luego, I =TT serfa un operador lineal compacto (contradiccién con la hipétesis: X es

de dimensién infinita. Ver, también, ejercicio (3)-(b)).

10) Por el Teorema del Grafico Cerrado, A es continua; ahora, usando el Teorema

de la Aplicacién Abierta, resulta que A~! es continua.

11)

a) Demostremos que el grafico de A es cerradoen H X H .

Sean:
Ty — T

(4.5.9)
Ax, — y
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b)

De acuerdo a (4.5.1) , se tiene:

(Azy,,y — Az) = (z,, Ay — Ax)) (4.5.10)

Tomando limites en (4.5.10) , usando (4.5.9) y la continuidad del producto interno,

llegamos a:

(y,y — Az) = (z, Ay — Ax)) (4.5.11)

Sien (4.5.11) aplicamos (4.5.1) , conseguimos:
(yy — Az) = (Az,y — Ax) |
es decir,
(y— Az,y — Az) = 0.

Luego, |y — Az|*>=0.
O sea, y= Ax .
De modo que, el grafico de A es cerradoen H x H .

Entonces, mediante el Teorema del Grafico Cerrado, concluimos que A es conti-

nuo.

Notemos, de paso, que (4.5.1) significa que A es auto-adjunto.
Para todo z € H, tenemos:
2 = Az+2z—Az.
Por otro lado,
Alz—Az) = Az— A2 = Az —2 = —(2— Az).

Asi que, llamando: y =z — Az, © = Az, hasta ahora, se cumple:

z = Az4+y = x4y

Az = Az+ Ay = Az —y.
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Luego, para lograr nuestro cometido, es suficiente que sea Ax = z , es decir, un

candidato a L es el subespacio de los puntos fijos de A .
Veamos que efectivamente, esta es la solucion.

Sea L el subespacio de los puntos fijos de A . Resulta que L es un subespacio

cerrado de H (la prueba es semejante a la del ejercicio (2)).

Entonces,

H=LpL"

Veamos, ahora, que

Lt ={yeH | Ay=—y}.

Sea y € H, tal que Ay=—y.
Para xz € L, se cumple:
(Z,y) = (Az,y) = (z,4y) = (z,—y) = —(z,9) .

Asi, (z,y) =0.
O sea, y e L*.
Tomemos y € L', cualquiera.

Luego, para todo « € L, se tiene:
0= (z,y) = (Az,y) = (z,Ay) .

Es decir, Ay € L™ (entonces, y + Ay € L+ ).

Por otro lado,

A(Ay+y) = A’y+ Ay = y+ Ay .

Osea, Ay+yec L.
Asi que, Ay+ye LNL+ = {0}.

Por lo tanto, Ay = —y .
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Conclusién: L+ ={ye€ H | Ay = —y}.

En resumen, dado z € H , se tiene que:
z=x+y , conze€L,yelLt.
Ademas:

Az = Alz+y) = Az +Ay = z—y.

12) Tenemos:

[N = [FO) < [Iflle -

Luego, respecto a || ||oo, P es continuo, y [Pl < 1.

Ahora bien, si consideramos fj : [0,1] — R, dada por: f(t) =1, paratodo t € [0,1],
resulta que |follw=1 y @(fo) = fo(0)=1.

De modo que: [|[®|lo =1.
En tanto que, respecto a la norma || - ||z, ¢ no es continuo.

En efecto, consideremos la sucesién (f,), donde, f,:[0,1] — R, es dada por:

<t<1

S|
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8
Tenem el = — .
enemos que: || full3 on

Ast, fo—0 (en [[-[l2).

Pero ®(f,) = f.(0) =1, paratodo n e N.

Ahora, estudiemos ¥ .

1 1 1
vl = | [ < [Casee < ([ eae) ifl
0 0 0
. 1
Luego, U es continua, respecto a lanorma || - |loc, v [|[¥]e < 3

Ahora bien, para fy : [0,1] — R, dada por: fo(t) = 1, tenemos: |[follcc = 1
1
1
v U = [ tdt=3.
0
1
Luego, [|[V|s = 5

Respecto a || -||2, el comportamiento de U es el siguiente:

v < | rlde < ( / 1t2dt)1/2 ( / 1|f(t)|2dt>1/2-

(hemos usado la desigualdad de Hélder).

Luego, [¥(f)] < %Ilﬂlz-

Asi, U es continua, respecto a || -|la, vy

1
Ullog < —. 4.5.12
w2 < 7 (45.12)

Por otro lado, sea fy:[0,1] — R, dada por: fy(t) =¢, para todo t € [0,1].

! 1
Tenemos: || folle = / 2dt = —
0 V3

y U(fy) = /O tfo(t)dt = /O t2dt = %
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Asi,

()|
Toll

(4.5.13)

&I| =0 | =
w
5l-
w

Entonces

I¥l[2 = sup P [P0 L (4.5.14)

20 Il =l foll2 V3

En fin, de (4.5.12) y (4.5.14) deducimos:

ll2 =

s~

13)

CLO+b0

l—@

Notar que las tres figuras tienen su respectivo centro de simetria.

Sean: ag, el centrode A; by, el centrode B.

Entonces, ag+ by es el centrode A+ B .

Observar, también, que 0,ag,by y ag+ by son los vértices de un paralelogramo.

Los trazos rectilineos del borde de A + B se obtienen al sumar cada vértice de la

circunferencia de A , con el respectivo lado de B .
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Mientras que, los trazos curvilineos del borde de A + B resultan al sumar cada vértice

de B con el respectivo “cuarto de arco” de la circunferencia de A .

Cada punto del interior de A 4+ B se consigue sumando un punto interior de A con un

punto interior de B
14) Sea M , un subespacio vectorial cerrado, de un espacio vectorial normado FE ;

E
designemos por ¢ , la aplicacién candnica de FE sobre U osea , p(x)=x+ M,

para cada x € E . Probar que ¢ es continua.
Demostracion:

Como M es cerrado en E , entonces i es un espacio vectorial normado, con

|z + M| = inf ||z +m] .
meM

En particular, tomando m = 0, tenemos

|l + M| < ||lx+0| = ||z|]| , paratodo =z € E . (4.5.15)

Claramente, ¢ es lineal, y por (4.5.15) , tenemos:

lex)| < |lzll , paratodo z € E.

Asi, ¢ es acotado (o sea, continuo) y, ademds, |¢| < 1.
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Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales

5.1. La curva de rodamiento: la cicloide.

Hablaremos en este capitulo de una curva extraordinaria, descubierta por Galileo Galilei, en

1590, y bautizada por él mismo con el nombre de cicloide.

Se trata de una curva plana que representa la trayectoria de un punto que se halla en la
circunferencia de un circulo (llamado circulo generador) que rueda, sin deslizamiento,

sobre un recta.

A B

Supongamos que, al comienzo, el punto mévil coincide con el origen de coordenadas. Después

que el circulo gire un angulo 6, el punto movil estara en la posicion M .
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ANCM =46
(en radianes)

o

8

W
S
O

Tenemos:

oQ = 2mr ,

r = 0S = OP—SP |

y = MS = CP—-CN ,

OP — MP = r0, SP = MN — rsenf

CP = r, CN = rcosf

De manera que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son:

{m = r(0 —senb)

y = r(l—cosb)

Algunas propiedades de la cicloide son:

(5.1.1)

a) El drea limitada por la onda 6-@ y la OQ es el triple del rea del circulo generador

(teorema de Galileo).

b) La longitud de la onda /O-C\Q es igual cuadruplo del diametro del circulo generador.

En el campo de la Fisica y la Técnica, la cicloide es de excepcional importancia; basta citar

que muchas piezas de maquinas tienen forma de cicloide.

Ahora, nos referiremos a un problema planteado por Christian Huygens (1629-1695), mate-

matico, astrénomo y fisico, holandés.
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Se trata de encontrar, en un plano vertical, una curva tal, que el tiempo necesario para
que un punto material pesado (el cual se encuentra en reposo) baje por dicha curva
hasta una posicién horizontal fija, no dependa de la posicion inicial del punto en la

mencionada curva.
Huygens descubrié que la cicloide tenia tal propiedad.

La cicloide debe colocarse como indica la figura

Imaginemos una pista “cicloidal” y una bola metélica que rueda por ella (despreciamos la

friccién).

Sean 1z, 9o, las coordenadas de la posicién inicial, M , de la bola.

Sea 6y el valor del parametro 6, correspondiente a dicho punto M .
Intentemos hallar el tiempo que tarda la bola en llegar al punto mas bajo, K .

Cuando la bola rueda de la posicion M a determinada posicién N () , ella desciende (a

lo largo del eje Y ) una distancia h .

Tenemos asi:
h =y—y = r(1—cosf) —r(1—cosby) = r(cosby— cosh) .

Por otro lado, usando el principio de conservacion de la energia, obtenemos que la

velocidad de un cuerpo que cae, partiendo del reposo, una altura h, es:

v = +/2gh |,

donde, ¢ es la aceleracion de la gravedad. Asi que, en nuestro caso,

188



v = +/2gr(cosfy — cosb) (5.1.2)

Ahora, usando (5.1.1) , un poco de calculo diferencial, y trigonometria, se consigue:

0
ds = +/(dz)?+ (dy)? = 2rsen §d9.
También,
ds ds df 6 db
v = % = %E = 27’86115'% (513)

Luego, de (5.1.2) y (5.1.3) se sigue:

2r sen gdﬁ

dt =
V/2gr(cosfy — cos0)

(5.1.4)

Llamemos T, al tiempo durante el cual la bola rueda de la posicion M a la posicién K ;

integrando en (5.1.4) y suponiendo 6y =0 (luego, K se alcanza para 6 = 7 ), obtenemos:

T ™  2rsen? df T

/ dt = / = m,/-

0 0 v/2gr(l —cos0) g
(integral impropia)

Luego, T = W\/f.
g

Asi, T no depende de la posicién de partida, M , de la bola. Es decir, dos bolas que han
empezado, simultaneamente, a rodar, en nuestro dispositivo, desde los puntos M y N,

llegaran al punto K , en un mismo instante, jsorprendente!.
(El problema planteado, por esta razén es llamado problema de la isécrona).

La cicloide tiene otra notable propiedad, encontrada independientemente, por varios ma-
tematicos famosos, entre ellos, dos de los hermanos Bernoulli (Juan y Jacobo) y Pascal.
Este descubrimiento fue un paso importante en la creacién de la rama matematica llamada

cdlculo de variaciones.
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Se trata de lo siguiente:

En un plano vertical, se dan dos puntos, A y B, que no estdn en la misma vertical.
Hallar (si existe) una curva, entre todas las que pasan por A y B, tal que, al bajar por
ella, por la accion de la fuerza de la gravedad, un punto material rueda del punto A al

punto B, en el menor tiempo posible.

La respuesta al problema planteado (llamado problema de la braquistécrona) puede aso-

ciarse con la soluciéon de otro problema que surge en la Optica.

A U1

a

V2

En la figura, hemos representado esquematicamente un rayo de luz que va del punto A al
punto P, con una velocidad wv;, y luego, pasa a un medio mas denso, del punto P al

punto B, con una velocidad inferior, v, .
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El tiempo total ¢t que se necesita para que un rayo de luz pase del punto A al punto B,

viene dado por:

_ Va2 + z? N Vb2 + (¢ — x)?
U1 Vo ’

t

Si suponemos que el rayo de luz pasa del punto A al punto B, por la trayectoria indicada,

durante un tiempo minimo, entonces: P
x

De ahi resulta, que:

i C—X

nvVa2+ 22 v+ (c—x)?

o0 sea,

mn_ R (ley de Snell)

(%1 %)

Nuestra suposicion de que un rayo de luz pasa del punto A al punto B , durante un

tiempo minimo, se llama: Principio de Fermat del tiempo minimo.

Este principio permite encontrar la trayectoria de un rayo luminoso, cuando este iltimo pasa

por un medio de densidad variable. Consideremos la figura siguiente:

(%1

Vo

U3

(1

Oy
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Ahi estd indicado un medio estratificado.

En cada capa, tomada por separado, la velocidad de la luz es constante, pero ella va dismi-

nuyendo al pasar de una capa a la siguiente.
El rayo incidente se refracta, cada vez mas, en direccién a la vertical.

Aplicando la ley de Snell, obtenemos:

sen oq sen oy sen o3 sen oy

U1 V2 %] V4

Imaginemos ahora, que el espesor de las capas disminuye ilimitadamente, y que el niimero

de capas crece, también, sin limite.

Entonces, la velocidad de la luz decrece ininterrumpidamente, y llegamos a que

sen o«

= a (constante)

[

Es la situacién andloga al caso de un rayo de sol, incidente en la Tierra, cuando éste

disminuye la velocidad, al pasar a través de la atmdsfera con densidad creciente.
Ahora, regresemos al problema de la braquistécrona.

Introduzcamos un sistema de coordenadas en el plano vertical, como se indica en la figura.
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Asumamos que una bola (en forma similar a un rayo de luz) es capaz de “tomar” una
trayectoria de descenso, del punto A al punto B, tal que, el tiempo de descenso sea

minimo.

Entonces, segin los razonamientos previos,

sen o«

=k (constante) (5.1.5)

Utilizando el principio de Conservacién de la Energia concluimos que la velocidad al-

canzada por la bola a determinada altura, depende sélo de la pérdida de energia poten-

cial al alcanzar dicha altura, y no, de la trayectoria por la cual rueda la bola. Es decir,
1

mgy = §m112 .

Luego,
v = /2y (5.1.6)

Por otro lado,

1
sena = cosfl = =

1 1
sec 3 Vittan23 1+ (y)?

Asi, de (5.1.5), (5.1.6) y (5.1.7), se sigue

(5.1.7)
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1
y(1+(y/)2) = Sgi " ko (constante). (5.1.8)

(5.1.8) es la ecuacién diferencial de la braquistécrona.
Probemos, a continuacién, que sélo la cicloide puede ser braquistocrona.

d
_y’ de (5.1.8) , obtenemos:

Como 7 =
y dx

Y

dr = dy 5.1.9
p— (5.1.9)
(observar la orientacion de los ejes de coordenadas).
Introduzcamos ¢, tal que:
Y
= tanyp .
ko —y

O sea, y = kgsen? p .
Luego, dy = 2kgsenpcosp dp .
Entonces, (5.1.9) se convierte en:

dr = tanpdy = 2kysen’pdp = ko(1 —cos2p) dyp .

Integrando esta ultima ecuacion llegamos a:

sen 2
l':k’o(@— 2@)_’_61

Pero, para x = 0 resulta y = 0; en consecuencia, ¢ =0 . Por lo tanto, ¢; = 0. Asi que

k
r = EO(ng — sen 2gp)

5.1.10
B Lk (5.1.10)
y = kosen®p = 5(1—cos2<p) .
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Llamando ko =2r y 2¢p =460, (5.1.10) se transforma en:
x = (0 —senb)
{ y = r(l—cosf)
Es decir, el sistema dado por (5.1.1) .
Conclusion: se trata de una cicloide.
jCuan impresionante es esta curval

iNo sélo es isécrona, sino que también es braquistécrona!
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