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La educacion juega un papel primordial y transversal en la vida de las personas, al ser una
herramienta que ayuda a crear sociedades mas justas, equitativas y tolerantes. La Agenda de
Desarrollo Sostenible 2030, asi lo reconoce, al incluirla no solo como Objetivo n° 4, que establece
“garantizar una educacién inclusiva, equitativa y de calidad y de promover oportunidades
de aprendizaje durante toda la vida para todos y todas”, sino al darle un protagonismo que
atraviesa todos los demds ODS.

En este contexto, y teniendo como marco de referencia el Derecho a la Educacion, es
gue OREALC/UNESCO Santiago, a través del Laboratorio Latinoamericano de Evaluacién
de la Calidad de la Educacién, LLECE, presenté en el 2015 los resultados principales del Tercer
Estudio Regional Comparativo y Explicativo, TERCE. El estudio, que mostro los logros de
aprendizaje y sus factores asociados en 15 paises de América Latina mas el estado mexicano
de Nuevo Ledn, ha sido una contribucién a la toma de decisiones de politicas educativas y al
mejoramiento de los sistemas educativos en general.

Sin embargo, el TERCE también busca ser un instrumento que sirva a los principales
actores del quehacer educativo: los docentes.

Existe un amplio consenso que ratifica que el docente es el actor vinculante mas importante
en el logro de aprendizaje del estudiante. Por esta razén, la OREALC/UNESCO Santiago
presenta la colecciéon Aportes para la Ensefianza, en las cuatro areas pedagdgicas que cubre el
TERCE (Lectura, Escritura, Matematica y Ciencias Naturales). Esta publicacién constituye una
poderosa herramienta para el fortalecimiento de las capacidades docentes, al aportar a este
importante grupo orientaciones que les permita ajustar sus practicas pedagdégicas en el aula.

Aportes para la Ensefianza de la Matematica entrega propuestas didacticas para los
docentes sobre los conocimientos, destrezas, capacidades, habilidades, principios, valores y
actitudes necesarios para que los estudiantes de la regién aprendan a desarrollar su potencial,
hagan frente a situaciones, tomen decisiones utilizando la informacién disponible y resuelvan
problemas, aspectos claves que los habilitan para la insercién en la sociedad del conocimiento.

Con este documento, los resultados de TERCE se aterrizan en un nivel conceptual y
practico enfocado a los docentes, relevando el valor de una evaluacién masiva no solo para la
investigacion y la elaboracién de politicas sectoriales en educacion, sino para el trabajo diario
en el salén de clases. Contamos con que los Aportes para la Ensefianza cumplan a cabalidad
este objetivoy, con ello, a los Objetivos del Desarrollo Sostenible.

Atilio Pizarro
Jefe de la Seccién Planificacion, Gestion, Monitoreo y Evaluacion UNESCO Santiago
Oficina Regional de Educacién para América Latina y el Caribe

5



N\ \

Prefacio

El Tercer Estudio Regional
Comparativo y Explicativo (TERCE)
8- Propdsito del estudio

o On

9- Propdsito de este libro
1 1 Laprueba
de matematica
11- Aspectos evaluados en la prueba de matematica de TERCE
13- Tabla de especificaciones y estructura de la prueba
1 7 Resultados por dominio y
proceso cognitivo en matematica
17- Resultados tercer grado

17- Resultados por dominio y proceso cognitivo en la region

18- Resultados por dominio y proceso cognitivo evaluado en cada uno de los
paises participantes en el estudio

21- Resultados sexto grado
21- Resultados por dominio y proceso cognitivo en la regién

22- Resultados por dominio y proceso cognitivo evaluado en cada uno de los
paises participantes en el estudio

2 6 Laenseiianzay la
evaluacion de la matematica
26- Enfoque de enseianza de la disciplina en laregién
26- ;Qué se ensefla en matematica?
27- ;Para qué se ensefia matematica?
28- ;Como se ensefia matemadtica?

29- Evaluacién y promocion del aprendizaje



3 2 Resultados de los estudiantes
y alternativas para el trabajo docente
32- Niveles de desempeifio en las pruebas de matematica
36- Ejemplos de preguntas de los distintos niveles de desempeiio
36- Ejemplos de preguntas de los niveles de desempefio de tercer grado
41- Ejemplos de preguntas de los niveles de desempefio de sexto grado
4 5 Propuestas de practicas pedagogicas para abordar
los principales problemas de aprendizaje detectados
46~ Propuestas didacticas paratercer grado a partir de los resultados de TERCE
46- Aprendizaje 1: Realizar operaciones no contextualizadas con niimeros naturales
49- Aprendizaje 2: Identificar patrones y continuar secuencias graficas y numéricas
52- Aprendizaje 3: Estimar y comparar medidas
57- Aprendizaje 4: Identificar propiedades basicas de formas geométricas
60- Aprendizaje 5: Transformar datos en informacién
62- Propuestas didacticas para sexto grado a partir de los resultados de TERCE
62- Aprendizaje 1: Resolver problemas de divisién inexacta de nimeros naturales
67- Aprendizaje 2: Relacionary operar con fracciones decimales y niimeros decimales
72- Aprendizaje 3: Medir dngulos

78~ Aprendizaje 4: Comprender el concepto de medida y realizar conversiones
entre unidades de medida

84- Aprendizaje 5: Diferenciar los conceptos de perimetro y area
87- Aprendizaje 6: Representar informacion en tablas y graficos
92- Aprendizaje 7: Resolver problemas complejos

98 Sintesis, discusion y proyecciones del estudio

1 OO Referencias bibliograficas



Durante las ultimas décadas, los paises
de América Latinay el Caribe han conseguido
avances significativos en materia de
alfabetizacién y cobertura de sus sistemas
educativos, pero contintia pendiente el desafio
de mejorar la calidad de la educacion. Yadesde
el Segundo Estudio Regional Comparativo
y Explicativo (SERCE) del Laboratorio
Latinoamericano de la Evaluacién de la
Calidad de la Educacién (LLECE), realizado
en el afio 2006 en 16 paises de la region, se
constata, por ejemplo, que algo mas de la
mitad de los nifios de sexto grado alcanza
apenas los niveles de desemperio inferiores
en lectura, matematicay ciencias (niveles |
y ll, de cuatro niveles posibles). Resultados
que muestran la magnitud del déficit en el
objetivo de conseguir que los estudiantes
adquieran los aprendizajes necesarios paraun
dominio mas profundo de los conocimientos
y undesarrollo de habilidades mas avanzadas
en las distintas disciplinas evaluadas.

A partir de antecedentes como éste,
el LLECE impulsa la realizacién del Tercer
Estudio Regional Comparativo y Explicativo
(TERCE), el que se aplica en 15 paises y un

®O
0[O,

estado subnacional, entre los afios 2010 y
2014. El propésito principal de este estudio
es evaluar la calidad de la educacién en los
paises de América Latinay el Caribe y, junto
con ello, identificar factores asociados a los
logros de aprendizaje. De este modo, TERCE
no solamente busca entregar un diagndstico
acerca de los niveles de aprendizaje de los
estudiantes de la regioén, sino también aportar
informacién que contribuya a la identificaciéon
de factores asociados a dichos logros, para que,
a partir de ese conocimiento, se contribuya en
la formulacién de politicas publicas.

TERCE evalué logros de aprendizaje en las
disciplinas de lenguaje (lecturay escritura) y
matematica en tercer y sexto grado de escuela
primariay, ademas, ciencias naturales en sexto
grado. El Estudio comenzd el afio 2010 con la
XXVI Reunién de Coordinadores Nacionales
en la ciudad de Brasilia (13 y 14 de diciembre).
Desde entonces, la Coordinacién Técnica del
LLECE en la OREALC/UNESCO Santiago,
en colaboracién con las Coordinaciones
Nacionales y con sus socios implementadores,
MIDE UC y la Universidad Diego Portales
(UDP), ejecutaron este proyecto de acuerdo
alas siguientes fases:



Analisis curricular ICFES
20m
Elaboracion de items MIDE UC, paises
Desarrollo marco de factores asociados MIDE UC, UDP
Elaboracién de cuestionarios UDP
Disefio muestral OREALC / UNESCO Santiago
= Desarrollo software IEA
Arbitraje de muestreo IEA
Aplicacioén piloto MIDE UC, UDP, paises
2013 | Aplicacion definitiva MIDE UC, UDP, paises
2014 | Andlisis y elaboracion de informes MIDE UC, UDP, OREALC / UNESCO Santiago

Tal como se indicé previamente, en el
TERCE participaron 15 paises mas el estado
mexicano de Nuevo Ledn. En total, se
evaluaron 195.752 estudiantes distribuidos
en 3.065 escuelas.

Para lograr su objetivo, el TERCE utiliza
dos tipos de instrumentos de recoleccién
de informacioén. El primero corresponde a
pruebas de evaluacién de aprendizaje y el
segundo, son los cuestionarios de contexto.
Estos cuestionarios fueron desarrollados
tomando en consideracién el marco tedrico
del estudio. EI TERCE cuenta con cuestionarios
para estudiantes, familias, profesores y
directores. Lainformacién consultada mediante
estos instrumentos hace posible realizar
andlisis de factores asociados y en el reporte
correspondiente se dan a conocer algunos
hallazgos sobre la relacién entre resultados
de aprendizaje y: (1) caracteristicas de las
escuelas; (2) caracteristicas de los docentes;
y, (3) caracteristicas socioeconémicas de los
estudiantes y sus familias.

Para la construccion de las pruebas se
desarrollaron talleres de elaboracién de items
con la presencia de los paises participantes del
estudio. Estos talleres tenian el doble objetivo
de elaborar los instrumentos necesarios para
la evaluacion de los aprendizajes y de capacitar
técnicamente a los equipos nacionales. El

primer paso para la construccién de los
instrumentos consistié en una revisién de los
marcos curriculares de los paises participantes,
el cual estuvo a cargo del Instituto Colombiano
para la Evaluaciéon de la Educacién (ICFES).
Esta accién permitié identificar los elementos
comunes en los curriculos y asi definir una
estructura de prueba pertinente para medir
la calidad de la educacién a nivel regional.

Finalmente, cabe precisar que los
resultados sobre logros de aprendizaje se
trabajaron bajo dos perspectivas. Por una
parte, se obtuvieron las puntuaciones medias
de cada pais en cada prueba (en una escala
con una media de 700 puntos y una desviacién
estdndar de 100) y por otra, se establecieron
puntos de corte para definir los niveles de
desempefio en cada prueba, lo que permite
diferenciar los porcentajes de estudiantes que
guedan ubicados en cada nivel y, a partir de
ello, conocer qué saben y son capaces de hacer
en las disciplinas evaluadas.

Propésito de este libro

Este libro forma parte de una coleccion
mads amplia, denominada “Aportes para la
Ensefianza”. Se trata de cuatro ejemplares,
uno por cada drea evaluada (lectura, escritura,
matematica y ciencias naturales), todos con
el mismo propdésito fundamental: utilizar
los resultados de TERCE para acercar los



resultados de la evaluaciéon de logros de
aprendizaje a los docentes y entregarles
herramientas para su trabajo en el aula.

La evaluacién adquiere sentido cuando es
capaz de generar informacién que sirva para
tomar decisiones e iluminar las acciones de
mejora. Disefiar intervenciones educativas e
implementar remediales sin contar con datos
confiables acerca de los niveles de aprendizaje
de los estudiantes aumenta el riesgo de desviar
el foco y no distinguir aquellos dmbitos que
realmente requieren apoyo y mejoramiento;
en otras palabras, puede haber un esfuerzoy
una inversion de tiempo, energia y recursos
gue estén desalineados de las verdaderas
necesidades de los estudiantes, escuelas y
sistemas educativos, transformandose en
esfuerzos e inversiones que no den los frutos
esperados. Por otra parte, una evaluacién,
por muy robusta que sea técnicamente, pero
gue no genere informacion de calidad para ser
usada por docentes y directivos, también es un
esfuerzoy unainversion que no generaimpacto.

Desde esta perspectiva, la coleccién de
“Aportes para la Ensefianza”, que también
tuvo una versién a partir de los resultados de
SERCE, se actualiza en base a los resultados de
TERCE. Lo que se busca es, entonces, movilizar
el trabajo educativo, dando luces respecto de
las dreas que aparecen como mas descendidas
y que requieren, por tanto, ser trabajadas con
mayor énfasis, fuerza y dedicacién. Se trata
de hacer fecunda la evaluacién que con tanto
esfuerzo se llevé adelante en el marco del
TERCE por los paises e instituciones asociadas.

Este libro, “Aportes para la Ensefianza de
la Matematica”, se organiza en cinco secciones.
La primera hace una presentacion de la prueba,
relevando los aprendizajes que evalua. La
segunda seccién detalla los resultados de los
estudiantes en los distintos dominios y procesos
cognitivos evaluados. La tercera describe el
enfoque de la enseflanza de la matematica
en laregién, a partir de la revisién del andlisis
curricular que sirve como marco de evaluacién

de las pruebas, especificando los propdsitos,
objetivos, caracteristicas y orientacién de la
ensefianza de esta disciplina. La cuarta seccién
se acerca al tema de la evaluacién, y el modo
en que es posible monitorear el avance de los
estudiantes en la adquisicién de los aprendizajes
centrales de la disciplina. Finalmente, se
abordan los resultados de TERCE y su relaciéon
con el trabajo docente; se muestran ejemplos
de preguntas que representan distintos
niveles de logro y se entregan sugerencias
o propuestas de practicas pedagdgicas para
promover que los estudiantes alcancen los
niveles mas avanzados.

Confiamos en que el texto “Aportes
para la Ensefianza de la Matematica” sea un
valioso insumo para que los maestros puedan
sacar provecho de los resultados del TERCE,
transformandose en una herramienta de
trabajo que vaya en beneficio de los estudiantes.
Este hecho constituye uno de los objetivos
esenciales de OREALC/UNESCO Santiago
con la calidad de la educacién y en particular
con la evaluacién de ésta, pues consideramos
que el destino final de los estudios debe ser
el aula, donde efectivamente tienen lugar los
procesos de mejora del aprendizaje. Este es
el valor y fin dltimo de los textos de “Aportes
para la Ensefianza”, y es el esfuerzo en que
estamos comprometidos.

(.. )una evaluacion, por

muy robusta que sea
técnicamente, pero que

no genere informacion de
calidad para ser usada por
docentes y directivos, es un
esfuerzo y unainversion que
no genera impacto.
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Al igual que en todas las pruebas del
TERCE, el enfoque de evaluacién en matematica
se funda en la perspectiva curricular de los
paises participantes en el estudio. La alineacién
curricular deriva de la actualizacién que el
Instituto Colombiano para la Evaluacién de la
Educacién (ICFES) hizo del andlisis curricular
elaborado para SERCE, el cual fue realizado
a partir de los criterios compartidos en los
documentos curriculares, los textos escolares y
los enfoques sobre la evaluacién de los paises.
Para el desarrollo de instrumentos del TERCE
se efectué unarevisién del andlisis curricular
elaborado para el SERCE, identificando los
cambios curriculares ocurridos desde entonces
e incorporando en el andlisis los curriculos de
los paises que no participaron en el SERCE.
Para estarevision, aligual que en el SERCE, se
solicitd a los paises participantes que enviaran
la informacién sobre curriculo, evaluacién y
textos escolares. Este ajuste curricular se
realizé coninformacién enviada por: Argentina,
Brasil, Chile, Colombia, Costa Rica, Ecuador,
Guatemala, Honduras, México, Nicaragua,
Paraguay, Peru, Republica Dominicana y
Uruguay. En base a este andlisis, el ICFES
desarrollé un documento de ajuste al analisis

n

-

curricular del SERCE, a partir del cual se
elaboraron las tablas de especificaciones
paralas pruebas del TERCE.

Los aprendizajes evaluados en la prueba
de matematica de TERCE consideran cinco
dominios y tres procesos cognitivos. Los
dominios evaluados son:

Dominio numérico, que implica los
siguientes aprendizajes:

Significado del numero y la
estructura del sistema de numeracion,
que conlleva la capacidad para la
lectura, interpretacién y escritura
de nimeros en contextos diversos.

Interpretacién de situaciones
referentes a la representacién y
construccion de relaciones numéricas
en diversos contextos, asi como la
pertinencia de ello, sin dejar de lado
las operaciones convencionales y sus
propiedades.

Utilizacién de las operaciones
adecuadas a la situacion que se le
presenta, entre las que estan la
adicién y sustraccién, multiplicacién
y divisién, potenciacién y radicacién;
la justificacién de procedimientos y
validacién de soluciones.



Dominio geométrico, que implicalos
siguientes aprendizajes:
a.Significado de los atributos y
propiedades de figuras y objetos bidi-
mensionalesy tridimensionales; lectura,
interpretaciéon y representacién de
los mismos. Nociones de horizon-
talidad, verticalidad, paralelismo y
perpendicularidad; interpretacion de
situaciones en las que se reconoce con
pertinencia representaciones de las
posiciones y relaciones geométricas
convencionales, de sus propiedades y
de su efecto.

b.Reconocimiento y aplicacién de
traslaciones y giros de unafigura, lectura
e interpretacion de desplazamientos
y rotaciones de la misma en el plano.
Nociones de congruencia y semejanza
entre figuras (casos de ampliacién y
reduccién) y, lectura, interpretacion y
representacion de éstas en el plano, asi
como sus propiedades.
clinterpretacién de los disefios y
construcciones de cuerpos y figuras
geométricas, interpretacién de
situaciones en las que se reconocen
algunas representaciones de angulos,
poligonos y sus clasificaciones.

Dominio de la medicion, que implica
los siguientes aprendizajes:
a.Reconocer y diferenciar diversas
magnitudes, asi como interpretar
situaciones en las que se hacen con
pertinencia estimaciones de las mismas
y de rangos.

b.Seleccionar y usar unidades de medida
y patrones.

c.Usar adecuadamente las monedas
y reconocer las relaciones entre sus
magnitudes, como también la justificacion
de procedimientos y validacién de
soluciones.

Dominio estadistico, que implica los
siguientes aprendizajes:
a.Interpretacion de situaciones, seleccion,

recoleccion, organizacion e interpretacion
de informacién. Reconocer e identificar
las relaciones entre los datos.
b.Identificacién y uso de medidas de
tendencia central (promedio, media y
moda). Relacién entre las medidas.
cUso oportuno de diversas
representaciones de datos para la
resolucién de problemas, asicomo para
la justificacion de procedimientos y la
validacién de soluciones.

Dominio de la variacion, que implica
los siguientes aprendizajes:
a.ldentificar regularidades y patrones
numeéricos y geométricos en
representaciones diversas.
b.Identificacién de variables y la
interpretacién de situaciones en
las que se distinguen las mismas.
Descripcion de fendmenos de cambio y
dependencia, que considera laresolucién
de problemas y la valoracién de la
pertinencia del proceso seguido.
c.Nocién de funcién, uso de conceptos
y procedimientos asociados a la
variaciéon directa, a la proporcionalidad
y a la variacién inversa en contextos
aritméticos y geométricos en la
resolucién de problemas.

d.Uso pertinente de las diversas
representaciones de relaciones
matemadticas y sus variaciones.
Justificacion de procedimientos y
validacién de soluciones.

Las pruebas del TERCE de matematica
consideran también los siguientes procesos
cognitivos:

Reconocimiento de objetos y
elementos: implica la identificaciéon
de hechos, conceptos, relaciones y
propiedades matematicos, expresados
de manera directa y explicita en el
enunciado.

Solucion de problemas simples: exige
eluso de informacién matematica que



esta explicita en el enunciado, referida
aunasolavariable, y el establecimiento
de relaciones directas necesarias para
llegar a la solucion.
e Solucion de problemas complejos:
requiere la reorganizacién de la
informacién matematica presentada
en el enunciadoy la estructuracién de
una propuesta de solucién a partir de
relaciones no explicitas, en las que se
involucra mas de una variable.

DOMINIO Numeérico

Tabla de especificaciones y
estructuradelaprueba

A partir de estas definiciones basicas sobre
dominios y procesos cognitivos, se definieron
indicadores de evaluacién especificos y se
determinaron las tablas de especificaciones
gue dieron origen a los items y estructura final
de las pruebas de tercer y sexto grados.

Los aspectos evaluados en cada dominio
tematico tercer grado son los siguientes:

Numeros naturales y sistema de numeracién decimal:

® Uso, funciones, lectura, escritura, orden, relaciones y propiedades, conteo, estimacion.

@ Numeros pares e impares.

® Resolucién de problemas que involucran adicién, sustraccién y significado inicial de

multiplicacién y division.

® Significado inicial de la fraccién como parte de un todo.

DOMINIO Geomeétrico

® Localizacién en el espacio.

® Puntos de referencia.

® Desplazamientos y transformaciones.
® Formas geométricas.

® Cuadrados y cubos.

DOMINIO de la Medicion

® Contextos de uso de los instrumentos de medida.

® Estimacion de medidas.

® Sistemas monetarios.

® Magnitudes lineales y sistema métrico decimal.

® Uso de instrumentos de medida e interpretacién de los valores.
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DOMINIO Estadistico

® Recolecciéon y organizacion de la informacion.
® Creacion de registros personales.

® Técnicas de observacion.

® Pictograma.

® Diagrama de barras.

DOMINIO de la Variacion
® Secuenciasy patrones

La prueba de matematica de tercer grado responde a la siguiente distribucién de preguntas
(fundamentalmente de seleccién multiple, mas algunas preguntas abiertas) segtin dominio y proceso cognitivo:

Proceso

Reconocimiento Solucion de Solucion de
de obhjetos y problemas problemas
elementos simples complejos

Numeros 6 7 5 18 24%
Geometria 7 8 2 17 23%
Medicion 4 12 5 21 28%
Estadistica 2 3 10 14%

Variacion a4 1 8 11%
Total 23 35 16 74 100%

% 31% 47% 22% 100% | ---

Nota: [ os porcentajes de la ultima columna han sido redondeados al entero, por tanto, no suman
exactamente 100%.

En el caso de la prueba de sexto grado, los aspectos evaluados en cada dominio tematico
son los siguientes:

DOMINIO Numérico

NuUmeros naturales y sistema de numeracién decimal:

® Uso y orden.

® Valor posicional.

® Potenciacion y radicacion.

® Criterios de divisibilidad.

@ Fracciones, relacion parte-todo, equivalencia, fracciones decimales. Representacién enlarecta.
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DOMINIO Geomeétrico

® Representacién de figuras planas.
® Poligonos.

® Sistemas de referencia.

® Ejes de simetria.

® Perpendicularidad.

® Paralelismo.

® Angulos y su clasificacion.

® Cubo, prismay cilindro.

® Transformaciones en el plano.
® Razonesy proporciones.

® Proporcionalidad directa.

DOMINIO de la Medicion

® Sistemas de unidades: longitud, peso (masa).
® Perimetro, area, volumen.
® Angulos, tiempo.

® Cambio de moneda.

DOMINIO Estadistico

® Representacién grafica.
® Promedio.

® Valor mds frecuente.

® Diagramas.

® Tabulacion.

® Recopilacion de datos.

DOMINIO de la Variacion

® Patrones de formacion.

® Uso e interpretacion de modelos y representaciones.
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La prueba de matematica de sexto grado responde a la siguiente distribucién de preguntas
(fundamentalmente de seleccién mdltiple, mas algunas preguntas abiertas) segiin dominio
y proceso cognitivo:

Proceso

Reconocimiento Solucion de Solucion de
de objetos y problemas problemas
elementos simples complejos

nﬁ;':':n'-)i:o 6 9 5 20 20%
geﬁxzf::co 8 9 8 25 26%
I: :I:Z?c?:n 3 14 3 20 20%
es::::l‘i‘:;co 3 5 5 13 13%
I: ::'?:ccil:n 4 10 6 20 | 20%

Total 24 47 27 o8 100%
24% 48% 28% 100% | =---

Nota: [ os porcentajes de la tltima columna han sido redondeados al entero, por tanto, no suman
exactamente 100%.
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Este capitulo presenta algunos resultados
de aprendizaje especificos de los estudiantes
en la prueba de matematica de TERCE,
complementando aquellos que se detallanenel
Informe de Logros de Aprendizaje, publicado en
julio de 2015". Se organiza en dos secciones: una
con los resultados de tercer grado y otra, con
los de sexto. Ambas secciones tienen lamisma
estructura: en primer lugar, se presentan los
resultados descriptivos de los rendimientos a
nivel regional seguin dominio y proceso cognitivo
evaluado, y en segundo lugar, se muestran estos
mismos resultados pero desagregados para
cada pais participante en el estudio, ademas
del estado mexicano de Nuevo Leén.

Resultados por dominioy
Proceso COgﬂItIVO en la reglén
El Grafico 1que se presenta a continuacion
muestra el porcentaje de estudiantes de la
region que respondié correctamente los items

de cada dominio de aprendizaje en la prueba
TERCE de tercer grado. Se puede apreciar,
en términos comparativos, que el dominio
en que una mayor proporcion de estudiantes
que responde correctamente las preguntas
es el de Variacién, mientras que los dominios
de Numeros y Medicién muestran la menor
proporcion de respuestas correctas.

Porcentaje de estudiantes de la regién que
respondié correctamente los items de cada dominio
de aprendizaje en la prueba TERCE de tercer grado.

100%
80%
60%
40%

20%

Porcentaje de estudiantes

0%

Dominios en matematica

" Ver en http;//unesdoc.unesco.org/images/0024,/002435/243532S.pdf
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En el Grafico 2 se observa el porcentaje
de estudiantes que respondié correctamente
los items asociados a cada proceso cognitivo
evaluado en la prueba TERCE de tercer grado.
En estos resultados se puede apreciar que una
mayor proporcién responde correctamente
los items asociados al Reconocimiento de
objetos y elementos, comparado con aquellos
que las preguntas que miden la Resolucién
de problemas simples o complejos.

Grafico 2: Porcentaje de estudiantes de la region
que respondié correctamente los ftems de cada

proceso cognitivo evaluado en la prueba TERCE

de tercer grado.

100%

80%

64%
60%

41%
40% 36%

20%

Porcentajes de estudiantes

0%

Resolucion
problemas
complejos

Resolucion
problemas
simples

Reconocimiento
de objetos y
elementos

Procesos cognitivos en matematica

Resultados por dominio y
proceso coghitivo evaluado
en cada uno de los paises_
participantes en el estudio

Resultados segun
dominio evaluado

A continuacién se presentan una serie
de graficos que muestran el porcentaje de
estudiantes que responde correctamente los
items de cada dominio de la prueba en cada pais.
En los graficos de barras, ademads, se representa
através de una linea el promedio a nivel regional.

Tal como se aprecia, hay dominios en que
el porcentaje de estudiantes que contesta
correctamente los items es mas homogéneo
entre paises, mientas que otros dominios
muestran resultados mas heterogéneos. El primer
caso (resultados mds parecidos entre paises)
corresponde a Medicién (donde el porcentaje
de estudiantes que responde correctamente
los items varia entre 25% y 52%) y Nimeros (con
porcentajes de estudiantes que varia entre 26%
y 55%). La mayor heterogeneidad entre paises
se observa en el dominio de Variacién, (donde
hay un pais en que el 34% de los estudiantes
contesta correctamente esos items y otro en
que lacifrallega a 83%).

Grafico 3: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items del dominio
Numeros en la prueba TERCE de tercer grado, comparados con la media regional.

100%

80%

60%

40%

Porcentaje de estudiantes

20%

43% 45%

0%

ARG BRA CHL COL CRI

ECU GIM HON MEX NIC PAN PAR PER RD

Paises

. Numeros

— REG

18



Grafico 4: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items del dominio
Geometria en la prueba TERCE de tercer grado, comparados con la media regional.
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Grafico 5: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items del dominio
Medicion en la prueba TERCE de tercer grado, comparados con la media regional.
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20%
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Grafico 6: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items del dominio
Estadistica en la prueba TERCE de tercer grado, comparados con la media regional.
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Grafico 7: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondid correctamente los ftems del dominio
Variacion en la prueba TERCE de tercer grado, comparados con la media regional.
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%
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Cl
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Los graficos que se muestran a
continuacion (8, 9 y 10) siguen la misma légica
que los precedentes, pero esta vez haciendo
referencia al porcentaje de estudiantes de
cada pais que responde correctamente
los items asociados a cada uno de los tres
procesos cognitivos evaluados en TERCE.
En los resultados se aprecia que la mayor

ECU GIM HON MEX NIC

PAN

PAR

Paises

heterogeneidad entre paises se da en el
Reconocimiento de objetos y elementos,
donde el porcentaje de estudiantes que
responde correctamente los items varia entre
39% Yy 81%, mientras que la Resolucién de
problemas complejos tiene un rendimiento
mads homogéneo entre los paises de la regiéon
(con porcentajes de estudiantes que responde
correctamente los items que oscilan entre

21% Y 49%).

Grafico 8: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items referidas a la
habilidad de Reconocimiento de objetos y elementos en la prueba TERCE de tercer grado, comparados

con lamedia regional.
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Grafico 9: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items referidas a la habilidad
de Resolucién de problemas simples en la prueba TERCE de tercer grado, comparados con la media regional.

100%
80%

60%

40%

Porcentaje de estudiantes

20%

43% 46% 48% 50%
ARG BRA CHL COL CRI ECU GIM HON MEX NIC PAN PAR PER RD URU NLE

0%

Paises
. Resolucion problemas simples —— REG

Grafico10: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items referidas a la habilidad
de Resolucién de problemas complejos en la prueba TERCE de tercer grado, comparados con la media regional.
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Resultados sexto grado Grafico 11: Porcentaje de estudiantes de la regién que
respondié correctamente los items de cada dominio
Resultados por dominio y de aprendizaje en la prueba TERCE de sexto grado.
Proceso cogn itivo en la reglén
Siguiendo el esquema de presentacién de 100%

resultados de tercer grado, el Grafico 11 muestra
el porcentaje de estudiantes que respondié
correctamente los ftems de cada dominio evaluado
en TERCE, esta vez enla prueba de sexto grado.
Se observa que no hay mayores diferencias entre

43% 2% 1% 43%
. , 40%
dominios (como silas hubo en el caso de tercero):
la diferencia mds grande se produce entre el o
dominio de la Variacién, con el 47% de estudiantes
gue responde correctamente estos items, y los 0%

dominios de |a Medici(’)n y Geometn’a, con el 41% Numeros Geometria Medicién  Estadistica  Variacion
de estudiantes en ambos casos. Dominios en matematica

80%

60%
47%
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Al analizar los resultados a nivel de procesos
cognitivos, la situacién es diferente. En este
ambito si se aprecian distancias significativas,
como muestra el Grafico 12: el porcentaje de
estudiantes que responde correctamente los
ftems de Reconocimiento de objetos y elementos
es sustancialmente mas alto que la proporcion
de nifios y nifias que contesta acertadamente los
items asociados a la habilidad de Resolucién de
problemas complejos.

Grafico 12: Porcentaje de estudiantes de la
regién que respondié correctamente los ftems
de cada proceso cognitivo evaluado en la prueba
TERCE de sexto grado.
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Resultados por dominio y
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A continuacién se presenta una serie
de graficos con la informacién referida al
porcentaje de estudiantes que responde
correctamente los items de cada dominio
en la prueba de sexto grado en cada pais
(gréficos 13, 14, 15,16 y 17). Al igual que en
los resultados de tercer grado, en los graficos
de barras se representa la media regional a
través unalinea.

En general, los porcentajes de estudiantes
gue responden correctamente las preguntas
de cada dominio no son tan dispares entre
paises como en el caso de tercer grado. Las
diferencias entre el pais con mayor y menor
proporcién estdan en torno a los 30 puntos
porcentuales, siendo el dominio de Medicién el
gue muestrala menor heterogeneidad entre
paises (al igual que en el caso de tercer grado).

Grafico 13: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items del dominio
Numeros en la prueba TERCE de sexto grado, comparados con la media regional.
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Grafico 14: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items del dominio
Geometria en la prueba TERCE de sexto grado, comparados con la media regional.
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Grafico 15: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items del dominio
de la Medicion en la prueba TERCE de sexto grado, comparados con la media regional.
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Grafico 16: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondid correctamente los ftems del dominio
Estadistico en la prueba TERCE de sexto grado, comparados con la media regional.
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Grafico 17: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los ftems del dominio
Variacion en la prueba TERCE de sexto grado, comparados con la media regional.
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Los siguientes tres graficos (18, 19 y 20)
muestran el porcentaje de estudiantes de cada
pais que responde correctamente los items
asociados a cada proceso cognitivo de la prueba.

En los resultados se aprecia que la mayor
heterogeneidad entre paises se da en el
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Reconocimiento de objetos y elementos,
donde el porcentaje de estudiantes que
responde correctamente los items varia entre
39% Yy 73%, mientras que la Resolucién de
problemas complejos tiene un rendimiento
mads homogéneo entre los paises de la regiéon
(con porcentajes de estudiantes que responde
correctamente los items que oscilan entre
24% Y 48%).

Grafico 18: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items referidas a la
habilidad de Reconocimiento de objetos y elementos en la prueba TERCE de Sexto Grado, comparados

con lamedia regional.
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Grafico19: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items referidas a
la habilidad de Resolucion de problemas simples en la prueba TERCE de sexto grado, comparados con la
media regional.
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Grafico 20: Porcentaje de estudiantes de cada pais que respondié correctamente los items referidas a la
habilidad de Resolucion de problemas complejos en la prueba TERCE de sexto grado, comparados con la
media regional.
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En la actualidad, resulta inconcebible no
incluir la formacién matematica dentro de las
competencias basicas que toda persona debe
adquirir para enfrentar los desafios de la vida
en sociedad. Una cotidianidad cada vez mas
compleja, con mayores volimenes de informacién
disponibles para una creciente cantidad de
personas y con mas interconexiones entre los
distintos ambitos de laactividad y el conocimiento
humano, pone exigencias también cada vez
mayores sobre la ensefianza de la matematica.
Porque, ¢qué es lamatematica si no el desarrollo
organizado y consciente de la natural capacidad
humana de detectar, examinar, utilizar patrones,
resolver problemas y encontrar orden dentro de
lo que a primera vista resulta caético?

El analisis curricular realizado para
fundamentar los dominios evaluados en TERCE
(OREALC/UNESCO Santiago, 2013) permite,
ademas, identificar cémo esas exigencias han
permeado los documentos curriculares de la
disciplinaen AméricaLatinay el Caribe. Muchos
de ellos mencionan explicitamente los objetivos
de formar ciudadanos auténomos, personas
capaces de razonar creativa y criticamente,
participantes activos de la sociedad, que

comprenden tanto la realidad como su propia
capacidad para modificarla.

Dicho analisis curricular, que comparé
y analizé los documentos curriculares de
matematica de los paises participantes en
TERCE y otros insumos (como textos escolares),
también permite reconocer como eje central
de la formacién matematica el desarrollo de la
capacidad de resolver problemas. Laresolucién
de problemas supone poner en juego todas las
habilidades del pensamiento de los estudiantes
y relaciona fuertemente el conocimiento
matematico adquirido en el ambito escolar con
la vida cotidiana. De este modo, la matematica
escolar no es entendida como un fin en si misma,
sino que se perfilacomo un medio paralograr los
objetivos mas transversales: formar personas
capaces de razonar lé6gicamente y de pensar
criticamente, que dominan ciertos saberes
o contenidos propios de esta disciplina, pero
gue ademas son capaces de aplicarlos en lavida
cotidiana. Asi, la matematica escolar se enfoca
en privilegiar su aspecto formativo.

;Queé se ensefia en matematica?
En la dimensién disciplinar del analisis

curricular de TERCE, que recoge todo

aquello que es objeto propio de la ensefianza
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de la matemética, se devela que el enfoque
constructivista es compartido por lamayoria de los
paises participantes. Las distintas orientaciones
curriculares organizan los contenidos de
manera progresiva y fomentan el desarrollo
de experiencias significativas de aprendizaje
gue seran insumos en niveles posteriores,
reconociendo e incorporando la concepcién de
la matematica como una creacién de la mente
humana, en la que solo tienen existencia real
aquellos objetos matematicos que pueden ser
construidos por procedimientos finitos a partir
de objetos primitivos (Ministerio de Educacién
Nacional de la Republica de Colombia, 1998, p. 11).

Desde unamirada disciplinar, laensefianza de
lamatematica en los paises de la regién tiene como
enfoques generales: la resolucién de problemas,
la aplicacion de los conocimientos matematicos
a situaciones cotidianas y el desarrollo de la
capacidad de argumentar y comunicar los
resultados obtenidos (OREALC/UNESCO
Santiago, 2013). Estos enfoques generales se
relacionan estrechamente con la concepcién del
guehacer matemadtico inserto en un contexto
social y con una relacién constante con otras
areas del conocimiento.

Los contenidos fundamentales inherentes
al trabajo matemadtico, contextualizados en el
ambito escolar, tienen pocas variaciones de pais
en pais, y los dominios definidos para TERCE (ver
segundo apartado de este Informe) organizan los
contenidos de tercer y sexto grados, cubiertos
por lamayoria de los participantes, en cinco areas:
numeros, geometria, medicién, tratamiento de la
informacién y analisis variacional.

JPara qué se ensefia matematica?
Laalta convergencia de los paises de laregion,
tanto en la seleccién de contenidos como enlos
enfoques centrales con que estos contenidos se
tratan, evidencia una concepcion similar en cuanto
acudles son los objetivos que se busca cumplir con
la ensefianza escolar de la matematica y cudles
son las habilidades que se desea desarrollar enlos
estudiantes (OREALC/UNESCO Santiago, 2013).
El aprendizaje matematico deseado va mas
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alla de adquirir un conjunto aislado de conceptos,
hechos, habilidades y procesos. En este sentido, el
desafio del docente es promover instancias en las
que los estudiantes puedan experimentar de forma
activa la aplicacion de tales conceptos, hechos,
habilidades y procesos (Peng Yee, 2014). Elfocoenla
resolucién de problemas no es solo unaherramienta
de practica de procedimientos, sino que debe
transformarse en el modo central de relacionar el
trabajo matemdtico con la vida cotidiana. El docente
deberia contextualizar los contenidos mediante
problemas reales, relacionando la matematica
de la forma mds natural posible con situaciones
significativas, contextualizadas o no.

Laresolucion de problemas dala posibilidad
a los estudiantes de enfrentarse a situaciones
desafiantes que requieren para su solucion variadas
habilidades, destrezas y conocimientos que no
siguen esquemas fijos. Estas incluyen el cdlculo
numérico escrito y mental, las nociones espaciales,
el andlisis de datos, el uso de herramientas
matematicas y las estimaciones, entre otras.
Nuevamente, se explicita la relevancia del rol
que cumple el docente: otorgar a los estudiantes
instancias para poner en practica estas habilidades
y, al mismo tiempo, brindarles experiencias que los
ayuden a comprender que la matematica es mas
gue una aplicaciéon automatica de una cantidad
finita de procedimientos (Peng Yee, 2014).

Enlos procesos definidos para las pruebas
TERCE de matematica se hace una distincién
entre la resolucién de problemas simples y la
resoluciéon de problemas complejos. Mientras
gue los problemas simples requieren el uso de
informaciéon matematica que estd explicita en
el enunciado, referida a una sola variable, y el
establecimiento de relaciones directas para
llegar a la solucién; los problemas complejos
exigen procesos cognitivos de nivel superior,
como la reorganizacion de la informacién
matematica presentada en el enunciado y la
estructuracion de una propuesta de solucién a
partir de relaciones no explicitas, en las que se
involucra mds de una variable. La consideracion
de ambos tipos de problemas revela la intencién
de que los estudiantes sean capaces de:



® Adquirir los conceptos y habilidades
matematicas necesarias para la vida
diariay para el aprendizaje continuo de la
matematicay de disciplinas relacionadas.

® Desarrollar habilidades de resolucion
de problemas y razonamiento matematico,
y aplicar estas habilidades para formular
y resolver problemas.

® Reconocery utilizar los vinculos que
existen entre las ideas matematicas, y
entre la matemadtica y otras disciplinas.

® Adoptar una actitud positiva frente
ala matematica (Peng Yee, 2014, p.21).

En términos mas amplios, se busca preparar
personas para enfrentar las condiciones impuestas
por la globalizacién, desarrollar habilidades que
les permitan adaptarse a los cambios de una
sociedad compleja, generar competencias para ser
permeable a estos cambios, para poder construir
y fundamentar ideas propias, y para ser parte de
la cultura de la comprensién, del andlisis critico y
de lareflexion.

c;COmMo se ensefia matematica?
Aun cuando el propésito del andlisis curricular
de TERCE se alejade las tendencias enla ensefianza
de la disciplina, es posible desprender algunas de
las concepciones tedricas comunes que pueden
estar en la base de la manera en que se ensefia
matemadtica en América Latinay el Caribe.

En ladimensién pedagdégica de dicho andlisis,
se identifica el predominio de los enfoques
cognitivo/sociocultural y constructivista, los
gue consideran las etapas de desarrollo del
estudiante, dandole protagonismo en el proceso de
aprendizaje, tomando en cuenta su conocimiento
previo y su contexto sociocultural (OREALC/
UNESCO Santiago, 2013).

El enfoque cognitivo/sociocultural prioriza el
cumplimiento de objetivos de aprendizaje alineados
conlanecesidad de que los estudiantes desarrollen
ciertas capacidades, habilidades, valores y actitudes

que sirven para la vida. Bajo este enfoque, el
docente es un intermediario entre el estudiante
y la cultura social e institucional, es un mediador
del aprendizaje.

El enfoque constructivista se refiere
principalmente a cémo los estudiantes son capaces
de construir nuevos significados a partir de las
estructuras mentales y los conocimientos que
ya poseen. Desde esta dptica, en el proceso de
ensefianza se consideran las ideas previas que los
estudiantes tienen del nuevo objeto de aprendizaje
y se fomenta la participacién de ellos en su propio
aprendizaje. Nuevamente, el rol del docente se
entiende como un mediador del aprendizaje,
pues guia la participacién y el razonamiento de
los estudiantes a través de actividades y preguntas
disefiadas previamente (Calero, 2009).

Las corrientes de ensefianza observadas
en laregién parecen responder a las exigencias
gue en la actualidad se le hacen a la formacion
escolary se alinean con las tendencias mundiales.
De hecho, segln las conclusiones del proyecto
DESECO (Definiciény Seleccion de Competencias)
de la OCDE (Organizacién para la Cooperaciény
el Desarrollo Econémico), el constructivismo es
el enfoque educativo que mejor se adapta a los
procesos de construccién de las competencias
clave en la sociedad actual (Serrano y Pons, 20m).

Los documentos curriculares de los distintos
paises orientan el trabajo docente en las aulas
mediante la declaracién de esos dos enfoques
(constructivista y cognitivo/sociocultural). Y con
esto, implicitamente, entregan gran relevancia
al rol del profesor en la relacién pedagdgica: su
incidencia en el logro de los objetivos es total; el
lugar de los docentes no es el centro del sistema
educativo sino su base, los profesores concretan
diaadialo que, para ellos, es mas eficiente en el
ambito educativo.

En términos concretos, al menos a nivel
de las orientaciones curriculares y desde una
perspectiva constructivista (Calero, 2009), se
espera que los docentes de matemadtica de la
regién sean capaces de;
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@ Planificarlaensefianza, considerandolas
caracteristicasy los intereses particulares
de los estudiantes, y reflexionar en torno
aellatanto previacomo posteriormente a
la ejecucion de esas planificaciones.

® Desarrollar actividades didacticas que
se centren en el quehacer del estudiante,
cuidando que sean suficientemente
desafiantes, pero no frustrantemente
imposibles.

® Usar el conocimiento intuitivo o previo
en el desarrollo de las actividades didacticas.

® Fomentar la participacién de los
estudiantes en clase, dando oportunidades
para la reflexiéon y expresion de opiniones
e ideas. Crear instancias en donde los
estudiantes puedan verbalizar sus modelos
mentalesy contrastarlos conlos de los demas.

® Relacionar el contenido con situaciones
cotidianas y significativas para los
estudiantes.

® Generar climas de confianza para que
los estudiantes no teman dar unarespuesta
errénea, enfatizando que el conocimiento
se construye corrigiendo erroresy que el
Unico error real “es pensar que la certeza
existe, que la verdad es absoluta, que el
conocimiento es permanente” (Moreira,

2005, p. 94).

® Ayudarasolucionar las dificultades que
entrampan el desarrollo de las actividades
propuestas, sin dar las respuestas, sino
gue entregando las herramientas u
orientaciones para continuar.

® Brindar espacios para la experimen-
taciony la creatividad.

Evaluacién y promocion
del aprendizaje

Tradicionalmente, se asocia la evaluacién
con laidea de calificacién o puntaje. Los sistemas
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escolares formales requieren de calificaciones que
permitan determinar e informar de manera objetiva
cudl es el rendimiento académico de un estudiante
respecto de otros (funcién normativa de la
evaluacion), concluyendo quiénes son los que pasan
de unnivel a otro a partir de la certificacién de un
minimo de aprendizajes (funcién certificadora
de la evaluacién). Por otro lado, ;qué pasaria sila
certificacion de los aprendizajes de las asignaturas
no estuviera asociada a un nimero? ¢;Cual seriala
actitud de los estudiantes frente a actividades no
calificadas? De acuerdo a su edad, la predisposicién
de los nifios y jévenes podria tornarse poco seria.
Lainmadurez de algunos estudiantes les impediria
comprender que las tareas escolares (trabajos
escritos, disertaciones, guias de contenido, guias
de ejercitacién, pruebas, etcétera) son parte del
proceso ensefianza/aprendizaje y estan disefiadas
en funcién del logro de los objetivos propuestos.
Por tanto, la evaluacion se usa, también, como
una fuente de control externo de la conducta de
los estudiantes.

A las funciones tradicionales descritas
anteriormente, se suma la funcién pedagégica de
la evaluacién como uno de los aspectos centrales
de una practica docente que fomente el logro
de aprendizajes significativos en los estudiantes.
En este enfoque, es fundamental separar
conceptualmente la evaluacién de lamedicién de los
aprendizajes a los que refieren los usos anteriores
de la evaluacién. La medicién debe ser un insumo
mas para la evaluacion en el aula, entendiendo
evaluacion como el uso de los resultados de la
medicién para tomar decisiones pedagégicas,
tales como modificar practicas en la ensefianza
odar cierto tipo de retroalimentaciones. Para que
el proceso evaluativo promueva el aprendizaje, la
calificacién no debe ser la tnica informacién que
se entregue alos estudiantes.

¢Qué significa que un estudiante obtenga la
maxima calificacién en una prueba de matematica?
¢Aprendié mas que el resto de los estudiantes que
no obtuvieron esa calificacion maxima? Y si fue
asi, ;qué o cuanto mas? A partir de la calificacién,
¢el estudiante puede saber qué le falté por lograr
para llegar acumplir los objetivos de aprendizaje?



Para que la evaluacion realmente promueva
el logro de los objetivos planteados es necesario
concebirla como parte del proceso ensefianza/
aprendizaje, garantizando que sea coherente con
los objetivos de aprendizaje propuestos y con las
metodologias de ensefianza implementadas en
funcién de estos objetivos.

Enla practica, el docente debe involucrar alos
estudiantes en su propia evaluacion, especificando
qué se espera que aprendan en cada clase, y
entregdndoles, antes de aplicar un instrumento
de evaluacién, los logros de aprendizaje esperados
y no solamente unalista de los contenidos. De esta
manera, los estudiantes conoceran a priori qué se
esperaque hagan de manera concreta, orientando
su estudio y enfocandolos en el logro de “mini-
metas” que aportan en el cumplimiento de lameta
final, que son los objetivos de aprendizaje. Ademas,
se debe cuidar que los instrumentos de evaluacién
empleados estén alineados con los contenidos y
habilidades desarrollados durante las clases, pues
se debe medir lo que efectivamente se ensefié.
Por ejemplo, si en el aula solo se resolvieron
problemas que exigen aplicar directamente un
cierto procedimiento, no es razonable incluir
en el instrumento de evaluacion problemas
“no rutinarios”, que requieran poner en juego
adaptaciones mayores de los procedimientos
trabajados en el aula. Pues, ;cémo se esperaria
gue los estudiantes logren hacer un andlisis para
producir tales adaptaciones si nunca se les dieron
oportunidades para aprender a hacerlo?

Los resultados del instrumento de evaluacion,
ademas de asociarse a una calificacién, deben ser
contrastados con el contexto en que se realizé la
evaluacién, reflexionando acerca de la ensefianzay
detodas las variables que pudieron haber influido en
los resultados obtenidos. ;Cudles son los objetivos
menos logrados? ¢;Por qué? ;Qué estrategias se
usaron para orientar la ensefianza hacia el logro
de esos objetivos? ;De qué manera se podria
mejorar la ensefianza orientada hacia el logro de
esos objetivos? ;Qué variables externas podrian
haber influido? ;Qué instancias de retroalimentacion
se pueden ofrecer a los estudiantes para que
interpreteny analicen sus resultados enla medicién?

Enrespuestaala dltima pregunta, si el docente
ha dado a conocer a sus estudiantes los logros
de aprendizaje esperados antes de aplicar el
instrumento de evaluacion, la retroalimentaciéon
podria ser mas precisa, ya que paralos estudiantes
podria ser mas simple identificar y comprender
qué necesitan para mejorar su desempefio,
para alcanzar los logros esperados. Una buena
retroalimentacién debe clarificar qué aspectos
fueron logrados y cudles no, para generar en el
estudiante una reflexién sobre el origen de sus
errores y producir, luego, un plan de accién que
le permitan mejorar los aspectos deficitarios.
La evaluacién, como parte integral del proceso
ensefianza aprendizaje, debe ser uninsumo parael
logro de aprendizajes significativos. En matematica
es usual laimplementacién de algoritmos o reglas
que en algunas ocasiones se incorporan de
manera memoristica, sin comprender de dénde
vienen o qué significan. Esos métodos no suelen
dar lugar a aprendizajes significativos. Si olvida
una parte del algoritmo, el estudiante no sera
capaz de reconstruirlo porque no lo entiende.
El aprendizaje significativo se logrard cuando se
produzcan interacciones entre los conocimientos
previos y los nuevos: mientras los conocimientos
recientes adquieren significado para el aprendiz
por lo que ya conocia, los conocimientos previos
se completan, se enriquecen, se reelaboran sus
significados y se estabilizan. Asi, el conocimiento
previo es, de forma aislada, la variable que mas
influye en el aprendizaje. En dltima instancia, solo
se puede aprender a partir de aquello que ya se
conoce (Moreira, 2005).

Moreira (2005) también plantea algunas ideas
relevantes para facilitar el aprendizaje significativo
critico, como son:

® Utilizar la interaccién social o
significados compartidos entre el profesor
y el estudiante, colocando énfasis en la
formulacién e intercambio de preguntas
no triviales sobre el contenido.

® Utilizar recursos pedagdgicos diversos

® Ensediar considerando las experiencias
previas de los educandos, sin olvidar que
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cada cual tiene su propia percepcién de
las cosas y, por tanto, pueden generar
representaciones diferentes.

® Utilizar el lenguaje con precisién, en
particular, el de la disciplina, teniendo
conciencia en el uso de las palabras y su
significado, el cual no siempre es el mismo
para todas las personas.

® Aprovechar el error como medio de
aprendizaje.

® Generar capacidad de desaprendizaje
enlos casos en que ciertos conocimientos
previos no permitan aprender los nuevos
conocimientos.

@® Actuarconscientes de laincertidumbre
de todo conocimiento, el cual se construye
a partir de las definiciones dadas, las
metdaforas utilizadas y las preguntas
formuladas a los estudiantes.

Hasta ahora se ha relacionado de manera
general laevaluaciony el aprendizaje en el contexto
escolar, siendo la primera un insumo para lograr
lo segundo, siempre y cuando se trabaje desde la
perspectiva de la evaluacion parala promocién del
aprendizaje y no simplemente como una evaluacion
del aprendizaje. En términos especificos, en el
contexto de las pruebas de matematica de TERCE,
el andlisis curricular del estudio concluyé que el
enfoque evaluativo en los paises participantes
tiende a considerar importante la evaluacion
de competencias, contenidos y habilidades;
asimismo, la mayoria de los paises considera
gue la evaluacién debe desarrollarse de manera
permanente y con caracter formativo, por lo que se
daimportancia avalorar el proceso del estudiante
y suretroalimentacién (OREALC/UNESCO, 2013).
Elementos relevantes de la concepcién de la
evaluacion para la promocioén del aprendizaje
estan en la base del desarrollo del estudio.

Las convergencias entre los enfoques
evaluativos de los paises participantes que
fueron usados como guia durante el proceso
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de disefio y elaboracién de las pruebas de
matematica de TERCE, pueden sintetizarse
en los siguientes puntos:
® Consideracion de los conocimientos
previos y la relaciéon del conocimiento
adquirido con situaciones cotidianas.

® Laresoluciénde problemas como eje
central del aprendizaje.

® Contemplacién de lamatematicacomo
unadisciplinaintegral, en interaccién con
otras dreas del conocimiento, y no como
una asignatura con contenidos aislados.

® Eldesarrollodedestrezasy habilidades
propias del drea matematica como parte
importante del proceso de construccién
del conocimiento.

® Elpensamientocriticoy el razonamiento
l6gico tomados en consideracién en el
proceso de ensefianza aprendizaje.

® Evaluaciéndelos contenidos, seguido
por las competencias y habilidades,
comunes en los curriculos (OREALC/
UNESCO, 2013).

Los resultados de estas pruebas entregan una
gran cantidad de datos que nutren coninformacién
estadisticaa diversos actores educativos; pero, para
que estas mediciones cobren relevanciaen el trabajo
en el aula, esimportante el juicio experto que esos
actores puedan dar sobre el objeto de estudio. Los
resultados de las pruebas de matematica de TERCE
son un insumo mads para reflexionar entorno alas
practicas pedagdgicas en el aula. En el siguiente
capitulo se consideran resultados de preguntas
especificas incluidas enlas pruebas de TERCE y se
hacen sugerencias de intervenciones pedagdgicas.
Estas buscan ser un punto de partida para que los
profesores de los paises participantes pueden
realizar procesos de reflexién sobre sulabor; hacerse
preguntas, levantar hipétesis y tomar decisiones
pertinentes para mejorar los aprendizajes de sus
estudiantes, considerando ademas las variables
contextuales en sus escuelas.



A continuacién se presenta una serie de
preguntas que fueron incluidas en la prueba
TERCE 2013, en este momento liberadas
para su conocimiento publico. El propdsito de
incorporarlas en este documento es mostrar
de modo mas evidente cémo las definiciones
expresadas en los niveles de desempefio de
matematica en TERCE se manifiestan através
de preguntas. Estamuestra permite conocer en
qué consisten, el nivel de dificultad que implican
y, los contextos y tareas a los que se vieron
expuestos los estudiantes para evaluar sus
logros de aprendizaje en esta drea disciplinaria.

Dar a conocer las preguntas busca
también que los profesores, y quienes estan
relacionados con la formacién y educacion
de los nifios y jévenes, conozcan cudles son
las exigencias que el Tercer Estudio Regional
consideré en el drea de la matematica. Se
espera asi que este material les ayude en
su quehacer cotidiano.

®O
0[O,

Previo a la presentacién de los items
que caracterizan los niveles de desempefio
de la prueba, se hace una descripcién del
proceso a través del cual se establecieron los
puntos de corte que dan lugar a los niveles
y se muestran los aprendizajes propios de
cada uno de ellos.

Para conocer la distribucién de
estudiantes segun niveles de desempefio,
primero es necesario establecer los ‘puntos
de corte’ que definen la transicién de un
nivel a otro. Esta tarea implica que un grupo
de personas emita un juicio experto para
determinar cuanto es lo minimo que se debe
responder en una prueba para alcanzar un
determinado nivel de desempefio. Dicho
juicio es regulado por un conjunto de
procedimientos estandarizados que permiten
objetivar el proceso.
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Para establecer los puntajes de corte de
las pruebas del TERCE se empled el método
de Bookmark. Esta metodologia es una
de la mds empleadas a nivel internacional
para establecer niveles de desempefio en
pruebas estandarizadas (Cizek & Bunch, 2007;
Mitzel et al., 2001). En el método Bookmark,
expertos y profesionales comprometidos con
el drea evaluada trabajan con un cuadernillo
gue contiene las preguntas de la prueba
ordenadas segun su dificultad empirica, desde
la mas facil a la mas dificil. El trabajo de los
jueces consistié en revisar las preguntas asi
ordenadas y seleccionar la primera que, en su
opinién, un sujeto limite (aquel que esta en el
borde inferior de la categoria de desempefio
cuyo puntaje de corte se esta definiendo)
tendria mayor probabilidad de responder
correctamente.

Esta decision individual fue luego
discutida en pequefios grupos donde se dio a
conocer el juicio de los demds participantes
y donde, al término de la discusién e
intercambio de opiniones, cada juez tuvo la
posibilidad de volver a establecer su punto de
corte. Finalmente, hubo una sesién plenaria,
en que cada grupo expuso sus argumentos
y puntos de corte, se entregaron datos de
impacto de los puntos de corte propuestos y
se dio la oportunidad para que cada juez, en
forma individual, manifestara nuevamente su
decisién (Cizek & Bunch, 2007; Zieky, Perie,
& Livingston, 2006). En estas dos rondas
de trabajo (grupos pequefios y plenario) se
utilizé la mediana de los puntos de corte
de cada juez para establecer el punto de
corte grupal.

A través de esta metodologia se
establecieron tres puntos de corte en cada
prueba, que dieron lugar a cuatro niveles
de desempeiio (I, II, lll y IV). Estos niveles
ordenaron los logros de aprendizaje de los
estudiantes en un continuo de creciente
complejidad: los logros de los niveles inferiores
son la base de los niveles mdas avanzados.
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Una cotidianidad cada vez

mas compleja, con mayores
volumenes de informacion
disponibles para una creciente
cantidad de personasy con
mas interconexiones entre los
distintos ambitos de la actividad
y el conocimiento

humano, pone exigencias
también cada vez mayores sobre
la ensefianza de la matematica.



El siguiente cuadro describe cada uno de los niveles de desempefio, en base a las tareas
gue los estudiantes mostraron que son capaces de realizar, en tercer grado.

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Ordenar numeros naturales y comparar cantidades.
® Identificar figuras geométricas basicas.
® |dentificar elementos faltantes en secuencias simples (graficas
y numéricas).
® Leer datos explicitos en tablas y graficos.

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:

® Leery escribir nimeros naturales.

® Interpretar fracciones simples.

® |dentificar unidades de medida o instrumentos mas adecuados
NIVEL Il para medir atributos de un objeto conocido.
® |dentificar posiciones relativas de objetos en mapas.
® |dentificar elementos en figuras geométricas o representaciones
planas de cuerpos geométricos.
@® Extraer informacién entregada en tablas y graficos.

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Identificar reglas o patrones de formacién de secuencias mas
complejas (graficas y numéricas), determinar elementos que faltan
o continuar las secuencias.
® Resolver problemas que involucran los elementos de figuras
geométricas o representaciones planas de cuerpos geométricos.
® Resolver problemas que requieren interpretar fracciones simples.
® Resolver problemas que requieren aplicar las operaciones de
ndmeros naturales.
® Comparar y estimar medidas de objetos, y resolver problemas
gue involucran medidas.
® Interpretar informacion presentada en tablas y graficos.

NIVEL Il

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas mds complejos en el ambito de los nimeros
naturales.
® Resolver problemas que involucran la comparacién y conversién
de medidas.
® Resolver problemas mds complejos que involucran los elementos
de figuras geométricas o representaciones planas de cuerpos
geomeétricos.

NIVEL IV

34



En el siguiente cuadro se describen los aprendizajes de los estudiantes de sexto grado
evaluados en el TERCE en cada uno de los cuatro niveles de desempefio.

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Estimar pesos (masas) y longitudes de objetos.
® Identificar posiciones relativas en mapas.
® Identificar reglas o patrones de formacion de secuencias numéricas
simples y continuarlas.
® Ordenar nimeros naturales y decimales.
® Utilizar la estructura del sistema decimal y de sistemas monetarios.
® Resolver problemas simples que involucran variaciones
proporcionales.
@ Leer datos explicitos en tablas y graficos.

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas simples que involucran nimeros naturales,
numeros decimales y fracciones, y variaciones proporcionales.
® Relacionar distintas vistas espaciales.
® Determinar términos faltantes o continuar secuencias graficas o numeéricas.
® |dentificar dngulos agudos, rectos y obtusos, y resolver problemas
simples que involucran angulos.
® Determinar medidas de longitud o masa de objetos, mediante
instrumentos graduados.
® Calcular perimetros y dreas de poligonos.

NIVEL Il

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas de variaciones proporcionales, que requieren
interpretar la informacién entregada.
® Convertir unidades de medidasy resolver problemas que involucren
medidas.
® Resolver problemas que involucren dngulos e identificar relaciones
NIVEL 1l de perpendicularidad y paralelismo en el plano.
® Interpretar patrones de formacién de secuencias numéricas.
® Resolver problemas que involucren el cdlculo de perimetros y
dreas de poligonos.
® Resolver problemas que requieren leer e interpretar informacién
de tablas y graficos.

Estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas mas complejos que involucran operaciones
de numeros naturales, nimeros decimales y fracciones, o variaciones
proporcionales.
NIVEL IV ® Resolver problemas mas complejos que involucren el calculo de
perimetros y dreas de poligonos, o angulos de poligonos.
® Resolver problemas que requieren convertir unidades de medidas.
® Resolver problemas que requieren interpretar datos presentados
en tablas o graficos mds complejos.
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Ejerpplos de preguntas delos_
Istintos niveles de desempeiio

Ejemplos de przguntas de los niveles
e desempeio de tercer grado?

Enla prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Ordenar nimeros naturales y comparar cantidades.

@® Identificar figuras geométricas basicas.

@ Identificar elementos faltantes en secuencias simples (graficas
y numéricas).

® Leer datos explicitos en tablas y graficos.

4 N

Observa la secuencia:
2 & 0 5 2 & 0o & 2 o &5 2 & D b
Si se mantiene el patrén, Jqué numero se ubica en el T
A) 0
B) 2
C)5
D) &
MV 1262
Respuesta Porcen_t'aje Porcen_t'aje Porcen_t'aje Porcen_t'aje Porcentaje
eleccién eleccién eleccién eleccién Y
correcta: ) P 9 9 de omision:
opcion A: opcion B: opcion C: opcion D:

—

Este item requiere que el estudiante debe detectar cudl es el término faltante
identifique el término faltante enlasecuencia usando el término anterior o el siguiente
numeérica que se le presenta en el enunciado. como referente.

Para cumplir con esta tarea, debe reconocer
que la secuencia sigue un patrén de repeticion Las opciones corresponden a los cuatro
con una longitud de cuatro términos y, luego, numeros que conforman la secuencia, por

2 Fn los cuadros que presentan cada pregunta, los porcentajes de eleccion por opcién y el porcentaje
de respuestas omitidas han sido redondeados al entero, por tanto, podrian no sumar 100%.
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lo que se asume que la deteccién del patrén
repetitivo serd realizada por la gran mayoria
de los estudiantes. Los pocos estudiantes
gue, al responder la pregunta, seleccionaron
alguno de los distractores, probablemente no
fueron capaces de usar los demds nimeros
entregados como referentes, es decir, no
lograron identificar las relaciones entre los
términos de la secuencia.

Usualmente, las secuencias numeéricas que
se trabajan con los estudiantes de este grado
son sucesiones aritméticas (cuyos términos se
obtienen del anterior sumando una cantidad
constante), sin embargo, sucesiones geométricas
(o gréficas) y numéricas de repeticién, como la
del ejemplo, pueden ser usadas para detectar
patrones o reglas de formacién que no se
relacionan necesariamente con el sistema de

numeracién decimal y sus regularidades.

En la prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces
de: leer y escribir nimeros naturales;

@ Interpretar fracciones simples.

® Identificar unidades de medida o instrumentos mas adecuados para
medir atributos de un objeto conocido.

@ Identificar posiciones relativas de objetos en mapas.

® Identificar elementos en figuras geométricas o representaciones
planas de cuerpos geométricos.

® Extraer informacién entregada en tablas y graficos.

NIVEL Il

~

K La siguiente figura se dividid en partes iguales:

¢ Que fraccion de la figura grande representa la figura pintada?

1 1
A
) 3 ¢ 9
1 1
B) — D) ——
N e T, p
Respuesta Porcen_t,aje Porcer!t'aje Porcer!'gaje Porcer!t'aje Porcentaje
elecciéon elecciéon eleccién eleccién Y
correcta: " b y: by de omisién:
opcién A: opcién B: opcién C: opcién D:
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Esta pregunta exige que el estudiante
identifique la fraccién que representa el triangulo
pintado de color gris respecto del triangulo grande
gue conforma el entero y que se ha dividido en
partes iguales. Por tanto, el estudiante debe
reconocer que el tridngulo grande se ha dividido
en nueve partes iguales y que una de esas partes,
la gris, corresponde a % del entero.

Losdistractores se refierenainterpretaciones
incorrectas de la informacion entregada en la
figura (opciones Ay B) o aun mal conteo de las
partes en que se ha dividido el entero (opcién D).

Llama la atencién la alta eleccidon del
distractor A, que duplica la eleccién de los otros

dos distractores. Esto podria adjudicarse al hecho
de que tanto el entero como las partes iguales
enlas que este se dividié son tridngulos, figura
geométrica que esta fuertemente relacionada
con el nimero 3; 0 bien, al hecho de que la base
del triangulo mayor queda dividido en tres partes
iguales, una de las cuales corresponde a la base
del tridangulo gris.

Como se analizarda mds adelante, la
representacion e interpretacién de fracciones
y numeros decimales es un tema que
tradicionalmente resulta complejo para los
estudiantes desde el comienzo; incluso, afios
después de trabajar con este tipo de nimeros,
sigue siendo un aprendizaje dificil de consolidar.

En la prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
@ Identificar reglas o patrones de formacién de secuencias mas complejas
(graficas y numéricas), determinar elementos que faltan o continuar las
secuencias.

® Resolver problemas que involucran los elementos de figuras geométricas
o representaciones planas de cuerpos geométricos.

® Resolver problemas que requieren interpretar fracciones simples.
® Resolver problemas que requieren aplicar las operaciones de
numeros naturales.

® Comparar y estimar medidas de objetos, y resolver problemas que
involucran medidas.

® Interpretar informacién presentada en tablas y graficos.

NIVEL Il

Matias visitd una fabrica donde (arman / ensamblan) 24 juguetes por hora.
¢ Cuantos (armaran / ensamblaran) en 2 horas si se continua con el mismo
ritmo de trabajo?

A) 12 juguetes. C) 26 juguetes.

B) 24 juguetes. D) 48 juguetes,

N /

Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje .
Respuesta e 0 0 0 Porcentaje
eleccién elecciéon eleccién elecciéon . .
correcta: "y A " hp de omision:
opcién A: opcién B: opcién C: opcioén D:

_
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Pararesolver este problema, el estudiante
debe interpretar la informacién entregada en
el enunciado sobre la cantidad de juguetes que
la fabrica produce en una hora (24 juguetes),
reconocer una estrategia de resolucién que le
permita calcular la produccién de dicha fabrica
en dos horas (por ejemplo, 24:2, 0 bien, 24+24)
y ejecutar esa estrategia correctamente. Los
distractores se relacionan con otras posibles
operaciones aritméticas que pueden realizarse
con los nimeros del enunciado (opciones Ay C)
y con una comprension errénea de los datos o
de la pregunta, que podria llevar a la opcién B.

Otra posible fuente de errores en las
preguntas que exigen resolver problemas

usando operaciones aritméticas corresponde
a los errores de cadlculo. Sin embargo, esos
errores suelen relacionarse mds bien con la falta
de prdctica en la ejecucién de los algoritmos
gue con las capacidades de los estudiantes
para interpretar informaciéon y desarrollar
estrategias de resolucién. En esta pregunta se
privilegié la observacién de esas competencias
al evaluar la resolucion de problemas. Como
no se incluyeron errores de calculo entre los
distractores, un estudiante que relacioné
correctamente los datos y desarrollé una
estrategia de resolucién exitosa, es capaz de
darse cuenta si comete un error de calculoy
enmendar el rumbo, porque no encontrara su
respuesta errénea entre las opciones.

Enla prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas mas complejos en el ambito de los nimeros

NIVEL IV naturales.

® Resolver problemas que involucran la comparacion y conversion

de medidas.

® Resolver problemas mas complejos que involucran los elementos de
figuras geométricas o representaciones planas de cuerpos geométricos.

En una balanza, se pesan 4 trozos de queso. Cada trozo pesa 100 gramos.
., Cuantos trozos de queso de 100 gramos faltan para completar 1 kilogramo?
Al 4
B) &€&
C) 100
D) 600
Respuesta Porcen_t,aje Porcer!t'aje Porcer!'EaJe Porcer!t'aje Porcentaje
elecciéon elecciéon eleccién eleccién Y
correcta: o 27 o 2z de omisién:
opcién A: opcién B: opcién C: opcién D:

“
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Este item requiere que el estudiante
interprete los datos entregados en el enunciado,
plantee una estrategia de resolucién con mas
de un paso y que involucra una conversién de
unidades de medida de peso (masa, en estricto
rigor3) y, por ultimo, realice sin errores de
cdlculo las operaciones aritméticas que llevan
aresolver el problema.

Los distractores, que resultaron muy
populares, aluden a una interpretacién
errénea de los datos dados en el enunciado
(opcién C) y alaimplementacién incompleta
de una estrategia de resolucién (opciones
Ay D). O bien, a considerar nimeros que
aparecen en el enunciado de la pregunta, sin
siquiera comprender el problema planteado
(opciones Ay C).

La variedad de elementos involucrados en
esta pregunta la identifican inequivocamente

como un problema complejo, para el cual
existen diversas estrategias de resolucion,
que tienen en comun la necesidad de que los
estudiantes realicen un andlisis que incorpora,
simultadneamente, la necesidad de seleccidén
de mds de una operacion aritmética, conocer
la conversiéon 1 kg =1 000 gy, aplicar dicha
conversion correctamente y en el momento
adecuado de la resolucién.

La prdactica de este tipo de problemas en
el aula, con la guia del docente, con discusiones
analiticas desarrolladas entre pares, tanto
sobre la equivalencia de distintas estrategias
de resoluciéon como sobre las ventajas y
desventajas que cada una presente, son
fundamentales para desarrollar la capacidad
en los estudiantes para enfrentarse a las
situaciones cada vez mds complejas a las que
se iran viendo expuestos a medida que avanzan
en su vida escolar.

3 En algunos paises se enfatiza la diferencia conceptual entre “masa” y “peso” al trabajar los contenidos
de unidades de medida en matemdtica. En otros, en cambio, se usa solo “peso” en las clases de
matemadtica, dejdndole a las clases de ciencias la responsabilidad de diferenciar ambos conceptos. En
las preguntas incluidas en las pruebas TERCE de matemditica se prefirid usar “peso”, considerando que
en el lenguaje cotidiano de los estudiantes de Tercer y Sexto Grado no se usard muy frecuentemente
la palabra “masa” para definir la cantidad de materia de un objeto.
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Ejemplos de preguntas de los niveles
e desempeno de sexto grado4

Enla prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Estimar pesos (masas) y longitudes de objetos.

@ Identificar posiciones relativas en mapas.

@ Identificar reglas o patrones de formacion de secuencias numéricas
simples y continuarlas.

® Ordenar numeros naturales y decimales.

@® Utilizar la estructura del sistema decimal y de sistemas monetarios.
® Resolver problemas simples que involucran variaciones proporcionales.
® Leer datos explicitos en tablas y graficos.

Obsarva la numeracidn de las casas:

+Cual es la regla que permite formar la secuencia de nimeros de las casas?

A) Sumar 2 al nimero anterior
B} Restar § al numero antanor,
C) Sumar 100 al nimero anterior.

D) Restar 100 al nimero anterior,

\_ /

Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje .
Respuesta "4 "4 *a) 1*a) Porcentaje
eleccién eleccién eleccién eleccién Y
correcta: ) o < o de omision:
opcion A: opcion B: opcion C: opcion D:

S

Para responder esta pregunta, el obtiene unelemento especifico de lasecuencia
estudiante debe relacionar la numeraciénde  en términos del elemento anterior.
las casas que se muestran en la imagen con
una secuencia numérica y luego, identificar Los distractores aluden a errores que se
el patrén (o regla de formacién) recursivode  cometen frecuentemente al realizar adiciones
esa secuencia, es decir, identificar cémo se  y sustracciones con reserva o canjey también

4 Fn los cuadros que presentan cada pregunta, los porcentajes de eleccion por opcion y el porcentaje
de respuestas omitidas han sido redondeados al entero, por tanto, podrian no sumar 100%.
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a confusiones en la deteccién del patrén que
podria generar el cambio de centena en los
numeros de la secuencia entre su segundo y
su tercer elemento.

Las sucesiones aritméticas definidas
recursivamente suelen ser parte del trabajo en
el aula, aunque muchas veces laregla o patrén
de formacién no es expresado explicitamente
de forma recursiva (por ejemplo, agregando la
frase “al nimero anterior” al final de la regla).

La discusion sobre la necesidad de explicitar la
recursividad de la regla de formacién de una
secuencia, junto con la revisién de secuencias
numéricas mas complejas (por ejemplo, que
tengan reglas de formacién recursivas de dos
pasos o que usen los dos términos anteriores), y
laformulacién no recursiva de algunas secuencias
simples, se plantean como la progresién natural
de los contenidos de patrones y preparan el
terreno para el tratamiento algebraico de los
mismos en los siguientes niveles de escolaridad.

En la prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas simples que involucran nimeros naturales,

NIVEL Il

numeros decimales y fracciones.

® Resolver problemas simples de variaciones proporcionales.
® Relacionar distintas vistas espaciales.

® Determinar términos faltantes o continuar secuencias gréficas o
numeéricas.

@® Identificar dngulos agudos, rectos y obtusos, y resolver problemas
simples que involucran angulos.

® Determinar medidas de longitud o masa de objetos, mediante
instrumentos graduados.

® Calcular perimetros y areas de poligonos.

4 )

Para visitar a un amigo, Ignacio debe recorrer 5 kildmetros en bicicleta. Si ha
recormido 2,3 kilometros, sa cudntos kilometres estd de la casa de su amigo?
A) 1.8 km.
B) 2.2 km.
C) 2.7 km.
D) 3,3 km.
Respuesta Porcen_t,aje Porcer!t,aje Porcer!t'aje Porcer!t,aje Porcentaje
eleccién elecciéon eleccién eleccién Y
correcta: "y A " hp de omision:
opcién A: opcién B: opcién C: opcioén D:
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Este problema requiere que el estudiante
interprete los datos dados en el enunciado,
seleccione una operacion aritmética entre
numeros decimales pertinentes y la ejecute
sin errores de calculo. Los distractores se
relacionan con errores en la aplicacién del
algoritmo de la resta de nimeros decimales
(opciones By D)y en laidentificacién del orden
en que deben restarse las cantidades dadas en
el enunciado y en el valor posicional (opcién A).

La estrategia de resolucién de este
problema es directa (por ejemplo, se puede

resolver calculando 5 - 2,3), los datos se
presentan en ordeny la situacién es cotidiana.
Ademas, el planteamiento es semejante a
numerosos problemas que los estudiantes
seguramente han enfrentado a lo largo de su
vida escolar en distintos dmbitos numéricos.
De ahi que, evidentemente, se trate de un
problema simple. Sin embargo, en sexto
grado, la operatoria con nimeros decimales
estd lejos de estar dominada por la mayoria
de los estudiantes, lo que se ve reflejado
en la relativamente alta popularidad de los
distractores.

En la prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas de variaciones proporcionales, que requieren
interpretar la informacién entregada.

® Convertir unidades de medidas y resolver problemas que involucren medidas.
® Resolver problemas que involucren angulos e identificar relaciones de
perpendicularidad y paralelismo en el plano.

® Interpretar patrones de formacién de secuencias numéricas.

® Resolver problemas que involucren el calculo de perimetros y dreas
de poligonos.

® Resolver problemas que requieren leer e interpretar informacion
de tablas y graficos.

NIVEL Il

-

Observa la siguiente tabla que muestra las edades de un grupo de personas:

Edad Cantidad de
(Afos cumplidos) personas
Tail _ 2]
a4 13
15a18 14
18a 22 B
Masg de 23 B

¢ Cudntas personas tienen menos de 15 afios?

A) B ) 18
K E) 14 by 33 /
Respuesta Porcen_t,aje Porcer!t,aje Porcer!t'aje Porcer!t'aje Porcentaje
elecciéon elecciéon eleccién eleccién Y
correcta: " s y: by de omision:
opcién A: opcién B: opcién C: opcién D:
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Este item exige interpretar los datos
gue se presentan en una tabla para obtener
la informacién requerida. En sexto grado,
aun no se han trabajado en el aula tablas con
datos organizados por intervalos, por tanto,
esta pregunta requerira que los estudiantes
seleccionen los datos que deben usary
construyan una estrategia de resolucién,
adaptando los métodos que si conocen para
tablas de frecuencia absoluta con datos no
agrupados.

Los distractores reflejan errores de
interpretacion de los datos entregados en
relaciéon con la pregunta. Probablemente, la alta

popularidad de los distractores Ay B se debe a
que ambas opciones corresponden a nimeros
que se extraen directamente de la tabla. Accion
que suele resolver la mayoria de los problemas
de estadistica a los que se ven enfrentados los
estudiantes de los primeros grados.

Para desarrollar progresivamente las
competencias de interpretaciéon y analisis de
datos que seran requeridas mas adelante,
los estudiantes deben comenzar a ser
expuestos a preguntas estadisticas que
puedan ser respondidas agrupando categorias
o discriminando aquellas que cumplan con
ciertos criterios dados.

En la prueba TERCE, estos estudiantes muestran evidencia de ser capaces de:
® Resolver problemas mds complejos que involucran operaciones

NIVEL IV _
proporcionales.

de ndmeros naturales, nimeros decimales y fracciones, o variaciones

® Resolver problemas mas complejos que involucren el calculo de
perimetros y areas de poligonos, o angulos de poligonos.

® Resolver problemas que requieren convertir unidades de medidas.
® Resolver problemas que requieren interpretar datos presentados en
tablas o graficos mas complejos.

~

~

La figura muestra un rectangulo y en su interior un triangulo equilatero.
¢ Cuanto mide el angulo x?
A) 15°
B) 30°.
C) 45°.
D) 50°.
Respuesta Porcen_t,aje Porcer!t,aje Porcer!t'aje Porcer!t,aje Porcentaje
eleccién elecciéon eleccién eleccién Y
correcta: "y A " hp de omision:
opcién A: opcién B: opcién C: opcioén D:

—
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Para responder correctamente este
item, es necesario que el estudiante conozca
las medidas de los angulos interiores de los
rectdngulos y de los tridngulos equilateros,
relacione la medida del angulo desconocido
con esas medidas conocidas, reconociendo
angulos adyacentes y complementarios.

Los distractores se relacionan con las
medidas angulares que los estudiantes
reconocen y usan mds frecuentemente. La
popularidad del distractor A podria deberse
a que desde la figura se puede estimar que
el angulo desconocido mide un tercio del
angulo interior del rectangulo y a que muchos
estudiantes confunden 45° con 90°, o creen

gue toda linea que divide al dngulo es bisectriz.

Este tipo de problemas geométricos son
altamente exigentes para los estudiantes,
pues no solo requieren la elaboracién de una
estrategia de resolucién de mas de un paso,
sino que esta dependerd de conocimientos
geométricos previos que el estudiante debe
ser capaz de evocary seleccionar de entre todos
los que ha adquirido a lo largo de los afios.

Otro elemento que incrementa la
complejidad es el hecho de que en el enunciado
no se dan datos numéricos explicitos. En estos
casos, es probable que algunos estudiantes
realicen una estimacién visual de la medida.

Propuestas de practicas pedagogicas para abordar los
principales problemas de aprendizaje detectados

Considerando los resultados de las pruebas
TERCE, se han seleccionado algunas preguntas
gue entregan indicios de ciertos problemas en el
aprendizaje de la matemadtica en tercer y sexto
grados. A partir de un andlisis de las respuestas,
se han planteado hipétesis sobre las habilidades
y competencias que poseen los estudiantes que
han respondido correctamente, y se han generado
sugerencias y recomendaciones de practicas
didacticas que podrian ayudar a desarrollar
esas habilidades y competencias, incluyendo
actividades que podrian conducirse en el aulay
que se presentan en este apartado.

Con este ejercicio no solo se desea orientar
el desarrollo de estrategias de ensefianza, sino
también influir en las estrategias de evaluacion
(especialmente, en las de cardcter formativo). Es
deseable que el docente reflexione en torno a
sus practicas de evaluacion de los aprendizajes y
use como referentes los ftems seleccionados -sus
estructuras, sus complejidades- para construir
sus propios instrumentos de evaluacién. Se debe
recordar siempre que es necesario variar los tipos
de opciones en los items de selecciéon mdltiple
para obtener informacién mas precisa sobre los
procesos gue siguen los estudiantes y evidencias
delos errores mas comunes. Del mismo modo, es
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recomendable lainclusion de preguntas abiertas
en instrumentos de evaluacion, ya que permite
obtener informacién mucho mas rica, completa
y variada de los aprendizajes de los estudiantes.

Es necesario que los docentes tengan presente
que los resultados y recomendaciones aqui
presentadas parten de los resultados regionales.
Estos deben guiar un esfuerzo nacional y, en
particular, de cada docente para desarrollar un
trabajo de aula de constante investigacion, la cual
permita descubrir comportamientos especificos
segun los contextos. Es fundamental que los
docentes tengan en consideracién las propuestas
curriculares de cada pais ya que, en algunos casos, las
sugerencias que se presentan aqui deben ajustarse
al nivel adecuado y ser contempladas en cuanto
a sus relaciones con otros contenidos revisados
previamente o en paralelo. De forma similar, aunque
se trabaja con algunos aprendizajes especificos
en este documento, las ideas planteadas pueden
orientar la implementacién de mejoras en las
estrategias de ensefianza y aprendizaje en todos
los temas del curriculo.

Se ha procurado considerar preguntas
de todos los dominios que se evaluaron en
TERCE, sin embargo, las propuestas se han



organizado en torno a aprendizajes que las
preguntas seleccionadas indican como de dificil
aprehension para muchos de los estudiantes
y por eso, en algunos casos, se abordara
mas de un aprendizaje asociado a un mismo
dominio, mientras que en otros, las preguntas
que ejemplifican algunos de los aprendizajes
pertenecerdn a distintos dominios.

Paracadaitem se entregala distribucién de las
respuestas y una descripcién de la tarea especifica
gue el estudiante debe realizar para responder la
pregunta correctamente. Estas tareas especificas
se relacionan con las descripciones generales de
los niveles de desempefio superiores (Niveles
[y IV), pero el propésito de estos ejemplos se

centra en producir una reflexién sobre practicas
pedagdgicas que mejoren los aprendizajes de los
estudiantes, mds que en seguir describiendo tales
niveles de desempefio.

También es importante mencionar que
las hipdtesis que se generan para explicar
por qué un grupo de estudiantes respondié de
ciertaforma una pregunta no intentan ser una
descripcién acabada de todas las posibilidades
que podrian haberlos llevado a seleccionar cierta
opcién; mds bien, intentan estar alineadas con
la forma en que la pregunta en cuestién se
inserta dentro de las especificaciones de la
prueba en que fue incluida (dominio, proceso,
nivel de desempefio).

Propuestas didacticas para tercer
grado a partir de los resultados de TERCES

Aprendizaje 1: Realizar operaciones
no contextualizadas con niumeros naturales

Un sumando desconocido

Observa:

3500 + 5 000

¢ Cual numero completa correctamente la operacion?

A) 8 500
B) 7 500

C) 2 500
D) 1500

Tarea a realizar: Resolver un problema que requiere operar con nimeros naturales.

Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje .
Respuesta Porcentaje
eleccion eleccién eleccién eleccién
correcta: de omision:
opcion A: opcién B: opcién C: opcién D:

L T T, L

5 £n los cuadros que presentan cada pregunta, los porcentajes de eleccion por opcion y el porcentaje
de respuestas omitidas han sido redondeados al entero, por tanto, podrian no sumar 100%.
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El 38% de los estudiantes evaluados
selecciond la opcidn correcta. Para responder
acertadamente debieron poner en practica
diversos conocimientos matematicos.
Por ejemplo, comprender la informaciéon
presentada de manera simbdlica; relacionar
los sumandos de la adicién presentada de
manera horizontal con un resultado dado;
identificar que el sumando desconocido de
la adicién puede ser obtenido aplicando la
operacién inversa (sustraccioén), plantear
la sustracciéon necesaria para determinar
la informacién desconocida y, finalmente,
aplicar de manera correcta el algoritmo de
la sustraccién con reserva.

La siguiente opcién con mayor seleccién
de parte de los estudiantes es C. El 27% se
inclind por la respuesta 2 500, lo cual evidencia
un problema con el desarrollo del algoritmo
de la sustraccién con reserva. Este grupo de
estudiantes logré plantear una estrategia
correcta pararesolver el problema presentado,
pero demuestra dificultades en la aplicacion
del algoritmo de la sustraccién con reserva,
cometiendo errores debido a los ceros en
el minuendo o al restar el minuendo del
sustraendo.

La opcién A (8 500) fue seleccionada por el
22%. Estos estudiantes probablemente no han
desarrollado las relaciones numéricas basicas,
no interpretan sumay resta como operaciones
inversas o no las consideran como parte de
una “familia de operaciones”. Interpretan de
manera incorrecta que la operacién mostrada
€s 3 500 + 5 000, sin reparar en que existe
un componente desconocido en la adiciény
gue debe ser descubierto para que se cumpla
laigualdad.

Finalmente, la opcién B concentré el
8% de las preferencias. Los estudiantes
que seleccionaron esta opcidn presentan
dificultades similares a quienes seleccionaron
laopcién A, ya que suman directamente 3 500
+ 5000, pero, ademas, cometen un error en
la aplicacién del algoritmo. En la posicién de
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las unidades de mil, se equivocan al contar
para hallar la suma, agregan 3 contando desde
el 5:5,6y 7, lo que los lleva a establecer el
resultado 7 500.

En términos generales, los problemas
gue requieren aplicar las operaciones de
numeros naturales en contextos puramente
matematicos pueden resultar ser todo un
desafio para estudiantes de tercer grado. Se les
enfrenta a una representacién simbdlica de una
adicién horizontal que utiliza nimeros, en un
ambito numérico que es dificil de representar
de manera concreta o pictérica, por lo que
deben usar su capacidad de abstracciény las
relaciones numeéricas que han desarrollado en
cursos anteriores. Solo aquellos estudiantes
gue han conceptualizado y comprendido
profundamente los algoritmos de la adicién,
de la sustracciény la relaciéon entre ambos,
pueden utilizarlos como herramientas para
resolver problemas de diferente complejidad
e, incluso, utilizar un algoritmo para completar
lainformacién de otro.

Aquellos estudiantes que se encuentran
en niveles de desempefio inferior deberan
desarrollar estructuras conceptuales centrales
antes de lograr aprendizajes aritméticos
bdsicos. Esto es de maxima importancia,
ya que para utilizar correctamente los
algoritmos de la adicién y de la sustraccién
con reserva necesitaran aprender reglas y
un conjunto de pasos ordenados, lo que sera
mas incomprensible y abstracto cuanto peor
adquiridas tengan las nociones previas. (Luque
& Rodriguez, 2005, p. 79).

Para que los estudiantes logren los niveles
de comprensién requeridos por el problema
planteado anteriormente, el docente puede
recurrir a diversas actividades en las que los
estudiantes relacionen las operaciones de
adicién y sustraccion. Por ejemplo, usar tarjetas
con numeros y signos como los siguientes:

13518+-




Y luego pedirles a sus estudiantes
gue ordenen las tarjetas formando cuatro
operaciones distintas. La idea es que lleguen
a establecer la “familia de operaciones™:

5+13=18
13+5=18
18-5=13
18-13=5

Puede comenzar con un ambito numérico
bajo e ir progresivamente aumentandolo. Sin
embargo, para lograr que efectivamente los
estudiantes identifiquen la relacién que hay
entre ambas operaciones, antes tendrdn que
dominar combinaciones aditivas basicas y
comprender la conmutatividad de la adicién.

Enrelaciéon con las dificultades relacionadas
con el algoritmo de la sustraccién con reserva,
el docente puede plantear actividades en donde
se utilicen modelos pictdricos para representar
centenas, decenas y unidades. Por ejemplo,
puede considerar el siguiente modelo de
sustraccion sin reserva:

146 - 34 =

146

OooOoOoonOo

146-34

O0EmN

146-34=
112

OO

Para luego, presentar el siguiente modelo
de sustraccién con reserva:

146

oooOood

146

OOooOod

ONEEEN

Este tipo de modelos permitird a los
estudiantes observar de manera pictérica el
procedimiento de canje cuando se resta con
reservas y relacionarlo con una sustraccién
representada de manera simbédlica.
Progresivamente, el docente puede incorporar
sustracciones como 300 - 134, en la que se
enfrenten a minuendos con ceros (Peng Yee,
2014, p. 121).
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Aprendizaje 2: Identificar patrones
y continuar secuencias graficas y numeéricas

Un patron grafico

& Cual figura sigue?

A)

Observa el orden en que van las siguientes figuras.

C)

D)

Tarea arealizar: Identificar elementos faltantes o que contintian una secuencia grafica.

Porcentaje Porcentaje
Respuesta e .
eleccion eleccion
correcta:
opcién A: opcion B:

Porcentaje Porcentaje .
iy iy Porcentaje
eleccion eleccién
de omisioén:
opcion C: opcién D:

L T L T T

Para responder correctamente esta
pregunta, el 53% de los estudiantes debid
reconocer que las figuras presentadas forman
una secuencia que sigue una regla o patroén
de formacién, luego debié identificar que ese
patrén esta formado por cuatro figuras: la
primera solo muestra un segmento; la segunda,
dos segmentos; la tercera, tres segmentos; y
la cuarta, cuatro segmentos. Finalmente, este
grupo de estudiantes debidé determinar que, al
repetir el patrén identificado con anterioridad,
la figura que continda la secuencia debe tener
dos segmentos y, por tanto, se trata de la
mostrada enlaletra C.

El 16% de los estudiantes evaluados
selecciond la opcién D, la segunda mas elegida.
Esto puede explicarse por qué lafigura con un
segmento es la primera del patrén y también
es la ultima de la secuencia planteada en el
enunciado. En tanto, la opcién A fue preferida
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por el 15%. Quizas, intentando igualar la figura
que estad a la izquierda de la ultima figura
presentada (como si hubiese algln tipo
de simetria), o bien, realizando una lectura
no tradicional de derecha a izquierda de la
secuencia de figuras.

Finalmente, el 9% de los estudiantes se
inclind por la opcién B, dando cuenta de una
baja comprensién en términos de identificar un
patrény utilizarlo para completar una secuencia.

Los patrones aparecen a menudo en
matemadticay el dlgebra, como lenguaje, sirve
para expresar esos patrones y comunicarlos
a otros de forma inequivoca. En este sentido,
tres aspectos son importantes en la ensefianza
del dlgebra en educacién primaria: hacer y
deshacer (trabajar de manera inversa),
generalizar (articular patrones) y expresar
relaciones entre variables (funcién).



En tercer grado, los estudiantes debieran
participar en la busqueda de patrones y
relaciones, para luego realizar generalizaciones
a partir de ellos. El docente, al ensefiar el
algebra, debe otorgar oportunidades para
gue sus estudiantes describan verbalmente las
situaciones problematicas antes de presentar
lo simbdlico y sus convenciones. Los patrones
numéricos y relaciones numeéricas entregan una
base para la ensefianza futura del dlgebra (Peng
Yee, 2014, p. 270).

Desde temprana edad, los estudiantes
abordan diferentes patrones que forman
secuencias sonorasy graficas, posteriormente
van incorporando secuencias numeéricas,
hasta llegar a generalizar estas relaciones
de manera simbdlica. Lo ideal es que en este
nivel los estudiantes hayan experimentado con
diferentes patrones, no solo identificindolos,
sino utilizandolos para completar secuencias.

En niveles previos, los estudiantes han
trabajado con diversos tipos de patrones como son:

a) Patron del tipo AB =

b) Patron del tipo AAB =

c) Patron del tipo ABB =

El trabajo con este tipo de patrones, entre
otros, ayuda a los estudiantes a identificar otro
tipo de reglas y su composicion, lo que facilita
el completar y continuar secuencias graficas
y, mas tarde, secuencias numéricas.

Frecuentemente, las secuencias
geométricas (o graficas) con que se trabaja

son una aproximacién a las secuencias
numéricas. En la pregunta de TERCE
presentada, la secuencia estd compuesta
por figuras, pero subyace la nocién de
cantidad (en los segmentos que cada figura
tiene). Sin embargo, también se pueden usar
secuencias graficas que aludan a propiedades
puramente geométricas, como el movimiento,
las ubicaciones relativas de objetos, los angulos,
que favorecen la deteccién de patrones que no
estdn necesariamente asociados a nimeros
o cantidades.

Asi, el docente puede usar una secuencia
grafica como la siguiente:

Puede instar a sus estudiantes a describir
las figuras, preguntandoles: ;Existe un patron?,
¢se puede describir ese patron?, ;como debiese
ser la figura que contintda la secuencia?

Como variante, puede pedirles que creen
una secuencia grafica utilizando formas,
posiciones de objetos o colores y que hagan
el ejercicio de describir el patrén utilizado
y luego, predecir cémo seran los siguientes
elementos de la secuencia.

Las secuencias graficas que incorporan
tanto nociones geométricas como numéricas
son muy ricas para el trabajo en el aula. Por
ejemplo, si se presenta una secuencia como
la siguiente:

El docente puede pedir a sus estudiantes
gue describan las figuras, que sefialen la
existencia de un patrén en la secuencia
de figuras y describirlo. En este ejemplo,
es fundamental que el profesor los guie
para que identifiquen mas de un patrén de
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formacion o mas de una forma de describirlo.
Probablemente, sera facil para los estudiantes
detectar que las figuras se forman agregando
un cuadrado mas a la figura anterior. Pero quizas
sea necesario plantear otras preguntas para
especificar mas la descripcién de laregla de
formacion: ¢Importa el color del cuadrado que
se agrega?, ;De qué color es el cuadrado que se
agrega en la cuarta figura?, ;Cambia de color
el primer cuadrado de cada figura?

También se puede incentivar el andlisis
de las relaciones numéricas que hay entre
las figuras de la secuencia, no solo sobre la
cantidad de cuadrados de cada una (los que
aumentan de 1 en 1), sino también sobre la
cantidad de segmentos que tiene cada figura
(los que aumentan de 3 en 3) o sobre la cantidad
de cuadrados grises y blancos que hay en cada
figura. Asi, se les puede pedir a los estudiantes
gue sefialen cuantos cuadrados (en total y de
cada color) y segmentos tendria una cuarta
figura o una décima figura, si contindan la
secuencia.

Un andlisis ain mas completo, tanto en
términos geométricos como numéricos, se
puede realizar con una secuencia como la
siguiente:

La secuencia comienza tal como la anterior,
pero al mostrarse una cuarta figura que no
cumple con la descripcion del patrén que se habia
detectado se debe hacer una reinterpretacion
del mismo. ;Qué sigue siendo cierto con este
“cambio de reglas”? ;Qué ha cambiado?

Claramente, hay un nuevo elemento
geomeétrico (la ubicacién del cuarto cuadrado
de la cuarta figura). Pero no cambia la cantidad
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de cuadrados de cada figura ni la secuencia
de colores de los cuadrados que se agregan.
¢Qué sucede con la cantidad de segmentos
gue conforman las figuras?

Una discusion interesante que puede
promoverse en el aula es la de completar
esta secuencia. Probablemente, habra un
gran acuerdo sobre cémo es la sexta figura
de la secuencia:

Pero, ;cdmo sera la séptima figura? En este
punto, el docente deberd reforzar la idea de
gue depende de cémo se describa el patrén
de formacién de la secuencia y que esto no
tiene por qué hacerse de una Unica manera.
Asi, posibles figuras que podrian corresponder
ala séptima de la secuencia son:

En estos ejemplos de posibles séptimas
figuras:
® La figura de la izquierda puede
explicarse por un patrén de zigzag,
qgue forma lineas de 3 cuadrados, en el
cual siempre se agrega un cuadrado de
color gris o blanco, alternandolos. De
este modo, la octava figura tendrd un
cuadrado blanco mds, el que se ubicara
a la derecha del que se agregé en la
séptima figura; la novena figura tendra
un cuadrado gris mas que la octava, el
que se ubicard a la derecha del que se



agregd en la octava figura. Mientras
que la décima figura de la secuencia
tendra un cuadrado blanco mas que la
novena, el que se ubicara debajo del que
se agregd en la novena figura.

® Lafiguradelcentro puede explicarse
por un patréon que también agrega
cuadrados de uno en uno, alternando
los colores y formando lineas de 3
cuadrados, pero que desde la segunda
linea agrega siempre el primer cuadrado
de una nueva linea al extremo derecho
de lamisma. Asi, la octava figura tendra
un cuadrado blanco mas que la séptima,
el que se ubicara a la izquierda del que
se agregé en la séptimafigura;lanovena
figura tendra un cuadrado gris mas que
la octava, el que se ubicard alaizquierda
del que se agregé en la octava figura.

Mientras que la décima figura, tendra
un cuadrado blanco mas que la novena,
pero este se ubicara debajo del cuadrado
gue se agregd en la séptima figura.

® En tanto, la figura de la derecha
puede explicarse por un patréon en
espiral que agrega cuadrados de uno
en uno, alternando sus colores. De
ese modo, la octava figura tendrd un
cuadrado blanco mas que la séptima,
el que se ubicard arriba del que se
agregé en la séptima figura; la novena
figura tendrd un cuadrado gris mas
que la octava, el que se ubicara arriba
del que se agregd en la octava figura.
Mientras que la décima figura tendra
un cuadrado blanco mds que la novena,
el que se ubicara a la derecha del que
se agregd en la novena figura.

Aprendizaje 3: Estimar y comparar medidas

Estimacion de longitudes de objetos

Dbserva al siguente pedazo de una regla:

Estima la medida de los siguientes objetos v escribe tu respuesta al lado de
cada uno en nameros enteros.

I
= cm.

Tarea arealizar: Estimar longitudes de objetos usando un referente parcial.
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De los estudiantes evaluados en esta
pregunta abierta, el 15% entregd una
respuesta considerada correcta por la
pauta de correccién. Para que unarespuesta
estuviera bien, el estudiante debia estimar
correctamente la medida de los cuatro objetos
con cierto margen de tolerancia, es decir, las
medidas entregadas como respuestas debian
estar entre 3y 4 cm para el borrador; entre
1y 2 cm para el clip; entre 7y 8 cm para el
crayon;y, entre 9 y 10 cm para el lapiz.

Los primeros dos objetos tienen
longitudes menores que la regla entregada en
la pregunta para que usen como referente, por
lo que la estimacién de su medida deberia ser
mas sencilla que los otros dos objetos, cuyas
longitudes son mayores, y para estimarlas los
estudiantes debian imaginar la repeticién de
la unidad referencial.

Ejemplo de respuesta correcta:

- ’ T

EE—

El 32% de los estudiantes evaluados entregd
una respuesta considerada parcial por la
rdbrica de la pregunta, es decir, algunas de las
medidas entregadas como respuestas fueron
adecuadamente estimadas (considerando
los mdrgenes de tolerancia ya mencionados),
siendo necesario por lo menos uno de los
siguientes casos:

® Estimar correctamente la medida
del borrador y el clip.

® Estimar correctamente la medida
del crayén o la del lapiz.
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Ejemplos de respuestas
parcialmente correctas:

El 32% de los estudiantes entregdé una
respuesta considerada incorrecta, lo que podia
darse en dos situaciones:

® Alestimarcorrectamente sololamedida
del borrador o solo la medida del clip.

® Al estimar fuera del margen de
tolerancia todas las medidas que se

respondian.

Ejemplos de respuestas incorrectas:




I (5 -

Ea G

Por ultimo, es importante sefialar que
el 10% de los estudiantes no respondié esta
pregunta.

Los estudiantes que respondieron
correctamente llevaron a cabo varias tareas
propias de la medicién (Peng Yee, 2014, p. 215):

Identificar el atributo del objeto que se
quiere medir. De un objeto se pueden
medir diferentes atributos: largo, ancho,
peso (masa), volumen, temperatura,
entre otros. En este caso, el atributo
a medir es la longitud de los objetos
dispuestos de manera horizontal.

Seleccionar la unidad adecuada conla
cual medir el atributo. En la pregunta
analizada se dispone de un referente
que consiste en un trozo de regla. El
estudiante que ha experimentado el
uso del instrumento de medicién sabra
que esta graduado en centimetros y
que, a su vez, cada centimetro esta
subdividido en milimetros. Luego, al
observar los objetos y su unidad de
medida relacionada sabra que debe
utilizar los centimetros.

Utilizar la unidad de forma repetida
y contar cudntas veces se utiliza para
medir el atributo. En el ejemplo en
cuestion, podian comparar la longitud
de la goma y del clip directamente
con el referente dado y determinar
su equivalencia en centimetros; pero,
al llegar al crayén y al lapiz debieron

utilizar la estimacién para continuar
repitiendo el centimetro como unidad
de mediciény averiguar la longitud de
estos objetos.

Para tomar mediciones precisas es
importante que los estudiantes comprendan
los siguientes principios:

0 La conservacion, que se refiere, por
ejemplo, a que lalongitud de una cuerda

seguirdsiendo lamismasila cuerdase
enrolla, o que el volumen de un liquido
seguird siendo 500 centimetros cubicos
sise traspasa a un recipiente diferente.

e La transitividad, que alude aque si A
es mas largo que B, y B es mas largo

que C, entonces A es mas largo que C.
En el ejemplo analizado, si el borrador
mide 3cmYy el crayén mide un poco mas
de 2 borradores de longitud, entonces
el crayén mide cerca de 7 cm.

e La repeticion de la unidad, que se
refiere a utilizar una unidad unica de

medicion. En la pregunta, al medir el
crayony el lapiz los estudiantes deberian
ser capaces de seguir repitiendo la
unidad que seleccionaron (centimetros),
realizando subdivisiones del objeto o
extendiendo la longitud de laregla, de
manera mental o pictérica, utilizando
el espacio de la pregunta (Peng Yee,
2014, p. 216-218).

Claramente, la medicién y estimacion
de medidas son procesos complejos que
involucran varios principios del mundo fisico,
que los estudiantes de tercer grado solo
percibiran mediante la experiencia repetida
de la medicién de objetos.

Por esto, es esencial que el docente genere
instancias en la que sus estudiantes deban medir
longitudes (distancia, altura, largo, etc.) usando
unidades no estandarizadas. Se les puede
formular preguntas como: ;Cuantos pasos
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mide el largo de la sala?, ;Cuantos lapices mide
el contorno de la mesa?, ;Cudntas palmas de
mano mide la pizarra? (Borges, 2001, p. 57).

Una vez realizadas las mediciones, se les
puede pedir que las comparen. Esto les permitira
descubrir por qué se necesitan las unidades
de medida convencionales. Entonces, se les
deberia pedir que repitan sus mediciones, esta
vez usando una unidad estandarizada. No
tienen por qué ser milimetros, centimetros o
metros, se les puede entregar a cada uno un
mismo referente que servira solo para la clase,
de manera que al comparar los resultados de
sus mediciones, estos se parezcan mucho mds
gue cuando usaron unidades no estandarizadas.
Posteriormente, se les debe introducir al uso de
unidades estandarizadas de uso comun, junto
con la utilizacién de instrumentos como laregla,
la cinta de medir y el metro carpintero.

En cuanto ala estimacién de medidas, cuando
los estudiantes ya manejen las técnicas para

obtener mediciones de buena calidad (repetir
los referentes cuidando que no se superpongan
ni queden espacios entre una aplicaciény otra,
mantener la direccién de medida, entre otras),
el docente puede comenzar a solicitarles que,
previamente a la medicién, hagan predicciones
sobre ella y luego comparen ambas. Se
sugiere que se guie a los estudiantes desde la
estimacion de medidas usando referentes no
estandarizados, avanzando progresivamente
hacia las unidades estandarizadas vy,
especialmente, a las de uso comdn.

Una vez adquirida una estimacién
relativamente exacta de lo que significan “un
centimetro”, “un decimetro” y “un metro”,
mediante la comparacién de predicciones con la
comprobacién empirica, se les debe guiar hacia la
estimacién no comprobable o cuya comprobacion
es mas compleja. Por ejemplo, pidiéndoles que
estimen la altura de la sala, las dimensiones de
una cancha de futbol, la altura de edificios o
monumentos de la ciudad, de drboles, etc.

HA FI.IH.A

P

HARINA
1 Kilogramso

AVEMA,
500 gramos

Observa hos productos que vende un a!mal:ah?

PN
T30 gramos

CACAD
1.5 kilogramos

4 Cudl es el producto que tene mayor pesa’?

A} La avena. B} La harma. C) Ei pan. D) El cacao

Tarea arealizar: Resolver un problema que requiere comparar pesos (masas).

Porcentaje Porcentaje
Respuesta ‘2 .
eleccién eleccién
correcta:
opcion A: opcién B:

Porcentaje Porcentaje .
L2 ‘2 Porcentaje
eleccién eleccién
de omision:
opcién C: opcién D:

O S
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En este item, el grupo de estudiantes que
respondié correctamente identificé que el
atributo medido en los objetos mostrados es
el peso (lamasa), luego que en dos de ellos se
utilizé el gramo para medir este atributoy en
los otros dos el kilogramo. Ademas, debieron
establecer una equivalencia entre gramos y
kilogramos para poder comparar la masa de
los cuatro objetos, expresdandolas todas en
gramos (avena 500 g, harina 1000 g, pan 750
gy cacao 1500 g); o bien, todas en kilogramos
(o,5 kg, 1kg, 0,75 kg y 1,5 kg). Y, finalmente,
compararon nimeros naturales de cuatro
cifras o nimeros decimales hasta la centésima.

Otro grupo importante de estudiantes
(33%) selecciond la opcién C. Ellos pueden
haber identificado el atributo que se midié en
los objetos, pero evidencian problemas a la
hora de trabajar con la unidad seleccionada,
ya que comparan directamente los nimeros
asociados a cada objeto sin reparar en que
tienen distintas unidades de peso (masa).

La opcién A concentré el 1% de las
preferencias de los evaluados, quienes, al igual
gue el caso descrito anteriormente, dan cuenta
de dificultades en el reconocimiento de la unidad
de peso (masa) utilizada; o bien, seleccionaron el
objeto que tiene una menor masa, dando cuenta
de lano comprensién de la pregunta.

Finalmente, la opcién B fue seleccionada
por el 14%, lo que podria relacionarse con
dificultades al comparar un nimero natural
con uno decimal.

Esta pregunta presenta una baja omision
de parte de los evaluados, ya que solo el 3%
no la respondié.

Como se explicité anteriormente los
estudiantes que respondieron correctamente
dan cuenta no solo de su aprendizaje sobre
los atributos de mediciony el uso de unidades
estandarizadas, sino que muy probablemente
han llegado a descubrir y aplicar férmulas y
relaciones (Peng Yee, 2014, p. 220-221).

Aquellos estudiantes que se encuentren en
niveles inferiores de desempefio deberian llevar
a cabo estos procesos de manera practica.
La medicién en el contexto escolar deberia
ofrecerles oportunidades de experimentar de
manera concreta el aprendizaje, realizando
mediciones, en este caso, con la ayuda de una
balanza y asociando equivalencias entre el
kilogramo y sus subdivisiones.

El docente puede pedir a sus estudiantes
gue comparen y ordenen dos o mas objetos a
partir de su peso (masa), de manera informal,
utilizando elementos del entorno: lapices,
cuadernos, libros, implementos deportivos,
etc. Luego, usando como referente un objeto
que pese 1kilogramo, estimar la masa de otros
objetos, verbalizando si pesan mas, menos o
lo mismo que 1 kilogramo. Es muy importante
que el docente refuerce permanentemente que
el peso (masa) de los objetos no se relaciona
con su volumen, pues los estudiantes tenderan
a considerar que los objetos mas grandes
pesaran mas y los objetos mds pequefios,
menos. Por tanto, se debe reflexionar sobre la
seleccion de objetos cuyas masas se medirany
compararan. De hecho, se les puede pedir alos
estudiantes que busquen ejemplos de objetos
pequefios, pero muy pesados; de objetos
grandes y livianos; y, también, de objetos que
varien su forma y volumen, pero mantienen
su peso (masa) (como ropa, esponjas, papel).

En cuanto a la conversién entre gramos
y kilogramos, se pueden generar instancias
para que los estudiantes relacionen ambas
unidades al pesar, con ayuda de una balanza,
objetos livianos en gramos y otros un poco
mas pesados usando kilogramos. Mas tarde
podran determinar la relaciéon que existe entre
estas dos unidades de medida de peso (masa)
y decidir en qué momento es mds apropiado
utilizar una o la otra.

La sugerencia es ir avanzando
progresivamente hacia establecer
equivalencias entres gramos y kilogramos, en
donde puedan expresar una misma masa con
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ambas unidades (por ejemplo, 1 kilogramo =1
000 gramos; 1,5 kilogramos =1 500 gramos),
aunque para esto los estudiantes deberan tener
conocimientos de fracciones y de nimeros

decimales. Lo mismo ocurrird al trabajar
transformaciones entre unidades de medida
de longitud, como milimetros, centimetros,
metros y kildmetros.

Aprendizaje 4: ldentificar propiedades
basicas de formas geometricas

Padro dibugd un cuadrads oomo al que S8 prasents 8 conbinuasion

Maria dibupd una figura el doble de larga v a mitad de ancha que la de
Fadrg. Dibuga |a figura gue e Marn,

Tarea arealizar: Resolver un problema que involucra elementos de figuras geométricas.

El 12% de los evaluados contestd
correctamente. Para responder exitosamente
esta pregunta, los estudiantes deben
comprender que Pedro dibujé un cuadrado
en el que sus lados miden 4 unidades lineales
de la cuadricula y que Maria dibujé otra figura
en la cuadricula, pero con el doble de largo y la
mitad de ancho. Lo anterior supone relacionar
“doble” con “dos veces”, por lo que el largo no
deberia ser 4, sino 4 + 4, es decir 8 unidades
lineales. Y, ademas, relacionar que “mitad” de
ancho supone que dos nimeros iguales deben
sumar 4, es decir, 2 + 2, por lo que el ancho
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deberia ser 2. Finalmente, representar sobre
la cuadricula una figura de 8 unidades de largo
por 2 unidades de ancho. En la mayoria de
los casos, los estudiantes que respondieron
correctamente, dibujaron un rectangulo con
las medidas correctas. Sin embargo, algunos
estudiantes respondieron dibujando otras
figuras (tridngulos u otros poligonos) que
quedaban inscritos dentro de un rectangulo
de 8 por 2 unidades. Estas respuestas también
fueron clasificadas como correctas, pues el
enunciado de la pregunta no exigia una figura
en particular.



Ejemplo de respuesta correcta:

( | | | | h

Como respuestas parcialmente correctas
se consideraron aquellas en que los estudiantes
solo consideraron una de las dimensiones
sefialadas (largo o ancho) en su figura. El 24% de
los evaluados entregd unarespuesta clasificadaen
esta categoria, dibujando una figura (nuevamente,
en su mayoria, un rectangulo) que teniade 8 o
2 unidades de ancho o largo.

Ejemplos de respuestas
parcialmente correctas:

4 | N\
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\& i J
( | )
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El 44% respondid incorrectamente. Estos
estudiantes dibujaron otras figuras que no
cumplian con las condiciones requeridas.

Ejemplos de respuestas incorrectas:

Es importante considerar que el 15%
omitié esta pregunta, cantidad superior a
quienes respondieron correctamente (12%).

Quienes responden exitosamente
este tipo de preguntas son capaces de
analizar caracteristicas y propiedades
de las figuras geométricas, y establecen
relaciones entre dos o mds figuras de
acuerdo a sus propiedades. Este grupo
de estudiantes se acerca a un nivel de
deduccién informal segin Van Hiele, lo
que es bastante alto considerando que la
mayoria de los estudiantes de los primeros
afos de escolaridad se encuentran en los
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primeros niveles de razonamiento geométrico:
reconocimiento y analisis (Peng Yee, 2014,
p. 245-246).

Para ayudar a los estudiantes de los
primeros niveles de desempefio a avanzar
a los siguientes, es importante proveerlos
de experiencias concretas en donde deban
relacionarse con figuras geométricas, desde
reconocerlas por su apariencia o forma hasta
identificarlas de acuerdo a sus propiedades.

Ahora bien, junto con aprender los
conceptos geométricos, los estudiantes
tienen la tarea derivada de adquirir el
vocabulario acorde a esos conceptos, por
lo que el docente debe ser riguroso en el uso
de términos: vértice (y no punta), angulo (y
no esquina), largo designando al lado mas
largo del rectdangulo y ancho designando
al lado mas corto; e incorporar elementos
de la aritmética como doble, triple o mitad,
asociandolos con medidas, de manera que los
estudiantes se relacionen progresivamente
con estos términos.

El docente puede plantear actividades
en las que los estudiantes deban trazar en
un geoplano o una cuadricula, figuras de
acuerdo a condiciones dadas con anterioridad.
Por ejemplo, les puede pedir que tracen 3
rectangulos diferentes cuyos largos midan
5 unidades, obteniendo producciones como
la siguiente:
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Y luego, solicitarles que modifiquen una
de las dimensiones en cada rectangulo pero
manteniendo la otra, de modo que los tres
nuevos rectangulos tengan diferentes largos
y anchos.

Otra actividad posible es presentar en
una cuadricula una linea ya trazada (en la
imagen, la linea negra) y pedir que dibujen
una nueva linea con el doble de su longitud,
otra con el triple de la longitud original y
una tercera, con la mitad de la longitud

original.
e

El docente podria también utilizar otra
cuadricula para representar diferentes
rectdngulos y comparar las medidas de
sus lados, preguntar cual es mas largo o en
cudntas unidades es mas largo uno que otro,
tal como se ilustra en la siguiente figura.




Aprendizaje 5. Transformar datos en informacion

Tipos de libros en la libreria

Observa el siguiente grafico:
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Cantidad de libras

Cantidad de libros en la Librera “El Estudiante®

0

Musics Clenciis

correcta?

HEstoria

Tipos die libros

Considerando la cantidad de libros, Jcual de las siguientes afirmaciones es

A) Hay 700 libros de cuentos en |a libreria.

B) Hay mas libros de cuentos que diccionarios.

C) Hay 250 libros de misica en la libreria.

D) Hay igual cantidad de libros de ciencias y de historia.

Cuentos  Dicclonarios

Tarea arealizar: Interpretar informacion presentada en un grafico de barra.

Porcentaje Porcentaje
Respuesta eIeccnorjn elecuor:
correcta:
opcién A: opcion B:

Porcentaje Porcentaje .
Porcentaje
eleccion eleccion
de omisién:
opcién C: opcién D:

T T S

Esta pregunta requiere que los
estudiantes realicen diversos procesos
vinculados con la lectura de graficos
estadisticos: comprender que la cantidad
de libros que hay en una libreria se ha
representado bidimensionalmente, usando
el eje horizontal para organizar los tipos de
librosy el eje vertical para indicar cantidades

de libros; y, relacionar la altura de cada barra
con las marcas del eje vertical para saber la
cantidad de libros de cada tipo que hay en
la libreria. Ademas, dado que las opciones
de respuestas son afirmaciones, la pregunta
también requiere comparar datos del grafico
para obtener informaciéon que no esta
sefialada explicitamente en él.

60



La opcién A resulté muy atractiva para los
evaluados, concentrando el 33% de las elecciones.
Sinembargo, la afirmacién de esta opcién es simple
y requiere realizar una lectura directade unabarra
del gréfico. Probablemente, los estudiantes que la
seleccionaron tuvieron problemas paraidentificar
la marca del eje vertical que le corresponde a la
barra de la categoria Cuentos. Y un factor en
este error de lectura podria ser la distancia que
hay desde dicha barra al eje vertical, aunque
se esperaria que hubieran usado las lineas
horizontales auxiliares como guias para evitarlo.

Algo similar explicaria el 11% de respuestas
gue corresponden ala opcidon C. Aunque en este
caso, la barra esta muy cercana al eje vertical.
De todos modos, tanto A como C se evidencian
dificultades pararelacionar la altura de una barra
en particular con el numero correspondiente en
el eje vertical.

Entanto, el 7% de estudiantes que escogié
la opcién D muestran indicios de dificultades al
comparar las alturas de las barras, no relacionan
la diferencia de esas alturas con una diferencia
entre las cantidades de libros que hay de cada tipo.

Finalmente, el 5% respondié esta pregunta,
lo que puede significar que no se siente capaz
de extraer conclusiones a partir de los datos
representados graficamente.

En términos generales, los estudiantes
deben comprender la légica de construccién
de los graficos de barra: que se usan barras
paralelas pararepresentar los conteos de distintas
categorias, que se utiliza una barra para cada
categoria, que las barras son del mismo anchoy
tienen el mismo espacio entre si,que las alturas de
las barras representan cantidades que se indican
en el eje vertical, que los ejes tienen titulos para
describir los datos que se estan representando y
gue el gje vertical tiene una escala asociada. Ahora
bien, para responder preguntas estadisticas
los estudiantes no solo deben ser capaces de
identificar que un grafico es una representacion
organizada de datos recopilados, sino también
deben usar esa representacién para generar,
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mediante la interpretacion, informacién que
se deriva de las relaciones entre los datos. Y
también ser capaces de identificar relaciones
entre categorias, comparar informacién de la
misma naturaleza para distintas categorias,
establecer diferencias cuantitativas, etc.

Los estudiantes con menores niveles
de desempefio pueden estar presentando
dificultades para encontrar informacién en los
graficosy paraleer la frecuencia representada
por cada columna, puede que no sean capaces de
leer informacién que se necesita del gréfico para
responder preguntas, podrian tener problemas
para leer valores que no se encuentran indicados
en el eje de frecuencia, o no ser capaces de
decodificar los graficos con escala (Peng Yee,

2014, p. 292-293).

Paralograr que esos estudiantes desarrollen
esas habilidades, se recomienda generar
instancias reales de recopilacién, representacion
y andlisis de datos, siguiendo estas cuatro etapas:

Etapa 1: Presentar el problema. Se
establece un objetivo a investigar que
tenga sentido para los estudiantes. En
este nivel, se recomienda utilizar variables
cualitativas de estudio. La idea es que
el objeto de estudio sea conocido por
todos y que su investigacion permita
dar respuesta a preguntas que se hayan
planteado previamente, por ejemplo:
¢Qué tipo de musica sera apropiado
para los estudiantes en los recreos?
¢Qué color de zapatos prefieren
estudiantes de distintos grados? ;Cudles
son los deportes que mas practican los
estudiantes de la escuela?

Etapa 2: Recolectar y organizar los
datos. Los estudiantes deberan decidir
cémo recogeran los datos (por ejemplo,
con una encuesta), deberdn disefiar el
instrumento y llevar a cabo el estudio.
Finalmente, deberdn organizar los
datos, separandolos en categorias y
contabilizandolos.



Etapa 3: Representar los datos. En
niveles previos pueden haber utilizado
pictogramas con escala, pero en tercer
grado se espera que utilicen graficos
de barras simples para cuantificar la
informacién por categorias. Pueden

desarrollar es hacer que en grupos
formulen diversas interrogantes acerca
de un grafico de barras y luego realizar
un intercambio entre ellos, de manera
que cada grupo formule preguntas y
responda las preguntas de los otros.

hacerlo de manera manual o con ayuda
de un programa computacional. Otro tipo de actividades consiste en la
recopilacion de diversos graficos sencillos,
Etapa 4: Interpretacién de los datos.  presentes en periddicos o revistas y, a partir
Se valora una representacion clara  de estos, plantear interrogantes que exijan
de los datos, ya que serd necesario  distintos niveles de andlisis de informacién: desde
interpretarlos y hacer deducciones identificar el contenido explicito de cada eje del

a partir de estos. Una actividad a  gréfico hasta extraer conclusiones implicitas.
Propuestas didacticas para sexto
grado a partir de los resultados de TERCE®

Aprendizaje 1: Resolver problemas de
division inexacta de numeros naturales

Orden de sillas

Hay que ordenar 350 sillas en filas de 15. ; Cudntas sillas sobran?

A) 3
B) 5
c) 10
D) 23

Tarea arealizar: Resolver un problema de division
inexacta de niumeros naturales que requiere interpretar el resto.

Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje .
Respuesta ‘2 ‘2 L2 ‘2 Porcentaje
eleccién eleccién eleccién eleccién R
correcta: - - < 9 de omision:
opcion A: opcion B: opcion C: opcioén D:

I N T

¢ Fn los cuadros que presentan cada pregunta, los porcentajes de eleccion por opcién y el porcentaje
de respuestas omitidas han sido redondeados al entero, por tanto, podrian no sumar 100%.
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A primera vista, esta pregunta puede
parecer un simple problema de divisién; pero,
a diferencia de muchas de las situaciones de
reparto o divisién que el estudiante ha debido
enfrentar previamente, esta requiere interpretar
gue lainformacién pedida corresponde al resto
de la divisidon y no a su cociente.

De hecho, los distractores no se relacionan
con selecciones erradas de la operacion
y tampoco con errores de cdlculo o de
aplicacién del algoritmo de la divisién, sino
gue estrictamente con la interpretacion de los
resultados obtenidos al realizar correctamente
la divisién 350:15, cuyo cociente es 23y cuyo
resto es 5. ;Qué significa 23 en el contexto del
problema? ;Qué significa 5?7 Para un grupo
grande de estudiantes, 23 corresponde a
la cantidad de sillas que sobran, de aqui la
popularidad del distractor D. Sin embargo,
23 es el numero de filas con 15 sillas que se
pueden armar como maximo con las 350
sillas disponibles. Otro grupo, solo un poco
mas pequeio, toma el resto y lo sustrae a la
cantidad de sillas que debe tener cada fila,
seleccionando el distractor C. Mientras que el
8% de los estudiantes extiende el algoritmo de
la divisién al ambito de los nimeros decimales
y obtiene como cociente el decimal 23,333...,
relacionando la cantidad de sillas que sobran
con lacifra 3 que se reitera en el periodo.

La mayoria de los estudiantes no fue
capaz de dar respuesta alo que se pide en el
enunciado aunque, podria suponerse, ejecutan
perfectamente el algoritmo de divisién.

La conclusién obtenida a partir de esta
pregunta no es un “caso raro”. Diversos
estudios han mostrado una peculiaridad de
los problemas de divisién con resto: si bien
los estudiantes no tienen dificultades para
establecer que la divisién es el procedimiento
de resolucién correcto, tienden a responder
incorrectamente porque no interpretan la
respuesta numérica en términos de la situacién
del problema (Lago, Rodriguez, Arana, Jiménez
& Dopico, 2008).
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Aprehender el algoritmo de la division
no implica, necesariamente, poder resolver
problemas que involucran divisién. Y este
hecho contradice la idea instalada de que el
dominio del algoritmo garantiza la resolucién de
problemas, ya que solo bastaria con reconocer
sus ocasiones de empleo. Del mismo modo,
hay casos en que los estudiantes son capaces
de resolver problemas de divisién sin dominar
el algoritmo, sino con base en ideas intuitivas
sobre el reparto equitativo.

La resolucién de problemas no solo es
un elemento de control de lo aprendido, sino
un medio y un fin que propicia el desarrollo
del pensamiento matematico. Se dice que la
capacidad de resolver problemas se desarrolla
resolviendo problemas, pero para que esto sea
cierto, los estudiantes deben ser expuestos auna
seleccién variada de problemas, considerando
diversidad de contextos y formas de preguntar.
Ademas, es recomendable orientar al estudiante
para que se organice en el proceso de resolucion
de problemas, dando el debido énfasis a la
etapa de la comprensién del problema, para
luego pasar al proceso de resolucién. Solo
asi podra desarrollarse en los estudiantes el
reconocimiento profundo de las herramientas
gue tienen disponibles y la flexibilidad para
responder en diversas situaciones. El empleo
de un tipo unico de problemas tiene asociado
el riesgo de la ilusién de aprendizaje, en que
los estudiantes logran la capacidad de resolver
problemas, siempre y cuando estos sean similares
alos ejercitados en clases.

En el caso de la divisién inexacta de
numeros naturales, se debe tener en cuenta
siempre que ellano da como resultado un tnico
numero, sino dos: cociente y resto. Por lo que es
necesario generar problemas que den sentido
aambos resultados (Gémez & Gonzalez, 2001).
Lo mas habitual, quizas porque se hereda del
trabajo con divisiones exactas de nimeros
naturales, es encontrar contextos en los que
el cociente de la divisiéon es la solucién de las
problemadticas planteadas. Al trabajar solo con
este tipo de problemas, el estudiante puede



aplicar el algoritmo y hallar la solucién, pero, a
largo plazo, se generan respuestas mecanicas
gue no incluyen la reflexién en torno al contexto
del problema. Es relevante que en clases el
docente también trabaje con problemas en
los que la solucién involucre al resto e, incluso,
con situaciones en que la solucién corresponda
al resto y no al cociente. Por ejemplo:

En una escuela hay 125
personas que deben viajar en
buses a un museo. Si en cada
bus pueden viajar 45 personas,
Jcudntos buses se necesitan?

En este problema los estudiantes deben
plantear y resolver la divisién 125:45, obteniendo
cociente 2 y resto 35. Ninguno de estos
ndmeros corresponde a la respuesta. De este
modo, los estudiantes deben reflexionar en
torno al contexto del problema. En este caso,
se necesitan dos buses (que corresponden al
cociente) mas un bus para que viajen las 35
personas que representa el resto.

Un segundo ejemplo:

Maria vende galletas
envasadas en cajas con 12
galletas cada una. Maria
horned 134 galletas, envasd la
mdxima cantidad posible en
las cajas y se comid las que le
sobraron. ;Cudntas galletas se
comid Maria?

En este problema, la respuesta alude al
resto de la divisién 134:12. Es importante que el
docente no solo considere problemas con claves
textuales, como “;Cuantas sillas sobran?” o
“se comid las que le sobraron”, ya que los
estudiantes tenderan a elaborar “reglas” y
comenzardn a asociar la palabra “sobrar”
en problemas de divisién con el resto, lo que
nuevamente genera respuestas mecdnicas.

Untipo de problemas asociado clasicamente
a la divisién son los de reparto o particién

(Itzcovich & Broitman, 2001). Como fue sefialado
previamente, se debe cuidar que los estudiantes
no resuelvan problemas empleando divisién por
el uso de palabras claves en el enunciado, tales
como “repartir’ o “agrupar”, por lo que se deben
plantear problemas redactados de diversas
maneras y empleando distintas situaciones
cotidianas. En términos generales, no debe
transmitirse a los estudiantes la idea de que hay
“problemas que se resuelven con divisién”, ya
que todos los problemas que se han planteado
hasta ahora pueden ser resueltos aplicando
distintas operaciones y estrategias (empleando
restas, multiplicaciones, usando el algoritmo
o haciendo dibujos, entre otras). Al proponer
un problema, lo éptimo es que el docente deje
que sean los estudiantes quienes encuentren
el procedimiento para resolverlo, para luego
conocer los métodos que usaron y socializarlos;
planteando, finalmente, el algoritmo como un
medio mas eficiente, pero dando a entender
gue no es la tinica manera de razonar y que no
siempre puede aplicarse esa estrategia. Respecto
de esto ultimo, la practica de algoritmos tiene
sentido después de una familiarizacién con los
procesos de cdlculo, asegurada previamente la
comprension, de manera que los estudiantes
tengan siempre la reconstruccioén o fabricacion
de procedimientos propios como alternativa al
olvido (Chamorro, 1995).

El siguiente problema recopila parte
de estas sugerencias y corresponde a un
problema no rutinario, donde la operacién
que el estudiante debe realizar no es evidente.

Un tercer ejemplo:

Si hoy es martes, ;qué dia de la
semana serd dentro de 2 ooo dias?

Este tipo de problemas puede ser propuesto
en el aula paraindagar en el razonamiento de los
estudiantes. Es probable que muchos de ellos
comiencen resolviendo el problema listando los
dias de la semanay contando uno a uno, otros
reconocerdn la regularidad que cumplen los
dias de la semana. En tanto, el docente debera
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guiar el proceso, pero cuidar de no entregar la
respuesta correcta. Se espera que los estudiantes
puedan concluir, después de un tiempo y varios
intentos, que pueden resolver de forma mas
rapida el problema empleando la divisiéon?:
2 000: 7, lo que da como cociente 285 y resto
5. ¢Qué quieren decir estos resultados? Esa
es la segunda parte: invitar a los estudiantes a
interpretar los resultados a la luz del contexto.
En este caso, se trata de 285 semanas y el resto
5 son los cinco dias posteriores al dia martes.
Asi, larespuesta de este problema es “domingo”.

El ejemplo anterior es un muy buen problema
paratrabajar la divisidon con resto, ya que a pesar
de que el estudiante relacione el problema con
la divisién y aplique el algoritmo, esta obligado
ainterpretar los datos para poder responder.

Existen otros tipos de problemas que
involucran situaciones de division, como los
de comparacién (las relaciones entre dos
cantidades se describen en términos de
cuantas veces es mayor una que la otra), que
son mucho mds complejas, hasta el punto de
gue los estudiantes no se dan cuenta de que
también se trata de un problema de divisién
(Lago, Rodriguez, Arana, Jiménez & Dopico,
2008). A continuacion, se presenta uno de
estos problemas para trabajar en el aula:

Un cuarto ejemplo:

Renato comid 11 caramelos, casi
4 veces lo que comié Loreto.
¢Cudntos caramelos ha
comido Loreto?

Al igual que el problema del tercer
ejemplo, este puede considerarse como no
rutinario, ya que no es evidente la estrategia
de resolucion. En este problema, el estudiante
debe interpretar el significado de la expresién
“casi 4 veces”y, por tanto, el docente deberia
plantear rapidamente la pregunta “;Qué
significa que Renato comid casi 4 veces lo
que comié Loreto?”. Sin dar la respuesta al
problema directamente, el docente también
podra formular otras preguntas y orientar
el razonamiento de los estudiantes. Podrian
concluir que la respuesta es 2 (ya que 11:4
tiene cociente 2 y resto 3), pero ¢tiene esto
sentido en el contexto? El uso de expresiones
como “casi”, “un poco mas de”, “al menos” y
“alo mas” debera ser discutido para llegar
a la respuesta mads éptima al problema,
ofreciendo siempre como estrategia de
resolucion el tanteo de cantidades. Todo esto
es una parte fundamental de la resolucién
de problemas, una idea que debe ser
fomentada permanentemente por el docente:
la busqueda de la solucién de un problema
es normalmente un trabajo recursivo que
requiere siempre interpretar cada resultado
obtenido, intentar formular una respuesta al
problema con este para luego evaluar esa
respuesta en el contexto del problema. Si
la respuesta encontrada no tiene sentido en
el problema, se deben revisar los cdlculos
realizados (para descartar errores) y la
estrategia de resolucién (para identificar si
se ha completado el procedimiento planificado
o el resultado obtenido es parcial y debe ser
usado para un paso posterior que lleve a la
respuesta).

7 Sjusan restas se demorardn demasiado. Esa es la finalidad de que el nimero de dias sea grande.
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Ramos de claveles

Agustina tiene 260 claveles y quiere hacer ramos de 12 claveles cada uno.
{ Cuantos ramos podra formar como méximo?
A) 8
B) 20
c) 21
D) 22
Tarea a realizar: Resolver un problema de divisién inexacta de
nimeros naturales que requiere interpretar el cociente.
Respuesta Porcen_'ga1e Porcen_t'aje Porcen_t'aje Porcer!t'aje Porcentaje
eleccion eleccion eleccion eleccion .
correcta: de omision:
opcién A: opcién B: opcién C: opcién D:

e T T L

En este caso, la solucién al problema
corresponde al cociente de la divisiéon 260:12.
Es decir, es un problema rutinario y cuya
estrategia de resolucién probablemente ha
sido mucho mas practicada por los estudiantes
en su experiencia previa. Sin embargo,
mas del 50% de los evaluados respondié
incorrectamente el problema.

En esta pregunta, los distractores se
relacionan con errores de interpretacién de
los resultados de la divisiéon 260:12 (opciones A
y D)y conun error en la aplicacion del algoritmo
de la divisién (opcién B). El 10% de los evaluados
asocio el resto a la cantidad maxima de ramos
gue se puede formar, evidenciando la falta de
interpretacion de los datos en su contexto.
Mientras que los estudiantes que marcaron
la opcién D resolvieron correctamente
la divisién 260:12, obteniendo 21 como
cociente, pero agregaron un ramo mas, por
los claveles sobrantes. Por Ultimo, casi 20% de
los estudiantes resolvié la divisién aplicando
la estrategia de anexar ceros al cociente.

Asi, como 12 cabe 2 veces en 26, el cociente
obtenido es 20.

Si estos estudiantes hubieran comprobado
la solucién que estaban planteando como
respuesta al problema, podrian haber llegado
muy probablemente a la respuesta correcta.
Dentro del aula, el docente debe invertir tiempo
en ensefiar a los estudiantes cbmo comprobar
sus resultados, lo que implica interpretarlos en
el contexto y hacer calculos aritméticos inversos
gue corroboren que la respuesta es correcta.

Por ultimo, es importante destacar que
las situaciones de reparto equitativo son
particularmente relevantes, porque propician
enlos estudiantes el desarrollo de las habilidades
de subdivisién en partes iguales y permiten
cuantificar de manera implicita la fraccién
resultante de unreparto (De Ledn & Fuenlabrada,
1996). La division esta interrelacionada con
otros conceptos, tales como: las fracciones, las
razones y los nimeros decimales, por lo que
comprenderla favorecera futuros aprendizajes.



Aprendizaje 2: Relacionar y operar con
fracciones decimales y numeros decimales

Representacion de un numero decimal

La siguiente figura ha sido dividida en cuadrados iguales:

£ Qué numero decimal representa la fraccion de la figura que esta sombreada®

A) 048 C) 40,8
B) 48 D) 48
Tarea a realizar: Identificar un nimero decimal dada su representacion grafica.
Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje .
Respuesta ‘2 ‘2 L2 ‘2 Porcentaje
eleccién eleccién eleccién eleccién R
correcta: ) 9 9 9 de omision:
opcion A: opcion B: opcion C: opcién D:

L L T L

Esta pregunta requiere que los estudiantes
comprendan la relacién entre los nimeros
decimales con las fracciones decimales y
puedan reconocer una representacion grafica
de una fraccién decimal. Es importante que la
comprension de las fracciones y los nimeros
decimales se logre a temprana edad, ya que
estos objetos matematicos estan intimamente
relacionados con los conceptos de porcentaje,
razény proporcién, centrales en los siguientes
grados de ensefianza. Fracciones decimales y
numeros decimales son dos representaciones
de un mismo objeto, por lo que se recomienda
gue ambos sean trabajados en paralelo en el
aula para que el aprendizaje no solo se centre
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en estas representaciones por separado, sino
también en la relacién que tienen entre ambas.

En este problema, el distractor D resulta
extremadamente popular entre los estudiantes,
pues corresponde a la cantidad de partes
pequefias que se encuentran sombreadas
dentro de la figura grande. Mds adelante, se
dardn a conocer posibles causas de este tipo
de respuesta. En tanto, las opciones By C
ofrecen nimeros decimales que se relacionan
con 48, pero que no corresponden a la fraccién
decimal -2 Quienes hayan seleccionado estos
distractores pueden haber estado realizando un
procedimiento mecanico y se confundieron, o



bien, intentaban adaptar alguiin otro método, como
la descomposicion aditiva de 48 para obtener
un numero decimal. En todos los distractores se
evidencia, en mayor o menor grado, la falta de
comprension de los nimeros decimales.

En este item, los estudiantes se enfrentan
a una fraccién representada desde la
“interpretacion de medida”, es decir, desde
la relacién entre una parte y un todo. Deben
conocer cudl es la unidad o el todo. jEs claro
para ellos que el cuadrado de 10 cuadraditos de
ancho por 10 cuadraditos de largo es el todo? Es
posible que en el trabajo de aula el significado de
la unidad o el todo esté implicito en los usos de
las representaciones gréficas usuales (cuadrados,
rectangulos o circulos), pero la representacién
por si misma no asegura que los estudiantes
entreguen el significado correcto a la unidad
o al todo. Una evidencia inequivoca de esta
significaciéon incorrecta se produce cuando un
estudiante realiza una suma de fracciones del
siguiente modo:

1

2

4

3
+ — =

5 7

Los estudiantes conocen y emplean los
simbolos y representaciones, pero no manejan el
significado. El uso de representaciones graficas
como la que se muestra en el problema debe
ser acompafiada de discusiones acerca de la
“unidad” o el “todo”.

Preguntas que pueden favorecer la nocién
de la unidad son las del tipo

Suponiendo que los estudiantes identificaron
cudl es launidad o el todo en la representacion
dada, el siguiente paso para todos fue contar
las 48 partes grises. A partir de esto, casi el 45%
responde que el niimero decimal representado es
48. (Por qué? Es posible que la ensefianza desde
la “interpretacion de medida” de las fracciones

sea memoristica, es decir, se proporciona una
receta que pone el foco en contar las partes
coloreadas y la cantidad de partes totales en el
dibujo, donde la primera cantidad va arriba de
laraya de la fraccién y la segunda cantidad va
debajo de ella. Asi, las fracciones son concebidas
como dos nuimeros naturales separados por
unaraya, sin comprender su significado global
ni la relacién entre ambos ndimeros.

Este tipo de recetas centra el razonamiento
en el conteo y, por ende, en los nimeros
naturales involucrados. De este modo, la
opcién D de la pregunta, que corresponde
a un numero natural, resulta muy atractiva
y no genera ninguna disonancia, aunque el
enunciado contenga las palabras “decimal” y
“fraccion”. Una vez mas, la mecanizacion de los
procedimientos crea una ilusién de aprendizaje.
Los estudiantes representan fracciones propias
de forma aparentemente eficaz. Sin embargo,
cuando se les solicita representar fracciones
impropias o realizar operaciones con fracciones,
la falta de comprensién del concepto basico
queda en evidencia.

Un nimero racional representado desde
la “interpretacion de medida” debe plantearse
desde la relacién cuantitativa entre la parte
y el todo. Para favorecer la comprension del
significado de una fraccién como parte de
un todo, los problemas que se planteen en
el aula deberian hacer referencia explicita a
la medicién. Por ejemplo, preguntar “;Cual
es la relacién que existe entre la cantidad de
superficie sombreaday la superficie total de
la figura?” De acuerdo a la representacion, las
respuestas podrian ser del tipo “la superficie
sombreada es la mitad del total de la figura” o
“un cuarto de la figura estd sombreada”.

Otro tipo de preguntas que favorecen la
comprension del significado de las fracciones
son aquellas planteadas en sentido inverso. Por
ejemplo, “¢Cudntas veces el drea de la figura gris
cabe en la superficie de la figura completa?”,
para luego comenzar con nuevas preguntas
a partir de larespuesta dada.



Suponiendo que un estudiante comprende
que lafraccién de la figura que estda sombreada
es el resultado de unarelacién cuantitativa entre
la parte y el todo, podra identificar que hay 48
partes grises de las 100 partes en que esta dividida
la unidad, por lo que <& de la superficie total

100
del cuadrado grande es gris.

¢Coémo expresar esta representacion
simbdlicaen otra? ;Cémo relacionar una fraccién
decimal con el nimero decimal correspondiente?
Generalmente, la ensefianza de los nimeros
decimales esta precedida por la ensefianza de
las fracciones. Esto se debe, principalmente,
a que la notacién decimal estd basada en las
fracciones decimales. Es posible que algunos
estudiantes concluyan que %: 0,48 de forma
memoristica (“mueva la coma decimal dos
espacios a la izquierda, porque hay dos ceros
en el denominador”), sin embargo, la falta de
comprension de la notacién decimal hace que
los estudiantes interpreten las cifras después de
la coma como un ndmero natural (Castro, 2001).
Y, nuevamente, esto puede explicar la eleccién
de parte de algunos estudiantes del distractor
D en la pregunta planteada. Otro fenémeno
gue tiene relacién con este tipo de respuestas
involucra alos estudiantes que, a partir de la falta
de comprensién de la notacidon decimal, ignoran
los ceros de la izquierda (Castro, 2001); luego,
0,48 esigual a 48.

Una manera mas directa de responder
la pregunta es pensar inmediatamente en
el niumero decimal, aunque, por todo lo
expuesto anteriormente, es recomendable
fomentar el paso de la representacién gréficaa
fracciones decimales y, de ellas, a los decimales
durante el trabajo en el aula. Sin embargo,
el paso por fracciones decimales puede
realizarse en etapas iniciales para afianzar la
comprension de los valores posicionales de las
cifras decimales. Para lograr esto, se sugiere
trabajar con papel cuadriculado, en el cual se
definan explicitamente las décimas como cada
una de las 10 partes en que esta dividida la
unidad (asocidndolas con la fraccién ) y las
centésimas como cada una de las 100 partes en

que esta dividida la unidad (asociandolas con la

fraccién —-). Asi, en la pregunta, dado que el

100
cuadrado grande estd dividido en 100 partes
iguales, el estudiante puede relacionar que cada
cuadradito representa una centésima, por lo
gue 48 cuadraditos representan 48 centésimas
y obtener el decimal correspondiente a esa

cantidad de centésimas: 0,48.

El trabajo con cuadriculas debe
complementarse con preguntas que orienten
la comprensién de los valores posicionales de
décimasy centésimas, y su relacion. Por ejemplo:

Dada una cuadricula de 10 por 10, se puede
solicitar alos estudiantes la representacién de una
décimay la de una centésima. En la etapa inicial
esimportante reforzar las equivalencias entre el
nombre dado a las posiciones, su representacion
graficay sus representaciones simbdlicas como
fracciones decimales y como niimeros decimales.
Ademads, se debe dar relevancia a la validez de
estas equivalencias, independientemente del
modo en que se hagan las representaciones en
la cuadricula, pues estas no son Unicas:

A _
. 100~ 0,01

1 =0,01

100




Algunas preguntas que pueden plantearse
durante este trabajo son:

® ;Qué representa la cuadricula
completa?
® ;Cuantas décimas hay en la
cuadricula? ¢;Cuantas centésimas
hay en la cuadricula?
® ;Cudntas veces cabe una décima
en una unidad? ;Cuantas veces cabe
una centésima en una unidad?
® ;Quénumero es mayor: unadécima
0 una centésima? ;Por qué?
® .Cudntas centésimas hay en una
décima?
® ;Por qué crees que la décima
recibe ese nombre? ;Por qué crees
que la centésimarecibe ese nombre?

Se pueden generar mas preguntas para
afianzar la comprension, para luego solicitar
a los estudiantes que representen nimeros
como 48 centésimas en la cuadricula y
reconozcan otras representaciones.

Una tarea posterior, relacionada con
el trabajo con cuadriculas y fundamental
para lograr una compresién cada vez mas
profunda de las fracciones decimales y los
numeros decimales, es la graduacién de rectas
numeéricas. Por ejemplo, se puede entregar a
los estudiantes una larga tira de papel con el
cero yamarcado y una tira mas pequenia, cuya
longitud corresponda a 1 unidad. Sin el uso
de reglas, los estudiantes deben ubicar los
ndmeros naturales del 1al 10 en la tira larga:

|
o

1UNIDAD

Luego, se les debe solicitar que dividan el
trozo pequefio con longitud 1unidad en 10 partes
iguales del siguiente modo:

1UNIDAD

Se pregunta entonces a los estudiantes
qué representa cada subdivision de la unidad.
Dado el trabajo previo con cuadriculas,
no deberia ser de gran dificultad para
los estudiantes identificar las décimas.
Empleando el trozo pequefio de papel se
les solicita a los estudiantes que ubiquen
en la tira larga los decimales 3 décimas, 7
décimas, etcétera. Primero se trabaja con
ndmeros entre 0y 1, para luego solicitar que
ubiquen ndmeros mayores, como 12 décimas,
25 décimas, etcétera. Esta actividad puede
continuarse dividiendo en 10 partes iguales
cada décimo de la tira pequefia de papel, es
por esto que se debe trabajar con trozos de
papel lo suficientemente largos.

En estas propuestas didacticas, las
fracciones decimales y los nimeros decimales
estan ligados a la medicién de superficies
o longitudes. Es beneficioso que, luego de
realizar actividades como la descrita, se
trabaje con ideas asociadas a la medicién
(por ejemplo, en 1cm hay 10 milimetros). Una
manera es asociar la tira graduada construida
por los estudiantes con una regla.
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Medicion con numeros decimales

Observa la siguiente imagen:

A) 0,47 cm,
B) 4,07 cm.

4 Cuantos centimetros de largo mide exactamente el grillo?

C) 45 cm.
D) 47 cm.

Tarea a realizar: Calcular la longitud de objetos usando medidas estandarizadas.

Porcentaje Porcentaje
Respuesta e <
eleccion eleccién
correcta:
opcion A: opcion B:

Porcentaje Porcentaje .
e oA Porcentaje
eleccién eleccién
de omision:
opcion C: opcion D:

S L L

Este item esta relacionado con la
comprensién de los numeros decimales
en contextos de medida y se usara para
ejemplificar ciertos obstdculos que pueden
producirse por una ensefianza de los nimeros
decimales que no considera su relacién con
la medicién.

Por ejemplo, observe laregla graduada:

n

Al preguntar por cuantos centimetros
de longitud mide el grillo, es posible que un
estudiante vea que de 0 a 10 hay 100 divisiones
y que lalongitud del griIIo ocupa 47 divisiones, por
lo que el grillo mide -2 centimetros, es decir, 47
centésimas de centimetro 0 0,47 centimetros. Y,
aunque este razonamiento esta correcto desde
la perspectiva de lareceta “contar las partes que
ocupa el grilloy la cantidad de partes totales en
gue se divide laregla, donde la primera cantidad
va arriba de la raya y la segunda cantidad va
debajo de ella”, claramente hay una fallaen la
identificacion de qué representa la unidad en
el contexto de la pregunta.

Por otro lado, puede darse que algunos
estudiantes identifiqguen que la respuesta es
4 cmy algo mas, pero teniendo en consideracién



que las 7 divisiones que ocupa el grillo después
del 4 son 7 de 100, concluyan que la longitud del
grillo son 4 cm mas 0,07 centimetros.

Asi, los distractores Ay B tienen relacién
con errores de interpretacién de nimeros
decimales en el contexto de medida. Y su
popularidad entre los estudiantes evidencia

Aprendizaje 3: Medir angulos

la relevancia de reflexionar en torno a cémo
la ensefianza de las representaciones graficas
de las fracciones decimales y de los nimeros
decimales puede incidir en la comprension de
la medicién de longitud con un instrumento
tan cotidiano como la regla, por lo que se
recomienda relacionar estos contenidos cada
vez que sea posible.

Angulos en un paraguas

contiguas tienen la misma medida;

LCuanto mide el angulo marcado?

En la siguiente imagen de un paraguas, los éngulos formados por dos varillas

A) 8.
B) 22°
C) 45°
D) B0°
Tarea a realizar: Resolver un problema que involucra dngulos de poligonos.
Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje .
Respuesta ‘2 .o .o .o Porcentaje
eleccién eleccién eleccién eleccién .
correcta: de omision:
opcion A: opcién B: opcién C: opcién D:

e T L
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En este problema, casi el 50% de los
estudiantes considerd que el angulo marcado
mide 8°, asociando la medida en grados con
la cantidad de angulos congruentes que se
forman con las varillas del paraguas. La gran
popularidad de ese distractor entrega indicios
sobre la falta de comprensién que muchos de
los estudiantes tienen en cuanto a la medicién
de dngulos. La seleccién de un distractor que
contiene la Unica “cantidad” presente (aunque

seaimplicitamente) en el enunciado es algo que
los estudiantes de los primeros afios escolares
utilizan como estrategia de respuesta muy
frecuentemente, sin embargo, ya en sexto
grado no se espera que sea tan comun.

Veamos cémo se comparan estos
resultados con los de una pregunta muy
parecida, pero que no incluye la opcién que
resultd tan popular en el item anterior:

Angulos en un volantin

El dibujo muestra (el barmlefs / la cometla / el papalole) de lados iguales que
construyd Rodrigo. i Cuanto mide el angulo (x) formado por (las vanillas / los

palos) de (el bamilele / la cometa / el

A) 38°.
B) 45°
C) 60",
D) 80°,

&

Tarea a realizar: Resolver un problema que involucra dngulos de poligonos.

Porcentaje
eleccién
opcion A:

Porcentaje
eleccién
opcién B:

Respuesta
correcta:

Porcentaje
eleccién
opcién C:

Porcentaje
eleccién
opcién D:

Porcentaje
de omision:

T T L
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En este segundo problema, aun cuando no
se incluyé la atractiva opcion 8°, solo el 30%
de los estudiantes responde correctamente.
Nuevamente, la opcién A es la mas popular, lo
gue podria indicar que muchos estudiantes,
al no ser capaces de discriminar entre las
distintas medidas angulares, eligen la primera
opcion. Pues, en este caso, el distractor A
podria relacionarse mas bien con un error de
conteo (para estudiantes que dividen el angulo
completo de 360° en 10 partes iguales y no en
8) o también, con una asociacién inmediata del
angulo completo de 360° con la opcién que
mas se parece a esa medida.

Las respuestas de estas dos preguntas
dan indicios de que una gran mayoria de los
evaluados no tiene las nociones basicas de
medicién de angulos. No hay referentes visuales
de qué significan medidas como 8°, 45° 90°,
180°, etc.

La dificultad de los conceptos de dngulo
y medida angular queda manifestada al
realizar esta sencilla pregunta que podria
hacerse en el contexto escolar: ;Cudanto mide
el siguiente angulo?

>

Esta pregunta tiene, en estricto rigor
matematico, mas de una respuesta correcta.
Un estudiante podria, en teoria, responder
35° (al referirse al angulo agudo de la figura)
0 325° (al referirse al dngulo convexo de
la figura), pero también 395°, —35°, —325°,
entre otras expresiones que representan
la misma medida angular.

En laliteratura, las definiciones de angulo
se pueden clasificar en tres categorias:
angulo como region del plano o del espacio,
angulo como par de lineas con un origen
comuny angulo como giro (Garcia & Luengo
Gonzdlez, 2005). Las dos primeras suponen
gue “angulo” es un concepto estatico,

mientras que la tercera corresponde a una
vision “dinamica” del mismo. Es posible que
los docentes estén enseflando una, dos o
hasta tres de estas concepciones sin ser
conscientes de ello y sus implicancias.

Si se observan las representaciones de
un mismo angulo como par de lineas o rayos
con origen comun:

> >

Al preguntar alos estudiantes cudl de estos
angulos tiene mayor medida, es probable que
respondan que el presentado a la izquierda
mide mas porque el sector circular marcado
tiene mayor area. Esta dificultad podria deberse
ala confusién que puede generar una definicion
“como region del plano” de dngulo. Es mas
probable que los estudiantes que tienen una
visién dinamica del concepto se den cuenta
que ambos angulos tienen igual medida, ya
gue pensardn en “la cantidad de giro necesaria
para mover una linea a la posicién de la otra”.

Es relevante que el docente esté consciente
de que la naturaleza del concepto “angulo” esta
asociada a los significados que construye el
propio estudiante a partir de las experiencias
en el aula, existiendo componentes cualitativos
por la manera de representarlo, cuantitativos
por lamedida de los dngulos y un componente
que tiene relacién con la definicién formal que se
entrega del concepto. Todo lo anterior se conjuga
y genera la propia definicién de dngulo en los
estudiantes. Pero, como se vio anteriormente, si
se entregan sin intencionalidad representaciones
y definiciones diferentes en distintos momentos
de la escolaridad, es probable que se generen
confusiones conceptuales.

Por otro lado, lamediciéon de un angulo en la
escuela suele estar precedida por la medicién de
longitudes. Sin embargo, “medir una longitud” y
“medir un angulo” son dos acciones de naturaleza
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diferente que pueden generar confusién en el
estudiante, ya que la medicién de un angulo
podria ser relacionada con la medicién de la
longitud de un arco, sobre todo cuando se
emplean representaciones de la categoria “par
de lineas o rayos con origen comun”.

Los dngulos, entre otras magnitudes como
la superficie y el volumen, gozan de propiedades
gue solamente pueden ser captadas a partir
de deducciones légicas, ya que la deduccién
geomeétrica debe sobrepasar las imagenes
intuitivas, de manera que los datos geométricos
obtenidos del exterior deben organizarse en
un conjunto estructurado (Chamorro 2003). A
continuacién se propone una actividad basada
en el trabajo de Araceliy Montiel (2009) para la
construccién de la nocién de dngulo, que puede
ayudar alos estudiantes a responder preguntas
como las incorporadas en TERCE.

Se entrega a los estudiantes un cuadrado
de papel y 3 circulos hechos de un material
pldstico transparente, cada uno de diferente

radio y su centro marcado:
3

1

©

Es necesario trabajar con alfileres, una
reglay lapices con tinta permanente. La idea
es solicitar a los estudiantes que ubiquen el
centro del circulo 1 en uno de los vértices del
cuadrado, usando un alfiler para sujetarlos,
para luego trazar los radios coincidentes con
los lados del cuadrado:
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El estudiante colorea laregion que tienen
en comun con el cuadrado. Es en este momento
donde el docente debe guiar el razonamiento
del estudiante con preguntas del tipo: ;Qué
parte del circulo es el que coloreaste? Los
estudiantes responderan por la cuarta parte
(siguiendo distintos razonamientos y formas
de presentar larespuesta), alo que el docente
debe pedir una manera de comprobarlo.

Una manera de comprobarlo es haciendo
girar el circulo alrededor de su centro (por el que
esta unido al vértice del cuadrado), coloreando la
region que tienen en comun con el cuadrado en
cada giro. El docente debe consultar por la parte
del circulo coloreado en cada giro, los estudiantes
podran concluir que en cada giro se colorea un
cuarto del circulo. El docente puede crear mads
preguntas para que los estudiantes relacionen
la actividad con un cuarto de giro.

Luego se solicita a los estudiantes que
realicen el mismo procedimiento anterior
con el circulo 2, preguntando a los estudiantes
qué parte del circulo colorearon, para después
solicitar la comprobacién.

En una tercera etapa, se pide a los
estudiantes que hagan coincidir el centro de
los tres circulos con un vértice del cuadrado. Se
pregunta a los estudiantes qué parte del circulo
1 tienen en comun con el cuadrado (regién
delimitada por los lados del cuadrado), la misma
pregunta se realiza para los circulos 2y 3.

La respuesta siempre es la misma. Una
vez que el docente se cerciore de que todos
los estudiantes estan comprendiendo lo que
sucede, se les pregunta por lo que pasaria si se
utilizara un cuadrado mds grande o mds pequefio.



Con esta simple actividad, los estudiantes
se van aproximando al concepto de angulo
a través del giro. Por medio de la guia del
docente, que usa preguntas intencionadas,
los estudiantes pueden relacionar la esquina del
cuadrado con un cuarto de una vuelta completa.
Note que hasta ahora no es necesario nombrar
el concepto angulo.

Luego, se solicita a los estudiantes
recortar el cuadrado por la diagonal; ellos
mismos deberdn concluir que dos esquinas
del cuadrado quedaran divididas en dos partes
iguales (el estudiante lo puede comprobar
superponiendo ambos recortes). Ademas,
con las preguntas del profesor y trabajo con
material concreto, pueden concluir que esto se
cumple para cualquier cuadrado. Empleando
una de las mitades se puede volver a repetir
el procedimiento anterior utilizando circulos
iguales a los anteriores.

Se solicita, entonces, a los estudiantes
gue ubiquen el centro del circulo 1 de manera
coincidente con el vértice del triangulo ubicado
en la esquina desde donde se trazé la diagonal
en el cuadrado, usando un alfiler para sujetarlos,
para luego marcar los radios coincidentes con
los lados del triangulo:

Se pregunta a los estudiantes “;Qué parte
del circulo quedd encima del tridangulo?”. Como
esta vez es menos evidente, los estudiantes
podran verse en la necesidad de girar el circulo
alrededor de su centro, coloreando cada region
encontrada hasta completar las 8 partes
iguales. Una vez concluida esta etapa, el docente
puede preguntar nuevamente por la parte del
circulo que queda encima del tridngulo y por
cuantos giros tuvieron que hacer para llegar
alarespuesta.

El estudiante debe realizar la misma
actividad con los circulos 2 'y 3, de modo
que concluya que, sin importar el tamafio de
los circulos y del cuadrado -y, por tanto, del
tridngulo-, cada giro siempre corresponde a
la octava parte del circulo. El profesor puede
realizar preguntas que refuercen la relaciéon
entre la mitad de la esquina del cuadrado con
un octavo de una vuelta completa.

Esta secuencia didactica puede seguir
empleando un tridngulo equilatero y la mitad
de un triangulo equildtero, de modo que los
circulos queden divididos en partes iguales
mas pequefas cada vez. Es posible pasar
del trabajo con material concreto a la tarea
con dibujos, relacionando la divisién de la
circunferencia en 360 partes iguales con un
transportador, donde 1 de esas 360 partes se
define como un grado sexagesimal. Araceli
y Montiel (2009) proponen trabajar con un
objeto cotidiano: un reloj analégico.

]

En este caso, el docente guia el
razonamiento del estudiante, empleando las
conclusiones de las actividades anteriores y
haciendo preguntas, como ¢A qué fraccién de
vuelta completa equivale un girodel1al 2? o
¢A qué fraccién de la vuelta completa equivale
un giro del 1al 4? Note que existen distintas
respuestas correctas para estas preguntas,
ya que no esta definido el sentido de giro, por
lo que este es el momento para trabajar con
las distintas maneras de expresar una misma
parte de una vuelta completa y entregar el
sentido de giro que todos usaran.

Se pueden sacar diversas conclusiones,
- - 3
por ejemplo, que un giro del 4 al 1son - de
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una vuelta completa, lo que esigual a%de una
vuelta completa, relacionando las actividades
anteriores con esta. A partir de esto mismo,
el estudiante podra concluir, con ayuda del
docente, que % de una vuelta completa se
da con 3 giros de — de una vuelta completa.

Para evitar la problematica del sentido
de giro que no coincide con el orden en que
estan puestos los numeros en el reloj, las
autoras de la secuencia didactica proponen
cambiar los nimeros por letras, comenzando
por reemplazar 3 por A.

¢Qué pasa si se siguen haciendo
subdivisiones en partes iguales? Se puede
invitar a pensar al estudiante en qué pasaria si
cada doceavo se divide en 30 partes iguales:
¢Cudntas partes habria en un doceavo?,
¢Cuantas partes habria en dos doceavos?,
¢Cuantas partes habria en tres doceavos?
Laidea es que el estudiante concluya que el
circulo queda dividido en 360 partes iguales,
de modo que el docente pueda comenzar a
preguntar a qué fraccién de la vuelta completa
equivale un giro de A al B, cuando ahora cada
doceavo esta dividido en 30 partes iguales.

Con las preguntas guias del profesor,
el estudiante deberia ser capaz de concluir
estas fracciones:

120 360 60
360 360
150 30
360 “360
180 360
360 360
210 330
360 360

240
360 270
360 360

300

El docente puede trabajar con preguntas
gue hagan relacionar al estudiante un giro de
AaDcon % de unavuelta completa, lo que
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. 1
es igual a - de una vuelta completay que
. [0
a su vez es equivalente a 3’}70 de una vuelta
completa.

Al definir cada una de estas 360 partes
como 1grado, se puede preguntar al estudiante
por cuantas de estas partes hay en un giro
de A hasta D. El estudiante, luego de todo
el trabajo previo, podra responder que son
90 partes de las 360, como cada parte es
1 grado, podra concluir que en un giro de A
hasta D hay 9o grados. Esto se puede reiterar
con distintos giros y diferentes sentidos, de
modo que relacionen la representacién grafica
gue han hecho con el transportador. Asi, se
relacionan todas las experiencias de aula, en
donde por ejemplo % de giro es equivalente
a ;’6—% de una vuelta completa, lo que equivale
a 90°, lo que se relaciona con la esquina del
cuadrado de la primera actividad.

Con esta secuencia didactica no solo se ha
trabajado el desarrollo conceptual de “dngulo”
y de “grado sexagesimal”, sino también se ha
avanzado en la comprensién de las fracciones
propias como representacién de una parte
de un todo.

Experiencias como la anterior requieren
de bastante creatividad y reflexién del
docente. Su éxito radica en no entregar
definiciones formales a priori, en hacer
preguntas intencionadas para que sean los
propios estudiantes quienes obtengan las
respuestas y sean capaces de generar sus
propias definiciones informales, de modo que al
final del proceso el profesor institucionalice el
saber. Por lo mismo, el docente debe establecer
el momento oportuno para realizar esta
actividad, considerando la sincronizacién con
otros contenidos, pues la experiencia podria
perder valor silos estudiantes ya han trabajado
con angulos en afios anteriores.



Aprendizaje 4. Comprender el concepto de medida
y realizar conversiones entre unidades de medida

Duracion de un viaje

Pepe se va de viaje, aborda un autobds a las 3 horas y 50 minutos y llega a
su destino a las 11 horas y 35 minutos. ;Cuanto tiempo tardd en llegar a su

destino?

A) 7 horas y 45 minutos.
B)
C) 11 horas y 35 minutos.

8 horas y 15 minutos.

D} 14 horas y 25 minutos.

Tarea arealizar: Resolver un problema que involucra conversiones de unidades de medida.

Porcentaje Porcentaje
Respuesta
eleccién eleccién
correcta:
opcién A: opcién B:

Porcentaje Porcentaje .
Porcentaje
eleccion eleccién
de omisioén:
opcién C: opcién D:

L T T, L

Analizando los resultados de esta pregunta,
se observa que casi el 40% de los estudiantes
parecen haber resuelto el problema reduciéndolo
aun procedimiento aritmético: restan la cantidad
de horas (11 horas menos 3 horas) y luego restan
la cantidad de minutos (50 minutos menos 35
minutos). La operacién empleada evidencia que
estos estudiantes comprenden que el tiempo que
tardé Pepe enllegar a su destino corresponde al
tiempo trascurrido entre los horarios de llegada
y salida, pero aplican el procedimiento directo
sin cuestionarse por el sentido de lo que estdn
haciendo.

Los estudiantes que marcaron la opcién C
relacionan la hora de llegada con el tiempo que
demordé en el viaje, con independencia de la hora
de salida, lo que revela una severa dificultad
en la concepcién que tienen del tiempo.

Los estudiantes que marcaron la opcién D
evidencian una nula compresién del contexto

del problema planteado. Para ellos, el tiempo
transcurrido desde que Pepe aborda el autobus
hasta que llega a su destino equivale ala suma
de los horarios de partida y llegada. Dentro
del procedimiento empleado, suman los 50
minutos con los 35 minutos obteniendo 85
minutos, o que equivale a 1horay 25 minutos.
En su respuesta se podria reflejar que estos
estudiantes pudieron efectivamente establecer
la equivalencia entre 85 minutos y 1 horay 25
minutos, pero al no sumar esa hora manifiestan
errores graves, tanto en la interpretacion del
problema como en el uso de lainformacién.

Como se planteé en las propuestas
para tercer grado, para adquirir el concepto
de medida, los estudiantes deben al menos
desarrollar las nociones prelégicas de
conservacion de la cantidad (las medidas se
conservan, la cantidad a medir no varia) y la
transitividad entre cantidades (las medidas se
pueden comparary ordenar). Como el problema
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aborda las unidades de medidas de tiempo, el
estudiante debe, como minimo, comprender
que el tiempo transcurre de igual manera al
estar en la escuela o en el cine (conservacién
de la cantidad) y que si un evento A dura mas
tiempo que un evento B, y B dura mds tiempo
gue un evento C, entonces A dura mas tiempo
gue C (transitividad entre cantidades).

En términos generales, para trabajar con
medidas es necesario que los estudiantes
desvinculen la cantidad a medir de otros
datos que estan asociados con la percepcién
(por ejemplo, los objetos de mayor tamafio
tienen mds masa) y, ademads, es necesario que
comprendan que si un todo esta compuesto de
partes agregadas, es posible subdividirlo. Los
principios de sustitucién e iteraciéon también
son elementos clave para comprender el
concepto de medida (Caggiani, Pastrana &
Alliaume, 2009). Estos principios se traducen,
por ejemplo, en la certeza de que si para medir
se colocan 10 varas de 1 cm de longitud cada
una, una a continuacién de otra, es lo mismo
ocupar para medir 1vara de 10 cm de longitud.

De acuerdo con la etapa del desarrollo
de los nifios de sexto grado, se asume que el
concepto de medida se encuentraincorporado
y trabajado en niveles anteriores.

Con ese supuesto, se tendra que en labase
de una ensefianza efectiva de la conversién de
unidades de medida estd el trabajo practicoy
relacionado con la vida cotidiana. No se deben
limitar los cambios de unidades de medida a
meros procedimientos algoritmicos realizados
de manera mecdnica, los que se fundamentan
en la aritmética en vez de la medicién misma.
Cuando un estudiante es capaz de transformar
correctamente una unidad de medida a otra,
fuera de un contexto relativo a la vida real, se
crealailusion de que el estudiante “aprendié”
(Chamorro, 2003). El docente debe reflexionar
en torno a cudl es el objetivo de aprendizaje
final que se persigue: ;Es memorizar un
procedimiento de transformacién de unidades
de medida?, ;Es aplicar un procedimiento de
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transformacion de unidades de medida solo
a ejercicios descontextualizados? En funcién
del objetivo de aprendizaje se debe articular la
ensefianzay la evaluacién. Note que la carencia
de sentido que puede tener para el estudiante
un procedimiento empleado le impide resolver
problemas como el de la pregunta planteada.

Para resolver el problema anterior, los
estudiantes debieron haber relacionado que
el tiempo empleado en el viaje de Pepe es
el tiempo transcurrido desde que aborda el
autobus hasta que llega a su destino. Para
identificar estos momentos se dan las horas
y minutos. Considerando que los relojes son
instrumentos de medicién que acompafian a
los estudiantes en diversos formatos y que,
generalmente, indican las horas y los minutos
gue han transcurrido en un dia, el problema
planteado es evidentemente cotidiano.

La medicion real del tiempo, empleando
instrumentos cotidianos como relojes o
crondmetros, es una actividad didactica
deseable de implementar. Por ejemplo, para que
la hora de término de un evento y su duracion
no sean relacionadas sin considerar la hora de
inicio, es posible que el docente solicite a sus
estudiantes que anoten la hora de partida 'y
llegada de un estudiante que da una vuelta
completa al patio de la escuela. Algunos de los
estudiantes pueden emplear un cronémetro
para determinar el tiempo que se demoré en
terminar de dar la vuelta completa, mientras
que otros pueden trabajar con relojes y anotar
la hora de llegada. En este caso, es posible
preguntar alos estudiantes por el tiempo que
tardd el compariero en dar una vuelta completa,
indagando sobre los diferentes modos en
gue responden la pregunta, recolectando
evidencia sobre los errores de razonamiento
o procedimentales.

También puede consultarse al estudiante
gue dio la vuelta por el patio, por la estimacién
del tiempo que empled y trabajar con este
tépico que ayuda a los estudiantes a evaluar
la pertinencia de los propios resultados que



obtengan. Al trabajar con relojes y cronémetros,
y hacer cdlculos con ambos instrumentos, es
probable que también emerjan los errores de
medicidn, haciendo reflexionar a los estudiantes
acerca de las desviaciones debidas a la eleccion
del sistema numérico de referencia, los errores
de redondeo, las incertidumbres generadas por
laimprecisién del instrumento de mediday las
ligadas a la inestabilidad del objeto medido o a
las condiciones de medida, junto alos errores
procedimentales o de calculo.

Otro aspecto relevante a tener en cuenta,
previo a la ensefianza de la conversién de
unidades de medida, es considerar todas las
formas posibles de representar los tiempos
indicados. Por ejemplo: “3 horas y 50 minutos”,
“10 minutos paralas 4”, “03:50”, “3h 50 min”,
de modo de incorporar distintas propuestas
de trabajo que favorezcan la flexibilidad del
pensamiento.

Las unidades hora y minuto son
agrupamientos de 60 unidades (sistema
sexagesimal). Si bien es necesario que los
estudiantes conozcan las equivalencias con
gue se realizan las conversiones de unidades de
tiempo, es imprescindible que estas igualdades
se apliquen en situaciones de la vida cotidiana.

Asi, se pueden plantear problemas como
el siguiente:

Manuel comenzé a responder
una prueba a las 09:10 de

la mafiana y la termind 55
minutos después. ;A qué
hora terminé de responder su
prueba Manuel?

Para resolver este problema, los
estudiantes deben comprender que “09:10
de la mafiana” es equivalente a las “9
horas y 10 minutos”. En una etapa inicial, el
estudiante puede apoyar su razonamiento
en relojes andlogos construidos en cartén
o representados en software educativos. El
estudiante representa la hora de inicio en el

reloj y avanza en 55 minutos. Esto puede ayudar
a concretizar el abstracto concepto de tiempo,
pero laidea es avanzar despegdndose de esos
apoyos y lograr, en primera instancia, imaginar
el reloj en movimiento, para al final valerse de la
aritmética como herramienta para determinar
con mayor rapidez los resultados.

Esimportante indagar en el razonamiento
de los estudiantes, sin dar previamente un
procedimiento pararesolver el problema. En
este caso, se deben agregar los 55 minutos ala
hora de inicio para conocer la hora de término.
Es posible que los estudiantes en un estado mas
incipiente de aprendizaje sumen los 55 minutos
alas horas, por lo que es importante recalcar
que se deben relacionar los minutos con los
minutos. Es probable que los estudiantes
operen basandose en lo siguiente:

09:10
+ 00:55

09:65

Es posible pedir a los estudiantes que
representen las 09:65 en un reloj analégico;
probablemente pondran la manecilla horario
apuntando al 9, pero ladificultad latendran con el
minutero. Esta representacién puede contribuir a
gue los estudiantes lleguen a su propio conflicto
cognitivo, lo cual se debe aprovechar para que
relacionen la equivalencia entre “65 minutos”,
“60 minutos y 5 minutos”y “1horay 5 minutos”.

Finalmente, 09:65 se puede reescribir como
“ghoras y 65 minutos” y, a su vez, 65 minutos
como “1horay 5 minutos”. Entonces, se puede
trabajar con los estudiantes el reemplazo de una
sentencia en otra, para asi construir larespuesta
correcta en base a laidea de “g horasy 1 hora
y 5 minutos”, es decir, “10 horas y 5 minutos”.

Lo 6ptimo es que el docente ensefie
estrategias mentales que sean mas intuitivas
y practicas. Por ejemplo, 55 minutos se puede
redondear a 60 minutos, sabiendo que 60
minutos equivale a 1 hora, el estudiante puede

80



sumar directamente una hora al horario de
inicio del evento y luego restar 5 minutos al
tiempo resultante.

El siguiente es un problema mas parecido
alapreguntainicial:

Paula vio una pelicula que
comenzdé alas 6 horas y 45
minutos y termind a las 7 horas
¥ 35 minutos. ;Cudnto tiempo
durd la pelicula?

Es importante que el docente desarrolle en
sus estudiantes la autoevaluacién de la pertinencia
y coherencia de las soluciones que obtienen. Por
ejemplo, para un estudiante que sumalas horasy
los minutos, no habra que indicarle que cometid
un error, sino que habra que consultarle si tiene
sentido que una pelicula dure mas de 13 horas.
Por lo mismo, es fundamental que los problemas
que utilicen los docentes sean reales y tengan un
sentido practico y légico para los estudiantes.

La realizacién de actividades practicas, en
donde los estudiantes tomen la hora utilizando
instrumentos de medicién, como relojes
digitales o andlogos, al comienzo y al término
de situaciones cotidianas (como al comenzary
terminar la clase de matemadtica), estimando y
luego calculando la duracién de estas situaciones,
favorecera que la resolucién de este tipo de
problemas sea realizada desde la comprensién
del contexto.

El docente podria representar la situacién en
una linea de tiempo para comprenderla mejor:

«— —>

Inicio de la pelicula Fin de la pelicula

6 horasy 45 minutos 7 horasy 35 minutos

é¢Cuanto tiempo duré la pelicula?
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Una manera de abordar el problema es
calcular la “distancia temporal” entre ambos
instantes, asi el estudiante intentard calcular
la diferencia basando su razonamiento en
algo como:

O07: 35
- 06: 45

De la evidencia tomada de la prueba TERCE,
se sabe que algunos estudiantes restaran los
minutos de manera que les dé un ndmero
positivo como resultado. En estos casos, mas
gue indicar al estudiante que cometié un error,
se le debe interrogar en el caso hipotético de
que la pelicula comenzd alas 06:45y durd 1:10
minutos, preguntando a qué hora termind.
En este caso los estudiantes encontraran
una respuesta que no coincide con los datos
del problema original, por lo que solos seran
capaces de concluir que algo anda mal.

Los estudiantes deben comprender por
qué es necesario transformar “7 horasy 35
minutos” en “6 horas y 95 minutos” para
poder realizar la resta desde el punto de
vista aritmético. Es necesario ir paso a paso,
evidenciar que 7 horas es lo mismo que 6 horas
mas 1 hora, sin obviar lo que para un adulto
parece evidente. Asi, el estudiante podra llegar
a concluir que la pelicula duré 50 minutos.

06: 95
- 06: 45

00: 50

Lo anterior puede ser un procedimiento
aritmético muy complejo para algunos
estudiantes, por lo que se recomienda anteceder
este tipo de trabajo con el uso de relojes
analégicos. Cada estudiante puede construir
un reloj de cartdn o usar relojes en software
educativos y resolver los problemas haciendo
uso de este instrumento: por ejemplo, puede
marcar la hora de inicio del evento y girar las
manecillas hasta llegar a la hora de finalizacién,
contabilizando los minutos transcurridos.



Equivalencia de unidades de volumen

LA cuantos mililitros equivalen 1,5 litros?

A) 15000 mililitros.

B) 1500 mililitros.

C) 150 mililitros.

D) 15 mililitros.

Tarea a realizar: Convertir unidades de volumen.
Respuesta Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje
correcta: eleccién eleccién eleccién eleccién de omisién:
opcioén A: opcién B: opcién C: opcién D:

L T T

La tarea solicitada al estudiante es convertir
unidades de medida de volumen. A pesar de
ser una tarea directa, el porcentaje de eleccién
de larespuesta correcta no alcanza el 35%.

De la evidencia se puede extraer una
conclusién general: la mayoria de los estudiantes
gue respondieron mal esta pregunta no sabe que
1000 mililitros es equivalente a un litro. Saben que
existe unarelaciéon asociada a alguna potencia de
10, pero esta asociacién tal vez solo esté guiada
por las opciones de respuesta de una prueba de
opciones multiples.

Quienes marcaron las opciones Cy D
probablemente no logran imaginarse 1 mililitro
de agua, pues estas opciones son facilmente
descartables para quienes puedan cuantificar
15 0 150 mililitros. Por esto, es deseable que
durante las clases en donde se trabajen
unidades de medida de volumen se incluya
el uso de instrumentos de medicidn reales.
En este caso, el docente podria mostrar qué
es un mililitro, centilitro, decilitro o un litro de
agua (idealmente tefiida para que se pueda
observar), utilizando probetas, pipetas, buretas,

etcétera. Un estudiante que tiene una idea
concreta de lo que es un mililitro podra saber
inmediatamente que 15 mililitros nunca podran
seriguales a 1,5 litros.

Existen alrededor de 20 prefijos empleados
para nombrar mdltiplos y submdiltiplos de una
unidad de medida, por ejemplo: mili, centi, deci,
deca, hectoy kilo. Loideal es que los estudivantes
comprendan que estos prefijos tienen un
significado. Un estudiante que relaciona el prefijo
“mili” con“lamilésima parte de algo” puede realizar
conversiones de unidades de medida de volumen
o de longitud.

¢A cudntos litros equivalen 15 ooo
mililitros? Si mililitros es la milésima parte de
un litro, entonces el estudiante podria razonar
del siguiente modo:

15 000 mililitros = 15 000 1000 litros
= M litros
~ 1000
= 15 litros

82



¢A cuantos litros equivalen 1 500
centilitros? Si centilitros es la centésima parte
de un litro, entonces el estudiante podria
razonar del siguiente modo:

1 )
1500 W litros

_ 1500
"~ 100

15 litros

Esta manera de razonamiento implica
realizar operaciones bdsicas, las cuales se
trabajan constantemente a lo largo de la
etapa escolar, pero no siempre es necesario
realizar los cdlculos por escrito. El cdlculo
mental también puede ser empleado por los
estudiantes, siempre y cuando tengan claro que
1 litro equivale a 1 0oo mililitros (idealmente
no memorizando algo sin sentido, sino que
conociendo un mililitro de agua e imaginando
gue 1000 porciones iguales de ese mililitro de
agua forman 1 litro) y, ademas, sabiendo que
1,5 litros significa 1 litro mas la mitad de otro
litro. Asi los estudiantes suman mentalmente
1000 mililitros mas la mitad de 1 coo mililitros.

1500 centilitros

litros

Existen procedimientos ampliamente
extendidos para facilitar las conversiones de
unidades de medida. Por ejemplo, “la escalera”,
cuya grafica asociada a la conversién de unidades
de medida de masa se presenta a continuacion:

x10
kq x10
~ ho x10 \)Ido
+10 - x10
+10 o x10
+10 dg x10
. c
210N 10 ’ mg

<10

A los estudiantes se les ensefia que si
suben peldafios dividen por 10 y si bajan,
multiplican por 10, tantas veces como
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escalones suban o bajen. Este procedimiento
puede ser util para realizar calculos sin
comprenderlos, ya que se basa en el uso de
procedimientos algoritmicos memoristicos.
Este y otros procedimientos estdndares estan
altamente didactificados, pero nada tienen
gue ver con la conceptualizacién de la medida
y con el problema conceptual del cambio de
unidades (Chamorro, 2003). Otro ejemplo
de procedimientos algoritmicos que se usan
frecuentemente en la conversién de unidades
de medidas basados en lo memoristico es
la “regla de tres”, que se emplea como una
receta (“multiplique cruzado y divida por el
término libre”).

Los dos métodos anteriores tienen
la ventaja de lograr que la mayoria de los
estudiantes logren efectivamente convertir
unidades de medida. Sin embargo, favorecen
la disociacién entre la accidon de conversién
y la comprension de las definiciones de cada
unidad de medida y de las relaciones entre
ellas. Ademas, privan a los estudiantes de la
experiencia de descubrir las regularidades
propias del sistema métrico decimal, que
usaran en distintos contextos cada vez
gue trabajen con numeros. La desventaja
principal de usar métodos memoristicos
en la conversién de unidades de medidas
es que los estudiantes no desarrollan la
cuantificacién que debiera estar siempre
referida a la unidad de medida. La invitaciéon
es a que los docentes reflexionen en torno
a su practica pedagdgica para que decidan
el momento en que sus estudiantes tienen
suficientemente adquiridos los conceptos de
medida y la cuantificacion de sus distintas
unidades, para entregarles herramientas que
hardn mas eficiente su trabajo.

Como indica Maria del Carmen Chamorro
ensu libro “Didactica de las Matematicas para
primaria”, el desarrollo de las representaciones
gue hace un individuo en torno al cambio
de unidades estd ligado a la adquisicién e
interiorizacién de distintas representaciones
del mismo hecho (Chamorro, 2003).



Aprendizaje 5: Diferenciar los conceptos de perimetroy area

Areas y perimetros

S

El triangulo y el rectangulo siguientes tienen igual drea.

12em

£ Qué longitud tiene el lado x del rectangulo?

A) 3 cm.
B) 4 em.
C) 6 cm.
D) 8 cm.
Tarea a realizar: Resolver un problema mas complejo que
involucra el calculo de perimetros y areas de poligonos.
Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje .
Respuesta ‘2 L2 .o .o Porcentaje
eleccién eleccién eleccién eleccién N
correcta: ) - - - de omision:
opcion A: opcion B: opcion C: opcioén D:

L L L

Pararesolver correctamente este problema,
los estudiantes deben calcular el drea del tridangulo
y determinar la expresion que corresponde al area
del rectangulo, para finalmente igualar ambas
expresiones y hallar el valor de x.

Casi el 40% de los estudiantes marcé B.
Esto podria explicarse pensando en que algunos
de estos estudiantes determinaron el area del
triangulo de manera correcta, obteniendo
24 cm?, pero igualaron esta cantidad al perimetro
del rectangulo. Sin embargo, la popularidad
de este distractor hace pensar que muchos,
al no comprender el problema, simplemente
consideraron que la altura del triangulo y el lado
desconocido del rectangulo median lo mismo.

Los estudiantes que marcaron la opcién C,
probablemente, calcularon correctamente la
expresion asociada al drea del rectangulo, sin
embargo, no ocurre lo mismo con el drea del
tridngulo. Para determinar el drea del triangulo
multiplican las longitudes de la base y la altura
dadasy, luego, igualan esta cantidad al drea
del rectangulo.

Finalmente, casi el 25% de los estudiantes
calcula el drea del tridngulo sumando las
longitudes de labase y la altura dadas. Lo mismo
hacen para determinar el drea del rectangulo:
suman las longitudes de los dos lados dados
y luego igualan las “areas” que han calculado
y obtienen el valor de x.
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En la didactica de la matematica, la
introduccién de la nocién de obstaculo se
debe a Brousseau: “El error no es solamente
el efecto de laignorancia, de la incertidumbre,
del azar, segun se creia en las teorias empiristas
o conductistas del aprendizaje; sino el efecto de
un conocimiento anterior, que tuvo su interés, su
éxito y que ahora se revela falso o simplemente
inadaptado. Los errores de este tipo no son
fortuitos e imprevisibles, su origen se constituye
en un obstdculo” (Brousseau, 1998, p. 120). Un
ejemplo de lo anterior es el siguiente: en los
primeros afios de escolaridad se ensefia que el
sucesor de un numero es siempre una unidad
mayor. Pero aunque ese postulado solo tiene
sentido y validez en el conjunto de los nimeros
naturales, algunos estudiantes aplicaran estas
ideas a otros dmbitos numéricos y se obtendran
errores del tipo “el sucesor de 1,4 es1,5".

El origen de los obstaculos puede ser,
entre otros, epistemoldgico. Los obstaculos
de origen epistemoldgico estan estrechamente
ligados al saber matematico (Chamorro,
2003). Un ejemplo de este tipo de error
persistente se da en operaciones del tipo
=+ 5 =(a17b), con a y b numeros naturales.
Es relevante que los docentes conozcan los
obstdculos epistemolégicos identificados
por la didactica de la matematica, ya que es
inevitable su presencia en los estudiantes y son
resistentes a ser modificados. Es por esto que
el docente debe preparar situaciones didacticas
especificas e intencionadas que combatan las
preconcepciones erréneas y resistentes en
los estudiantes.

Entre los obstdculos epistemoldgicos
identificados por la didactica de la matematica,
se encuentra la nocién de perimetro en
relacién con la de area (Chamorro, 2005).
Numerosas investigaciones han concluido
que gran cantidad de estudiantes de todas las
edades estdn convencidos de que existe una
relaciéon de dependencia entre los conceptos
areay perimetro, relacionandolos de manera
qgue si Ay B son dos figuras planas, se cree
errébneamente que:
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® Siel perimetro de A es mayor que
el perimetro de B, entonces el area de
A es mayor que el area de B.

® Sielareade A esmayor que el area
de B, entonces el perimetro de A es
mayor que el perimetro de B.

® Siel perimetro de A es igual que el
perimetro de B, entonces el drea de A
es igual que el area de B.

® Sieldreade A esigual que el area
de B, entonces el perimetro de A es
igual que el perimetro de B. (D'Amore
& Fandifio Pinilla, 2007)

Es relevante que los docentes reconozcan
este problema, para que de manera consciente
e intencionada generen practicas pedagégicas
que enfrenten a sus estudiantes con figuras
geométricas que tengan igual areay distinto
perimetro, o viceversa. Un ejemplo accesible
consiste en presentarles familias de rectangulos
con lamisma area, pero distintos perimetros:

Y familias de rectdngulos con el mismo
perimetro, pero distintas dreas:

También es conveniente que los docentes
trabajen con figuras irregulares céncavas y
convexas para abordar este error, de modo de
evidenciar intencionadamente que, en general,
el area no depende del perimetro de la figura.




Es favorable emplear figuras planas
céncavas, no solo convexas y usuales, ya que
de este modo los estudiantes no asocian el
areay el perimetro con un conjunto limitado
de figuras, como si estos conceptos fueran
propios y exclusivos de las figuras elementales
gue habitualmente se estudian en la escuela.

Pero dibujar en la pizarra o trabajar con
imagenes de figuras en libros o videos no es
suficiente. Es necesario complementar estas
practicas con el uso de materiales concretos.
Mayoritariamente se reconoce en la literatura
gue los errores no son aritméticos, sino
conceptuales. Ademads, se sabe que lo habitual
es brindar a los estudiantes las superficies
dibujadas y no recortadas, lo que constituye
un obstdculo didactico (Chamorro, 2003),
pues esa forma de representaciéon refuerza
las confusiones ya existentes entre la superficie
y su borde, entre dreay perimetro.

Entregar material concreto a los
estudiantes, por ejemplo figuras geométricas
recortadas en cartulinas de colores, permitiria
mediante el tacto una diferenciacién muy clara
entre lineas y superficies, y una apreciacién
de la bidimensionalidad (Chamorro, 2003).
La concepciéon geométrica de superficie
puede ser trabajada comparando superficies
de figuras planas; por ejemplo, entregando
al estudiante dos figuras distintas de igual
areay pidiéndole que demuestre que ambas
superficies tienen igual drea:

El estudiante podrd recortar una de
las figuras originales, trasladar, pegar las
superficies, entre otros procedimientos que
surgen solamente cuando se enfrentan al
trabajo con material concreto.

Otraalternativa para trabajar los conceptos
de dreay perimetro con material concreto es
entregar a los estudiantes un cuadrado de
papel, pedirles que lo doblen por la mitad del
siguiente modo:

Luego, se les pide que recorten a través
del doblez, para volver a doblar cada mitad
obtenida por la mitad:

De esta manera, los estudiantes obtienen
cuatro tiras de papel iguales. Se plantean
preguntas del tipo: Si colocan las 4 tiras en
una sola fila unidas por el lado mas corto, s tiene
el rectangulo obtenido la misma drea que el
cuadrado original? ;Tiene el mismo perimetro
que el cuadrado original? Se puede solicitar
a los estudiantes que respondan sin medir,
para que luego comprueben sus respuestas
utilizando una cuerda o unaregla.

Otra opcién para ejercitar con los
estudiantes los conceptos de dreay perimetro
es el geoplano. Este mecanismo facilita la
comprension de los conceptos y permite
trabajarlos de manera conjunta:



A partir del geoplano anterior se puede
trabajar con los estudiantes el por qué los
triangulos Ay B tienen igual area, pero la mitad
del drea del tridngulo C (Chamorro, 2003).

Dado que los obstaculos epistemolégicos
son persistentes en el tiempo y estan
constantemente influyendo en las concepciones
de los estudiantes, es relevante que el docente
dedique un tiempo al estudio de drea y
perimetro, pero conceptualmente, no como
meros problemas de calculos aritméticos. Asi,
el trabajo con material concreto (recortes,
tangramas, geoplanos, entre otros) a toda edad
es una contribucién a la mejora de la calidad
de los aprendizajes. Cuando la ensefianza de
areay perimetro solo se enfoca en el célculo
aritmético, es facil caer en trampas conceptuales
tales como “a mayor drea mayor perimetro”.Un
estudiante que carece de experiencias concretas
gue sirvan de referenciay que ayuden a crear un

conflicto cognitivo entre las imagenes intuitivas
y las deducciones l6gicas de ciertas propiedades,
no comprendera conceptualmente términos
como la superficie, la longitud o el volumen
(Chamorro, 2003).

Las experiencias que se ofrecen a los
estudiantes deben ser variadas. El uso abusivo de
cuadriculas como medio Unico para determinar el
dreade unafigura podria dar una representacion
de la superficie préxima a un rectangulo o a un
poligono faciimente cuadriculable y sin agujeros
(Chamorro, 2003). Las cuadriculas son un medio
util, es posible trabajar en ellas las nociones de drea
y perimetro aligual que en el geoplano, pero deben
ser complementadas con otras herramientas. Es
posible desarrollar actividades provechosas en el
aula usando recortes, como ya se vio, pero también
se podrian construir distintas figuras geométricas
con un perimetro constante usando un hilo atado
o quebrando espaguetis.

Aprendizaje 6. Representar informacion en tablas y graficos

Pasajeros por automovil

Se regisind el ndmeno de ocupantes de 100 autos al pasar por un deleminado
lugar. Con los dabos obbenidod se confecaond ka siguianis labla:

Cantidad do

ﬁww""“"'ml Cantidad de (aufo'carol

1 5

2 x5

— . i

N 4 7

.1 10

il i)

¢ Cual de las siguienbes informacionss 26 axiree de a tabiay

A) Past solaments 1 fawokars) con S parsonas,
B} Pasason mds [fuloatanss] con 2 parsonas qus son 3,
C) Pasaron mas (sufostamms) con 5 personas que con 4.
D) Pasaron por ess lugar 21 parsonas en tatal,

Tarea arealizar: Interpretar datos presentados en una tabla.

Porcentaje Porcentaje
Respuesta ‘2 .
eleccién elecciéon
correcta:
opcion A: opcién B:

Porcentaje Porcentaje .
L2 ‘2 Porcentaje
eleccién eleccién
de omision:
opcién C: opcién D:

L L T
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A partir de lainterpretacién de lainformacion
de la tabla, solo el 22% de los estudiantes logré
concluir que la Unica informacién verdadera fue
la presentada en la opcién B.

Mas del 30% marcé la opcidn A, es decir,
consideré cierto que pasé 1 automdvil con 5
personas. Los estudiantes que escogieron
este distractor invirtieron la informacién de las
columnas de latabla, considerando la “cantidad de
personas por auto” como la “cantidad de autos”
y viceversa.

Podria ser que un error como el anterior
también explique algunas de las elecciones de
laopcion C, pues leyendo las columnas de la tabla
al revés, se podria pensar que 1 automoévil pasé
con 5 personas, pero ninguno de los autos que
paso tenia 4 personas, porque el nimero 4 no
aparece en la segunda columna de la tabla. Sin
embargo, es probable que los estudiantes que
marcaron este distractor se hayan dejado llevar
simplemente por el hecho de que 5 esta bajo 4
en latablay, por tanto, la cantidad de autos con
5 pasajeros es mayor que la cantidad de autos
CON 4 personas.

Los estudiantes que escogieron la opcién D
calculan la cantidad total de personas que pasaron
por el lugar sumando los datos de la primera
columna, sin advertir que en realidad la cantidad
total de personas no se obtiene directamente de
los datos de la tabla, pues hay que multiplicar los
numeros de cada fila de la tabla y luego sumar
estos resultados para obtener el total de pasajeros
gue pasaron por el lugar.

Los estudiantes que responden
correctamente la pregunta anterior son
capaces de interpretar los datos presentados
en la tabla. Para esto, deben comprender que,
en cada fila, los dos nimeros que se muestran
estan relacionados mediante los titulos de cada
columnay, luego, deben reconocer esa relaciéon
en las afirmaciones que se presentan como
opciones de respuesta. Descartando, ademas,
aquellas que no corresponden a informacién
gue pueda obtenerse de la tabla e identificando

la que si'lo hace. El hecho de que la opcién mas
popular corresponda a una mala lectura de los
datos relacionada con el intercambio de lo que
cada columna significa, entrega indicios de lo
compleja que puede resultarles esta tarea a
muchos estudiantes.

Analizando el tipo de representaciones de
datos a las que los estudiantes de sexto grado
ya se han visto expuestos, la complejidad en la
lectura de esta tabla podria explicarse porque
el contexto del que provienen los datos no
pertenece al ambito escolar y también porque
las dos columnas contienen nimeros naturales,
por lo que los estudiantes no tienen pistas sobre
cudl representa las frecuencias y cual contiene
las categorias de clasificaciéon de los datos.

Para enfrentar la primera de estas dificultades
se recomienda trabajar en el aula con tablas
extraidas de los medios de comunicacion,
cuidando que los contextos de los que provienen
los datos sean diversos en su tematicay en la
complejidad de la informacién que es posible
extraer de ellos. El docente puede formar grupos
de estudiantes para trabajar con tablas distintas,
todas provenientes de los medios; solicitarle acada
grupo que produzca una serie de afirmaciones
que correspondan a los datos que les entregala
tabla, pero también algunas que incorporen errores
de lectura. Luego, el docente intercambiara las
afirmaciones producidas con sus tablas respectivas
entre los grupos, para que asi cada grupo evalle
la veracidad o falsedad de las afirmaciones que
otros estudiantes han producido.

En cuanto ala segunda dificultad, se sugieren
actividades en que los estudiantes construyan
tablas con datos que han recopilado ellos mismos.
En este caso, obviamente, los contextos deben
ser parte de la realidad de los estudiantes. Por
ejemplo, pueden preguntar a todos los alumnos
del curso por la cantidad total de hermanos
que cada uno tiene. Para afianzar la distincién
entre las categorias en que se organizaran los
datos y las frecuencias, puede ser (til que en
primera instancia los datos sean organizados
en una tabla de conteo, para luego transitar



a la tabla de frecuencias definitiva. La tabla
de conteo tiene las ventajas de representar
graficamente las frecuencias y, por tanto,
separarlas conceptualmente de las categorias
en que se organizaran los datos (0 hermanos, 1
hermano, 2 hermanos, etc.); ademas de ser un
instrumento que puede ser completado en el
momento mismo de la recoleccién de los datos:

¢Cuantos hermanos tienen los
estudiantes del curso?

Cantidad de Cantidad de
hermanos estudiantes

0 s

1 S

2 /S

3 /7 /
4 /

é¢Cuantos hermanos tienen los
estudiantes del curso?

Cantidad de Cantidad de
hermanos estudiantes

o 3
1 6
2 5
3 3
4 1

La recoleccién de los datos y la
construccién de las tablas deben ir
acompafadas de preguntas intencionadas
gue permitan al estudiante leer y comprender
la informacién presentada. Un ejercicio
gue puede resultar util es solicitarles a los

estudiantes que redacten una afirmacién con
lainformacién que entrega cada una de las filas
de la tabla. De este modo, deberan interpretar
los titulos de cada columnay comprender la
relacién entre los nimeros presentados en
una misma fila.



De una tabla a un grafico circular

(La tabia / El cuadro) siguiente registra el porcentaje de poblacion urbana y
rural de algunos paises de América,

POBLACION %
PAlS Urbana Rural
Argentina i1 12
Guatemala 41 549
Haiti Y| 69
México T8 25

Dinios exciranddon de Mackones Unicdlas. Urfuan and Rural Areas, 1994

L Cudl de los siguientes graficos representa los datos de un pais de acuerdo
(a la tabla / al cuadno)?

Argentina

Grifico 3
A) Grafico 1,

B) Gréfico 2
C) Gréfico 3.
D) Grafico 4.

Tarea a realizar: Identificar un grafico circular que corresponde a los datos de una tabla.

Porcentaje Porcentaje Porcentaje Porcentaje
eleccién elecciéon eleccién eleccién
opcion A: opcién B: opcién C: opcién D:

T T T L

20

Respuesta
correcta:

Porcentaje
de omision:




Este problemarequiere leer e interpretar
los datos en la tabla de doble entrada, para
luego representar lainformacién en un grafico
circular.

® Elgrafico1indicaque el 50%dela
poblacién de Argentina es rural y el otro
50% es urbana. Los estudiantes que se
inclinaron por esta opcién claramente
no comprendieron qué significa que
la mitad del circulo esté pintada con
un color y la otra mitad con otro. Es
probable que simplemente marcaran
esta opcién por ser la Ginica en que el
circulo se divide en partes iguales, sin
relacionar los datos numéricos de la
tabla asociados alo ruraly lo urbano.

® El grafico 2 fue escogido por
los estudiantes que invierten la
informacién de las columnas de la
tabla al leerla, es decir, que asocian
el 50% a la poblacién urbanay el 41%
a la poblacién rural de Guatemala.
Otra posibilidad es que realicen una
lectura correcta de la tabla, pero que
inviertan la informacion en el grafico
sin volver a mirar los datos tabulados
para verificar su respuesta.

® Los estudiantes que optaron por
el grafico 3 tienen la nocién de que
el 69% de la poblacién de Haiti debe
ser representada en el grafico circular
empleando mas drea que para el 31%,
pero no cuantifican cudl deberia ser
la relaciéon entre ambos sectores
circulares en la representacion.

La construccién de graficos circulares
involucra poner en juego la comprensién
de varios conceptos matematicos, como
fracciones, razones, proporciones, porcentajes
y angulos.

Las secciones circulares estan asociadas
a la medida del angulo del centro, lo que a
su vez puede relacionarse con la idea de
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“giro”. Anteriormente, se presentd una
actividad en donde los estudiantes pueden
trabajar con material concreto los angulos
como giros, asignando finalmente los
grados sexagesimales que les corresponden
por definicién. Es posible complementar
esta actividad haciendo un nexo con los
porcentajes, de modo que los estudiantes
puedan asociarlos a los dngulos que se
forman al hacer girar el circulo de plastico
transparente que se emplea en la tarea.

Una forma de construir un grafico circular
es multiplicando la frecuencia relativa por 360°,
obteniendo la amplitud del dangulo central que
corresponderad a cada dato. Este procedimiento
involucra la comprensién del concepto de
“fraccion como parte de un todo”, que también
se trabajo anteriormente.

La construccioén, lectura e interpretacion
de los graficos circulares requiere del
razonamiento proporcional de parte del
estudiante. Lo ideal es trabajar en primera
instancia con variables que posean pocos
valores asociados, tal como en el problema
presentado, de modo que la actividad en el
aula se centre en la comprensién.



Aprendizaje 7: Resolver problemas complejos

Cajas necesarias de gelatina

[

La clase de Juan tiena 27 alumnos. ;Cuantos paquetes de gelatina como &
de la figura se necesitan como minimo para prepararle una porcion a cada
alumno de esa clase?

-~

Esto indica qua cada

paquels di gelating
rinda 8§ porcionas

Escribe aqul los cdlculos necesarios para resolver al problema.

Escribe aquf fu respusasia:

Tarea a realizar: Resolver un problema complejo de variaciones proporcionales.

A

partir de las respuestas dadas por los

estudiantes a esta pregunta abierta, se obtuvo que:

® 20% delos estudiantes entregé la
respuesta correcta (4 paquetes).

® 24%diorespuestasincorrectas que
provienen del cociente de la divisiéon
27:8 sin aproximar por exceso, por

ejemplo: “3 paquetes”, “3 paquetes
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y medio”, “3,3 paquetes”, “3,375
paquetes”, “3 paquetesy 3 porciones”,
“3y 3/8 paquetes” o cualquier otra
representacion.

® 39%delos evaluados entregé otra
respuesta al problema.

® 12% de los estudiantes omitid la
pregunta.



Resolver este tipo de problemas requiere que
los estudiantes usen un razonamiento proporcional.

Deben relacionar dos magnitudes
diferentes: la cantidad de paquetes de gelatina
y la cantidad de porciones por paquete. Pero,
ademas, deben establecer la relacion entre
dos cantidades de una misma magnitud, por
ejemplo %7. Razonar usando estas relaciones,
tanto de manera cualitativa como cuantitativa,
caracteriza el razonamiento proporcional
(Chamorro, 2003).

Cantidad de paquetes Porciones
de gelatina por paquete

1 8

X 27

Lanocién de razén como indice comparativo
se pone en juego en este tipo de problemas: los
estudiantes deben reconocer que en situaciones
de proporcionalidad, la variacién de una de las
magnitudes implica cambios en la otra, de modo
que el indice comparativo entre cantidades
correspondientes se mantiene constante. Sin
embargo, no basta que los estudiantes sean
capaces de usar algoritmos memoristicos
como la “regla de tres” o hallar la incégnita
en una proporcién “multiplicando cruzado”,
pues en el problema anterior la cantidad de
porciones de gelatina que se necesita no es
un multiplo de 8, lo que implica realizar una
interpretacion de la respuesta numérica en
términos del contexto.

A continuacién, se presentan ejemplos de
diferentes razonamientos que permitieron a
estudiantes resolver correctamente el problema:

® Sumando la cantidad de porciones que
rinde cada paquete de gelatinaunay otravez
hasta igualar o sobrepasar las 27 porciones
que se necesitan.
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® Dividiendo el total de porciones que se
necesitan en las 8 que rinde cada paquete.
Este procedimiento implica lainterpretacion
del resto de la divisién en funcién del contexto.
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® Multiplicando las 8 porciones que rinde
cada paquete por el nimero de paquetes
que se necesita para completar 27 porciones,
tanteando entre 3y 4.
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® Dibujando la situacién de acuerdo al
contexto.
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® Recurriendo alalista de los mdltiplos de
8, ya que cada paquete rinde 8 porciones.
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® Empleando de manera mas explicita
la relacién de proporcionalidad entre las
magnitudes involucradas.
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Entre los diferentes procedimientos de
resolucion, la mayoria emplea la nocién de
variacién proporcional entre las magnitudes.
Los estudiantes parecen comprender que si
un paquete de gelatina rinde 8 porciones,
entonces 2 paquetes rinden el doble (16
porciones), luego, 3 paquetes rendirdn el
triple (24 porciones), etcétera.

Las respuestas incorrectas de los
estudiantes pueden ser asociadas a
distintas problematicas. A continuacién, se
presentan agrupadas segun el razonamiento
subyacente:

® Dentro del grupo de los estudiantes que
escogio la divisién como operacién pararesolver
el problema, se encuentran quienes dividieron
el total de porciones que se necesitan (27)
entre las 8 que rinde cada paquete, obteniendo
como cociente 3y resto 3, a partir de lo que
concluyen que se necesitan 3 paquetes de
gelatina. Un subgrupo de estos estudiantes
ademads afirma que sobran 3 porciones de
gelatina al usar 3 paquetes.
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Como se ha mencionado anteriormente,
los problemas planteados en el aula deben dar
la oportunidad al estudiante de dar sentido a
todas las variables y resultados involucrados.
En este caso, el estudiante parte desde un
razonamiento correcto, escoge una estrategia

24



de resolucién correcta, pero no es capaz de
interpretar los resultados obtenidos (cociente
y resto) a la luz del contexto del problema.

Es relevante incentivar que los estudiantes
comprueben sus respuestas y evallden la
pertinencia de las soluciones obtenidas, no
solo desde lo matematico, sino que desde el
contexto en que estdn insertos los problemas
gue se les plantean.

® Dentro de los estudiantes que escogieron
la divisién como operacion para resolver el
problema, también se encuentran quienes
dividieron el total de porciones que se necesitan
(27) enlas 8 que rinde cada paquete, obteniendo
como cociente 3,375 o0 3 enteros %.
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Para estos estudiantes, la cantidad de
paquetes de gelatina que se necesita es
3,375. Claramente, ellos no dan significado
a 3,375 paquetes ni interpretan el resultado
en el contexto de la situacion. Nuevamente,
se encuentra un razonamiento que comienza
correctamente, con una operacién aritmética
pertinente y matematicamente correcta, pero
sin unareflexién en torno a la coherencia del
resultado final con respecto al contexto.

® Ungrupo de estudiantes coincide en que
la respuesta correcta es 3;— paquetes de
gelatina.
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Otravez, se encuentra un razonamiento
con una base correcta, pero que termina en
un sinsentido a la luz de la realidad. Es muy
probable que estos estudiantes hayan pensado
que dentro de la caja que se presenta en el
enunciado viene la gelatina en polvo guardada
en un sobre, que uno puede preparar 3 sobres
completos y la mitad de otro, de modo de
obtener 28 porciones que alcanzan para 27
personas que comen una porcién cada una.
Hasta ahi el desarrollo l6gico corresponde al
contexto, pero estos estudiantes no lograron
incorporar en su analisis la consideracién
practicay concreta de que para poder hacer
todo lo anterior es necesario tener 4 paquetes
de gelatina. Nuevamente, hay evidencia de la
falta de interpretacién del resultado en el
contexto del problema.

® Existe un grupo de estudiantes que toma
los datos del problema y los suma, resta o
multiplica, obteniendo variadas respuestas.
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En el contexto escolar surgen creencias
como: todos los problemas tienen solucion,
siempre hay una unica solucién para cada
problema, siempre se debe aplicar una
operacién aritmética para solucionar un
problemay todos los datos del problema deben
ser empleados en el cdlculo de la solucién
(Marquez, Marcos & Moreno, 2008).

Las respuestas anteriores indican que
estos estudiantes no comprenden el enunciado
del problema. Es posible que los estudiantes
tomen los nimeros que aparecen explicitos en
el enunciado (27 y 8) porque estén habituados
a utilizar todos los datos numéricos de los
problemas que se proponen en el aula, para
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luego sumarlos, restarlos, multiplicarlos o
dividirlos porque tienen la creencia de que
“algo” hay que hacer con ellos.

Existen investigaciones que dejan en
evidencia este tipo de conductas automaticas,
en donde los estudiantes seleccionan las
cantidades del problema y aplican una
operacién aritmética cualquiera. Un claro
ejemplo ha sido documentado por Stella
Baruk (1985), en donde se propone el siguiente
problema a estudiantes de primer ciclo de
primaria:

“Hay 26 ovejas y 10 cabras en un barco.
¢Cudntos arnios tiene el capitdn?”



Solo el 12% de los estudiantes de 1°y 2°y
el 62% de los de 3°y 4° afirmaban que no era
posible averiguar la edad con la informacion
disponible en el problema. El resto de los
estudiantes obtenian la edad del capitan
sumando la cantidad de ovejas y cabras en
el barco (Marquez, Marcos & Moreno, 2008).

La mayoria de las dificultades que
se han encontrado en la resolucién del
problema nada tienen que ver con la mala
comprension o ejecucion de los algoritmos.
Son de otra naturaleza: conciernen ala lectura
y comprension del enunciado, a la seleccidony
organizacion de las informaciones pertinentes
dadas en el enunciado y a la traduccién de
esta organizacién en términos matematicos.
La mayor dificultad es la interpretacién del
contexto (Chamorro, 2003).

Alaluz de las respuestas de los estudiantes
a esta pregunta abierta, se hace evidente la
necesidad de reflexionar en torno a la practica
pedagdgica, de plantearse la posibilidad
de adecuar los procedimientos didacticos
empleados en la ensefianza de resolucidon
de problemas, de indagar en coémo estan
funcionando cognitivamente los estudiantes
frente a diferentes problemas propuestos. El
eje central de la formacién matematica escolar
es el desarrollo de la capacidad de resolver
problemas. La manera en que los estudiantes
logren resolver un problema depende de la
representacién que se hayan hecho de la
situacion planteada, lo que obedece a su edad,
alas caracteristicas de su pensamiento, a sus
capacidades cognitivas, a sus experienciasy a
conocimientos previos, entre otros factores
que inciden en este complejo proceso.

Normalmente, el quehacer pedagdgico se
enfoca en el desarrollo de las herramientas y
procedimientos que los estudiantes requieren
para enfrentar los problemas que se le
plantean. Pero las habilidades que terminan
siendo fundamentales en la resolucién de
problemas se relacionan mas bien con la
seleccién de datos, la interpretacién de
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resultados, el anélisis de existencia, unicidad
y pertinencia de las soluciones.

Incorporar permanente y activamente
la formacién del pensamiento critico en los
estudiantes en las metas de ensefianza de la
matematica se relaciona directamente con
el desarrollo de las competencias necesarias
para la resolucién de problemas. Los ejemplos
de problemas y las recomendaciones y
sugerencias de actividades entregados a
lo largo de este capitulo intentan orientar
concretamente la labor docente en esta
desafiante tarea.



En el marco del TERCE, las pruebas de
matematica que se aplicaron en los paises
participantes en el estudio pretenden
entregar informacién sobre los niveles de
aprendizaje logrados por los estudiantes
de tercer y sexto grados, identificando
fortalezas y debilidades en los distintos
dominios tematicos y procesos cognitivos, con
el objetivo de determinar factores que incidan
en el mejoramiento de esos aprendizajes.

Por la naturaleza de un estudio como el
TERCE, se espera que sus usos se canalicen
principalmente en la toma de decisiones e
innovaciones en las politicas publicas de los
paises involucrados. Sin embargo, lariqueza
de la informacién que se genera en una
evaluaciéon masiva de estas caracteristicas
deberia ser aprovechada en todos los niveles
posibles, intentando alcanzar a la mayor
cantidad de actores del sistema educativo.
El uso que se haga de la informacién que
entrega un instrumento de evaluacién de
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aprendizajes definira la relevancia de la
evaluacién misma.

Por esto, es fundamental analizar
los resultados con distintos niveles de
desagregaciony diversos focos de atencién.
En particular, en este libro, ademas de
presentarse los resultados segun niveles de
desempefio, dominios tematicos y procesos
cognitivos, se ha realizado un analisis de
preguntas especificas con la intencién de
explicar sus resultados en términos de las
habilidades, conocimientos y competencias
que los evaluados requirieron desarrollar
para enfrentar exitosamente dichos
problemas, y entregando sugerencias de
intervenciones pedagdgicas que permitan
mejorar los aprendizajes de los estudiantes
que presentaron dificultades.

En términos de los resultados por
dominios tematicos, en ambos niveles de
ensefianza el porcentaje promedio maximo



delogro se alcanzd en el campo de la variacion.
En promedio, los estudiantes de tercer grado
respondieron correctamente el 61% de las
preguntas de variaciéon, mientras que los
evaluados de sexto grado lograron contestar
el 47% de las preguntas de ese dominio
correctamente. También hay coincidencia entre
grados para el minimo porcentaje promedio
de logro, que se produjo en el campo de la
medicién: en tercer grado, en promedio, solo
el 30% de las preguntas de ese dominio fueron
respondidas correctamente y en sexto grado,
41% de las preguntas de mediciéon fueron
respondidas correctamente en promedio
(e igual porcentaje se aprecia en el dominio
Geometria en sexto grado).

Estos resultados podrian indicar que el
campo de la variacién es una de las fortalezas
de los estudiantes, tanto en 3° grado como
en 6° grado, mientras que el campo de la
medicidon seria una de sus debilidades. Sin
embargo, una conclusién como la anterior
requeriria estudiar con mds detalle las
distribuciones por proceso cognitivo y por
dificultad de los items de esos dominios.
Las comparaciones entre los desempefios
en los distintos dominios tematicos deben
hacerse con cautela y solo en casos en que
las diferencias son significativas. Entre los
distintos dominios de la prueba de sexto grado,
por ejemplo, las diferencias son relativamente
pequefias y ningun desempefio promedio en
un dominio destaca significativamente sobre
los desempefios promedio en los otros.

En cuanto a los resultados por procesos
cognitivos, el comportamiento es similar en
ambos grados: el mayor porcentaje promedio
de logro se produce en las preguntas asociadas
al proceso de Reconocimiento de objetos y
elementos (con un promedio de 64% de
respuestas correctas en tercer gradoy de 55%
de respuestas correctas en sexto grado). Le
sigue el porcentaje promedio de logro de las
preguntas asociadas al proceso de Resolucién
de problemas simples (con un promedio de
41% en ambos grados) y, por ultimo, el menor
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logro promedio se produce en las preguntas
asociadas al proceso de Resolucién de
problemas complejos (con un promedio de
36% de respuestas correctas en tercer grado
y de 35% en sexto grado).

Los procesos cognitivos se relacionan
estrechamente con los niveles de desempefio,
pues las definiciones de dichos niveles consisten
en una graduacion creciente en complejidad
de los logros de aprendizaje de los estudiantes
y esta complejidad se asocia bastante con
los procesos cognitivos: los primeros niveles
de desempefio (I y Il) quedan definidos
principalmente por tareas de identificacion de
conceptos, propiedades, relaciones y objetos
matematicos frecuentemente trabajados en el
aula; mientras que los niveles de desempefio
superiores (llly IV) se definen mayoritariamente
por tareas de aplicacién —planteadas como
problemas simples o complejos— de esos
conceptos, propiedades, relaciones y objetos
matemadticos en diversos contextos.

El andlisis curricular del TERCE establece:
“Como eje principal de la formacién
matematica, la habilidad para resolver
problemas requiere del uso de todas las
habilidades del pensamiento. Es el punto
de transicion entre los niveles inferencial y
critico de las habilidades del pensamiento,
gue ayuda a aprender y a reflexionar; en este
aspecto, el alumno debe demostrar cémo
hacer uso de las habilidades y conocimientos
en diversas situaciones que se le presentan”
(OREALC/UNESCO Santiago, 2013, p. 191).
En virtud de lo anterior, este libro centré sus
reflexiones sobre los resultados de preguntas
especificas y sus propuestas didacticas en la
necesidad de desarrollar la habilidad de los
estudiantes para enfrentarse exitosamente a
contextos variados que les exigen aplicar los
conocimientos matematicos que poseen, y en
plantear a los docentes el desafio de incluir o
fortalecer en su trabajo de aula discusiones
sobre la existencia, unicidad y pertinencia de la
soluciones obtenidas en funcién del contexto
en que se plantean los problemas.
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Aportes para la Enseiianza
de la Matematica

Este libro forma parte de una coleccién mas amplia, denominada
“Aportes para la Ensefianza”. Se trata de cuatro ejemplares, uno
por cada area evaluada en el Tercer Estudio Regional Comparativo
y Explicativo, TERCE (lectura, escritura, matemadtica y ciencias
naturales), que llevé a cabo el Laboratorio Latinoamericano de
Evaluacién de la Calidad de la Educacién (LLECE), organismo
compuesto por 15 paises de la regién y coordinado por la OREALC/
UNESCO Santiago.

Estos cuatro volimenes tienen el mismo propésito fundamental:
utilizar los resultados del TERCE para acercar los resultados de la
evaluacion de logros de aprendizaje a los docentes y entregarles
herramientas para su trabajo en el aula.

“Aportes para la ensefianza de la Matematica”, se organiza en
cinco secciones. La primera hace una presentacion de la prueba,
relevando los aprendizajes que evaltia. La segunda seccion detalla los
resultados de los estudiantes en los distintos dominios y procesos
cognitivos evaluados. La tercera describe el enfoque de la ensefianza
de la matemadtica en la regién, a partir de la revision del analisis
curricular que sirve como marco de evaluacion de las pruebas,
especificando los propdsitos, objetivos, caracteristicas y orientacién
de la ensefianza de esta disciplina. La cuarta seccién se acerca al
tema de la evaluacién, y el modo en que es posible monitorear el
avance de los estudiantes en la adquisicién de los aprendizajes
centrales de la disciplina. Finalmente, se abordan los resultados de
TERCE y surelacién con el trabajo docente; se muestran ejemplos de
preguntas que representan distintos niveles de logro y se entregan
sugerencias o propuestas de practicas pedagdgicas para promover
que los estudiantes alcancen los niveles mas avanzados.

Confiamos en que este texto sea un valioso insumo para
gue los maestros puedan sacar provecho de los resultados del
TERCE, transformdndose en una herramienta de trabajo que
vaya en beneficio de los estudiantes. Este hecho constituye uno
de los objetivos esenciales de OREALC/UNESCO Santiago con la
calidad de la educacién y en particular con la evaluacién de ésta,
pues consideramos que el destino final de los estudios debe ser el
aula, donde efectivamente tienen lugar los procesos de mejora del
aprendizaje. Este es el valor y fin Ultimo de los textos de “Aportes para
la Ensefianza” y es el esfuerzo en el que estamos comprometidos.
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