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Capitulo 1

Introducciéon y Conceptos
Fundamentales

1.0 Introduccion

El término Analisis Numérico se hizo de uso general cuando se fundé el
Instituto de Analisis Numérico en la Universidad de California, Los Angeles
en el ano 1947. En sus comienzos estuvo asociado a todo lo que significa
procesamiento de datos, pero hoy en dia su significado es mucho més preciso:
es la teoria de los métodos de resolucion aproximada de problemas de la
matematica.

Cuando decimos métodos de resolucién aproximada, estamos hablando
de procedimientos que nos permiten obtener la soluciéon con una precisién
arbitraria en un nimero finito de pasos. Es entonces natural que un tema
central dentro del andlisis numérico sea el analisis del error presente en estos
métodos.

Introduzcamos algunos conceptos que mencionaremos frecuentemente du-
rante el desarrollo del curso:

Problema Numérico: Es una descripcion precisa de la relacion funcional
entre los datos de entrada (input) y los datos de salida (output). Tanto el
conjunto de los datos de entrada como los de salida son finitos y la relacion
funcional entre ellos puede estar dada de manera explicita como implicita.

Algoritmo: Es un conjunto de instrucciones para efectuar operaciones



matemadticas y/o légicas que transforman los datos de entrada de un proble-
ma numérico en los resultados o datos de salida.

Método Numérico: Es un procedimiento tanto para transformar un prob-
lema matematico en un problema numeérico como para resolver un problema
numérico.

Ejemplo 1.0.1. Resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, siendo
A una matriz n X n, x y b vectores n X 1. Este es un problema numérico
cuyos datos de entrada son los elementos de la matriz (a;;), i,j = 1 :n
y los elementos del vector (b;), i = 1 : n y cuyos datos de salida son los
(l‘i), 1=1:n.

Ejemplo 1.0.2. Resolver el problema de frontera:

dQ?J 2 2
@:x + 9% y(0)=0,y(5)=1

FEste es un problema matemdtico, ya que los datos de salida es la funcion y(x)
que no puede ser especificada por un numero finito de puntos. Fste problema
matemdtico puede ser aproximado por un problema numérico si se consideran
como valores de salida los valores y(z) para x =ih,i=1:n, h=5/ny

Y iy o 9+ DB = 2y(h) +y((i = Dh)
dz? - 2

Entonces, llamando z; = ih, y; = y(ih), se tiene

i1 — 2y + Y- .
Yi+1 Yi ?Jz1§$?+yi2, i=1:n—1

12
de donde
Yirr — 2y + yio1 = RP(2 +y)), i=1:n—1
es decir:
2 1 1T w ] oy ]
1 -2 1 Y2 vt
e Lo =Rt
1 -2 1 Yn-2 Y
L I =2 1 L Yn—1 | L y727,71 i
con r = [h2x2, h222, ... h2z? | +1]T.
Este es un sistema de ecuaciones no lineales en yy, 4o, ..., y,—1. Se trata

ahora de buscar un algoritmo de resolucion de este problema numérico.



Entre los métodos numéricos llamados clasicos o fundamentales se en-
cuentran los siguientes:

1. Métodos de resolucién de ecuaciones lineales.

2. Métodos de resolucion de ecuaciones no lineales.

3. Aproximacion de funciones.

4. Métodos de integracion numeérica.

5. Métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

6. Métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales.

7. Métodos de resolucién de ecuaciones integrales.

8. Métodos de optimizaciéon de funciones.

1.0 Breve descripcion de los pasos a seguir para la res-
olucién de un problema de analisis numérico

Una ecuacién de la fisica matematica puede expresarse como
Au=f (1.1)

siendo A una aplicaciéon de un conjunto X (espacio de funciones) en un
conjunto Y (espacio funcional); u es la incégnita que se busca en X, f es un
dato y pertenece a Y.

Ejemplo 1.0.3.

b
Au :/ w(z)g(z,t)dz, cong(x,t): |a,b] X [a,b] — Ryu(x) : [a,b] — R
Se busca u en X = Cla,b| tal que Au = f, es decir

/ w(@)g(z, )z = £(2), t € [a,b]

En general es imposible determinar u explicitamente o bien su forma
explicita es muy complicada. Las diferentes fases de la resolucién de (1.1)
son las siguientes:



a)

Estudio teorico de la ecuacion: esto es, el estudio de la existencia y
unicidad de la solucién de (1.1), y en el caso en que no exista unicidad
caracterizar una soluciéon o el conjunto de soluciones. Esta fase es
propia del analisis clasico o del analisis funcional.

La aproximacion: consiste en reemplazar X e Y por otros espacios mas
simples X,, e Y,, (en general son espacios de dimensién finita y n es un
pardametro que tenderd a infinito). El operador A es reemplazado por
un operador A, y la funcién f por una funcion f,, de Y,. No se buscara
u en X, sino u, en X, tal que

A, = fn (1.2)

lo cual nos define un sistema de ecuaciones algebraicas, como en el
ejemplo 1.2. Las preguntas que surgen ahora son:

(a) existencia y unicidad de la solucién de (1.2)

(b) estabilidad y convergencia de la solucién

Por estabilidad se entiende lo siguiente: u,, es estable si para n — oo
la sucesién u,, permanece acotada en un cierto sentido.

Por convergencia se entiende lo siguiente: wu,, es convergente si u,, — u,
n — oo, para una cierta nocién de limite, siendo u la solucion del
problema original.

La resolucién de (1.2): para n fijo, implica la eleccién de un algoritmo
numérico. Como se pueden presentar diferentes algoritmos, el criterio
de eleccion puede contemplar parametros tales como:

(a) El costo: que se mide en términos del nimero de operaciones
elementales, esto es, suma y multiplicacion, y de la ocupacién de
espacio en la memoria de un computador.

(b) La estabilidad numérica: este criterio amerita algunas pre-

cisiones. Los numeros reales no pueden ser introducidos en la
memoria de un computador; son sus aproximaciones finitas las
que son introducidas como datos y tratados durante la ejecuciéon
del algoritmo. Habra asi dos fuentes de errores: los datos cor-
tados o redondeados y la pérdida de cifras significativas en las
operaciones elementales.
Si el algoritmo comporta un gran nimero de operaciones aritmé-
ticas, los errores de redondeo pueden acumularse hasta falsear los
resultados. Un algoritmo se dice numéricamente estable si no es
muy sensible a esta acumulacion de errores de redondeo.
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(c) La ejecucién del algoritmo: significa la escritura para la com-
putadora de un programa de trabajo, que no es sino la codificacion
del algoritmo en un lenguaje apropiado para ella.

(d) La ejecucién del programa en la computadora: las computa-
dora digitales se han transformado en instrumentos indispensables
en el quehacer cientifico actual. Una de las principales razones, es
que, mediante la implementacién de métodos numéricos, ellas son
una herramienta universal para la resolucion de una gran variedad
de problemas. Es asi que hoy en dia, con el desarrollo alcanzado
por las computadoras digitales, la mayoria de los cientificos deben
tener un buen conocimiento de los métodos numéricos y de su
implementacion en las mismas.

Sin embargo, la resolucién de problemas cientificos no es la tnica
motivacién para el estudio de métodos numéricos. El andlisis de
los métodos numéricos es una actividad matematica, cuyo tema
central es la construccion de diferentes clases de aproximaciones.

1.1 Fuentes de error

El estudio del error es un objetivo central en el andlisis numérico: esto no
solo nos permite analizar, examinar y entender los resultados finales, sino que
nos provee de una herramienta que nos servird para planificar los cdlculos y
tomar decisiones durante los mismos. Se distinguen varios tipos de errores:

Errores en los datos de entrada: pueden ser el resultado de mediciones
fisicas, o cuando un nimero real es aproximado por un numero finito de
decimales.

Errores de redondeo: surgen cuando se calcula con niimeros cuya repre-
sentacién estd restringida a un numero finito de digitos, que es lo que usual-
mente ocurre. Por ejemplo, si tenemos una calculadora que usa 8 digitos, la
divisién 1/6=0.166666666... sera redondeada a 0.16666667 o bien cortada a
0.16666666. Si a éste le sumamos 1/3 redondeado a 0.33333333, los errores
de redondeo de ambos nimeros se propagan a la suma.

Errores de aproximacion: como ya hemos dicho, muchos métodos numé-
ricos no dan la solucién de un problema dado (aun trabajando sin errores



de redondeo), sino que obtienen la solucién de un problema mas simple, que
aproxima al anterior.

Ejemplo 1.1.1. Los dos primeros términos de la serie de Taylor de /x + 1
dan una buena aproximacion cuando T es pequeno: r+1 =2 1+ x/2. El
error cometido se conoce como error de truncamiento.

Ejemplo 1.1.2. Si evaluamos la integral fo z)dx usando la regla trape-
zoidal, se obtiene:

-1

/ f Z(fz"‘fz-i—l) :%7 fz:f(lh)

=0

y el error de aproximacion o error de truncamiento es la diferencia entre la
suma y la integral.

Ejemplo 1.1.3. Dada la ecuacion diferencial

33 f(x,y), y(xo) = o

introducimos la aprorimacion

@ o y(@+h) —y(h) h pequeno

dx h

y definimos una solucion aprozimada y; = y(z;) = y(xo + jh) mediante

w = f(z;,;)

esto es
Yir1 =Yy; +hf(xj,y;), >0 (método de Euler)

Luego el error global de discretizacion o truncamiento se define como

Yir1 — Y(2j41)
1.1 Errores relativos y absolutos

Vamos a estudiar ahora el efecto de los errores de entrada y los de redondeo
en los resultados de los calculos.



Definicién 1.1.1. Sea a un valor aproximado de una cantidad cuyo valor
exacto es a. Definimos:

a — a, error absoluto

|a — a|, magnitud del error absoluto

a—a

— error relativo, a # 0

a—a

, magnitud del error relativo, a # 0

m es una cota del error absoluto si m >0y |a—a| <m

L a—a
m es una cota del error relativo st m >0y ‘—‘ <ma#0
a

Si las cantidades que se comparan son vectores o matrices, el valor abso-
luto deberd ser sustituido, respectivamente, por una norma vectorial o ma-
tricial.

Ejemplo 1.1.4. Sean m = 3.141592653529.. y a = 35000/11141 = 3.1415492..
entonces |a — m| < 0.000044 y |a—_7r| < 0.000014
m

En las mediciones es mas importante el error relativo que el absoluto.
Cuando al medir una longitud decimos que hemos cometido un error de un
centimetro, no estamos dando ninguna informacion, a menos que especifique-
mos la magnitud de la longitud que estamos midiendo.

Definicién 1.1.2. Decimos que a tiene t decimales correctos, sit es el mayor
entero para el cual se verifica |a —al < 0.5 107

Todo numero real no nulo ¢ admite una representaciéon decimal de este
tipo:
a = £0.a1a203 . .. a0 10140 - - - 10° con a; digitos de 0 a 9 y e un exponente
entero.

Definicién 1.1.3. Diremos que la representacion decimal estd normalizada

sta; #0



En lugar de error relativo, se usa con mucha frecuencia el concepto de
digitos significativos.

Definicién 1.1.4. Supongamos que a y a estdn dados en representacion
normalizada. Decimos que a tiene t digitos significativos si t es el mayor
entero para el cual se verifica:

la —a] <0.5 107" 10°

Ejemplo 1.1.5. a = 1/6, a = 0.166, |a — a|] = 0.000666 < 0.005 = 0.5 1072
tiene dos decimales correctos y dos digitos significativos.

Ejemplo 1.1.6. a = 89.567, @ = 89.568, |a—a| = 0.001 < 0.005 = 0.5 102
tiene dos decimales correctos y como el error en la forma normalizada es
la —al <0.5 10°* 10%,a tiene cuatro digitos significativos.

Ejemplo 1.1.7. a = 0.00345, @ = 0.00339, |a — a| = 0.00006 < 0.0005 =
0.5 1073 tiene tres decimales correctos y un digito significativo.

El nimero de decimales correctos da una idea de la magnitud del error
absoluto, mientras que él niimero de digitos o cifras significativas da una idea
de la magnitud del error relativo. En efecto, el error relativo de un nimero
con t digitos significativos es:

a—a 0.5 107 10° —

| a < o1 10e >
Observaciones: El hecho de que a tenga t digitos significativos no im-
plica que se deba expresarlo con precisamente esa cantidad de digitos, ya
que las cifras que ocupan posiciones posteriores a la t-ésima siguen aportan-
do informacién acerca de a. Por ejemplo si a = 0.461 y t = 3, entonces
la —a] < 0.5 1072 = 0.4605 < a < 0.4615; mientras que si a = 0.4614 y
t = 3 entonces |a —a| < 0.5 1073 = 0.4609 < a < 0.4619.

Digitos significativos o ¢ posiciones correctas no son sinénimos de digitos
iguales o ¢ posiciones iguales, ya que puede suceder lo primero sin lo segundo,
a pesar que la reciproca siempre es cierta. Por ejemplo, si a = 0.4 10!, @ =
0.3999999 10! tiene 6 digitos significativos aunque ninguno igual a los de a.

Dado un nimero a = ag.a1a203 - - - @;Q4 10442 - - - hay dos maneras de lle-

varlo a un nimero con ¢ decimales:

a) Por redondeo:

{ Qp.A10203 * * - Gyt si ;<O
a =

ap.a1a90a3 * * * Ay + 107t si Qg1 > 5)



b) Por cortada: a = ag.ajasaz - - - a;

Es facil ver que:

G-l < 10~¢ por cortada
=1 0.510°" por redondeo

1.1 Propagacién de errores

Sea op una operacién aritmética (+ — x/); sean X =x +¢, Y =y +n Aqui
x es el valor exacto y X el valor aproximado. Queremos examinar el efecto
del error propagado al efectuar una operacién op. Pongamos r, = ¢/x y

ry = /Y.
Multiplicacion y Division:

XY —zy (:1:+8)(y+77)—xy_8y+77$+577_£+77+fﬁ

Ty ryY ryY r 'y Ty

Si|ry] <1y |ry| <1 se tiene que:

Toy = Tg + Ty

X =z r+e Y +Eey —xYy —NT EY — NT E N
Y y_y+n y_ (v +n)y __ry =z y
r r r ytn "
Y Y Y Y Y
Resulta entonces 14, = = y si Iryl < 1
=/ 1+ryy Y
Trjy = Tz =Ty
Suma y Diferencia:
X£Y)-(@xy _ (@+te)E@+n)—(xy) = | n
Tty Tty rty xxy

— - = ry £ ———1,
r+tyr xzt+yy xty rty

Observamos asi que tanto en la multiplicacién como en la division los er-
rores relativos de los operadores no se propagan fuertemente a los resultados.



Esto también es cierto para la suma si x e y tienen el mismo signo, ya que
en este caso

< Y 1<t
rT+yY| rT+y|
y por lo tanto |ryy,| < max{|ry|, |r,|}, al ser
T v |,
r+y T4y

6

Si los dos tienen signos opuestos, al menos uno de los factores

Tr+vy

es mayor que uno y uno de los errores relativos r, ¢ r, serd amplifi-

rT+y
cado. Esto es drastico si = —y; en este caso ocurre lo que se conoce como

el fenémeno de cancelacién (catastréfica) de digitos.

Ejemplo 1.1.8. Para calcular e* usamos su desarrollo de Taylor. St traba-
jamos con 5 digitos significativos y queremos calcular e~ tendriamos:

e = 41.0000
—5.5000
+15.125
—27.730
+38.129
—41.942
+38.446
—30.208

+0.0026363

La suma se termina después de 25 términos pues los términos que siguen
no la alteran. Sin embargo e 5° = 0.00408677, de manera que la suma
que calculamos no tiene ningin digito significativo. (referencia: Forsythe,
Malcolm, Moler, Pdg 15). El remedio para este mal es calcular la suma para
r = 5.5 y luego tomar el reciproco: e™>5 = 1/e>® = 0.0040865; de esta
manera se obtienen 4 digitos significativos.

Ejemplo 1.1.9. La ecuacion cuadrdtica ax® + bx + ¢ = 0 tiene dos raices:

_ =b+Vb? —4dac —b—Vb? — 4dac

2a T2 = 2a

T

10



Sia=1,b= —10% ¢ = 1 y se trabaja con una calculadora con 8 digitos
significativos, los valores de las raices calculadas son:

x1 = 100000.00 xe =10
mientras que los valores exactos redondeados a 11 digitos significativos son:

1 = 99999.999990 2 = 0.000010000000001

Al calcular la sequnda raiz se ha producido una cancelacion de cifras signi-
ficativas. Esta cancelacion se puede evitar si calculamos las raices asi:

_b+sgn bV b? — dac c

2a ary

ry =

St aplicamos esto al ejemplo obtenemos:
21 = 100000.00 x9 = 0.00001

siendo ambas respuestas aceptables (referencia: Forsythe, Malcolm, Moler,
pdg. 20)
Ejemplo 1.1.10. Si se quiere calcular la siguiente expresion para |x| << 1
1 1—=x
142z 14z

para evitar pérdida de cifras significativas es conveniente calcularla mediante

222
A+ 22)(1 +2)

y también porque se hacen menos operaciones.

1.2 Los Simbolos oy O

Consideremos dos funciones f,g : D — R, D C R, D abierto y tomemos
a € D. Queremos comparar f(z) y ¢g(z) cuando x — a. Entonces:

Definicién 1.2.1. Decimos que

i) [ es de orden “O grande”con respecto a g cuando x — a si existe una
constante K > 0 tal que
9(x)

para x # a en un entorno de a. Pondremos f = O(g) cuando x — a.

11



ii) f es de orden “o pequena”con respecto a g cuando x — a si

f(z)

lim —~* =0
z=a ()

Pondremos f = o(g) cuando © — a.

Ejemplo 1.2.1. f = O(1) y f = o(1) para x — a significan, respectivamente,
que [ se mantiene acotada y que f(x) tiende a cero cuando x — a.

Ejemplo 1.2.2. Sea f(x) = €. Su desarrollo de Taylor hasta la derivada

sequnda es:
22

€x:1+I+€C?, ¢ € (0,x)

de donde (1
e —(+a)| 1.
x? 2

y por lo tanto

e’ —(1+x)

1
< sup —et =K
0<|z|<1

T2

resulta € — (1 +z) = O(x?), cuando x — 0, lo cual significa que e® — (14 x)
se comporta como x* cuando T es pequerio.

Consideremos ahora

T—(1 1
o049 L < Kl
T 2
De aqui
T—(1
lim & — (D) _
x—0 T

de donde ¢* — (1 + ) = o(x).

Propiedad 1.2.1. Si f = o(g) cuando x — a entonces f = O(g) cuando
T — a.

Demostracién.- Supongamos que f = o(g) cuando x — a, entonces
lim M = 0, es decir dado ¢ = K, existe § > 0 tal que M < K si
v—a g(7) g(x)
0<|z—al<od.

El reciproco no es cierto. Basta tomar f = ¢
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Ejemplo 1.2.3. Sea f(x) = 22> — x3. Se tiene:
i) Para x — 0, f(x) =0(z"),n <2y f(x) = o(a™),n < 2.
ii) Para x — oo, f(x) =0(z"),n >3y f(x) =o(z"),n > 3.

Nota: Convendremos en indicar O(g), o(g) una funcién arbitraria f tal que
f=0(g), f = o(g) respectivamente. Con esta notacién podemos escribir:

i) O(1)+0O(1) = O(1) para indicar que la suma de dos funciones acotadas
es acotada.

i) O(1). (1) = o(1)

En particular O(h") y o(h™) cuando h — 0 indican una funcién f tal que

f(h) - f(h)
‘ o < K, cuando h —- 0y ]lllir[l] o

=0,

respectivamente.

Propiedad 1.2.2. Si f = O(h™) cuando h — 0 para algin n € Z* entonces
f=0(h"") cuando h — 0.

f(h)

Demostracién.- Si f = O(h") existen K y § > 0 tal que W‘ < K para

f(h)

hnfl

0 < |h| < 6. Por lo tanto ‘ < hK,es decir f = o(h"'). Por la propiedad

1.6.1, f = O(h™Y).

1.3 Foérmula general de propagaciéon de erro-
res

Consideremos una funciéon f : D C R* — R, con D abierto y f con
segundas derivadas parciales continuas. Sea X = (X, Xs,..., X},) un valor
aproximado de z = (x1, 3, .. ., x,); introduzcamos la notacién siguiente para
los errores absolutos y relativos:

€ .
g=X,—x;,r;,=—,1=1:n
i
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El problema es saber cémo se han propagado los errores en los datos
cuando se calcula f(X), es decir, se trata de hallar una relacién entre dichos
errores y el error f(X) — f(z).

Teorema 1.3.1. Liamemos

£
sy:Y—y,ry:Zy

conY = f(X), y = f(x). Entonces:

=1
" |0f(x
el <3122
i=1 ¢
of(x) x;
) Il < 3 (BT
=1 ¢

Prueba: Resulta de considerar el desarrollo de Taylor de f alrededor de z :
—~ Of (z)
FOX) = Fl@) + 30 B (X = ) + O(IX — 2])
i=1 ¢

y despreciar los términos de segundo orden. Aqui ||.|| indica una norma en

R".

Ejemplo 1.3.1. Sea z = In(xy), con x e y reales no nulos del mismo signo.
En este caso se tiene:

1

>~

€= —Ept+ —€y =Tz +Ty
z Y

con €4, €y errores absolutos de los datos.

1.4 Condiciéon y Estabilidad

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

14



(1
La solucion esta dada por:

Y1 = c1e® +ce” (1.4)
Yo = c1€7 —coe” '

Si a (1.3) le anadimos las condiciones iniciales

y1(0) = —y2(0) =1 (1-5)

los coeficientes de ¢; de (1.4) resultan ser ¢; =0y ¢y = 1.

Supongamos que (1.3) sea resuelto numéricamente por cualquier método
que calcule 31, y» en una sucesion de puntos x1,xs, 23 --. El efecto del er-
ror de redondeo es equivalente a calcular (con exactitud) una solucién con
condiciones iniciales resultantes de perturbar (1.5). Pero la més pequena per-
turbacion causara una contribucién al término e” que dominard e~* para x
grande y en este caso sera imposible obtener una buena aproximacién de
la solucion. Se dice entonces que este problema es mal condicionado. Un
problema mal condicionado puede ser resuelto con una precision razonable si
los calculos se realizan muy cuidadosamente (por ejemplo usando precision
miltiple) y esto independientemente del método numérico utilizado. En cam-
bio un problema bien condicionado puede ser resuelto por cualquier método
numérico que sea estable para ese problema. Vemos asi que el concepto de
condicion esta relacionado con la sensibilidad de la soluciéon de un problema
ante perturbaciones de los datos.

Consideremos un segundo ejemplo: se quiere calcular para n = 0 : 8 las

siguientes integrales:
1 :L_n
n = dz
Y /0 T+ 9D

En principio podemos resolverlo asi:

1 n n—1 1
T T 1
Yn + OYn—1 /0 <x—i—5+ x—|—5> T /Ox T -

y plantear la siguiente formula de recurrencia:

1
Yp = — —Yp_1, n=1,2,3--- (1.6)
n

15



Calculamos el valor inicial usando una tabla de logaritmos de tres lugares:

1 0
xXr
yo:/o ——dr = In(a + 5|} = 0.182 £ 0.0005

y los subsiguientes usando (1.6)

yp =1 —5x0.182 2 0.090

Yo = 1/2 —5x0.090 = 0.05

ys = 1/3 — 5 x 0.050 = 0.083

ys = —0.165 lo cual es evidentemente falso.

Lo que ha ocurrido es que el error £g = 0.0005 se ha ido amplificando
por un factor 5 hasta que y4 destruye el resultado exacto. Si usaramos mas
decimales el absurdo ocurriria en etapas posteriores. Decimos entonces que
este método es numéricamente inestable. La inestabilidad resulta cuando
los errores de redondeo se propagan de manera creciente durante el cédlculo,
lo que produce una distorsién en los resultados. Vemos que el concepto de
estabilidad o inestabilidad numérica esta relacionado con el método numérico
utilizado por el comportamiento de los errores de redondeo introducidos en
la soluciéon numérica.

En el caso del ejemplo podemos plantear la siguiente férmula de recur-
rencia regresiva:

1 n
—%, n=N,N—-1,-,1,0

Yn—-1 = %

En este caso el error se divide entre cinco.

Veamos c6mo elegimos N. Es facil ver que la sucesion {y,} es decreciente

¥y que
L < < L < < L
6nt1) " Sn ST S 6o

>~

: 1
Resulta asi que la sucesion decrece como o Podemos pensar que 1y = y19
n

16



1 i
50’ lo cual nos permite calcular

ys = 1/45 — y9/5 = 0.019

yr = 0.021

s = 0.025

ys = 0.028

ys =2 0.034

ys 22 0.043

ys = 0.058

y1 =2 0.088

Yo = 0.182 CORRECTO !

Nota: No cometer el error de creer que toda férmula de recurrencia regresiva
es numéricamente estable.

1.5 Sistemas Numéricos: aritmética de punto
flotante

1.5 Sistemas de posicién

Los nimeros reales se representan mediante un sistema de posiciéon con una
base B, siendo B un entero mayor o igual que 2. Asi todo numero real a
admite una representacién en la forma:

n(a)
a=+(a,B"+a, B" '+ - -+a;B+ap+a B la oB ) =+ Z a; B’

1=—00

donde los a; son tales que 0 < a; < B — 1, a; enteros. Esta representacién es
lnica siempre que se excluyan las ambigiiedades tipo 0.99999...=1 en el caso
decimal.

Ejemplos clasicos:

base | sistema numérico digitos
2 binario 0,1
8 octal 0,1,2,3,4,5,6,7
10 decimal 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
16 hexadecimal 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F

17



Una de las grandes ventajas del sistema de posicion es que las operaciones
aritméticas pueden realizarse de acuerdo a reglas muy sencillas. Cuanto mas
pequena es la base mas simples son las reglas.

Ejercicio: Describir la suma y el producto en el sistema binario.

1.5 Aritmética del computador

La aritmética realizada por un computador involucra sélo nimeros con un
niumero finito de digitos; esto implica que los calculos se realizan con valores
aproximados de los nimeros verdaderos. El error cometido al representar
un nuimero real por una aproximacién finita es lo que ya vimos como error
de redondeo. Veremos que solo un conjunto finito de niimeros pueden ser
representados en la méquina.

La representacion de un numero en una computadora consta de tres
partes: una parte para el signo, una parte exponencial, llamada caracteristica,
y una parte fraccionaria, llamada mantisa. Por ejemplo en una IBM 370, un
nimero en precisién simple consta de 1 digito binario (bit) para el signo,
un exponente de 7 bits en base 16 y una mantisa de 24 bits. Como 24 bits
corresponden a 6 6 7 digitos decimales, podemos suponer que este niimero
tiene por lo menos, seis cifras decimales de precisién para el sistema de nu-
meracion. El exponente de siete bits da un rango de 0 a 127, pero debido
a que se necesitan exponente negativos, automdticamente se le resta 64; el
rango del exponente es entonces de -64 a 63.

Por ejemplo:

0 1000100 101100001000000001000000

El bit a la izquierda es 0, lo cual indica que el nimero es positivo. Los
siguientes siete bits son equivalentes al nimero decimal:

1.26 +1.22 =68

de donde resulta que el exponente es 68 — 64 = 4. La mantisa la da los 24
bits finales:

m=1(1/2)" + 1.(1/2)* + 1.(1/2)* + 1.(1/2)? + 1.(1/2)"*®

Luego el nimero de maquina dado representa al nimero decimal:

m x 16* = 45184.25

18



Sin embargo el niimero de maquina inmediatamente anterior:

0 1000100 101100001000000000111111 = 45184.23828125
mientras que el inmediatamente posterior es:

0 1000100 1011100001000000001000001 = 45184.25390625

lo cual senala que el nimero de maquina dado debe representar no solamente
a 45184.25, sino a un conjunto infinito de nimeros reales que estan entre este
nimero y sus nimeros de maquina mas proximos.

Para asegurar la unicidad de la representacion y obtener toda la precision
disponible se requiere que la representacion sea normalizada; esto se logra
cuando por lo menos uno de los cuatro primeros bits de la mantisa de un
nimero de maquina, contados de izquierda a derecha, sea uno.

228

El sistema que estamos describiendo usa 15 x 2°° +1 nimeros de la forma:

:|:0.d1d2 e d24 X 166162...87

para representar a todos los niimeros reales; esto implica que el nimero de
maquina mas pequeno mayor que cero que puede representarse es

0 0000000 0001000000000000000000000 = 167% =~ 10"
mientras que el mas grande es

01111111 1111111111111111111111111 = 16%3 = 107

Los nimeros con magnitud menor que la primera resultan en lo que se
llama wunderflow, y generalmente se les da el valor cero, mientras que los
mayores que la segunda resultan en overflow y causa que los célculos se
detengan. El mayor nimero positivo a tal que 1 + a = 1 se llama el epsilon
de mdquina.

Un conjunto F' de nimeros de punto flotante en una computadora, estd
caracterizado por F' =< B,t,m,M >, con B =base, t =precisién de la
maquina, m y M =rango del exponente. Como los humanos seguimos
pensando en términos de una representacion decimal, el analisis que hare-
mos a continuacién serd en base 10. Sea el nimero real a no nulo con
una representacion decimal a = £10%(0.ddaods - - - didy1dg42 - - - ), € =entero,
d; =digitos, dy # 0.

La representacion de este nimero en forma de punto flotante con B = 10
es
fl(a) = £10°(0.dydy - - - d,)
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con m < e < M; para el digito d; hay dos manera de escogerlo:

!

d, = d;, por cortada
/ dy, sidiq <5 (por redondeo)
d, = .
dy + 1, caso contrario

Lema 1.5.1. El error relativo en la representacion de punto flotante fl(a)
con t digitos, para el nimero a es:
|fl(a) — a|

T <5107 cons = {
a

1, por cortada
0.5, por redondeo

Prueba: Para la cortada se tiene que:

|a — fl(a)| _ 10°10~* (.dy1dpy2 -+ ) — 10t (desrdigo---)
|a| 108(.d1d2"') (dldg)

pero como dy > 1y 0.dyy1dpyo -+ < 1, esto implica que:

|CL - fl(a)| S ]_Olit
|al

De la misma forma se prueba en el caso del redondeo.

Corolario 1.5.1. El error en la representacion decimal flotante con t digitos

€es!

_ 1, por cortada
B < 1t — ’
| = fl(a)| < [a[10"s, cons { 0.5, por redondeo

Mediante andlogos razonamientos se tiene para el caso general:

Teorema 1.5.1. Para una computadora con una aritmética de punto flotante
de base B y una mantisa con t digitos, todo nimero real en el rango de punto
flotante puede representarse con un error relativo tal que

|f1(a) —a

T < sBY! cons= {
a

1, por cortada
0.5, por redondeo

1.5 Operaciones con punto flotante

Sean fl(x)y fl(y) las representaciones en punto flotante de x e y; los simbolos
® © OO representan respectivamente las operaciones suma, diferencia, pro-
ducto y cociente en la maquina. Suponemos una aritmética de ¢ digitos dada
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por

zdy = [flI(fl(z )+fl(y))
roy = fI(fl(z) - fl(y))
zoy = [U(fl(z).f ()))

roy = fl(fl(x)/fl(y)

Esto corresponde a efectuar la aritmética exacta en las representaciones
del punto flotante de x e y, luego la conversion del resultado exacto a su
representacion de punto flotante.

Ejemplo 1.5.1. Seant =4, x = 1234.67, y = —0.9999 10~!, entonces:

r@®y = flI(fl(x)+ fl(y)) = £1(0.123510" — 0.000009999 10*)
= £1(0.123490001 10%) = 0.1235 10* = 1235

2Oy = fl(fl(x).flly)) = —f1(0.123510* . 0.9999 10~")
= —f1(0.1234876510%) = —0.123510% = —123.5

Vemos que el resultado de una operaciéon en punto flotante es igual al
valor redondeado del resultado de la operacién y por lo tanto:

|fl(zopy) — xopy| <_J 05 10'~%, por redondeo
|z opy| - 10'~%, por cortada

En esta aritmética no siempre es cierto que:

(rdy) Dz = 2B (yd2)
(rOy)0z = 10(yo2)

Es decir, la suma y el producto no tienen por qué ser asociativos.

Ejemplo 1.5.2. Sean:

a) x =0.12345, y = 0.4235710%, 2 = —y, t = 5. Resulta:

(z@y)dz = 0.1
r®(ydz) = 0.12345

b) x=0.123, y = 0.456 10%, 2 = 0.231, t = 3. Entonces:

(tOy) Oz = 013010~
rO(yez) = 0129107
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1.5 Propagacion del error de redondeo en una suma
extendida

n
Se quiere calcular ) z; siendo z; = fI( x;). Pongamos
i=1

0.510'%, por redondeo

fl(zy +22) = (21 + 22) (1 + £2), con|gg] < { 101, por cortada

Entonces:
fl(l'l + Ty + 1'3) = fl(fl(l'l + 1'2) —+ ZC:J,) = ((ZUl + 1'2)(1 + 62) —+ ZC3)(1 —+ 83)
en donde |e3] tiene la misma cota que |eo|. En general:

fl(!L’l + 29 —|—IL’3—|—IL’n) = (IL’1 +l‘2)(1 +62)(1 —|—63) (1 +8n)
+z3(l+e3)(1+eq)---(14¢,)
+ 42y (1+ep)

2 (zp 4t xn) F (2 +x) (et Fen) +
+x3(es+ - +en) -+ Tty
resultando
flzy++a,) — (v + -+ 1x,) = (z1 + 22)(ea + -+ + &p)

+xs3(es+ -+ ep) + o+ Tngy

Se deduce entonces que la mejor estrategia para la suma es ordenar los
nimeros de menor a mayor y luego sumarlos en este orden.

Por ultimo, observamos que si op indica una de las cuatro operaciones
aritméticas, entonces la version calculada de xopy con x e y y dos niimeros
exactos, esta dada por

T opy

siendo op la operacion op de la aritmética de punto flotante, es decir

zopy = fl(xopy) v x= fl(x) y= fl(y)

El error cometido es:
zopy —xop y = (zopy —xzopy)+ (ropy —xopy)

El primer término corresponde al error de redondeo de punto flotante y
el segundo al error propagado.
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1.6 Desastres

Antes de finalizar este capitulo vamos a relatar algunos desastres ocurridos
por errores en el uso de la aritmética del computador.

La falla del misil Patriot

El 25 de febrero de 1991 durante la guerra del golfo, un misil Patriot
estadounidense disparado desde Dharan, Arabia Saudita, fall6 en interceptar
un misil iraqui Scud. El Scud dio en el blanco, una barraca del ejército amer-
icano, matando a 28 soldados. La causa fue la imprecisién de un célculo del
tiempo debido a errores de aritmética del computador. Un reloj interno media
el tiempo en unidades de décimas de segundos. Para producir el tiempo en se-
gundos se multiplicaba por 1/10. Este cdlculo se realizaba usando un registro
de punto fijo de 24 bits. En particular 1/10, que no tiene una expansién bina-
ria finita se truncaba a 24 bits. Como la bateria del Patriot tenia su tiempo
de vida de alrededor de 100 horas, este error de truncamiento se propagaba de
manera que conducia a un error significativo. Mas especificamente, el nimero
1/10 es igual a 1/2* +1/2°+1/28+1/2°4+1/2"2 +1/2"3 + ... o lo que es lo
mismo, su expansion binaria es 0.0001100110011001100110011 . ... El regis-
tro del Patriot almacenaba sélo 0.00011001100110011001100 introduciendo
un error de 0.000000000000000000000000110011 ... binarios, alrededor de
0.000000095 decimales. Multiplicando por el nimero de décimas de un se-
gundo en 100 horas el error es igual a 0.000000095 x 100 x 60 x 60 x 10 = 0.34
segundos. Un Scud viaja cerca de 1,676 metros por segundo, es decir mas
de medio kilémetro en 0.34 segundos. Esto puso al Scud lejos de la predic-
cion del Patriot de lo que se llama el rango de puerta para ser interceptado.
[ronicamente, el hecho de que los cdlculos del tiempo habian sido mejorados
en algunas partes del cédigo, pero no en todo, contribuyé al problema, ya
que significé que las imprecisiones no se cancelaron.

La explosion del Arianne 5

El 4 de junio de 1996, el cohete Arianne 5, fabricado por la Agencia
Espacial Europea, exploto 40 segundos después del despegue. Era su primer
viaje después de 10 anos de desarrollo a un costo de 7 billones de délares. El
cohete y su carga fueron valuados en 500 millones de délares. La investigacion
determiné que la causa de la falla fue un error de software del sistema de
referencia inercial. Especificamente, un nimero de punto flotante de 64 bits
relacionado a la velocidad horizontal del cohete con respecto a la plataforma,
fue convertido a un entero con signo de 16 bits. El nimero de 64 bits era
mayor que 32,768, el mayor entero que se puede representar con un entero
de 16 bits con signo, y por lo tanto la conversién fallé.
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Capitulo 2

Ecuaciones No Lineales.

2.0 Introduccion.

Problema general: Hallar z € IR" tal que F'(z) =0, siendo F' : R" — R™

una funcién no lineal. De manera equivalente, hallar z = (zy,...,x,) tal que
fl(fL'l,...,fL'n) = 0
fg(fL'l,...,fL'n) = 0
fm(xla"'axn) = 0

con f:R" =1, j=1:m

Caso Particular 1: n =m =1, es decir, hallar € R tal que f(x) =0
con f:IR—=>1R

Caso Particular 2: Hallar una o mas raices del polinomio

p(z) = apa™ + ap_12" "+ ayz + ag a, # 0

Ejemplo 2.0.1. Hallar la raiz positiva de un nimero a > 0.

Definiendo f(z) = z* — a, planteamos la biisqueda de la raiz positiva de
flr)=2*—a=0.
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(zo, f(z0))

2

|
——
va |
/wl h

Sea zp una aproximacién inicial a la solucién y/a. Tracemos la recta tan-
gente a la grafica de f en el punto (xg, f(x¢)). Sea x; el punto de interseccién
de la tangente con el eje x, es decir,

_ f(zo) w—a 1 a
r1 = 2o f’(xo) =2y 2,1‘0 = 5 To + o

a

Esto nos da una mejor aproximacién a y/a. Repitiendo el proceso tendremos
que

Tnt1 =

(xn + ﬂ) , n>0 (2.1)

Ty

DN |

Cada uno de estos pasos se llama una “iteracion” (o aproximacion sucesi-
va); T, se llama el “iterado n—ésimo” y generalmente se espera que el iterado
ZTpny1 Mmejore los resultados previos.

Analicemos la convergencia de la sucesién {z,} a \/a.

a 22 4+ a — 2v/ax,
xnﬂ—ﬁ:l(ww—)—ﬁ: nta—2vam _ L e (22)

2 n 2%y, 2%y,

De esta expresién resulta que si 0 < zp < +00, =z, > a > 0 vn.

Ademas,
1 a 1 (22 )
Tp — Tpy1 = Tp — =Ty — — = —(x — a);
2 20, 2%, " ’
Por ser x, > /a, resulta que {z,} es una sucesién decreciente acotada

inferiormente por /a. Asi, existe o > 0 tal que lim z, = «
n—0o0

Tomando limite en (2.1) resulta

(o+2)

DO | =

o=

obteniéndose o = /a.
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Analicemos ahora la velocidad de convergencia; usando la férmula (2.2)
y poniendo &, = x,, — \/a (error en la n—ésima iteracién) se ve que

1

Ent+l = Eé‘i (23)

Siendo z,, > \/a,

1
a1 < —=e2 ¥ 2.4
Ent+1 > 2\/68n n ( )
o bien de (2.3)
. 1

tim ol (2.5)

n—00 |8%| _2\/6

Decimos entonces que los errores convergen cuadrdticamente a cero.
Veamos los errores relativos:

2
En+1 1 €n
B G v
ﬁ‘2<ﬁ> !

. 2
es decir, r, 11 < 57"” Vn

Sea ro = 0.1 entonces
ri < 0.005
ry < 0.125-107%
rs < 0.8-1071

En cada iteracién por lo menos se duplica el nimero de cifras significativas.

Este ejemplo ilustra la construccién de un algoritmo o método iterativo
para resolver una ecuacion no lineal, ddndose un analisis completo de la
convergencia.

Resolver la ecuacién 22 = a nos puede inducir el siguiente algoritmo

a
Tpy1 =— Vn
n

5 a . ) a
pues z° =a < x = —. Sin embargo para xy # 0 se tiene v, = —, xy = Xy,
T Zo
a . . .
T3 =—, Ty =x, ---, esdecir,lasucesion {z,} es oscilante.
To

Definicién 2.0.1. Sea {z,} una sucesion que converge a o. Sea e, = x, —cv.
Si existe un numero p > 1 y una constante C > 0 tal que

1, |6n+1| —

n—00 |6n|p

p se llama el orden de convergencia de la sucesion.
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Para p = 1,2, 3, la convergencia se dice lineal, cuadratica y ctbica, re-
spectivamente. Si 1 < p < 2 la convergencia es superlineal. En el caso lineal,
la constante C' se llama la tasa de convergencia y necesariamente 0 < C' < 1.

También se puede definir orden de convergencia de la sucesién {z,} al
nimero p > 1 tal que

lent1] < Cley|? paraalgin C >0, con0<C <1 parap=1

En el caso p = 1, podemos decir también que {z,} converge linealmente a «
sid 0<C <1 tal que
len] < C"leol =0

Definicién 2.0.2. Decimos que o es una raiz de multiplicidad p de una
funcion f si existe h(x) continua en « tal que

f(x) = (2 —a)h(x) y h(a) #0

Teorema 2.0.1. f € CP[a,b| tiene un cero a de multiplicidad p sii
fa)=0 j=0:p—1 y fP(a)#0

Prueba:

Por definicién
f(z) = (z — a)’h(z)

Aplicando la féormula de Leibniz para la derivada de un producto:

fO(z) = Z <2> [(z — a)p](k)h(x)(j—k)

J
h=0

J
k=0

= 3 (Dot 10—k + 1 - @)

Resulta entonces que si j <p fU(a)=0 y,si j=p, fP(a)=p
h(a) # 0.

Reciprocamente,

f@) = fl@)+ fla)z—a)+ %f”(a)(x a4

IS S ) VRV S Al (3 P
b = e
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Aplicando la hipétesis se tiene que

Siendo f®(z) continua en «, f(z) = (v — a)Ph(z) con h(z) =
¢ =¢(x).

2.1 Meétodo de la biseccion

Sea f(x) continua en [a,b] con f(a) - f(b) < 0, entonces existe a tal que
f(a) = 0. Supongamos que « es raiz simple (usualmente [a,b] se elige de
manera que solo contenga una raiz de f, pero el algoritmo siempre sera
convergente a alguna raiz « de [a, b]).

Algoritmo 1: Biseccién(f,a,b raiz,e)

1. Poner c=a+ (b—a)/2

2. Si ¢ —a < g, entonces raiz= c. Stop

w

. Si signo(f(a)) # signo(f(c)), entonces b = ¢; de lo contrario a = c.

=~

. Regresar a 1.

Observar que el intervalo [a, b] se bisecta en [a, ¢ y [¢, b]; de alli el nombre.
La raiz « estd en [a,c| o en [¢,b] y en consecuencia

c—a|<b—c=c—a

lo cual justifica el paso 2. Observar también la forma en que se calcula c.
Esto es para evitar que el punto eventualmente salga del intervalo [a, b]. Por
ejemplo si se usa aproximacién por cortada con precision t = 3 y a = 0.982,

b = 0.987, entonces ath = 0.980 mientras que a + b—Ta = 0.984. Cuando

el algoritmo se termina c¢ serd una aproximaciéon de la raiz con

lc—a| <e
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v ) vi e i i
Observar ademads, que, con el fin de evitar multiplicaciones innecesarias o
problemas de underflow y overflow, para determinar si la funcién cambia de
signo, usamos la funcién signo en 3.

La demostracion de la convergencia del método de la biseccién queda
como ejercicio. Analicemos la velocidad de convergencia; sea ¢, el valor

.. . R a, + by
n—ésimo de ¢ en el algoritmo. Luego, si lim ¢, = « con ¢, = 5
n—o0

resulta:

el < (3) -0 (26)

De la definicién 2.0.1 y (2.6) sacamos que el método de la biseccién es
linealmente convergente con tasa igual a 0.5. Esta convergencia es lenta ya
que en cada paso sélo se gana 1 bit. Siendo 107! ~ 2733, se tiene que cada
3.3 pasos se gana un decimal. A pesar de ello, este método resulta muy
apropiado para obtener buenas aproximaciones iniciales que seran usadas en
la aplicacién de otros métodos mas eficientes. Notar que la convergencia no
depende de la funcién f.

2.2 El Método de la Regula Falsi.
Supongamos f(x) continua en [a,b] con f(a)- f(b) < 0.

El método consiste en aproximar la
grafica de f por una recta que une
(a, f(a)) y (b, f(b)). La raiz ¢ de la recta
es usada como aproximacion a una raiz

a de f(x):

V% L == 10 (751

Algoritmo 2: Regfalsi(f,a,b,raiz,e)

1. c=b— f(b) <ﬁ>

2. Si signo(f(a)) # signo(f(c)), entonces; b = ¢; si no a = c.
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3. Si |f(c)| < e, tomar raiz= c. Stop

4. De lo contrario regresar a 1.

Observar que la Regula Falsi (o método de la falsa posicién) falla com-
pletamente en cuanto a dar un intervalo “pequeno” que contenga la raiz, ya
que si f es convexa y f'(z) > 0, el punto ¢ siempre queda a la izquierda de
la raiz, y si f es céncava con f'(x) > 0, ¢ queda a la derecha de la raiz.

Mostraremos que la convergencia es lineal; en algunos casos puede ser mas
rapido que el método de la biseccién, pero no siempre es asi. Para demostrar
la convergencia del método, introduzcamos las llamadas diferencias divididas
de primero y segundo orden.

Definicién 2.2.1. Sean a # b # c,

diferencia dividida de primer orden:  fla,b] = M
—a
b, c] — b
diferencia dividida de sequndo orden:  fla,b,c|] = f1b, ] ~ fla, b]
c—a
Propiedades:
i) fla,b] = flb,a].
ii) flr1, e, 3] = flzi, z;, 7] con (4,7, k) una permutacién cualquiera de
(1,2,3).

iii) Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), existe & € (a,b) tal que

f[aa b] = fl(g)

iv) Si f es dos veces continuamente diferenciable en z € I = [min(a, b, ¢), méx(a, b, c)],
existe n € I tal que

1
f[aa ba C] = if”(n)
Probemos iv). Supongamos a < b < ¢. Luego

fle) = f(b)

VIO o)+ e - ) (27)
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TOZT0) _ o) 4L prmp(a v (23)

Restando (2.7) y (2.8) y dividiendo por (¢ — a), resulta

—b h—
flasb = 5 (5= Fm) + 22 57 (m)) = 5 (af"(m) + 57" ()

Siendo o > 0, >0, a+ =1 existe 1 tal que fla,b,c] = 5 f"(n).

Regresemos al método de la Regula Falsi y supongamos que f” es con-

tinua. Siendo -
=010 | 5557w

se tiene que

I b-a 1 _ (b= a)fb)— (@) — bI(B) +af ()
coo = b ﬂm[ﬂ@—f@J 70— f(@)
_ —af(h) +af(a) = bf(a) + af(h) _ (a—a)f(b) = (b—a)f(@)
70) — Fla) 0) — f(a)

1 b—« a— o
= (=)= b—a
b—a
= (a—« _af[a,a,b]

Usando las propiedades iii) y iv) de las diferencias divididas de primero y
segundo orden, se tiene:

f"(n)
f1(€)’

n,& € (a,b) (2.9)

c—a:%(a—a)(b—a)

Teorema 2.2.1. Sea f dos veces continuamente diferenciable en [a,b] con o
una unica raiz en [a,b]. Supongamos que f(a)- f(b) <0, f'(a)#0,y f"
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w — f"(x)

2 |aefap | f(x)
0 w = a segun el caso, entonces el método de la Regula Falsi converge. Esta

convergencia es lineal.

no cambia de signo en [a,b]. Si M = <1, conw="0

Demostracién:

Supongamos que f”(xz) > 0 en [a,b], es decir, f es convexa. Entonces,
el segmento de recta que une (z1, f(x1)) v (22, f(22)) estd por encima de la
grafica de f, Vxi,xz, tales que a < 27 < 29 < b. (Si f” <0, cambiar f por
—f y hacer el mismo razonamiento).

Caso 1: f'(a) >0

Aqui resulta que ¢ siempre verifica

que a < ¢ < a. En este caso b—a =cons-

>0 tante. Sea a, = n—ésimo valor de a en
el algoritmo. De (2.9) resulta

f" ()
f(&)’

1
Upi1 — O = §(an —a)(b—a)

|
|
|
|
|
}
BN
| f'(@) >0 nnaén € (a/nab)

Se tiene asi que

|Eni1| < M|E,| con M = —— méx

Por lo tanto |&,41| < M™|&| y si M < 1 podemos asegurar que lim¢, =0y
que la convergencia es lineal.
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Caso 2: f'(a) <0
En este caso ¢ siempre satisface
>0 a<c< b

|
| y o — a =constante. Se obtienen las mis-
\ mas conclusiones que en el caso 1, pero
I

\ con

|

2.3 Meétodo de la Regula Falsi Modificado.

Reemplaza las secantes por rectas de menor pendiente hasta que a quede
encerrada entre dos iterados sucesivos.

Este método es también conocido co-
mo el método de Illinois; se puede probar
que el orden de convergencia es ~ 1.442

Referencia: Atkinson, N., (1973): A
New High Order Method of Regula Falsi
W e N Type for Computing a Root of an Fqua-
4
|

|
I
|
|
}
_Mcr ) tion, BIT, vol. 13, pp 253-265.

Algoritmo 3: Regula falsi Modificado(f,a,b,raiz,c,e9)
1. ¢

b—a
2. =b—F
Cnuevo b (Fb _ Fa>

3. Sisigno(f(a)) # signo(f(Cuwevo)), hacer b = Chuevoy,  Fb = f(Conevo) ¥ Si
F, ..
ademas signo( f (o)) = sigNO(f(Couevo)) hacer F, = 7; sisigno(f(a)) =
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Signo(f(cnuevo)) hacer a4 = Cnuev07 Fa - f(cnuevo) y Si a‘dema"s Signo(f(cviejo)) -

F;
signo( f(Cpuevo)) hacer F, = Eb

4‘ Sl Signo(f(cviejo)) ;é Signo(f(cnuevo)) y |Cviej0 - Cnuev0| S gl |f(cnuevo)| S §27
hacer raiz z= ¢, .., Stop

5. De lo contrario hacer i, = Cpyevo ¥ Tegresar a 2.

2.4 El Método de la Secante.

La grafica de y = f(x) se aproxima por una recta secante en una vecindad
de la raiz, pero esta secante se determina en dos iterados sucesivos, indepen-
dientemente del cambio de signo de f. Tampoco la raiz queda encerrada
entre los iterados

To,r7 iniciales
(2.10)

Tp — Tp—1
n>1

ot = L) ) Gy "2

Observar que a pesar de
que en la féormula intervienen
dos iterados, solo hay que ha-
cer una evaluacién por cada
iteracion.

3. Si|f(c)| < e, entonces ¢ =raiz; flag= 1. Stop. Si iter > itmax, entonces
¢ =raiz, flag= 2. Stop.
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4. De lo contrario, regresar a 1.

Estudio de la convergencia:  Vimos en (2.9) que

f"(n)
1’

c—a:%(a—a)(b—a)

& € (a,b)
Aplicado a {z,} nos da:
1 " (nn)

Tpp1 — Q= i(xn,l —a)(z, — ) e

N, entre x, 1,T,, @

&, entre x, 1,7,

es decir,

"
o=t ()
2 f'(&n)
Teorema 2.4.1. Sea f dos veces continuamente diferenciable en un intervalo
conteniendo a o y supongamos f'(a) # 0. Si xg y x1 estdn suficientemente
prézimos a o, entonces la sucesion {x,} de iterados converge a . El orden
de convergencia es

N, entre T, 1,Tn,,a y &, entre x, 1,z, (2.11)

1 5
D= +2‘[ ~1.62
Demostracién:
n
Llamemos M = méx |F(@)] ,siendo I =[a— ¢, +¢], con € > 0. De la
zel 2| f'(z)]

igualdad (2.11) resulta que Vag,zy € T
|e2] < Mleollen]
Mas ain, supongamos que xg, 1 se han escogido de manera que
§d = max {M|eo|, Mg ]} < 1
Con esta eleccion y siendo

M|82| S M|60|M|81|

§
resulta que M|es| < 6% < § < 1y en consecuencia, |gs| < i max{|eol, |e1]} <

€, pues xg,x1 € 1.
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La tultima desigualdad implica que z5 € I. Supongamos que z3,...,T, €
I (Mle;l <6 i=3,...,n), entonces

lens1] < Mlen—|lenl

1
Mlepii] < Mlepa|Mle,| <62 <6 <1 = lepn] < 7 <e
Se concluye que x,, € I Vn.

Mostraremos la convergencia de {z,} hacia a. Vemos que

Mlgo| < 0
Mle| < 0
Mley| < &2
M|83| S M|82|M|81| §52(S:(53
M|84| S M|83|M|82| S 5352 = 55
Mles| < Mley|Mles| < 6°6% = &8

Asisi Mg, 4| < d1 y  Mle,| < 6% resulta
M|6n+1| < M|€n|M|€n71| < Jntin—1 — §dn+1

Se tiene que la sucesién {g,} verifica

{ Go=q =1
Gn+1 = Gn + Qn—1

cuya solucion es

) 1+\/5n+1 1_\/5n+1
o[l ()]

5 1—+vb
llamada la solucién de Fibonacci. Los ntimeros ~ 1.618 y 2\/_ ~
—0.618 se conocen como los nimeros de Fibonacci. Por lo tanto si n es grande

1

On ~ E(I.GIS)”Jrl Y gn —> 00 si m — 00.
§an

Como |e,| < — con § < 1, se obtiene lim |g,| =0.
M n—o0

Mediante un analisis mas cuidadoso se puede probar que

V51

2 1+\/5

con p=-—og

lewil | ()
o - ‘2f’(a)

n—00 |5n|p

36



Ver Ostroroski A.M. (1973): Solution of Equation in Euclidean and Banach
Spaces.

Observaciones:

1) Que g, x; estén suficientemente cerca de « significa que
Mméx{leo|, [e1[} <1 y [e] <& e <e

f"(a)
2f"(a)

posible encontrar ejemplos en donde se muestre que si xg,r; no estan
bien elegidos el método puede ser divergente.

2) Si es grande, habra que tomar xy, r; muy proximos a a. Es

2.5 El Método de Newton

Consiste en aproximar

y = f(x) por una recta tangen-
te a la grafica de f y usar la raiz
de la recta como aproximacion a
la raiz a.

Si xy es una aproximacién ini-
cial de «, la recta tangente a la
graficade f(z) en (g, f(xy)) cor-
ta al eje z en

_ f (o)
e

=2
Entonces, el método de Newton es:

o inicial

Tpp1 = Tp — J{,((iz)y n >0 (2.12)

En cada paso se necesitan una evaluacion de la funcién y otra de su
derivada; esto ultimo puede resultar costoso.

Observar que siendo f'(x,) ~ f(@n) = Flan-n) n > 1, el método de
Ty — Tp-1

Newton no es sino una “variante” del método de la secante.
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Estudiemos la convergencia, expandiendo f(z) alrededor de z,:

F5) = Fla) + (x — 2 o)+ CE g6 6 € intervatola,, o)
Para r = a,
0= F(an) + (0 =) ra) + O e 6 € imtervatog, )

_ Sl /" (&)

= f’(xn) + (CY — l'n) + (Oé — xn)22f,(xn)
Usando (2.12) se obtiene

Tpp1 — @ = (T — a)Q% &n € intervalo(xy, a)
o lo que es lo mismo
, (&) £, € int(zn, ) (2.13)

BT EN)

Teorema 2.5.1. Sea f 2 veces continuamente diferenciable YV en algin en-

torno de o con f(a) =0 y f'(«) # 0. Si zy estd suficientemente prozimo a
a, los iterados x,, de (2.12) convergen a «. La convergencia es cuadrdtica.

Demostracion:

1 , Il(fL’)
Tomemos [ = [a —s,a+¢|, ¢ >0 M = -mix
zel f’(l‘)

xo € I, tal que M|eg| < 1. Usando (2.13) se tiene que

y elijamos

le1] < Mleo> = (Mlzol)|eo] < |eo] <6 = a1 €1

Ademas
Mlei| < (Mlgo|)? < 1

Supongamos que x, € I y M|e,| < 1 entonces

lens1| < M|en|? < (Men))len] < len| <6 = Ty €1

Mlep| < (Mle,])? < 1 (2.14)
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Concluimos que z, € I y M|e,| <1 V¥n. Ademas, de (2.14) resulta
Mlent| < (Mleo])”

1 n
lens1] < M(M|6O|)2

Al ser M|gy| < 1 resulta lim ¢, =0y por lo tanto =, — «.
n—oo

Ademas, tomando limites en (2.13) se obtiene

E€n+1 . f”(Oz)
w2 2f/(a)

por la continuidad de f” y que &, — « cuando n — oo. O

Nota: La convergencia resulta si

M|.’L’0—O[|:M|80|<].,

1
es decir, si |zg — o] < U lo cual nos dice cudn cerca xy debe estar de a.
Algoritmo 5: Newton(f,df z¢,z, raiz,itmax,flag)

1. iter=1

2. denom = f'(xy)

3. Si denom = 0, entonces flag = 2, stop.

4. ry = x9 — f(x0)/denom

5. Si |x; — xo| < £ entonces flag = 0, raiz z= x1, stop.
6. Siiter = itmax, hacer flag = 1, raiz= x1, stop.

7. De lo contrario iter = iter + 1, xo = 1. Regresar a 2.

M4és adelante justificaremos el criterio de parada |z, — z,—1| < € que
estamos usando.
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2.5 Comparacion entre el método de Newton y el de

la Secante.

Vamos a calcular el tiempo necesario empleado por ambos métodos para
alcanzar la raiz « dentro de una misma tolerancia €. Denotemos {z,} la
sucesion de iterados generados por el método de Newton e {y,} la sucesiéon
de iterados generados por el método de la secante. Para simplificar el andlisis,

supongamos que Top =Yg X o Y X Q.

Tn+1 = Tp —

Yn — Yn—1

vt = = F ) ST

con Ll
lim el _ L (@) =c¢ para Newton
nooo fen[? 2] ()

Y V5

5—1
" 5
lim |€n;r+1\|/g = ‘ / ,(a) =d para la secante
e, |2 2f'(c)
1+5

Notar que d = c¢*~! con s = 5

Para n grande,

lens1] ~ C|5n|2

1++5
9

lent1| ~ dle,]® con s =

Inductivamente
clenl & (cleo])?

o lo que es lo mismo

—_

len| ~ E(c|60|)2n n >0, Newton

Analogamente para la secante:

S

_ n_
|e'n,| ~ d|en71|5 ~ d1+s+...+sn 1|60|sn _ d S_11 |60|sn
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es decir,

1 n
len| = —(cleo])® n >0, Secante (2.16)
¢
;Cuantos pasos debemos hacer en Newton para que |z, — o] = |g,| < €?

De (2.15) obtenemos
(cleo))* < e
Ince
2"1 <l = 2> ———
n(clegl) <lnce )

es decir,

> k=1 _ Newt
"= t (ln(c|50|)> ) ewwon

Sea m el tiempo necesario para calcular f(z) y pm el tiempo necesario para
calcular f'(z). El tiempo minimo para obtener la precisién ¢ deseada con el
método de Newton es

k
TN:(ermp)-n:m(erl)l 5 Newton

)
n

Para el método de la secante se ve de (2.16) que:

1 n
lenl <& = “le(leo])” ] <€

" In ce
5T = s"1 <1 = ">
(cleg|)® < ce s™In(cleg|) < lInee s > e

|
I A L
Ins In

(cleol)

pues ademds hemos supuesto que |eg] = |go|. El tiempo minimo para la
secante es

) , Secante

k
To=m-n=m—
Ins

Para comparar T, y Ty hacemos
T, In2
Ty  (1+p)lns
El método de la secante sera mas rapido que el de Newton si Ty < Ty, es

In2 |
decir, si - <14p = p> o — 1044,
Ins In s
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Conclusién: Si el tiempo para calcular f'(z) es més del 44% del tiempo
necesario para calcular f(z), el método de la secante es més eficiente.

2.6 El Método de Steffensen

Es una modificacién del método de Newton, andlogo al de la secante pero
usando una aproximacién diferente de la derivada de f.

— f(xn) n
T = I T ) — f@)

Se puede demostrar que

"
’ En+1 1 f (CY)
lim — = 55
en 2f(e)
es decir que el método es cuadraticamente convergente. Observar que se
hacen dos evaluaciones por paso.

1 "
+ §f (CY),

2.7 Teoria General de los Métodos Iterativos

Los métodos de Newton, secante y Steffensen pueden considerarse casos
particulares del siguiente método iterativo més general: sea x,,; deter-
minado por evaluaciones de la funcién y/o de las derivadas en los puntos
TpyTp-1y---y Tp—m+1 Y PONZAMOS

Tni1 = 9(Tny Tn 1y Tnme1), Nn=mym+1,...
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La funcién g se llama funcion de iteracion, y {z,} la sucesion de iterados.
En los métodos particulares estudiados se tiene que

_ f(@) _
gx) = z— i) m =1, para Newton
glx,y) = x— f(x)i, m =2, para la secante
flx) = fy)
glx) = = — e szg(:):; e m =1, para Steffensen
f(@)

La teoria general de los métodos iterativos es simple cuando m = 1, es decir,

Tpi1 = g(z,), n=0,1,2,... (2.17)

Sea {z,} una sucesién generada por (2.17) para un z, inicial dado. Su-
pongamos que x, — « y que g es continua. Tomando limites en (2.17):

a=g(a) (2.18)

Si (2.18) es cierto decimos que « es un punto fijo de g. Para resolver el
problema f(z) = 0, podemos construir una funcién g tal que un punto fijo
de g sea una raiz de f.

Ejemplo 2.7.1. La ecuacion x> — x — 1 = 0 tiene una raiz entre 1.25 y

1.5. Vamos a asociarle distintas funciones de iteracion a esta ecuacion y
estudiaremos el comportamiento de los iterados:

a) gi(x) =23 —1 b) g2(x) = Vr+1 c¢) 93($):x21_1
d) gi(x) = %

5
Tomemos para todos los casos, xy = 1= 1.25. Vemos que
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(a) (b) (c) ()
1.250000000000 1.250000000000  1.250000000000 1.250000000000
0.953125000000 1.310370697104  1.777777777778 1.330508474576

—0.134136199951 1.321987115986  0.462857142857 1.324748959227
—1.002413448279 1.324199039542 —1.272647938830 1.324717958140
—2.007257833092 1.324619383172  1.161385910881 1.324717957245
—9.087410436263 1.324699233154  0.623231105322 1.324717957245
—751.447699656674 1.324714400655 —1.163510106951 1.324717957245

Desarrollaremos una teoria que nos permita explicar estos comportamien-
tos.

Lema 2.7.1. Sea g(x) continua en [a,b], g : [a,b] — [a,b]. Entonces x =
g(x) tiene un punto fijo en [a,b].
Prueba:

Sea f(x) = x—g(x); si f(a) = 0 entonces a es un punto fijo, si no f(a) =
a—g(a) < 0. Si f(b) = 0 entonces b es un punto fijo; si no f(b) = b—g(b) > 0.
Por lo tanto, si f(b) > 0y f(a) <0, existe o € (a,b) tal que f(a) =0, o lo
que es lo mismo « = g(«).

O

Lema 2.7.2. Sea g(x) definida en [a,b] y supongamos que g : |a,b] — [a, b]
y que ademds existe 0 < A <1 con

l9(z) = g(W)| < Az —yl, Vz,y € a, b
(g se llama una contraccion). Luego x = g(x) tiene una unica solucion o
en |a,b] y los iterados x,4+1 = g(x,), n > 0 convergen a «, cualquiera sea
xg € [a,b].
Prueba:

(Unicidad) Sean « y /8 dos soluciones en [a,b], a # (3, entonces

ja = B| = [g(e) = g(B)| < Al = B] < |ev — ], absurdo.

(Existencia) Por el lema 2.7.1, siendo ¢ una contraccion, ella es continua,
y por lo tanto existe « € [a, b] tal que o = g(«).

(Convergencia) Por induccién es ficil ver que si zg € [a,b], x, € [a,b] Vn.
Resulta asi que:

[wns1 — o = lg(@n) — g(@)] < Az — af <A"Hzg —of
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y por lo tanto, cuando n — 00, Z,41 — @, pues A"t — 0.

O

Teorema 2.7.1. Sea g(x) continuamente diferenciable en [a,b], ¢ : [a,b] —
[a,b] y A = m[é)g} lg'(z)| < 1. Entonces
z€[a,

(1) x = g(x) tiene un unica solucidn en [a,b].

(2) Vxqo en [a,b] con xyy = g(x,), n >0, los iterados x,, convergen a .

(3) i SZH =g¢'(a), cone, =1, — «
n

Demostracion:

Si g es diferenciable en [a, b], existe & € (a,b) tal que

9(x) —g(y) = g'()(x —y)

Por lo tanto |g(z) — g(y)| < Az —y|, A < 1; de aqui se tiene que (1)
y (2) resultan de los lemas (2.7.1) y (2.7.2). Estudiemos la velocidad de
convergencia:

Tnp1 —a = g(r,) — g(a) = gl(gn)(l‘n —a), para &, entre T, y o
Como z, — ay ¢' es continua, ¢'(&,) — ¢'(«), de donde

, Tp+1 — ¢
lim ———

n—oo X, — «

= g'(a).

|

Teorema 2.7.2. Sea o una solucion de x = g(x) y supongamos que g(z) es
continuamente diferenciable en algin entorno de v con |¢'(a)| < 1. Si xg se
elige lo suficientemente prozimo a « entonces los resultados 1),2) y 3) del
Teorema 2.7.1 son vdlidos.

Demostracién:
Sea I = [a—¢e,a+¢] con e > 0 elegido de manera que A = mé;( lg'(z)| < 1.
TE

Entonces g es una contraccién si g(I) C I. Enefecto,siz € I = |a—z|<e¢
y siendo |g(a) — g(z)| < Ma—z| < |a— 2| resulta |g(a) — g(z)] < &, es decir
la — g(x)] < ey por lo tanto g(x) € I. Aplicando el teorema anterior
obtenemos los resultados deseados.

O
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Observaciones:

1) Silg'(a)| > 1y x, = a se tiene que x,1 — a = ¢'(&,)(x, — ) implica
|zpi1 — a| > |z, — | y la convergencia no es posible.

1

) cosh? 2’
es decir ¢'(0) = 1. En este caso z,11 = g(x,) es convergente pues
lg'(x)| <1 Vz # a=0.

2) Sea g(x) = tanhx. La raiz es a = 0; la derivada es ¢'(z) =

3) Sea x = g(z), g(z) = g; entonces ¢'(r) = —%, J(Va) = -1
x T
pero T,y = i es divergente. Es facil ver que si 0 < x5 < +/a,
x

g ()| > 1 Vn."

El proceso iterativo x,,1 = g(z,) puede representarse geométricamente
considerando que el punto fijo a es el punto de interseccion de las funciones
y =1z ey = g(r). Podemos visualizar cuatro casos: (a) 0 < ¢'(a) < 1, (b)
g () >1,(c) -1 < ¢(a) <0, (d) ¢'(a) < —1.

/ 7

0<g'(a)<1 g'(a) >1
Zo D
proceso convergente proceso divergente
(en escalera) (en escalera)
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y=2
y=ua
g'(@) <-1
y =9g(x)
y =9g(x)
-1<g¢'(a) <0
To Zo

proceso convergente (oscilante) proceso divergente (oscilante)
l9'(a)] <1 |g'(a)] > 1

Ejemplo 2.7.2. Para el ejemplo 2.7.1 con o ~ 1.3 se tiene

a) glr)=2"-1 ¢'(z)=32" g'(or) = 4.2
) o) = VaiFl @) = g ole) %019
c) g(z)= x21_ T d@)= % g'(a) ~ =55
d) g(z) = gﬁ% q'(z) = 627((;9;—_951)—21)’ g(@)=0

2.7 Meétodos iterativos de orden superior.

Teorema 2.7.3. Sea o una raiz de x = g(x); g una funcidn p veces contin-
uamente diferenciable Vx cerca de o, p > 2. Supongamos ademds que

g(0)=g'(0) =+ =" (@) =0, ¢¥(a) £0
Si xg se elige suficientemente proximo a «, la iteracion
Tpy1 = g(xn) n > 0

tendrd al menos un orden de convergencia igual a p y

1§ Tp+1 — ¢ _ 1t €n+1 _ g(p)(a)
n—00 (;L‘n — a)l’ n—00 5171 pl
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Demostracién:

Siendo

Tn+1 = g(xn) = g(a) + (xn — a)g’(a) 4+

ot 71’.9(19—1)(&) i (x”p%")pg(p) (&)

con &, entreay o, y g9 (a) =0 j=0,...,(p—1), resulta

Tpy1 — @ =

LEL

Como ¢'() =0< 1, x, — ay por lo tanto,

(p)
lim Zt1 — 97(@)
n—0o0 E£p p'

O

Aplicacion: Método de Newton: En este caso la funcién de iteracion es

g(m):x—;l((xx)) y gla)=a & fla)=0

Derivemos:
[f'(@)]? = f2)f"(x).
Lf'(2)]? ’

(@) =1~

para x = « se tiene

"(a) = —[f,(a)P— uncion
SO =1 [payp =0 7 o]

La derivada segunda es

ney L@ (@) + f@) (@) (f'(2)* = 2f (@) [f" (@) f' ()
g (l’) l 4
[f' ()]
o 52
esto ya seria para algin caso particular y no para toda f. Por lo tanto
Entl lf”(a)
noeo g2 2 f'(a)

si f"(a) = 0 el método resultaria de tercer orden. Pero

y coincide con lo demostrado anteriormente.
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2.8 Raices Multiples

Cuando se aproxima una raiz de f(z) existe un intervalo de incertidumbre
que se alarga cuando la raiz es multiple.
NN

intervalo de

. . /)L . .
incertidumbre N / incertidumbre
3 A

S

L. «a: raiz multiple
a: rafz simple

La franja da la regién de incertidumbre en la evaluacion de f(x) debido
a errores de redondeo y a la aritmética finita.

En la discusion del método de Newton y de la secante supusimos que
f'(a) # 0, es decir que « es raiz simple. Si f'(«) = 0 los métodos pierden su
orden de convergencia. Veamos el caso del método de Newton.

Sea k(z) = J{’((xx))’ siendo f(z) = (z — «)Ph(zx) con h(a) # 0 y continua-

mente diferenciable, entonces

(z — a)h(z)
ph(z) + (z — @)l ()

k() =

Calculemos la derivada:

h(z) d h(z)

Kiw) = ph(z) + (r — a)h/ () + - a)@ ph(z) + (r — @)l ()
Luego, k'(a) = p};z((a;) = % yg(a) =1- % # 0 para p # 1. Es decir, el

1
método de Newton es lineal con tasa de convergencia 1 — —. Para p = 2, la
p

1
tasa es 2 la misma que la del método de la biseccién. Observar que « es

rafz simple de k(z).
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2.8 Método de Newton para raices multiples.

Modifiquemos el método de Newton poniendo

Tp1 = Tp — p;,((zn)) n >0

siendo p la multiplicidad de la raiz. Luego ¢'(or) =0 con g(x) = = — pk(z) y
la convergencia cuadratica se recupera. El inconveniente de este método es
que requiere conocimiento previo de la multiplicidad p de la raiz.

2.8 Métodos generales.

Si no se conoce a priori la multiplicidad p, podemos usar la funcién k(z)
definida anteriormente, la cual, como hemos visto, tiene a o como una raiz
simple. Todos los métodos estudiados pueden aplicarse a k().

Newton:
o k(zn)
Tpnt+1 = Tp kl(l'n)
. f(zn) / 1 f"(xn)
con k(z,) = o) y K (z,) =1 o) k(x,)
Secante:
Tpi1 = Tp — k(xy) Tn — Tnl n>0

k(xp) — k(xp_y)

Observemos que en Newton se necesitan calcular f, f', f” y en la secante fy
f'. El intervalo de incertidumbre para la raiz permanecerd sin modificaciones
va que h(z) contiene la multiplicidad dentro de ella.

Siempre que se sepa la multiplicidad de una raiz, es conveniente aplicar
diferenciacién para hacerla simple (si « es raiz de multiplicidad p de f en-
tonces a es rafz simple de f®~1(x)).

2.9 Estimacién de la tasa de convergencia en
los métodos iterativos.

Si xp11 = g(xy), hemos visto que
lfm Ertl Y _ g (a)

n—oo T, —
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Como « es desconocido, queremos dar una estimacién de ¢'(«). En efecto,

(Tni2—a)
Tntz = Tnir _ (Tnre = @) = (Tns1 = @) _ Gwnma) L g/(@) — 1
Tn+1 — Tn (Tn41 — ) = (20 — @) L= L - gf(la)

para n suficientemente grande. Luego

’ xn+2 - xn+1
g() ® —————
Tn+1 — Tn

Luego la tasa de convergencia es A = |¢'(«)|

2.10 Aceleracién de la Convergencia:

Estudiaremos el llamado Método de Aitken o extrapolacién de Aitken
o A%-Aitken.

Hemos visto que

l{im L — J'(a)
n—oo €,

Mostraremos cémo obtener una mejora significativa de la convergencia del

método de iteraciones mediante un uso adecuado de esta informacién. Siendo
Tpt1 — O .
" ~¢'(a) paran suficientemente grande
Ty — @

resulta

Tpt1 — @  Tpi2 — A
Tn—a Tpi1 — Q
lo cual implica
(Tn41 — ) = (2 — @) (Tpy2 — @)
Despejando «:
/ Tnlnt+2 — x?z—l—l (Tn41 — JlEn)Q

[0 r— =T, —
" Tpt2 — 2xn+1 + T " (xn+2 - xn+1) - (xn+1 - xn)

(2.19)

conocido como el método de Aitken. También se llama la férmula de extrap-
olacién de Aitken pues 2/, se encuentra realmente extrapolando los errores a
cero. Esto es, si ponemos

6n — g(l‘n) — Tp = Tp41 — Tpn = Ep+1 — Ep

de igual forma se tiene
6n+1 = En42 — En+1
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Considerando la recta que pasa por (z,,0,), (Tni1,0n11) S Ve que ! es la
interseccién de dicha recta con el eje x. Es decir 2!, es un valor extrapola-
do de la recta. También se lo conoce como el método A? de Aitken pues
introduciendo la notacién de diferencias divididas

Axn = Tp41 — Tn
2 _ _ _
A Tp = A(A-'I;n) - A(-'I;n-i-l - -'L.n) = Tnt+2 — 21‘n+1 — Tn
el método se escribe )
(B
A2

Teorema 2.10.1. (Teorema de la aceleracion de Aitken). Sea {x,} una
sucesion que converge a . Entonces la nueva sucesion

/ ($n+1 — mn)

T, = T, — n>0
" (1‘n+2 - l‘n—l—l) - (-'L.n-i-l - -'L.n)

n

converge a o mas rdapido. FEn efecto,

!
R Y
lim 2——=0

Demostracién:

Pongamos ¢, = x, — a. Entonces de la primera expresién para z], en
(2.19)

4= (a+en)(a+enye) — (a+enpr)” _ Enfn+2 ~ Enypl
(@4 éenia) — 2(a+eps1) + (a0 +&y) Ent2 — 26n41 + En
Siendo
Tpil —
lim 2= =

n—oo I, — O
se tiene que
Tpi1 — =1z, —a) + 5 (x, — @)
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con lim, 009, = 0y |n| < 1. Luego e,01 = M+ dn)en ¥ Ensa = (n +
5n+1)6n+1 = (77 + 5n+1)(77 + 5n)6n Luego

, e2( + Ony1) (0 + 0n) — (0 + 6n)2%e2

T, — Qo= (77 + (Sn-i—l)(T] + 5n)5n — 2(77 + 6n)5n Yo, —
_ (1 + Gni1) (0 + 8n) — (1 + 6n)°
"+ i)+ 1) — 2(n+0,) + 1
Luego
— _ 2
g T O e M G)(+00) — (4 6)*

n—oo Ty — @  noo (77 + 5n+1)(77 + 5n+1) - 2(77 + 5n) +1

2.10 El Algoritmo Modificado de Aitken:

A partir de 2y dado calculamos x; = g(xz¢), 2 = g(z1) y aplicamos la férmula
de Aitken )

T — X

2=y — BT

Lo — 21‘1 “+ Xy

e . . ; 1
1'6 se usa como un nuevo valor inicial para dos iteraciones mas: l'(()) =

xy, 2V = g(xgl)), 2 = (). Nuevamente aplicamos la férmula de

. NN 1 2
Aitken a xf) ), x§ ) y xé ) para obtener un valor acelerado x(() ) que a su vez se
usa para comenzar una nueva iteracién. Si :Eg ) — 2:E§ )+ :Eg = 0, hacemos

xékﬂ) = x(()k). Esquemdticamente

Se puede demostrar que este método es cuadraticamente convergente bajo
la hipétesis que x = g(x) tiene un punto fijo x = a, g € C® en un entorno
de vy ¢'(a) # 1. De hecho

(g(l‘n) - mn)2
9(9(zn)) = 29(zn) + 20

Tp1 = Tp —
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Poniendo f(x) = g(x) — z, si « es punto fijo de g entonces f(a) =0y

. —w f(@n)
i ! f(xn + f(xn)) - f(xn)

que es el método de Steffensen estudiado anteriormente.

Algoritmo 6: Algoritmo de Steffensen o Aitken Modificado
(g, xo, £,raiz,itmax,flag)
1. iter:=1
2. Mientras ¢ < itmax hacer pasos 3-6

(71 — $0)2

3. Tomar zy = g(xo), 22 = g(z1) y calcular rafz z = O @ —a0) + (w0 — 1)
2 — 41 0 — 41

4. Si |raiz 7z — x¢| < € entonces flag=0, stop.
5. iter:=iter+1
6. hacer x( :=raiz

7. flag:=1 (itmax es alcanzado), stop.

Nota: Si usidramos la estimacién del error
|zy — 29| < (1= N)e/A (2.20)

To — T

con A\ tal que A\ = , obtendriamos un mejor criterio de parada,

Tr1 — Xy
posiblemente deteniéndonos unas iteraciones anteriores. Este tltimo criterio
se justificard en la siguiente seccién.

2.11 Criterios de Parada

Para el problema f(x) = 0. La pregunta natural que surge es ;Cudndo parar
un proceso iterativo? La respuesta depende de

1) La precisién deseada por el usuario, senalado con una cierta tolerancia
€.
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2) La mayor precisién que se puede esperar de la raiz, basada en la pre-
cisién con que se calcula f(z).

Criterio 1: |f(z,)| <e

Puede no ser un buen criterio. Si es cierto, entonces siendo

f(l‘n) = f(xn) - f(a) = f,(gn)(l‘n - a) En € int(l’n, a)

resulta

Ty — Q= f(@n)
f'(&)
y por lo tanto
[tn —a & |f(za)] <€ si |f(a)] =1
|z, —a| > ¢ si |f'(a) <1
|z, —a| < € si|f'(a)) >1
resultando, en este ultimo caso, en calculos innecesarios.
Criterio 2: |z, —z,| <¢
En el caso particular del método de Newton funciona:
Tpil = Ty — = Xpil — Ty = — ~— =—(x, —«
' 7/(an) : Flan) = PE) ~ T
Resulta que:
st |Tpp1 — x| <€ = |z, —a] <e

Para métodos linealmente convergentes podria ser impreciso. Sea z,; =
g(xy,) y supongamos ¢'(«a) ~ 1. Para =, ~ a,

Tn1 — @ = g(zn) = g(a) = g'(&)(@n — @) = g'(a)(zn — a)

Tnp1 = Tp = (Tpp1 — @) — (7, — ) =

2
lQ\
£
=
S

|
£

|
=
S

|
£

I
w
3

|
£
S
£

|
=

de donde



Luego, si ¢'(a) ~ 1 entonces |z, — o] > |rp41 — x,]. Notar que si —1 <
¢'(a) < 0, el criterio es bueno.

Criterio 3: Sea A = |¢'(«)| (calculado por ejemplo mediante A =

Tp4+1 — Tn
Entonces, siendo
!

o . d) B
resulta

Tp1 — af < — )\|xn+1 — Zn|
Por lo tanto si

| Tnt1 — o0 | < e = |mpp—aof<e
que es el criterio dado en (2.20).
2.12 Raices de Polinomios
Se busca resolver la ecuacién
p(z) = apx™ +ayz™ P+ -+ ay, v +a, =0 ag # 0

Por el teorema fundamental del dlgebra esta ecuacién posee exactamente
nraices oy, ag, ..., vy p(z) =ag(x — ar)(x — ag) ... (x — ay)

Si el problema consiste en buscar una raiz particular para la cual se
conoce una aproximacion inicial, lo mejor es modificar algunos de los métodos
iterativos estudiados para explotar las ventajas que ofrecen la forma especial
de los polinomios. Asi por ejemplo, el método de Newton o el de la secante
pueden ser utilizados, ya sea para hallar raices reales como complejas, usando
para ello aritmética compleja.

2.12.1 Regla de Horner. Deflacién

Para evaluar p(z) en x = z utilizamos el esquema de Horner

bg = Qy
bi = bi_12—|—ai 121,2,’n
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y entonces b, = p(z). Consideremos el polinomio
q(z) = box" M by by
entonces

by + (2 — 2)q(x) = by + (& — 2) (Boa" " + bz 2 + -+ + by_1) = p(a)

Luego ¢(x) es el cociente y b, es el resto de la divisién de p(z) entre
x — z. En particular si z es raiz de p(z) entonces p(z) = 0, b, = 0y
p(z) = (r — 2)q(z).

Para hallar otras raices de p(x) las buscamos en ¢(z). Este proceso se
llama deflacién. Por deflaciones sucesivas se pueden obtener los ceros de
un polinomio manipulando polinomios de grado inferior. Esto ahorra opera-
ciones aritméticas y ademas las iteraciones no pueden converger a una misma
raiz simple mas de una vez. Si se tiene muy poca informacion sobre las raices,
se puede proceder de la siguiente manera: se elige mas o menos aleatoria-
mente una aproximacion inicial; la probablilidad de obtener convergencia a
alguna raiz es grande. Se usa esta raiz para factorizar el polinomio y se con-
tinta de la misma forma hasta que todas las raices hayan sido calculadas.
Asi, para calcular ¢(z) se hace

Cop = b()
¢ = C_1z+b 1=1,2,...n

y entonces ¢, 1 = q(z). Si ¢, 1 =0, 2z es raiz de g(z) y se escribe:

q(z) = (v — 2)h(z)
con
h(z) = cox™ 2 +ca™ >+ -+ cp o

y el proceso continta.

2.12.2 Método de Newton-Raphson aplicado a poli-
nomios.

Algoritmo: PoliNewton(a, n, xo, itmaz,raiz,b, ier, )

Nota: a: vector de coeficientes del polinomio p.

itmax: maximo nimero de iteraciones.

b: vector de coeficientes del polinomio obtenido por deflacién.
ier: indicador del error.
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1. itnum =1
2. by = c=ay
3. Parat=1,...,n—1
bi = wobi—1 + a
c=x9c+b;
4. b, = a, + Tobp_1
5. x1 =z — (b /c)
6. Si |x; — xo| < ¢ entonces hacer ier = 0, raiz= x1; stop.
7. Siitnum = itmax, hacer ter = 1, raiz= x; stop.

8. Sino hacer itnum = itnum + 1, zy = x1; ir a 3.

2.12.3 Estrategia de Wilkinson

Todo lo dicho en el punto (2.12.1) es cierto si z es tal que p(z) = 0; pero si z
no es raiz exacta, o hay errores de redondeo en el calculo de bg, by, ..., b,,
puede ocurrir que estos errores se propagen de tal forma que el efecto sea que
los ceros calculados se desvien més y mas de los ceros de p(z):

La estrategia propuesta por Wilkinson en “Rounding errors in algebraic
process” (1963) es la siguiente:

i) Las raices se determinan en orden creciente de magnitud.

ii) Toda raiz obtenida usando Newton sobre un polinomio reducido ¢ (de-
flacién) deberfa ser inmediatamente refinada aplicando Newton nue-
vamente al polinomio original p, usando la raiz calculada como apro-
ximacion inicial. Sélo después que esto se haya realizado seguir con
el siguiente paso en el proceso de deflacién. Con esto los errores que
resultan en la deflacion son despreciables.

2.12.4 Ecuaciones Algebraicas mal condicionadas
Hemos visto que las raices multiples son mal condicionadas, esto es, son sen-

sibles a pequenas perturbaciones tales como los errores de redondeo. Si p(x)
tiene raices que estan muy cerca unas de otras, estas raices seran sensibles a
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perturbaciones en los coeficientes de p(x). Lo sorprendente es que raices mal
condicionadas aunque aparezcan mas separadas.

El siguiente ejemplo, conocido como el pérfido polinomio, proporcionado
por Wilkinson (1963) nos muestra esta situacion:

P(x):(x—l)(x—Q)...(x—Q()):H(x_j):x20_210x19+_._

=1

los ceros son x = 1,2,...,20 y estan bien separados. Expandiendo el pro-
ducto tenemos que

P(z) = 2% — 2102 + 206128 — 1256850x'7 4 5332794621
—16722808202:% + 401717716302 — 7561111845002
+113102769953812'2 — 1355851828995302 1
+13075350105403952'0 — 101422998655114502°
+630308120992948962° — 3113336431613906402
+12066478037803733602° — 3599979517947607200°
+80378118226450517762" — 1287093124515098880023
+138037597536407040002% — 8752948036761600000z
+2432902008176640000

Las raices obtenidas con Matlab son:

19.99963598445644 9.99444861924099
19.00345824088232 9.00129414216583
17.98431945441163 7.99978647800271
17.04035699826114 7.00002489935984
15.91981890268148 5.99999789179362
15.10210083979336 5.00000014903298
13.89957813405348 3.99999999068689
13.07791101181363 3.00000000034467
11.95920497957842 1.99999999999590
11.01806328344453 1.00000000000008

Wilkinson calculd, usando una aritmética de punto flotante con base 2 y
precisién 90, las raices de la ecuacién

p(z) +2732 =0 (2.21)

es decir con el coeficiente —210 cambiado por —210 + 2723, En este caso
aparecen b pares de raices complejas. A continuacion mostramos las raices
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de la ecuacion (2.21) calculadas con Matlab:

20.84688448609406

19.50239411919753 + 1.94031477683351¢ 8.91842091728162
19.50239411919753 — 1.94031477683351¢ 8.00706527446574
16.73061875292583 + 2.81257505050394: 6.00000876711597
16.73061875292583 — 2.812575050503941 6.99970419052263
13.99206818842974 + 2.51860596955270: 4.99999961141216
13.99206818842974 — 2.51860596955270: 4.00000002122367
11.79321723281362 + 1.65143203229712¢ 2.99999999954785
11.79321723281362 — 1.65143203229712: 1.99999999998745
10.09566013241218 + 0.64124056256306 1.00000000000037
10.09566013241218 — 0.641240562563062

Asi, un pequeno cambio en el coeficiente de z'* produjo 10 ceros comple-
jos. La razon no es un problema de redondeo, ni del algoritmo elegido, sino
que es una cuestion de sensibilidad del problema a pequenas perturbaciones.

2.12.5 El Método de Muller

Este método generaliza el método de la secante y si bien se aplica a funciones
en general, vamos a desarrollarlo para polinomios; es este ultimo caso en
donde su utilidad es mayor y de alli su popularidad.

La idea del método es la siguiente: sean x, 9,2, 1,T,, tres aproxima-
ciones distintas a la raiz «; la nueva aproximacion z,.; se obtiene como
la raiz del polinomio cuadritico que pasa por los puntos (z,_o,p(2,_2)),
(Tn—1,p(xn-1)), (xn,p(x,)). Llamemos ¢(z) a dicho polinomio cuadratico;
usando la férmula de interpolacion de Newton (que estudiaremos en el
préoximo capitulo), ¢(z) puede expresarse asi:

q(z) = p(zn) + (& — 2p)P[Tn, Tn—1] + (€ — 2n) (2 — Tp—1)P[Tn, Tn—1, Tn—2]
(2.22)
con

p(l‘Tl—l) — p(mn) p[xn; Tn-1, xnf2] —

p[xn;xnfl] -
Tpn_1 — Tp Tp—2 — Tn

Ejercicio 1: Mostrar que ¢(x;) = p(x;), i=n,n—1,n—2

Ejercicio 2: Hallar la pardbola que pasa por los puntos (1, 3), (2,7), (5, —2)
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Para hallar los ceros de ¢(x) dado en (2.22) lo reescribimos asi
q(z) = p(xn) + w(T — ) + P[Tny T 1, Ty 2] (T — 2)° (2.23)
con

w = p[xn;xnfl] + (xn - xnfl)p[l‘n;xnfla xan] =

p[l‘na l‘n—2] - p[mn—% l‘n—l] _
(-'L.n - -'L.n—l)

= p[mnal‘n—l] + (-'L.n - -'L.n—l)

= p[mnal‘n—l] +p[mnal‘n—2] _p[mn—%mn—l] (224)

Usando (2.24), se desea hallar una raiz de ¢(x), mejor dicho el valor més
pequeno de (z — x,) que satisface ¢(x) = 0.

—w + \/11)2 - 4p[xna Tn-1, xn72]p(xn) _

r—2 =
" 2p[l‘nal‘n—lal‘n—2]

(w — sign(w)\/w? — 4p[z,, Tn_1, xnd]ﬁ@n))
- 2p[l‘n;xn71;xnf2] (225)

con el signo escogido de manera de minimizar la magnitud del numerador.
Racionalizando (2.25) para evitar pérdida de cifras significativas (fenémeno
de cancelacién) resulta

2p(zn)
w + sign(w)\/w? — 4p[x,, Tn_1, Tn_2)p(Ty)

Tpy1 = Tp — (2.26)

con el signo escogido de manera de maximizar la magnitud del denominador.
Puede suceder que la raiz cuadrada en (2.26) se haga imaginaria. Esta posi-
bilidad se considera una ventaja del método ya que nos conduce a ceros
complejos.

La convergencia no es tan rapida como la del método de Newton pero es
superior a la de la secante. Se puede probar que el orden de convergencia
para una raiz simple es

p~1.84
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Capitulo 3

Algebra Lineal Numeérica

3.0 Métodos Directos

Problema: Resolver el sistema de ecuaciones
Ar =b (3.1)
con A una matriz n x n y x,b vectores n x 1.

Estudiaremos una primera clase de métodos para la resolucion de sistemas
lineales: los métodos directos. Ellos se aplican a sistemas lineales densos, esto
es, en donde los coeficientes de la matriz son casi todos no nulos. Sin embargo
solo pueden aplicarse si el orden de la matriz no es muy grande, debido a
que, como normalmente la matriz se almacena en la memoria principal del
computador, las limitaciones de la memoria imponen limitaciones en el orden
de la matriz.

Por método directo entendemos un método que permite obtener la solu-
cion del sistema efectuando un nimero finito de operaciones elementales so-
bre los nimeros reales. El estudio de un método directo lleva a examinar
cuidadosamente los dos puntos esenciales siguientes:

e costo del método, expresado en el nimero de operaciones elementales.

e propagacién de los errores de redondeo y estabilidad del método.

Estos dos criterios sirven para clasificar los diferentes métodos y por lo
tanto recomendar algunos.

Cuando A es no singular, parece natural buscar formulas explicitas para
resolver numéricamente (3.1); en particular estdn las bien conocidas férmulas
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o Regla de Cramer:

~ det A’
siendo A; la matriz A con la i-ésima columna reemplazada por el vector b.
Pero este método es imposible utilizarlo, al menos en una computadora se-
cuencial, no sélo para sistemas grandes, sino atin para los pequenos. Observar
que para calcular la solucion hay que evaluar n 4+ 1 determinantes y efectuar
n divisiones. Ademas el célculo de un determinante exige a priori (n — 1)n!
multiplicaciones y n! — 1 sumas. Se tiene asi un total de

T; 1=1:n

(n* +n)n! —1

operaciones elementales. Y por ejemplo si n = 10 tendriamos que realizar
4 108 operaciones, lo cual es enorme atin para una computadora electrénica.
Veremos que organizando el calculo en forma adecuada, se puede reducir no-
tablemente el niimero de operaciones a aproximadamente 2n3/3 operaciones,
que en el caso de nuestro ejemplo, representaria aproximadamente un total
de 666 operaciones elementales.

3.1 Sistemas Triangulares

Los métodos directos que vamos a estudiar se basan en la siguiente obser-
vaciéon. Un sistema triangular superior

Uxr=0>
tiene la forma siguiente:
UL + U12T2 + UI3T3 + * ** + UipTy = b1
U99To + U93T3 + * * + + Uop Ty, = b2

UnpnTn = bn

Si wupgugg .. Upp # 0, es decir si det(U) # 0, el sistema se resuelve me-
diante sustitucion regresiva:

ri = (b — Z?:m i) [ i
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parai=n—1,...,1

De la misma forma se tiene que si L es una matriz triangular inferior, el
sistema

Lx=b
Ly = b
o171 + logwo = b
linzy + ligwo + - - - + Liw; = b
lnll‘l + ln21‘2 + ln3m3 +- 4+ lnnmn = bn

se resuelve por sustitucién progresiva siempre que det(L) # 0,

r = b1/l11
wio= (b= Y0 L) [l

parai=2,...,n

Contemos el nimero de operaciones necesarias para resolver estos sis-
temas triangulares:

1. n divisiones

2.14+4243+---+(n—1) = n(n — 1)/2 adiciones e igual nimero de
multiplicaciones
Por lo tanto el total es igual a n? operaciones.

Ejercicio 3.1.1. La suma, el producto por un escalar y el producto de matri-
ces triangulares es una matriz triangular del mismo tipo. Si existe, la inversa
de una matriz triangular es una matriz triangular del mismo tipo.

La simplicidad de los sistemas triangulares sugiere la idea de triangu-
larizar la matriz A del sistema lineal general

Az =D

es decir, buscar una matriz M inversible y facilmente calculable de manera
que M A sea triangular. Entonces serd suficiente resolver el sistema

MAz = Mb

equivalente al sistema original, en el sentido que tienen las mismas soluciones.
Por lo general M A sera triangular superior.
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3.2 El Método de Eliminacion Gaussiana

El primer método directo que vamos a estudiar es el método clédsico de eli-
minacién de Gauss. Supongamos que A = (a;;) es no singular. Entonces,

Az =D
tiene una unica solucion. Esta solucidon la denotaremos
r=A"1h

El sistema puede escribirse como

1121 + a19T9 + 1323 + - - - + 1,2y = b1
2171 + Q20T9 + G233 + + +* + Aop Ty = by
;171 + QT2 + A;3T3 + +++ + ATy = b
Ap1T1 + Qa2 + Ap3T3 + - -+ AppTy = by

Supongamos que a;; # 0; esto nos permite eliminar z; de las ultimas
n — 1 ecuaciones, restando de la i-ésima ecuacién el multiplo

mﬂ:aﬂ/au 1=2:n
de la primera ecuacion, es decir, hacemos

fila 7 — mﬂﬁla 1 =filaz— (ail/an)ﬁla 1=

(aila ai2, ..., @m) - (ail/all)(alla a12, ..., aln) =
(07 Q2 — (aﬂ/an)au, ;3 — (aﬂ/an)am, ceey Qi — (ail/au)am) =
(07 Qi2 — My1QA12, Q3 — Myy1A13, -« .y Ajp — milaln)

para i =2:n.
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La tltimas n — 1 ecuaciones del sistema original se transforman en

a%)xg + a%)xg + o+ agl)xn = bg)
ag)xg + ag)xg +-+ agi)xn = bEZ)
a%):zrg + a%)xg + o+ afﬁ? T, = bg)

en donde los nuevos coeficientes estan dados por

a? = a4y — maay ,]=2:n
ij - i 11 W1j ] = .
2 .
bE) = bi—milbl 1=2:n
m;1 = ail/an 1=2:n
El sistema es un sistema de n—1 ecuaciones con (n—1) incégnitas 1, xa, . . ., Ty.

. 2 . . . . .,
Si ag2) # 0 de una manera similar podemos proceder con la eliminacién de
To de las ultimas n — 2 ecuaciones, poniendo

2) , (2 .
Mig = aEQ)/ag; i=3:n
Los coeficientes del nuevo sistema estan dados por

B _ (2 (2)

Qi; = Qi — Mg, ,j=3:n
b =0 —mpby  i=3:n
Los elementos a1, a%), ag:;) ... se llaman pivotes. Si son no nulos, pode-

mos continuar la eliminacién hasta cubrir n — 1 pasos, obteniendo en este
ultimo paso la ecuacién

a™z, = b

Juntando las primeras n ecuaciones de estos n sistemas obtenemos

agll)xl + a%)m + a%)xg + e+ a%}xn = bgl)
a%)xQ + a%)xg + -+ aéi)xn = bg)
0,4t al, = B0
a%)xn . b%n)
donde az(;-) = a;j, para todo 1,7, bgl) =b



En el paso k, si agz) # 0 podemos eliminar zj, con

mik:az(_l;)/agz) i=k+1,...,n
az(-f“) _ aﬁf) _ mika]E;I;') ihj=k+1:n
0 = —mab i=k1in

Como b es transformado de la misma manera que las columnas de A,
la descripcion se simplifica considerando a b como la columna n + 1 de A,
poniendo:

a5f2+1:b§k), Lwk=1:n
obteniéndose
mik:az(-],:)/agz) i=k+1,...,n
agfﬂ):al(f)—mika%) 1r=k+1,...,n, Jj=k+1:n+1
Observaciones:

1. Ndimero de operaciones:

(a) Modificacién de A:
Ntimero de divisiones en el paso k: n — k
Nimero de productos en el paso k: n—k por cada i= (n—k)(n—k)
Nimero de adiciones en el paso k: n—k por cada i=(n—k)(n—k)

Total: ) .
(n—k)+2 Z(n —k)? =2n*/3+0(n?
k=1 k=1

(b) Modificacién de b:

Niimero total de productos: Y —|(n — k)
Niimero total de adiciones: Y7 (n — k)

Total: B
2y (n—k)=n>—n=0(n?
k=1
(c) Solucién de Uz =b:  n?

(d) Solucién de Az =b~  2/3n?
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2. Resolucion simultdanea de p sistemas con la misma matriz de coeficientes
Az = bp0) j =1 :p. En este caso se le agrega a la matriz A las p
columnas y se aplica el método anterior. Después hay que resolver p
sistemas triangulares con la misma matriz U

3. Calculo de la inversa. Este es un caso particular del anterior: en efecto,
eligiendo bU) = el siendo este tiltimo el vector candnico, se aplica la
eliminacion gaussiana a la matriz

[Al1]

en donde I es la matriz identidad y luego se resuelven n sistemas de
ecuaciones.

4. Célculo del determinante:
det(A) = agll)a%) ™

“'nn

3.3 Estrategia del pivote

Para llevar a cabo el proceso de eliminacién gaussiana hemos supuesto que
a,gk) # (0. Sin embargo es facil construir ejemplos en donde esto no ocurre.

Ejemplo 3.3.1.

T1+ To+ T3 = 1
T1+ o+ 21‘3 = 2
T +21‘2+21‘3 =1

El primer paso en el método de Gauss nos conduce al sistema,

T+ T2 +2x3 = 1
r3 = 1
To +T3 = 0

2 , . .
lo cual nos da ag2) = 0 y no podriamos continuar el proceso. Consideremos

el mismo sistema pero con las filas 1 y 2 intercambiadas. La eliminacion en
el primer paso nos da:

T+ 2o +2T3 = 1
To +T3 = 0
r3 = 1

. k . . . e e s
En el caso general, si a,gk) = 0 y si la matriz es no singular, entonces existira

tconi=k+1,...,n tal que agz) # (0. Supongamos que a,(f,? # 0, entonces
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intercambiamos las filas r y k y seguimos el proceso. Sin embargo éste no es
el inico caso en donde se necesita el intercambio de filas. Veamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.3.2.

Tl + Ty = 2

con solucion x; = 1.0001, zo = 0.9999

Supongamos que trabajamos con una aritmética de punto flotante de
precisién t=3; realizando la eliminacién gaussiana, se tiene

—10* 2z = —10*

ya que 1 —10* = (0.00001 — 0.1)105 = —0.99999 10° = —0.1 10° = —10* y la
solucién de este sistema resulta:

ro =1 (buena) x; =0 (mala)

Pero si intercambiamos filas obtenemos

X1+ Ty = 2.0
To = 1

con r; = x5 = 1, lo cual es razonable.

Estrategia del pivote parcial: elegir » como el menor entero tal que

)] _ s la®
gy | = max |

y luego intercambiar filas k y 7.

Estrategia del pivote total: elegir  y s como los menores enteros tales
que
(k)| _ . (®)
|ars | - kgzlgén |aij |

y luego intercambiar filas k£ y r y columnas k y s.

Se puede demostrar que el pivote total controla los errores de redondeo.
Los resultados teodricos del pivote parcial no son tan buenos como los del total,
pero en casi todos los problemas practicos, el comportamiento del error es

69



casi el mismo que cuando se hace pivote total. Como este tltimo requiere
mas tiempo, el pivote parcial es mas utilizado.

Observaciones: para describir el algoritmo de la eliminacién gaussiana
hemos trabajado con la hipétesis que A es no singular, pero usualmente no
se conoce a priori si A es o no singular. Sin embargo el mismo método nos
da la respuesta. Por ejemplo, apliquemos eliminaciéon gaussiana con pivote
parcial.

1. Si el algoritmo se termina exitosamente, es decir si y solo si todos los
pivotes son no nulos, entonces,

det(A) = (—l)magll)a%) . .alM

'nn

siendo m el numero de intercambios de filas realizados.

2. Si para algun £k, a,(jc) = 0 y ademds agz) = 0, Vi, entonces det(A) =0y

el algoritmo se termina.

3. Los multiplicadores m;; tienen magnitudes menores o iguales que 1, lo
cual controla los errores de redondeo.

Vamos a mostrar el siguiente ejemplo debido a J. Wilkinson, en Error Anal-
ysis of Direct Method of Matrix Inversion, J. Assoc. Comp. Mach. 8 (1961),
281-330, en donde se muestra que la estrategia del pivote parcial no es sufi-
ciente para asegurar la estabilidad numérica de la eliminacién gaussiana.
Para n impar definimos

1 0 0 0 1

1 1 0 —1

—1 1 1 1

A= 1 -1 1 —1
-1 1 —1

0 (—1)"

(=D* (=Dt (=2 1 1

y consideramos el sistema,
Ax = ¢

cuya solucién es la primera columna de A~!. Es facil ver que

r=(1/2,0,...,0,1/2)"
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Definimos la matriz
B=A+ 126ne£

B es igual a A salvo que B(n,n) = 32.
La solucion de By = e; es

y=(12,0,...,0,12)7 — 11+ 12" (—12"* 12", —12"1 .. 12% 1271) "

Entonces
|2 — y||oo = 12°1 + 12" & 12°  para n grande.

Supongamos que se hace eliminacién gaussiana con pivote parcial sobre
Ax = e; y By = e;. Es facil ver que no se requieren intercambios, que los
elementos en las matrices reducidas quedan iguales, salvo en la columna en
donde se estan introduciendo los ceros y en la ultima. Los elementos en la
ultima columnas van a ser

(1,-2,2%,—2% ..., 2" Y7 para A
(1,-2,2%, 2% ...,2" ' +1/2)T para B
El lado derecho queda
(1,—-1,2,-2%, ..., —2n 3 o= )T

Si este calculo se hace con una aritmética de punto flotante en un sistema bi-
nario con ¢t = 27 = n, entonces el niimero 2"~' +1/2 tiene una representaciéon

10....0.1 =0.100...01 x 10"
S——

n

Como t = n, éste serd truncado a 0.1 x 10™ y por lo tanto ambos sistemas,
en esta maquina, tienen la misma solucién. Se puede probar ademas, que no
se cometen errores de redondeo durante el cdlculo. Por lo tanto el error en
y, solucion de By = e es

117 — ylloo||Y]]oo = 273271 = 14 = 0.25
Ejercicio 3.3.1. verificar que se puede obtener una buena solucion de
Bx = e

con pivoteo completo.
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3.4 Descomposiciéon LU

Hemos visto que la eliminacion gaussiana nos permite tratar simultdneamente
varios sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes.
Cuando los segundos miembros de varios sistemas de ecuaciones no estan
disponibles de una sola vez, sino que éstos pueden estar en funcién de solu-
ciones previas, es conveniente hallar una descomposicién de la matriz A en
una matriz triangular inferior inversible y otra superior

A=LU
Entonces Ax = b si y solo si
Ly=15b Ur=y
Conocidos U y L podemos resolver Az = b con n? operaciones.

Teorema 3.4.1. Teorema de la Descomposicion LU. Sean A no singular y

1 0 0

L= m;y my;;—1 1 0

mp1 Mpo Ce e Mpn—1 1
1 1 1
al) a%; a%;
a/22 ... ... ... a/2n
() ()
... DRI DRI a]] . .. a/]n
ag

con m;p = az(,]:)/agz) Z(;-H—l) = ag-c) — mika,g;-), ,j=k+1:n, k=1:n—1.

Supongamos ademds que no hemos realizado pivote parcial ni total, entonces

A=LU

Prueba: La demostracién consiste en verificar que

(LU)ij = ai
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Sea Uj; = w;; = ag-), j > i. Entonces (LU);; = fila i de Lx columna j
de U = (mﬂ, mgo...,Mi4i—1, ]_, ce ey 0) X (ulj; Ujy v v vy Ujjy o o vy O)T Luego, si
1<

(LU)ij = miauyg + Migtigg + -+ + My Ui 15 + Uij

i—1
= Zk:l MypUkj + Usj

i—1 k)

= > mikaij +a?

ij

i—1 k k+1
=y () k)

ij ij ) —+ a(z) — a(l) — aij

ij ij
Si ¢ > j la demostracién es andloga.

Teorema 3.4.2. La descomposicion LU de una matriz A no singular es
unica.

Prueba: Razonemos por el absurdo. Sean dos descomposiciones LU tales
que A = LU, = LyU,. Las matrices L;, U;, © = 1,2 son no singulares
y por lo tanto L,"L; = UyU; *. Como la inversa de una matriz triangular
inferior (superior) es triangular inferior (superior) y el producto de dos trian-
gulares inferiores (superiores) es triangular inferior (superior), se tiene que el
primer miembro de la tdltima igualdad es una matriz triangular inferior y el
segundo miembro es una matriz triangular superior. Ademas L, y Ly tienen
diagonales unitarias, lo que implica que

Ly’ Ly =U,U b =1
de donde L1 = L2 y U1 = UQ.

Corolario 3.4.1. det(A) = del(LU) = det(L)det(U) = a\Ma?) ... ol

Notar que la estrategia del pivote total o parcial modifica el resultado
del teorema de descomposicion LU. Realizando intercambios de filas obten-
driamos

LU = A

siendo A’ la matriz que resulta de aplicar a A los intercambios de filas rea-
lizados durante la eliminacién y en el mismo orden. Formalmente, si P es
una matriz de permutacion, esto es una matriz que resulta de permutar las
filas de la matriz identidad, entonces los intercambios pueden representarse
mediante PA y la descomposicion se escribe

LU = PA
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Resumiendo, la implementacion de la eliminacién gaussiana con pivote
parcial contempla los siguientes pasos.

1. Ir almacenando las filas de los pivotes en un vector (pi,ps-..,Pn_1)

2. Ir almacenando los multiplicadores m;; en la parte estrictamente tri-
angular inferior de la matriz A.

3. Intercambiar filas k y px, £ = 1 : n — 1 del vector b, obteniendo un
vector 0.

4. Resolver Ly =b' y Uz =y
Para el cdlculo del determinante se tiene

1. Aplicar eliminacién gaussiana con pivote parcial

2. Calcular det(A) = (—1)ma§11’ag‘;) ...adonde m es el nimero total de
intercambios realizados.

3.5 Descomposiciéon de Cholesky

Los métodos discutidos anteriormente para resolver sistemas de ecuaciones
lineales pueden fallar si no se aplica pivote parcial o total. Sin embargo existe
una clase importante de matrices para las cuales no es necesario realizar pi-
voteo para obtener su factorizacién. Estas matrices son las llamadas matrices
simétricas definidas positivas.

Definicién 3.5.1. A es simétrica si AT = A, siendo AT la traspuesta de A.
Definicién 3.5.2. A es definida positiva si

2T Ax >0

para todo x # 0

Propiedades:

1. Los elementos diagonales de una matriz definida positiva son positivos.

2. Si A es definida positiva AT también lo es.
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3. La inversa de una matriz definida positiva siempre existe.
4. La inversa de una matriz definida positiva es definida positiva.

5. Todas las submatrices principales de una matriz definida positiva son
definidas positivas.

6. El determinante de una matriz definida positiva es positivo.

7. Todos los menores principales de una matriz definida positiva son pos-
itivos.

8. Si existe, la inversa de una matriz simétrica es simétrica.
9. Todas las submatrices principales de una matriz simétrica son simétricas.

10. Una matriz simétrica es definida positiva si y solo si todos los menores
principales son positivos (Teorema de Sylvester)

Teorema 3.5.1. (Cholesky) Sea A una matriz simétrica definida positiva de
orden n. Entonces existe una unica matriz triangular inferior L con l; > 0
tal que

A=LL"

Prueba: El teorema se prueba por induccién sobre n. Para n = 1 el teorema
es trivial, pues una matriz definida positiva 1 x 1 es un escalar positivo.

A=a=1I1l

con l1; = +y/a.

Supongamos que el teorema es cierto para matrices simétricas definidas
positivas de orden n — 1 y consideremos una matriz A de orden n. Esta
matriz puede particionarse de la siguiente manera:

[ A b
A= ( ' an, )
con A,_; de orden n — 1, b eR" 'y A,_, simétrica y definida positiva. Por

la hipotesis inductiva existe una tinica matriz L,_; de orden n — 1 triangular
inferior con elementos diagonales positivos que satisface

A,y =L, LT,
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Definamos

( Lpy 0O
=0

y tratemos de hallar o > 0 y ¢ € R" tales que

T Lnfl 0 LZ;_I C - An,1 b
LL_( '« 0 o) ' a,,

Necesariamente se debe cumplir

I
s

1. Ln—le;_l == An—l
2. Ln_lc =b

3. cl'e+a?=ay, cona>0

La primera igualdad se satisface por la hipo6tesis inductiva.lLa segunda es
cierta para el inico ¢ = L' ,b ya que det(L, 1) > 0. En cuanto a la tercera

se tiene que

ot =a,, —cc

Como
. L, O L£—1 c\ _ 2 2
det(A) = det ( T ) det ( 0 o ) = (det(Lp_1))

y det(A) > 0, resulta o> > 0. Tomando a = +v/a,, — ¢’ ¢ se tiene que a > 0
y « tnico.

Nota: Observar que no se pide [;; = 1. Para la unicidad es necesario que
sean positivos (o negativos o de signo alternados, pero se necesita imponer
una condicién extra).

Ejemplo 3.5.1. Consideremos la matriz de Hilbert de orden 3

1 1/2 1/3
A= 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

Para hallar su descomposicion de Cholesky planteamos

lll 0 0 lll l21 l31 1 1/2 1/3
l21 l22 0 0 l22 l32 = 1/2 1/3 1/4
l31 l32 133 0 0 l33 ]_/3 ]_/4 ]_/5
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Por identificacién de elementos es facil ver que

1 0 0
L= 1/2 V3/6 0
1/3 V3/6 V/5/30

y que el algoritmo puede expresarse asi
Algoritmo de Cholesky

Parai=1:n

lig := /s — S 2

Paraj=:i+1:n

Ui = (ai; — Sop Linlie) /i

El método requiere sélo n(n + 1)/2 lugares de memoria, en vez de los n?
lugares usuales. El niimero de operaciones es n3/3, la mitad de las requeridas
en la descomposiciéon LU. Durante el transcurso del calculo se deben deter-
minar n raices cuadradas. El teorema de la descomposicién de Cholesky
asegura que los radicandos son positivos. Ademds de la ecuacion

A=LL"T
sacamos que
_ 2 2 2
con l; > 0 lo cual nos dice que

es decir los elementos de L estan acotados por las raices cuadradas de los
elementos diagonales de A y por lo tanto los elementos de L no pueden crecer
mucho.

Las raices cuadradas del método de Cholesky pueden evitarse hallando
una matriz inferior L con diagonal unitaria y una matriz diagonal D inversible
tal que . .

A=LD'LT
En este caso el sistema Ax = b se resuelve asi:

Ly = b

LTy = Dy
La ultima factorizacion se puede hacer con aproximadamente el mismo niimero
de operaciones que el método de Cholesky: n®/3 y sin raices cuadradas.
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Ejemplo 3.5.2. Consideremos el ejemplo de la matriz de Hilbert de orden
3. Para evitar las raices cuadradas procedemos asi:

1 0 0 00 0 O 1 Iy g 1 1/2 1/3
loy 10 0 6 O 0 1 Iyp | = 1/2 1/3 1/4
31 I35 1 0 0 d5 0 0 1 1/3 1/4 1/5
De aqui se tiene
1 0 0 01 O1lay 01l 1 1/2 1/3
loy 1 0 0 Gy alze | = 1/2 1/3 1/4
31 I3 1 0 0 03 1/3 1/4 1/5
y por lo tanto
1 00 10 0 1 1/2 1/3 1 1/2 1/3
1/2 1 0 0 1/12 0 0 1 1 =| 1/2 1/3 1/4
1/3 1 1 0 0 1/180 0 0 1 1/3 1/4 1/5

3.6 Matrices tridiagonales

Una matriz tridiagonal es de la forma

ay C1 0 P P 0

bg (05} Co 0 Ce 0
A— 0 bg as C3 Ce 0

0 e e bn—l Ap—1 Cp—1

0 0 b, Qn

1 0 O .. 0 o 0 ... ... 0

62 1 0 0 (6] Co e e

A= LU — 0 53 1 0 ... 0 0 0 Q3 C3 ... 0
anl 1 0 Cn—1

Bn 1 0 oy
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Prueba: Igualando los elementos hallamos que aq, s, ..., v Bo, ..., 0,
quedan univocamente determinados por

o =
5k = bk/akfl
ar = ap — BrCr-1

parak =2:n

La solucién del sistema Azx = f se halla mediante sustitucion progresiva
y regresiva:
Ar=fe LlUx=fs Ly=f vy Ur=y

esto es
y1 = h Tn = Yo/
vi = fi—Biyi-1 1=2:n ri = (yi—cxip1)/oy i=n—1:1

Es facil ver que el nimero total de operaciones es O(n)

Teorema 3.6.2. Si los coeficientes a;, b;, ¢; satisfacen

1. |Cl1| > |Cl| >0
2. |al|2 |bz|+|Cz| ,bi,Ci%O,Z’:2I’I’L—1

3. |an| > b, >0
entonces

1. A es no singular

2.6 <1,i=1:n-1

3. Ja;| — |b;] < loy] < lai] + bl i=2:n—1

Observaciones: Las condiciones 1 y 2 de la hipdtesis dicen que la matriz
es diagonal dominante. La condiciéon 2 de la tesis asegura que los multi-
plicadores de la factorizacion LU son en magnitud menores que 1, lo cual

asegura la estabilidad y evita el pivoteo. La condicién 3 dice que los pivotes
estan acotados.
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Ejemplo 3.6.1. Sea

21 00

1 410

A= 01 4 1

0 01 2

Entonces

1 0 0 0 2 1 0 0
A= 1/2 1 0 0 0 7/2 1 0
o 0 2/7 1 0 0 0 26/7 1
0 0 7/26 1 0 O 0 45/26

Como las hipotesis del teorema 3.6.2 son satisfechas, los f3; efectivamente
verifican que sus magnitudes son menores o iguales que 1 y los «; estan
acotados por los elementos de su fila correspondiente en la matriz A.

3.7 Normas vectoriales y matriciales

Definicién 3.7.1. Una norma vectorial sobre IR" (o C") es una funcion ||.||
a valores reales (o complejos) satisfaciendo

L ||z[|>0 VzeR" y |z[|=0 < z=0
2. llazx|| = |a|||z]| YzeR" y VYa€celR (0oC)

3.z +yl < |zl +lyll VY z,ye R (Desigualdad Triangular)

Ejemplo 3.7.1. Sea z = (z1,%9,...,7,)"

n 1/2
= (Z |$i|2> = ($T$)1/2 (norma ly o euclidiana)

=1

2. ||zl = Z |2 (norma ly)
i=1

n 1/p
3. ||z, = (Z |xz-|p> , pel, o] (norma 1)
=1

4. ||z||so = méx |z;] (norma ls o uniforme)
1<i<n
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Ejercicio 3.7.1. Probar que ||z||« :plirgo 1],

Definicién 3.7.2. Una aplicacion (-,-) : IR" X IR" — IR (0 de C"xC" — C)
es un producto escalar si

1. (z,2) >0 Vo y (r,2)=0 <<= 2=0
2. (z,y)=(y,x) Va,yeR" ((v,y)=(y,x), si =x,yeC")
3. (ax,y) =a(r,y) Vz,yeR" y «a€lR

4. @+ 2y) = (x,y)+ (2,y) YVa,9z

Ejercicio 3.7.2. Dado un producto escalar, mostrar que ||z|| = (z,z)'/?
define una norma. Para ello se requiere de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[z, )2 < Nl Iy

Al conjunto {z : ||z|| < 1} lo llamamos la bola unitaria y la superficie
{z :||z|| = 1} la esfera unitaria.

AN ~ Y
%

N .

Teorema 3.7.1. Sea ||.|| una norma en IR™ (o C"). Entonces ||.|| es una
funcion continua de sus componentes. (Atkinson, pdgina 143)

Teorema 3.7.2. Sean ||.|| y N dos normas sobre IR" o C". Entonces existen
constantes ¢, y cg, positivas tales que

cillz]] < N(z) < ellzf| V.
(Atkinson, pagina 144)

Definicién 3.7.3. Una sucesion de vectores {z(V), 2@ ... 2" 1 en IR"
o C" converge a un vector = si y solo si ||z — 2®)|| = 0 cuando k — oo

Observar que no se especifica la norma. En los espacios de dimension
finita no importa cudl se elija ya que si ||.|| y N son dos normas, aplicando
el teorema de equivalencias de normas se tiene,

ciflz = 2@ < Nz —2®) < epflx — 2|
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|z —2®]| -0 <= N(@@-2%)-=o0.

Definicién 3.7.4. Una norma matricial sobre el espacio IR™" de matrices
reales de orden n es una aplicacion ||.|| de IR™" en IRy tal que

1. |A| >0 VAen R™™ y |A|=0 <= A=0.
2 I = ALl

3. |A+ Bl < [|Al + Bl

4. [IAB|| < [ Al Bl

Observar que el conjunto de matrices de orden n puede considerarse,
mediante algin criterio para ordenar sus elementos, un espacio vectorial equi-
valente al espacio vectorial R pero con una operacion adicional: el producto
de matrices. Esta operacion hace que no todas las normas vectoriales sean
normas matriciales. En efecto, N(A) = méx|a;;| no es una norma matricial

i.j

),

segun la definicién 3.7.4 pues no satisface (4).

Existe una forma natural y mas geométrica de definir la norma de una
matriz a partir de una norma vectorial. Si # € R" y |[|.]| es una norma
vectorial sobre IR" entonces ||.|| es la longitud de = y ||Az|| es la de Ax.

Definicién 3.7.5. Dada una norma vectorial en IR", se define la norma
matricial subordinada a o inducida por dicha norma matricial mediante

A
141 = ma 220 4]
z20 ||z]| =)=t
Observar que como ||.| es una funcién continua de sus componentes y
{z/||z|| = 1} es un compacto, la norma matricial subordinada estd bien

definida. Es facil ver que 3.7.5 verifica la definicion de norma matricial. Por
otro lado, es importante destacar que si I es la matriz identidad, entonces

1
7)) = m 1210
o

Ademas se verifica que

[Az| < [|Al=]], ¥V

No toda norma matricial es subordinada a una norma vectorial. Consi-
deremos la norma de Frobenius definida por
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n n
_ 2\1/2
=)0 ayl?)
i=1 j=1
Es fécil ver que es una norma matricial. Sin embargo F(I) =+/nsin > 1y
no puede ser en consecuencia una norma matricial subordinada a una norma
vectorial. Mas sorprendente, es compatible con la norma vectorial euclidiana

en el sentido que,
[Az[ly < F(A)||z]l> V=

Interpretacién geométrica de la norma matricial subordinada

Sean
Al = max 4zl v S={e: el =1}
La norma ||A|| puede escribirse entonces

[A|] = méx [[Az|| = max [|z]]
€S z€A(S

con A(S) =imagen de S bajo A. Luego ||A|| mide el efecto de A sobre la
esfera unitaria. Si ||A]| > 1, ||A]| es el mayor estiramiento que ha sufrido.

A

Célculo de la norma matricial ||A||;

Vamos a mostrar que

n
si ol =) |zi| entonces [|All; = max Z ||
i=1
conocida como la norma columna. Se tiene

n n
Z | Zw]l < ZZ Jagi| 2] = Z 1 Y lag|
=1 j=1 =1 =1

=1 j=1

[ Az]s

< maxzm Z|%‘|=5||fv||1

7=1
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siendo S = maéx Z|a”| Por lo tanto como |[Az|[y < ||A]|1]|z]1, resulta

1<5<
S > [|Alh-
Sea k el indice donde se alcanza dicho maximo. Sea z el k-ésimo vec-
tor canénico. Entonces ||z||y = 1, Ax = (au, a9, an)" v [[Az|) =
n
> " |aix| = S||z1]|. Por lo tanto ||Al|; = S
i=1

Ciélculo de la norma matricial uniforme || A||s
Veremos que

si 7))o = 1rgag: |z;| entonces ||Al|w = 1rgag: Z |aijl

conocida como la norma fila.

[Azlle = méx |Zaw$]| < max Z |aijl|z;| =

1<i<n 1<i<n

< (max Z lagi ) |17|e0 = S|7||o

1<i<n

siendo § = mix > " |ai;|. Por lo tanto como [|Azlss < [|Alo|2/oc, resulta

S 2 | Allso-
Sea k el indice donde se alcanza este maximo y sea x tal que

a .

k5 Si, QA 7£ 0
z; = 4 |k;]

0 sl no

Vemos que ||z]| = 1. Ademds, para este x, se tiene

n n
E Clijl'j Z
j=1 j=1

Por lo tanto, ||A]l« > S. En consecuencia S = || A|| .

|Az || = max

.l‘ .
1<i<n J

= laijl = S = S|l
j=1

Cilculo de la norma matricial || A||2
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Para realizar este calculo necesitamos recordar algunas definiciones y re-
sultados del algebra lineal.

Definicién 3.7.6. Sea A una matriz de orden n. Un escalar \ (real o com-
plejo) es un autovalor o valor propio de A si existe v # 0 tal que Ax = \x.
El vector x se llama un autovalor o vector propio. El espectro de A es el con-
junto de todos los autovalores de A y lo denotaremos o(A). El radio espectral
de A se define como

A) = méx |\
p(A) = max |A|

Observe que si A es un autovalor entonces (A — A)xr =0 con z # 0y
esto es cierto si y solo si det(A — A) = 0. Este tltimo se llama el polinomio
caracteristico y los autovalores son las raices del mismo. En consecuencia
una matriz de orden n tiene exactamente n autovalores.

Resultados

1. Los autovalores de una matriz y su traspuesta son los mismos.

En efecto,

det(\ — AT) = det(A — A)" = det(A] — A)

2. Los autovalores de una matriz real y simétrica son reales.
En efecto,
Mly = (An)'e =2"AT0s = 3" AT = 2" Az = \2"x

Luego B B
Meloe = als — A=)\

3. Los autovalores de BT B, B real, son reales y no negativos. Esto es
cierto pues BT B es simétrica y

B"Br =)\t = #'B"Bx=\7"2 = ||Bz|j=\||z]5 = A >0

Observar que B es real, pero A puede ser nulo. Para que A > 0 se
necesita que B sea no singular.

4. Si B = BT con autovalores \; < \y < --- < ), entonces
Ml|z]|3 < 2" Bx < A\, |23 VzeR"

(ver Atkinson)
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Pasemos ahora al célculo de ||A||2. Mostraremos que

14]l2 = (p(AT4))"/2

Sea r? = p(ATA). Por el resultado 3 los autovalores de AT A son no
negativos y 72 es su maximo autovalor. Por el resultado 4

|Az||2 < 7?2z} Va2 eR"

y por lo tanto

[A]l2 <7
Sea u # 0 tal que
AT Au = r*u
Entonces
uATAu=r*uTuy  [|Aully = r*[ull3

Es asi que ||A]|2 > 7 y en consecuencia [|A||; =7

20 0 4 0 0
Ejemplo 3.7.2. Sea A= |0 3 —5]|. Setiene que ATA=[0 13 —17

0 3 —1 0 —17 26

p(A) = (A —4)(A = 13) (A — 26) — (A — 4)289
= (A —4)(A\? — 39\ + 338 — 289)
= (A —4)(\* — 39\ + 49)

Los autovalores de AT A son:
M =4 X=(39+5V53)/2 A3 =(39—5V53)/2

Y en consecuencia
[A]l2 = (A2)"/* ~ 37.003

3.8 Analisis del error

En general, cuando resolvemos el sistema

Az = b, AeR"™, z,beR"”
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obtenemos una solucién z calculada que difiere de la solucién exacta r =
A~'b. Los errores puede tener diferentes origenes. Por ejemplo, los coefi-
cientes de A y b pueden provenir de medidas o calculos aproximados. La
representacion de estos elementos en una computadora implican automati-
camente un error en aquéllos coeficientes que no pueden ser representados
exactamente con el nimero de cifras significativas del computador. Ademas,
la aplicaciéon de un algoritmo que utiliza las operaciones elementales, nos da
resultados aproximados, pues el resultado de cada operacién elemental es un
niumero afectado por errores de redondeo. Se trata entonces de buscar una
estimacion del error
F—-x=3—-A""

La primera idea que surge es la de relacionar este error con el residuo o vector
residual:
r=b— Ax

Intuitivamente pareceria razonable decir que ||r|| pequeno implica ||z — z||
pequeiio y I es una buena aproximacion. Sin embargo, en el siguiente ejemplo

12 3
A= (1.0001 2) b= (3.0001)

el vector residual correspondiente a 7 = (3,0)7 es r = (0,0.0002)” y por lo
tanto ||r||. es pequeno; podriamos concluir erréneamente que || — x||« €s
pequenio. La solucién exacta es x = (1,1)7 y en consecuencia |7 — 7| = 2.
Aqui aprendimos que si ||7|| es pequeno, no podemos asegurar que Z es una
buena aproximacion de z.

En este ejemplo notemos que la solucién del sistema representa la inter-

seccion de las rectas

1 : T1 + 2209 =3
1, : 1.0001z; + 225 = 3.0001

que son casi paralelas. Si las rectas no fuesen casi paralelas se esperaria que
un residuo pequeno implicara una buena aproximacion.

Analicemos ahora el siguiente sistema lineal

10 7 8 7 T 32 1
7 5 6 5 T9 23 ., 1
2 6 10 9 s =133 con solucién T = 1
7 5 9 10 Ty 31 1
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y también el sistema perturbado

107 8 7\ [& 32.1 9.2
75 6 5| |& 92.9 y | -126
8 6 10 9| |a| ™ |331 con solucion &=
7 5 9 10/ \& 30.9 1.1

Podemos observar que un error de 1/200 en el segundo miembro produce
un error relativo del orden de 10/1 en el resultado, lo cual significa una

amplificacién de los errores relativos de los datos del orden de 2000 (pues
1 10
=)

2000 - —
200 1
Consideremos ahora el sistema perturbado (esta vez en la matriz)

0 7 81 7.2 I 32 —81
7.08 5.04 6 5 T 23 = 137
8 598 998 9 5| T s3] comsolucion F=| g,
6.99 499 9 9.980/) \i, 31 22

Aqui nuevamente pequenos cambios en los datos (los elementos de la matriz)
alteran los resultados.

La matriz del sistema es simétrica, su determinante vale 1 y la inversa

25 —41 10 -6
—41 68 —17 10
10 -17 5 =3
-6 10 -3 2

Al =

es inofensiva.

Vamos entonces a realizar un estudio del error para averiguar qué ocurre
en estos ejemplos.

Teorema 3.8.1. Si T es una aproximacion de la solucion de Ax =b y A es
una matriz no singular, entonces para cualquier norma subordinada,
|

1yl
< [lAlllA IIIW,

lz =l < lriA si. z7#0,07#0

Prueba: Comor = b—Ai = Ar— AT y A es no singular resulta zr—7 = A~ 'r
de donde [z — #|| = |A~"r|| < [[A7Y|[]r]|l. Como b= Az, ||b]| < [|Al[l«]l ¥
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Resulta
IIAII

por lo tanto ||z|| >

lz — 2] _
]

Nota 1: Observar que se tiene en términos del error relativo

19z]] _ |60]
[l — 6]}~

[l
< [JANA e
el

< A=y dool

donde
Alx +0x)=b+0b 'y IT=x+dr

En efecto, con AT =b+06b — b— AT =—-0b=r

Nota 2: Las desigualdades del teorema implican que las cantidades ||[A™"|
v [JAJ|||[A7"|| pueden ser usadas para explicar una conexién entre el residuo
y el error absoluto y relativo

Definicién 3.8.1. El nimero de condicion k(A) de la matriz no singular A

se define como
k(A) = [JAIAT|

Con esta notacién las desigualdades del teorema se escriben

I
=g

. [l o — 2|
lo — 2| < K(A) 7
1Al

]

Nota 3: Observar que si A es no singular,
1= [[1]] = |[AA7Y| < [JA[I[JA7"]| = w(A)

Si k(A) estd cerca de uno se espera que A tenga un buen comportamiento;
decimos en este caso que A estd bien condicionada y si k(A) es significa-
tivamente mayor que uno, decimos que A estd mal condicionada.

Ejemplo 3.8.1. Apliquemos estos resultados a algunos casos.

1. La matriz considerada al comienzo es tal que ||Al|o = 30.001 con una

muersa
A — —10.000 10.000
—\ 5000.5 —5000

FEs decir
||A*1||00 = 20.000 Yy k(A) = 60.002
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2. Para la seqgunda matriz se tiene ||Al|o = 33, |47 ||o = 136, k(A) =

4.488
3. La matriz de Hilbert de orden n, es una matriz invertible y esta dada
por:
1 1/2 /3 .- 1/n
1/2 1/3 cee e 1/(n+ 1)
H,=|1/3 1/4 cee e 1/(n+2)
I/n 1/(n+1) --- -+ 1/(2n—1)
La inversa H, ' se conoce explicitamente; si H, ' = (h;) 1<1i,5 <mn,
entonces
—1)*i —1)! —1)!
hij: ( ) (n+l )(n+] ) 1<:1<n 1<j<n

i+7i—-DE-DIG-DPn—i)ln—y ~— — 7 —77
Para n = 6, por ejemplo, ki (Hg) = 1.5-107

La matriz de Hilbert es un ejemplo cldsico para comprobar la eficiencia
de los métodos de resolucion de ecuactones en tratar problemas mal
condicionados.

Hasta ahora el analisis del error lo hemos hecho suponiendo que A se
puede representar exactamente. Supongamos que se tenga

(A+6A)z = b+ db

en vez de Az = b. Normalmente si [|[0A|| y ||b|| son pequenos, & debe ser tal
que ||z — Z|| es pequefo. Sin embargo cuando las matrices son mal condi-
cionadas, los errores de redondeo pueden hacer que ||z — Z|| sea grande.

1
Teorema 3.8.2. Supongamos que A es no singular y que ||0A|| < —

IA[l
Entonces la solucion & de (A4 §A)x = b+ db aprozima a la solucion x de
Ax = b con una estimacion del error relativo dada por

|z — 7] K(A) [ob]| |, [[0A]l
< +
T - 0A b A
PT S AP T

Prueba: Ver W. Kahan, Numerical linear algebra, Canadian Math. Bull.,
1966, pp. 756-801.

Es decir, si k(A) no es muy grande, entonces cambios pequenos en A y b
producen cambios pequenos en .
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3.9 El método de refinamiento iterativo

Supongamos que Ax = b ha sido resuelto por descomposiciéon LU y que
esta descomposicion, asi como los indices de la fila pivote se han almacenado.
Sea z(® la solucién calculada y r(© = b — 2 el residuo. Si 620 =z — 2,
entonces

Ad2©® = A(z — 2©) = Az — A2 = b — AzO = O,
Es decir 62(% es la solucién de Aéz(® = r(© y por lo tanto LUz = r(©),

Definamos una nueva solucién aproximada
y repetimos el proceso para s =1,2,3,---

rl) =bp— Az
LUz =)
:I;(s'i'l) — x(s) + 51;(5)

2 2

El célculo de ) lleva n? operaciones y el de 6z() n? operaciones mas.
Es decir, para calcular (1), 2(?) ... (los valores mejorados) se requieren 2n?
operaciones por paso, un nimero muy inferior al que se refiere para calcular
2. Este método se conoce como refinamiento iterativo o conexidn residual.

Es muy importante obtener valores previos de (9, puesto que z() resuelve
aproximadamente Az = b, r(9) encerrard pérdidas de cifras significativas y
por lo tanto r(®) debe calcularse en doble precision.

3.10 Meétodos Iterativos

Cuando el sistema lineal es muy grande, los métodos directos, basados
en la eliminacion gaussiana deben ser sustituidos por otros métodos mas
rapidos y con menor requerimiento de memoria como por ejemplo los métodos
iterativos.

Una técnica iterativa para resolver Az = b empieza con una aproximacion
e e . 0 ., k 50
inicial #(0)) y genera una sucesién de vectores {z(*)}2° que converge a la
solucién .

Estas técnicas son muy eficientes para sistemas grandes con un gran por-
centaje alto de ceros. El campo de mayor aplicacién es el de las ecuaciones
en derivadas parciales, en donde surgen sistemas de orden muy grande.
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Comenzaremos definiendo y analizando algunos métodos iterativos clasicos.
Si en Ax = b, los coeficientes a;; son todos no nulos, podemos despejar z; de

la i-ésima ecuacion
n
E Cbijl'j:bi 1=1:n
=1

obteniéndose

n

T = Zaijxj+bi Jai t=1:n (3:2)
=1
=

3.10.1 Meétodo de Jacobi

Calculamos una sucesién de aproximaciones =M, z(?) ...

n

i j
j=1
J#i

con z(© dado.

Observar que si la sucesién de vectores ) — ., es decir si [|[#*) —x|| — 0
cuando k — oo, tomando limites en (3.3) resultaria

n

T; = —Zaijxj+bi Jai; i=1:n
j=1
J#

que es la solucién de Ax = b.

3.10.2 Meétodo de Gauss-Seidel

Observar que en Jacobi los valores mejorados no se usan si no en la ite-
racion siguiente. Si dichos valores se incorporan inmediatamente obtenemos
el método de Gauss-Seidel:

o = (—Zaiﬂﬁ“” - aijxﬁ-’“’+bi) Jai i=1:n  (3.4)

j=1 j=i+1
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Podemos entonces resumir ambos algoritmos de la siguiente forma:

Algoritmo de Jacobi: Jacobi(A, b, xg, tol, itmax)
Entrada:

A : matriz de coeficientes del sistema Ax = b
b : vector del 29° miembro de Az = b

To : aproximacion inicial

tol : tolerancia en el error

tmax : nimero maximo de iteraciones

Salida

o : valor calculado de la solucién

k=1
. mientras k < itmax hacer:
3. parat:=1:n
k
Ti = (= D0y aijx(()].) + bi)/aii
4. si ||z — x¢|| < tol entonces xy = x. Stop
S.sinok:=k+1,x0:=7x

N —

Algoritmo de Gauss-Seidel: Gauss-Seidel (A, b, g, tol, itmax).

Sustituir 3. en Jacobi por

i—1 n
T; = (— E CLZ'jIL’j — E aijl‘oj + bl)/CLZZ
j=1 j=i+1

Los pasos 3. de ambos algoritmos requieren que a;; # 0, si este no es el
caso, se puede efectuar un reordenamiento de las ecuaciones para que ningin
a;; resulte cero. Se sugiere que las ecuaciones sean arregladas de manera que
a;; sea lo mas grande posible. El criterio de parada utilizado es iterar hasta

que
|z®) — 2=V < tol

Otro criterio es hacer que el error relativo sea menor que una cierta tolerancia

) — o)

< tol
[z®)] 0
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3.11 Estudio de la convergencia de los Métodos
Iterativos

Mostraremos que los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel pueden es-
cribirse como
.I'(k+1) = Bl'(k) +c k= 0; 15 27 e (35)

r € R, B € IR"™", ¢ € R". Esta es la forma general de los métodos
iterativos estacionarios, llamados asi porque B y ¢ son constantes en todas
las iteraciones. La matriz B se llama la matriz de iteracion.

Para obtener (3.5), escribamos A asi
A=D(L+I1+70)

donde D = diag(aiq,- -, nn),

ai; ... aij ...

L sigj<i L s>
Lij = § Gii y Qgj

0 sij >t 0 sig <1

El método de Jacobi se escribe ahora
W) = (L + 1)2® + D1p
y el de Gauss-Seidel
g® ) = — LD — U™ 4 pTp

de donde
(I + L)z®+) = —yz® + D1

y por lo tanto

o5 = —(1+ L)7'Us®™ + (I +1L)"' D™

Entonces la matriz de iteracién en cada método es:

Jacobi Gauss-Seidel
BJ:—(I+L) BGSZ—(I—FL)*IU

Si B es By 6 Bgg la ecuacion vectorial

z=DBr+c¢
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tiene una tnica solucién pues (I — B)~! existe. En efecto, para Jacobi:
I-By=1+L+U=D"4
y para Gauss-Seidel:

I-Bas=1+(I+L)y'U=(I+L)"I+L+U)=(I+L)'D'A

Estudiemos ahora la convergencia de la sucesion {z*)}. Esto requerird
de los siguientes lemas:

Lema 3.11.1. Si p(B) < 1 entonces (I — B)™" existe y ademds

+o0
(I-B)'=I+B+B*+B'+-.-=>» B
k=0

Prueba: ver Burden-Faires, pag. 469

Lema 3.11.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) lim (AF);; =0 i,j=1,2,---,n
k—o0
i) kh’m |A¥| =0 para alguna norma inducida
—00
iii) p(A) <1

v lim A¥z =0 Yz
k—o00

Prueba: Isaacson-Keller, pagina. 14.

Lema 3.11.3. p(A) < ||A||, para cualquier norma inducida

Prueba: Sea A tal que p(A) = || y x el autovector asociado a él. Entonces
Ar =)z = ||Az|| = |A|||z||, de donde

_ Al _ )4z

PA) = A= T S

= |14l -

Teorema 3.11.1. Para cualquier z*) € IR", la sucesion {z*}3, determina-
da por
z® = Bz 4 ¢ para k>1, c#0

converge a la solucidn unica x = Bx + ¢  si y solo si p(B) <1
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Demostracién:
M = Bz 4 ¢
2® = BaW 4+ ¢ = B0 4 (B + I)c
% = Bz® 4+ ¢= B + (B2 + B+ I)c

™ = Bx=Y) 4 e = B¥ O 4 (B¥' ...+ B2+ B+ I)c
Por lo tanto,
k=1
meW:1m1#ﬂm+ﬁm(§:W>c
k—o00 k—o00 k—o00
Si p(B) < 1, aplicando los lemas 1 y 2:

lim 2™ =0+ (I - B) "¢

k—o00

Por lo tanto {z*} converge a * = (I — B)~'c y ésta es la tinica solucién de
r=DBr+c.

Reciprocamente, sea {2} tal que z®) — 2V 29, Entonces, z verifica
r=Br+cy
z—2® =Br+c—Bz* Y —¢= Bz -2k V) =... = B¥(z — 2(0)

Por lo tanto, para todo z(¥)

lim B¥(z — 2©) = lim (z — 2®) =0

k—o0 k—o0

0)

Siendo x un valor arbitrario, z = (%) — 2 también lo es y entonces

lim B¥b2 =0 V2

k—o0
y por lo tanto, por el lema 2 iv) se tiene que p(B) < 1 O

Corolario 3.11.1. Una condicion suficiente para que un método iterativo
estacionario x® = Bz 4 ¢ converja para toda aproximacion inicial z(©
es que ||B|| < 1 para alguna norma matricial inducida.

Prueba: Por el lema 3, p(B) < ||B||, para toda norma matricial inducida.
Si||B]|<1 = p(B) <1y el teorema anterior se aplica. O
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3.11.1 Estimacion del error
Sabemos que z¥) — 2 = B(z®) — z) y esto se puede escribir
z®) — g = —B(z® — 271y 4+ B(z® — 2)
Supongamos que § = ||B]| < 1, entonces
12® = al| < [|B[[|2® — &&= V] + | Bl|fl+™ — =]
= Blla® — 2@V + Bl|l2™ — 2

obteniéndose

(1= B)la® = z|| < Blla™ —2®|

es decir
||x(k) —z2|| < L”x(k) _ x(kfl)“
—(1-5)
Las iteraciones alcanzan una precisién £ cuando
s _
@H«T(M — 2tV <.

y el criterio de parada resulta en

|2 — 26D < 8(1 —B)

Observar que z*) —2 = B(z*~") — 1) dice que la convergencia es lineal pues
@1 < 1IBIl[ls*=|

Por lo tanto, estos métodos iterativos son buenos candidatos para el proceso
de aceleracién de Aitken:

(=
() _ (b+2) l
(



Nota: Para obtener una estimacién de 3 = ||B||, se procede andlogamente
al caso de los métodos iterativos para ecuaciones no lineales

Luego
||x(k+1) _ x(k)|| _ ||B||||x(k) o x(kq)H _ 5||$(k) . x(k—l)”
y finalmente

[0 — o))
Jo® o) =7

para k grande

Definicién 3.11.1. A es fuertemente diagonal dominante si

|Clii| > Z |Cbz'j| Vi

j=1

J#1

Ejemplo 3.11.1.

5 —1 0 0
5 10 -2 0
0 —1 2 1/2
-3 -1 -5 -10

A=

Teorema 3.11.2. Si A es fuertemente diagonal dominante los métodos ite-
rativos de Gauss-Seidel y Jacobi son convergentes

Demostracién:

Método de Jacobi: Observar que

Q5 .o .

—— sl i#]

(By)ij = i o
0 si, 1 =

Como
n
jazi| > lag|
=1
J7#i

calculando la norma del maximo

n
”BJHOO:mlaXZI <1
‘]:

@ij
Qg
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Método de Gauss-Seidel:

, ||BGSI‘||00
B = L
1Besllec I‘??%( 1] 0o

Sea y = Bgsx, x # 0y k tal que

| = méx[yi] = [[ylloo = [ Bast]loo-

Como y = —(I + L)"'Ux se tiene que (I + L)y = —Ux lo cual implica
que y = —Ly — Ux, obteniéndose

akj CL]C]
3y 3
‘o7 Okk iThin kk
k—1 n a
k k
1Ylloo = lyx| < =Lyl + > =2 |
J=1 j=k+1
k—1 a n a
kj kj
<wlloo D[22+ 2l Do |52
7j=1 j=k+1 kk
< ylloosk + |zl[cors;
k—1 s n s
con S = Z ﬂ Ty = Z ﬂ
“=1 | Okk P akk
Tk .
Entonces, ||yl < |]|co, s decir
1— Sk
1 Bas|so Tk
[2llee = 1— sy
Por lo tanto
| Basz LT
= <



n
a/..
< SN

Qg4

r;
'~ <1, resulta

Como r; + s; = 1
i o

|1Basllo < 1 0

En general no se conoce cudl de las dos técnicas, la de Jacobi o la de
Gauss-Seidel, deba usarse, salvo en un caso especial

Teorema 3.11.3. Sia;; <0 parai # j y a; > 0 Vi, entonces una y sélo
una de las siquientes condiciones se cumple:

1) p;=pas =0

2)  pr=pas =1

3)  0<pgs <pr<l

4)  1<ps<pcs
en donde p; = p(By) y pas = p(Bas)

Este resultado es debido a Stein y Rosenberg. Nos dice que las iteraciones
de Jacobi y Gauss-Seidel convergen ambas o divergen ambas; pero cuando
convergen el método de Gauss-Seidel es mas rapido que el de Jacobi, excepto
para el caso trivial 1). Por ello el método de Jacobi es raras veces usado.

3.12 Aceleracién de los procesos iterativos esta-
cionarios: Métodos de sobre-relajacion
sucesiva (S.0.R.)

El método de Gauss-Seidel (3.4) puede escribirse

2 F D = a:z(k) +r® i=1:n

) )
con

i—1 n
,rl(k) — <_ aijxg_kJrl) . Zaml‘gk) + bz> /aii 1=1:'n
j=1

j=i
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Definamos la siguiente modificacién

k) 1=1:n

x5k+1) _ ngk)

+ wrl(

Para ciertos valores w, tendremos una convergencia significativamente
mas rapida. Estos métodos se conocen como métodos de relajacion. Para 0 <
w < 1, se llaman de subrelajacion y se pueden emplear para obtener la conver-
gencia de algunos sistemas que no son convergentes por el método de Gauss-
Seidel. Para 1 < w los procedimientos se llaman método de sobre-relajacion
y se pueden usar para acelerar la convergencia de sistemas que son conver-
gentes por el método de Gauss-Seidel. Estos métodos se abrevian S.O.R
(Successive Over-Relaxation).

Estos métodos pueden expresarse en la forma matricial siguiente
z*D) — By(k) 4
En efecto,
g® ) = 20 4y (—La®H) — Uz® — 120) 4 D
de donde

(I +wL)z® ) = (1 —w)z® —wU2® +wD ™1
(1 —w)I —wlU)z™ +wD b

Como (I + wL) es invertible

2% = (I + wL) ™ '[(1 — w)I —wU)z® + (I + wL)'wD™'b

Resultando

B, = (I +wL) (1 — w)I — wU]

., Cémo se escoge el valor apropiado de w?. Ain cuando no se conoce una
respuesta completa, los siguientes resultados pueden usarse.

Teorema 3.12.1. Sia; # 0 VY i, entonces p(B,) > |w — 1|. Esto nos dice
que para que p(B,) < 1 necesariamente 0 < w < 2.

Demostracion:
det B, = det{(I +wL)™'[(1 - w)I—wU]}
= det(I +wL) " det[(1 — w)I — wU] (3.6)
= 1-(1—-w)"
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Por otro lado,
det(B, — A = (~1)"(A = A)(A = A -(A= M) con Adeoo A
los valores propios de B,,. Entonces, para A =0

deth = )\1')\2 """ )\n (37)

De (3.6) y (3.7) resulta
Alle] - An] = 1 — 0] = Jw — 1]
Siendo

p(B.) = mix N = p(B)" > w1 = p(B)> w1

Como un método iterativo estacionario es convergente si y solo si el radio
espectral de la matriz de iteraciéon es menor que uno, se tiene

p(By) <1l = jw—-1<1l <= 0<w<?2

Teorema 3.12.2. Si A es definida positiva y tridiagonal, entonces p(Bps) =
[p(B)))? < 1y la eleccidon éptima de w para el método SOR es

2
L+ 1= [p(B))P

w =

Para este valor de w, p(B,) =w — 1

Ejemplo 3.12.1. Para la matriz

4 3 0
A= 3 4 -1
0 -1

que es diagonal dominante y definida positiva se tiene

0 —0.75 0
B;=1| —0.75 0 0.25
0 0.25 0

y por lo tanto

det(By — M) = —\(\* — 0.625),
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de donde

p(B;) =V0625=0791 y  p(Bp,,)=0.625

El valor optimal de w es

2 2
Y1 VIBE 1+V1-065

y el radio espectral correspondiente,

~ 1.24

p(B,) = 0.24,
lo cual nos da

p(Bu) < p(Bres) < p(By)
0.24 < 0.625 < 0.791
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Capitulo 4

Interpolaciéon Polinomial

4.0 Aproximacion e Interpolacion

Son muchas las razones para aproximar o interpolar funciones. El tipo de
aproximacién depende de la aplicacion buscada y de la facilidad o dificultad
para obtenerla. En cualquier caso, las funciones aproximantes mas simples
parecieran ser los polinomios. Existen otros tipos, no menos importantes,
tales como las funciones racionales, las trigonométricas, las polinomiales a
trozos, etc. Estudiaremos la aproximacion de funciones continuas en un
intervalo cerrado y acotado. En general, un polinomio p,(z) de grado < n
se dice una aproximacién a una funcién f(x) en [a, b] si alguna medida de la
diferencia

o) = f(2)

en [a,b], es pequenia. Esto llega a ser preciso cuando la medida de esta
diferencia y la magnitud de lo pequeno son especificadas. Sea V' = C|a, b] el
espacio vectorial de las funciones continuas sobre [a, b].

Definicién 4.0.1. Una norma es una funcion de V en IR" tal que

(1) Ifl=0 VfeV
(ii) |fl=0 & f=0 VfeV
(i) IAfI= (AL YA € R

(w) |f +gll <l FI+ gl VfgeV
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Ejemplo 4.0.1.

1) 11f e = s |£(@)

norma infinita

b 1/2
9 W7k = | [ P norma Ly
b 1/2
3) N fllz00 = [/ |f(a:)|2w(x)dx} , siendo w(x) > 0 y continua en (a,b)
b 1/p
sl =| [ oz norma L,

Una medida de la diferencia o error en la aproximacién de f(x) por p,(z)
se denota

e(f(z) — pa(2))
lo cual requiere las propiedades i), iii) y iv) de una norma, pero no necesari-
amente la ii). Es decir

e(f)=0
no necesariamente implica que f = 0. Tal medida se la conoce como una
Seminorma.

Ejemplo 4.0.2. Sean xq,z1,...,x, puntos de [a,b] y f(z;) i = 0 : n, los
valores de f en dichos puntos. Entonces

a) s(f) = 3_1f (@)

b) s(f) = méx |f(z;)|

1<i<m
son seminormas en |a, bl.
Dada una norma o seminorma en C|a, b] nos preguntamos lo siguiente:

a) ;, Existe un polinomio de un grado méximo especificado que minimice
el error 7

b) Si tal polinomio existe ; es tnico ?

c¢) Si tal polinomio existe ; cémo puede determinarse ?

Veamos que para normas y seminormas distintas, las respuestas son dife-
rentes.
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4.1 Aproximacion por polinomios de Taylor

Problema 1: Entre todos los polinomios de grado < n, hallar aquel que
hace

e(f(@) = p(x)) = D p* (o) — /¥ (20)| = min

Aqui zy y m son fijos. La solucién estd dada por el polinomio de Taylor de
grado m, si m < ny de grado n si m > n:

) (g
P() = fan) + o) — o) -+ LD e
con n = m si m <n. El minimo es
0 si n=m

S 1P (@o)| sion<m

k=n+1

Si queremos conocer el error cometido al sustituir f(x) por P(x), éste estd
dado por

(n+1)
P(z) — f(z) = R(x) = —f(nT(f)f)(x —x0)"t, &, € int(x, 70)

Ejercicio: Calcular el polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima
vx 4+ 1en x = 1. Usando la férmula del resto, calcular el error cometido en
r=1.

4.2 Interpolacién Polinomial

Sean xg,1,...,T, numeros reales o complejos distintos y n + 1 valores
Yo, Y1, -, Yn, CON Y; = f(xz) 1 =0:n.

Problema 2: Hallar un polinomio p,(z) de grado < n tal que
e(f(z) — pulz)) = Z |f(z;) — pn(x;)| = min
i=0

Esto equivale a hallar un polinomio p,(z) de grado < n tal que
pn(x;) = f(z;)) 1=0:n
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Escribiendo p,(z) = ap + a1x + - - - + a,x™, el problema de interpolacién es lo
mismo que resolver el sistema lineal de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas

pn(To) = ag+axo+---+a )y = Yo

p(z1) = ap+az+ -+ a2t = iy

pn(l‘n) = aqy+a1Ty,+---+ anfﬂﬁ = Un
Teorema 4.2.1. Dados n+1 puntos distintos xo, x1,...,x, yn+1 ordenadas
Yo, Y1, - - -, Yn existe un unico polinomio de grado < n que interpola a y; en

i, 1=0:n

Demostracion:

Vamos a dar tres demostraciones distintas.

PRUEBA 1: La matriz de coeficientes del sistema es

1 zg x5 -+ af
1 2 2% - ¥
1 zo 23 ... ¥

llamada matriz de Vandermonde. Sea

1 2y x2 - 2t

Valx) = det ", .
Tpn-1 Tp_q Tn-1

1 =z x? "

Por lo tanto
Vo(x,) = determinante de la matriz de Vandermonde
Vamos a calcular V,,(x) desarrollando el determinante por la tltima fila
Va(z) = Var(zn 1) 2" + pu1(2)

siendo p,,_1(z) un polinomio de grado a lo sumo n — 1. Resulta entonces que
V() es un polinomio de grado n con

Va(xo) = V(1) = -+ = Va(zn 1) =0
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Entonces

es decir

Luego, Vi(x1) = Vo(zo) (21 — o)
N——

V2(I2) = V1(£E1)(£E2 - Il)(lﬂQ - lEo) = (£E1 - Io)(lﬂQ - £E1)($2 - lEo)

Es fécil ver que

Va(xn) = H (; — )

n>i>35>0

Entonces V,,(z,) #0 <& x; # x; Vi, j y existe un tinico p,(z) que resuelve
el problema 2.

PRUEBA 2: El sistema lineal se escribe
Xa=y

Xa = y tiene una unica solucién si y solo si Xb = 0 tiene como tnica solucién
la trivial. Supongamos Xb = 0 para algin b = (bg, by,...,b,)". Sea ¢(z) =
bo + b1z + - - + byx™. Del sistema Xb = 0 se tiene que ¢(x;) =0 i =0:n
con grado ¢ < n. Necesariamente

q(z) =0
y b=0.

PrRUEBA 3: (Constructiva) Construyamos un polinomio [;(z) de grado < n
tal que

li(zj))=4d; 0<j<mn
c(x —xg) -+ (xr— i) (x — xi41) -+ (¥ — ) vy ¢ debe ser tal

Luego ;(z) =
=1, es decir

que 1;(z;)
1
=
H(% ;)
Jj#i
En consecuencia
H@ — ;)
li(w) = Z—— (4.1)
[T —=))
J7#i
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Consideremos ahora
p(x) = yolo(x) + yili(x) + - - - + ynln(2) (4.2)

Luego p(z;) = yili(x;) = y; ¢ =0 : ny grado p < n dado que grado
li(z) <n Yi=0:n.

y; ©=0:n. Pongamos

UNICIDAD: Sea ¢(x) otro polinomio tal que ¢(z;) =
p(z i =0:n, grado de r < n.

r(z) = q(x) — p(x). Entonces r(z;) = 0
Necesariamente r(z) =0y p(z) = ¢(x).
]

La férmula (4.2) se llama la forma de Lagrange para el polinomio de
interpolacién y los [;(x) se llaman los polinomios de Lagrange.

Ejemplo 4.2.1.

pg(x) = Yo

B (x — x1) (x — x9)
p(x) = yo o=z Ve — )

B (x —x1)(x — x9) (x — x0)(x — x9) (x — x0)(x — 21)
Pelz) = o (w0 — 1) (w0 — 72) e (21 — o) (1 — 72) i (22 — o) (v2 — 71)

Ejemplo 4.2.2. Fl polinomio de grado < 2 que pasa por (0,1),(—1,3),(2,1)
es

— (x —0)(x —2)
(0+1)(0—2) (-1 -0)(-1-2) (2-0)(2+1)

pz) = 1

= —%(ﬁ —x—2)+ (2% —22) + é(f“x)

2 4

Si f(x) es conocida en x; = 0 : n, el polinomio que interpola f en esos

puntos es
=Y fla)li(x)
i=0
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Teorema 4.2.2. Sean xy, X1, ...,%Ty, N+ 1 numeros reales distintos y f una
funcion a valores reales n+1 veces continuamente diferenciable en el intervalo
I, = int(t, xg, 1, ..., xy) siendo t un nimero real arbitrario. Entonces existe
& en I, tal que

(t —x0) -+ (t — )
(n+1)!

ft) = Pa(t) = FOr(E)

siendo P,(x) el polinomio de interpolacion de f enx;, i=0:n

Demostracién:

Si t = x; para algun i = 0 : n el resultado es trivial. Supongamos t # x;
Vi. Pongamos

con ¢(z) = (z — o) -+ (2 — ).

G(z) es n+ 1 veces continuamente diferenciable en I;.

Ademas G(z;) = E(x;)— zi(éz))E(t) =0 i=0:n
_ YO oy =
G(t) = Et) o) E(t)=0

Entonces G tiene n + 2 ceros distintos en ;. Usando el teorema de Rolle
generalizado, 3¢ € I tal que GV (€) = 0. Puesto que E™H(¢) = f(n+1)(¢)
y YD (t) = (n 4+ 1)! se tiene

(1) ey _ pnil) ey (D! _
por lo tanto @
_ 1/) t n+1
B() = 5 5 )

|

Teorema de Rolle Generalizado: Sea f € Cla, b],n veces continuamente
diferenciable en (a,b). Si f se anula en n+ 1 puntos distintos xy, . .., x, de
[a,b], entonces existe un nimero € € (a,b) tal que f™ (&) = 0.

110



Ejemplo 4.2.3. Se desea preparar una tabla para la funcion y = e*, x €
[0,1] con un paso h, es decir, x; —xj_1 = h, con x;j_1,x; valores de la tabla.
s Como debe tomarse h para que la interpolacion lineal dé un error absoluto
mdzimo de 0.5 10762

Sea x € [0,1] y supongamos que & € [zrj,x;11]. Usando la férmula del
error para la interpolacién lineal

f@ e .
(=) - Pi(a)] 2!( Mo = 1) — y00)| = E = e — 20

et ) .

= ilv—iblle = G+ Dh]

< gmixet mix | —jh)( - G+ 1)
1o e )

s ghpgre, max ey j

= Se, mix (W)= (j+1)h)

B 2€$J’§r¥§;{j+1 SR J

Si q(z) = (x — jh)(x — (j + 1)h), entonces ¢(x) alcanza su valor minimo en

x = (j+%)hyvale
1 1 h?
<5h> <_5h> T4

. 7’ h2
es decir, xj_rlrl%émj lq(z)] = T

En consecuencia el error de interpolacién esta acotado por
2

h
7(@) - Pio)| < e

Queremos que el error sea menor o igual que 0.5 - 107°; es suficiente elegir
h tal que 6%2 <05-100° = h < 0.00141. Entonces es natural tomar
h = 0.001.

Analisis del error de redondeo en la interpolacién lineal

Sean f(x¢) = fo + 0, f(x1) = f1 + &1, con fy, fi elementos de una tabla
y €0, €1 errores de redondeo. Supongamos que

méX{|80||61|} S 9

para ¢ conocido. En una tabla de seis cifras, e = 5-107".
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Queremos acotar

(=) fo+ (@ —m)fu
r1T — o

o<1z <1
usando
fi = f(l‘i)—(?i iZO,l

6(.’1:) — f(.’L‘) o (xl - fL‘)f(:Eo) + (,’L‘ - «'L'O)f(«'lfl) + (151 - fL‘)&‘o + (ZE — (L‘g)&‘l _

xr1 — X 1 — Xo

= FE(z)+ R(x)

E(z) es el error tedrico de interpolacion y R(z) el error de propagacién de
los errores de redondeo. Como R(z) es una recta

max |R(z)| = max{|eo|, |e1|} < e
Z0,21

con r; =x9+ h, zy <z <z Porlo tanto

h: )
le(x)] < — max |f"(t)| + max{|eo|, |e1]}

[zo,z1

Para el caso del ejemplo anterior

le(2)] <0.34-10°+5-10°~5.34-10°°

4.3 Diferencias Divididas. Forma de Newton
para el polinomio de interpolacion

Hay otras formas mas apropiadas que la de Lagrange, para el polinomio de
interpolacion. La desventaja de la férmula de Lagrange es que no se puede
pasar de un polinomio de menor grado a otro de mayor grado utilizando
la informacién que ya se tiene. Es decir, si le agregamos un nuevo punto
al conjunto {z;}? ,, debemos calcular todo nuevamente. Sea p,_1 el poli-
nomio de interpolacién en xy,...,T,_1 V pp €l polinomio de interpolacién en
o, ..., Tn_1,Ty. Quisiéramos tener una relacion asi:

Pn(2) = pn_i(2) + c(z)

en donde ¢(x) representa una correccién. En general ¢(z) es un polinomio de
grado n, ya que usualmente grado(p,_1) =n — 1 y grado(p,) = n. Sabemos
también que

c(x;) = pu(x;) — pp1(x;)) =0 parai=0:n-—1
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por lo tanto ¢(x) = ap(x — x¢) - -+ (x — 2 _1).
Siendo p,(z,) = f(x,) = yn

n—1

f(@n) = pp1(2n) +an H(xn - xj)a

j=0

de donde

Por razones que ya explicaremos, a, se llama la diferencia dividida de
orden n de f y se escribe

an, :f['ro,l‘l)"'al‘n]

por lo tanto

Pn(x) = pn1 () + flro, 1, -, 2n](x — x0) -+ - (2 — T11)

4.3.1 Propiedades

1) flro,z1, ... 20 = flwig, Tiy, - - -, 25, ] siendo (ig, i1, . . ., i) una permutacion
de (0,1,2,...,n).
2) Flro, a1, .. n] = flon, o, ] — flwo, @1, 0]
Tn — X
Prueba:

1) Sea ¢n(x) = (x — x9) - - - (x — x,,), luego
Un(wi) = (zi — o) -+ (i — i) (@5 — Tiga) -+ (23 — @)
Como

Pa(w) = Z li(z) f(x:) = Z —f(fﬂz),

se tiene




Resulta entonces que:

ot ) =0 = e ond =3 G =3

con (i, ...,i,) permutacién de (0,1,...,n), mostrandose que
f[.l'[), L1y ,.I'n] = f[.l'io, Ljyyee- ,l‘in]

2) Para n =1 es cierto, pues

To — T r1T — T Tr1 — X

ﬂ%ﬁﬂ=22&%$= [wo) | J@) _ f(@) = flwo)

Supongamos que la féormula es valida para n puntos; siendo

e (@)
f[xla--'axn] - Z (xz _«Tl) («Tz —%4)(%‘ —l‘i+1) (l'z _xn)

=1

flzo, .. xn 1] :i f (i)

(@i = mo) -+ (w5 = mim1) (% — Tig1) -+ - (T — Tna)

resulta :
floe, . oyzn] = flro, . yzna] 1 B f(zo)
Tn — Zo _xn—xg{ (xo—xl)---(xo—xn,l)jL
— f (i) <wz—1:vn N :vl—;xo)
* ; (% - 351) T (% - xi—l)(xi - $i+1) T (il?z - i15n—1)jL

f(xn) _
*c%—xw~«%—an}‘

_ f (o) — f(x:)
= o —w1) (w0 — ) +§ (2 — 20) (71 — 1) (51— Tig1) e (@5 — )




Regresemos a la férmula; se tiene

po(z) = f(wo)
pi(z) = f(wo) + (z — x0) f[T0, 71]
p2(r) = f(x0) + (x — 20) flw0, 1] + (2 — m0) (2 — 21) f[T0, 71, T3]

y asi siguiendo
pa(®) = f(x0) + (v — 20) flwo, T0] + (7 — m0) (T — 21) f[T0, 71, T+

oot (=) (= ) flEo, 21, - T
(4.3)
Esta se conoce como la forma de Newton de diferencias divididas para el
polinomio de interpolacion.

Tabla de diferencias divididas de f(z). Si una tabla de valores
(x;, f(x;)) es dada, a partir de ellos podemos construir una tabla de diferen-
cias divididas

x| flzs) flzi, Tig1] flzi, Tivr, wigpl fli, Tigr, Tiya, Tif 3]

zo| fo
_ flzo, 1] = % I
x| fi \ flzo, 71, 72] ]

o —

f[$17$2] = x;_xll \ f[l‘o,l‘l,l'z,l'?,]
\

Ta| fa B flz1, x2, x3]
flzs, 2] = % flz1, 2, T3, 4]
x3| f3 faef flw2, 23, 24]
f[$3,1'4] = Ta—z3 T2,T3,T4,Ts
4 3
z4| fa flws, x4, 5]

flza, xs) = f:i%ﬁ

zs| fs

Ejemplo 4.3.1.
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T f f[a] f[aa] f['a'a'a'] f['a'a'a'a']
3.0 1
10
3.1 2 -300
-50 3000
3.2 -3 600 — 10000
70 -4000
3.9 4 -600
-50
9.4 | -1

Algoritmo para las diferencias divididas: Difdiv(d, z,n)

A la entrada d y x son vectores con elementos f(z;) y x; i = 0 : n re-
spectivamente. A la salida, d; contiene flzg,z1,...,2;].

Paso1l: Paraz:=1:n
Para j:=n:—1:1

dj = (dj — dj 1)/ (x; — x-3)
Paso 2: stop.

Algoritmo para el polinomio de interpolacién de Newton: Interp(d, x,n,t,p)

A la entrada d y x son vectores conteniendo f[zg,x1,...,2;], x;,i =0 : n,
respectivamente. A la salida, p contiene el valor p,(t) del polinomio de in-
terpolacién de grado n, que interpola f en x.

Paso 1: p:=d,

Paso 2: Parai=n—-1:-1:0
pi=di+ (t —x;)p

Paso 3: stop.

4.3.2 Otras Propiedades de las Diferencias Divididas

Teorema 4.3.1. Sea p el polinomio de grado a lo sumo n que interpola una
funcion f en un conjunto de n+1 nodos distintos, xg, T1,...,Ty. Sit es otro
punto distinto de los nodos, entonces

f(t) =p(t) = flzo, 21, @, 1] H(t — ;)

J=0
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Prueba:

Sea ¢ el polinomio de grado a lo sumo n + 1 que interpola f en los nodos
Zo,X1,...,Tpn,t. Sabemos que ¢ se obtiene de p anadiéndole un término, esto
es

q(z) = p(z) + flro, x1,. .., Tn, t] H(x — ;)

Como ¢(t) = f(t), obtenemos de una vez, haciendo z = t,

f(t) =pt) + flro, 1, .., Ty, t] H(t —xj)

O
Teorema 4.3.2. Supongamos que f € C™(I), zg,21,...,T, son nimeros
distintos en I, siendo
I = [min z;, méx x;]
1=0:n i=1ln
. Entonces existe un numero & en I tal que
ARG
f[l'o,l'l,...,l'n]: '( )
n!
Demostracion:
Sea P(z) el polinomio de interpolacién de f en zg,xq,...,2, 1. Por el
teorema anterior
n—1
f(zy) — P(z,) = f[xg,xl,...,xn]H(xn — ;) (4.4)
§=0
Por el teorema del error de interpolacién existe £ en (a, b) tal que
n—1
F™(E)
Flen) = Plan) = [[(on — 2% (4.
§=0
Comparando las formulas 4.4 y 4.5 se obtiene la tesis.
O
Corolario 4.3.1. Sean P(x) un polinomio de grado n y xq,..., T, k+ 1

puntos distintos, entonces

a, st k=n
P[l‘Oaxla-"al‘k]:{ 0 si k>n
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Prueba:
Por el teorema anterior

PM(g)

Plzg,xq,... x5 = o

con min(zg, ..., x;) <& < max(xg,...,TE)

Como P™(x) = a,n! y P®)(x) = 0si k > n, se tiene

ann!
P[x07x17"'7xn] = - =an Yy

Plzg,zqy,...,x¢] = 0 sik>n

|

Este teorema nos dice que la diferencia dividida de orden n de un poli-
nomio de grado n es igual al coeficiente de mayor grado y la diferencia divi-
dida de un orden mayor que n es cero.

Extension de la definicion de las diferencias divididas

Una férmula de las diferencias divididas, llamada la formula de Hermite-
Genocchi, se necesita en muchas situaciones, como lo veremos méas adelante.
Sean z;, i = 0 : n distintos y f una funcién n veces continuamente diferen-
ciable, entonces

f[xo,xl,...,xn]:/---/f(”)(toxg—l—---—l—tnxn)dtl...dtn

Tn

siendo T, el simplex n-dimensional, es decir

Tn = {(tl,...,tn)/tl >0,...t, >0 Zti < 1}
=1

i=1 1=0

La demostracién de este resultado se hace por induccién y puede verse en
Atkinson o Kincaid-Cheney. La férmula también nos permite observar que
flzo,x1,...,2,] es una funcién continua de las variables xg,z1,...,x, sin
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importar si son o no diferentes y por lo tanto, por ejemplo

flzo,...,m0] = /---/f(")(xo)dtl...dtn:f(")(xo)//T dt ... dt,
i T n

n+1

= f™(zg) Vol(T,) = ARICTY (4.6)

n!

Esto motiva la extensién de la definicion de diferencias divididas al caso
cuando alguno o todos los nodos coinciden.

Definicién 4.3.1. Sean zo < z; < --- < x,. FEntonces las diferencias
divididas se definen como

f[xlﬂxZ?"'an]_flix[))xl)"'?xnfl] si T 7él'
f[xOJxla"'axn]: ITp — X " 0
£ (20) /0! $i Ty = T

Para entender mejor esta definicién veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.2. Supongamos que los puntos son xgy, g, Xg, L1, T1,To

zi | f(i) | fli, i flTi, Tiga, Tiyo]
Zo fo
f[ﬁvo,on] :f(') ,
To fo flzo, w0, 2] = 70
flwo, zo] = £y /
To fo f[xo,ﬂﬂo,ﬂﬁ] = %
f[l‘o,xl] _ f(xl) - f(l‘O)
Tr1 — X .
T fi f[xo,xl,fﬁ] = %[x;;xl]
f[xlaxl] - f{ ,
T fi f[xlaxlalﬁ]:%
f[l‘Q,-'I;l] _ f(xZ) - f(xl)
To — X1
o) f2
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Ahora podemos calcular derivadas,

d . [flwos . xn, + R = flwo, ..., 20, 7]
%f[l‘m"'al‘nal‘] - }ILIE)I(I) h
. flroy. . xp,x + b — flx,zo, ..., 2]
= lim
h—0 h
= ]lllg[l)f[x,xo,...,xn,ijh]
= flx,x0,...,xn,x] = flxo,. .., %Tn, 2, 1] (4.7)

4.4 Diferencias divididas con puntos igualmen-
te espaciados

4.4.1 Operador de diferencias progresivas

Para h > 0 definimos

Af(x) = flz+h) = f(z)

como la diferencia progresiva de f en x y a A le llamamos el operador de
diferencias progresivas.

Las diferencias progresivas de f en = de orden k se definen como
AT (@) = AP fz+h) — AFf(z) k>0

con A’f(z) = f(x).
Por ejemplo
N f(z) = Af(x+h)—Af(x)=f(x+2h)— flx+h)— flx+h)+

+f(x) = f(x+2h) —2f(x+ h) + f(x)
N3f(z) = f(x+3h)—3f(x+2h)+3f(x+h)— f(x)

k

Nf@ = () st i

j=0

Cuando los nodos g, x,...,x, son igualmente espaciados, es decir z; =
o +th, i =0 :n, se tiene
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Lema 4.4.1. Para k >0

1

f[%,il?h - ,%] = Wﬂkfo

Prueba:
Para k = 0 es cierto pues

L A%y = F (o)

f[iﬂo]:w

f(fl) - f(iUo) _ Af(ilﬁo) _ A fo
Tr1 — X N h N h

Supongamos que la formula es cierta para k£ < r; tomemos k = r + 1

f[x()v 1‘1] =

f[xo, ... ,xr+1] _ f[l'l, T2, ... ,l‘r+1] — f[.fb'g, L1y - ,.ZL'T]
Tr+1 — Zo
por la hipdtesis inductiva
A'fi  ATfy
_ ol ol
(r+1)h

_ A f(g +h) — A7 f (o) ATHLE

(r+ 1)thr+t C (r+ 1)t

Nota: Es claro que si p es un polinomio de grado n

A"p(zg) = cte.  AFp(x) =0 sik>n

Usando el lema anterior vamos a modificar la formula de interpolacion
de Newton a una férmula que contiene diferencias progresivas en lugar de
diferencias divididas.

Sea x = xo + sh, entonces x — x; = xg + sh — (xy + th) = (s — i)h.
P.(x) = Py(zo+ sh) = flxo] + shf]xe, x1] + s(s — 1)h? fxo, T1, 12|+

st s(s—1)(s=2) - (s —n+ )R flze, 21, . . ., Tn] =

n

= s(s— 1)+ (s — k4 1" flxg, 21, ..., 7]
k=0
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Arfy
kIhF

1) (s — k41
Poniendo (z) = ss—1) k'(s +1) y siendo f[zo, z1,...,Tk] =

podemos expresar a P, () asi:

<s> AR, Férmula de Newton

Py(x) = Po(wo + sh) = g k de diferencias progresivas

4.4.2 Operador de diferencias regresivas

Definamos

Vi) = fl@)—f(z—h)
VERDf(2) = VFEf(z) — VFEf(z —h) E>1

Es asi que:

V3f(z) = Vf(z)=Vf(z—h)=f(z) = f(z—h) = flz—h)+ f(z—2h)
= f(@)—=2f(x—h)+ f(z —2h)
Vif(z) = f(z)=3f(z—h)+3f(z—2h) - f(z - 3h)
En general se ve que

Vi) = 31y (’;)m — i)

J=0

Si los nodos interpolantes se reordenan asi: x,,%,_1,..., %o, la formula de
Newton para el polinomio de interpolacién es:

Pu(z) = flza] + flon—1,2)(z — 20) + flen—2, 01, Tn](2 — ) (€ — Zpn_1)+
ot flzo, . xp)(z — zp) (2 — Tp—1) - (2 — 1)

Usando espacios iguales con = = x, + sh y x; = x, + (i — n)h se tiene
x —x; = (s +n —i)h, lo cual produce:

Pn(x) = f[xn] + f[xnfla xn]Sh + f[xana Tp-1, xn]S(S + 1)h2 + -
+flxo, - xnls(s+1)---(s+n—1)A"
Lema 4.4.2.

Flan s ] = ﬁka(xn)
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Prueba: Ejercicio.

Extendiendo la notacién del coeficiente binomial para incluir nimeros
negativos

-5 —s(=s—=1)---(—s—k+1 pS(s+1)---(s+k—1
<k>_ ( ) ( +)_(_1) (s+1) k!(+ )

k!

Pu(e) = flon)+ (—1)(

_ k[ TS\ ok Foérmula de diferencias
Pula) = Z( D ( k )V f(we) regresivas (de Newton)

Si en el ejemplo de la funcién de Bessel queremos calcular con los mismos
datos J(5.7), es preferible usar la férmula de diferencias regresivas, haciendo
uso maximo de los puntos mas cercanos a 5.7.

Cuando z es un valor cerca del centro de la tabla, las féormulas anteriores
para el polinomio de interpolacion no son muy apropiadas. En estas cir-
cunstancias se dispone de una gran variedad de férmulas basadas en las
llamadas “diferencias centrales”.

Se define, en base a nodos no tabulados,

5f(xi):f<xi+g> —f(xi—g>

f(x:) = d(0f(2)) = 6(f(wit1y2)) — f(wi12) =
= fl@ip1) = 2f (i) + f(zi1)

Pero

Se ve que

0% f(3) = 072 fwiga) — 26%F 72 f () + 0% 72 f (wi1)
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Por ejemplo si k = 2
0 f(xi) = 02 f(wigr) = 20°f(25) + 0 f (w5 1) =

= f(xiye) = 2f(vir1) + f(@:) = 2f (wiv1) +4f (23) — 2f (vima)+
+f(ws) = 2f(w5-1) + f(2i2)
= f(wig2) — 4f (@iv1) +6f(25) —4f(25-1) + f(2i2)

La correspondiente tabla de diferencias centrales para xg, 1, T2, 2_1,2_o, T3
es:

Ty foo
0f 32

v fa 52f—1
0f-12 0 f_1)2

To Jo 0% fo 54f0
6 f1/2 0 fif2

a1 fi 52f1 54f1
0f3/2 0° fa2

T2 f2 52f2
0 f5/2

T3 f3

Formula de Everett para el polinomio de interpolacién
Se toma un numero par de nodos y se pone n = 2m + 1, donde

Ty < <21 <2 <21 << Ty <Typt1-

Denotando s = _xo,tzl—s. Se tiene
B HE—1) HE - )B4 (2= m?)
Po(z) = tfo+ ———0fo+ -+ G ) 5™ fo+
2 _ 1 2 1\(s2 —4)...(s2 —m2
sf1+3(37')52f1+...+5(5 (s —4)---(s"—m )52mf1

3 (2m +1)!

Observar que si m = 1, se obtiene un polinomio cubico.

Interpolacién equidistante y el fendmeno de Runge

Sea f(z) continua en [a,b], x,21,...,2, € [a,b]. Sila sucesién de puntos
{(x(()"),xgn), . ,x%n))} cubre [a, b],;es posible decir que la sucesién de poli-
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nomios de interpolacién {P,(x)} converge a f(z) en [a,b] uniformemente?.
Es decir, es cierto que

1£() = Palo)llos = mix | &) = Pa(o)] =2 0

Esta pregunta no esta completamente resuelta. Sélo hay respuestas parciales.

Primer resultado: Interpolacion con nodos igualmente espaciados.

j
negativa. El ejemplo lo da la funcién

Aqui a:g”) —a 7" = :cg”) + jhy hy = — ¢ j = 0:ny la respuesta es
n

1 21
:m en[—l,l] Conxi:—l‘i‘% ZZOTL

9()

Runge (1901) descubrié que cuando el grado del polinomio n — oo, P, (z)
diverge en los intervalos 0.726 < |z| < 1. Este fenémeno se conoce como el
fenémeno de Runge (ver Isaacson-Keller). Las figuras 4.4.2 y 4.4.2 ilustran
esta situacion en lo casos n = 5 y n = 10. Notar que la interpolacion es
buena en la porcion central del intervalo. Tal comportamiento es tipico de la
interpolacion equidistante con polinomios de alto grado y puede ser explicado
teéricamente. (Isaacson-Keller, Analysis of Numerical Methods, pagina 275).

2

1.8

161

141

12

1+

>

0.8r

0.6

0.4r

0.2r

ol

. . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 4.1: La funcién de Runge y el polinomio de interpolacién de grado 5
con nodos x; = —1+2i/5, i=0:5
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-05 . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 4.2: La funcién de Runge y el polinomio de interpolacién de grado 10
con nodos z; = —142i/10, i=0:10

Segundo resultado: Interpolacion con abscisas de Tchebycheff.

El ejemplo de Runge responde en parte a la pregunta si los polinomios de
interpolacién P, convergen a f(z) en [a, b] si zg, x1, ..., 2, cubren [a,b]. Una
respuesta afirmativa se obtiene en el caso en que f y sus derivadas primera
y segunda son continuas en [—1,1] y los puntos x; son exactamente:

<2j+17r> )
x; = cos J=0:n

n—|—1§

y P,(z) es el polinomio de interpolacién de grado n de f en [—1,1]. Entonces

(o) — f(@)] < O (%)

Los nodos z; se llaman las abscisas de Chebyshev, esto es, son los ceros del
polinomio de Chebyshev de grado n + 1.

En el caso de la funcién de Runge, si usaramos estos nodos obtendriamos
una mejor aproximacién, pero aun asi esta apoximacién no resulta muy bue-
na. Este tipo de funcién se presta mas a una aproximacion por polinomios a
trozos (splines).

Con datos equidistantes se puede obtener una mejor aproximacién con el
método de minimos cuadrados ajustando un polinomio de menor grado (en
el caso de Runge, n = 6).
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Tercer resultado (Faber, 1914):

Para todo conjunto de nodos prescrito

agxgn)<x§n)<---<x(”)§b

n

existe una funcién f e Cfa,b] tal que los polinomios de interpolacién de f
usando estos nodos no converge uniformemente a f.

Cuarto resultado
Si f es una funcién continua en [a, b], entonces existe un sistema de nodos

a <zl <l
tales que los polinomios de interpolacién P, de f en dichos nodos verifican

1 (2) = Pa(@) ]l = max f(z) = Pu(@)] 52 0

4.5 Interpolaciéon y nodos de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev se definen por recurrencia

To(z) =1 Ti(z) ==z
Toi1(x) = 22T, (x) — Tyhoi(x) n>1

Teorema 4.5.1.

Tn(x) = cos(n arccos(z)), n >0 ze[—1,1]

Prueba:
Siendo
cos(n+1)§ = cosfcosnb — sinfsinnf
cos(n —1)0 = cosfcosnf + sin 0 sin nf
resulta

cos(n + 1) + cos(n — 1)0 = 2 cosf cosnb

Definamos f,, = cos(n arccos(x)) con x = cosf. Entonces se tiene

folz) =1 filz) ==
fn—i—l(x) = 2£Efn($) - fn—l(x) n>1
Por lo tanto f,(x) = T,,(x) para n > 0 O

Veamos algunas propiedades
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L. |T,(x)] <1lpara—-1<z<1

2. T, (cos ]—W) = (—1)/ paraj=0:n
n
27 —1
3. T, (cos J m)=0paraj=1:n
. 1 T,,()
4. El coeficiente de mayor grado de T,(z) es 2" ' y por lo tanto gn—1 €

monico.

Teorema 4.5.2. Si p es un polinomio monico de grado n, entonces

, T, (x) 1
— > =
b2 _mix p@)] 2 115711 = 50

Prueba:

El teorema afirma que entre todos los polinomios ménicos de grado n,
T, (x

es el que tiene la norma minima. La prueba es por el absurdo. Supon-

gn—1
gamos que existe un polinomio p ménico de grado n tal que
1
Pl < 5 bl <
T,(x l .
Sea ¢(x) = 5 ( 1) y x; = cos— para i = 0 : n. Entonces
n- n

(~1)p(a) < |pli)] < gy = (~1g(a)

—

En consecuencia
(_1)i[Q(xi) —p(z;)] >0 1=0:n

Luego g — p oscila n + 1 veces en el intervalo [—1,1] y por lo tanto tiene n

raices. Pero siendo ¢ y p ménicos, ¢ — p es un polinomio de grado n — 1.
Absurdo. O

Error de interpolacién: eligiendo los nodos

Supongamos que [a,b] = [—1,1]. Si z,£ ¢ [—1, 1], siendo
) = (o) = L2l g
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resulta

n

1 £ (n+1)
mix|1() = po(o)] < gy i T (@ = ) e 7+ o)

n

Por el teorema anterior {nax |H r—x;)| > 2", y 27" se alcanza si x; son

los ceros del polinomio T, (x ) es decir

2t +1
T; = COS T 1=0:n

2n + 2

Luego
1
< - - (TL+1)
max |f(z) = pn(@)] < 2n(n+1)![r§g§|f ()]

esto es

1@ = 2o@ e < G 1@

4.6 Funciones Splines

Las funciones splines o trazadores son funciones polinémicas a trozos difer-
enciables hasta un cierto orden en un intervalo dado.

Definicién 4.6.1. Sea a = 1 < x5 < - -+ < x,, = b una subdivision de [a, b].
Una funcion spline o trazador de grado p con nodos en los puntos a = x1 <
Ty < -+ < Ty = b es una funcion s(x) con las siguientes propiedades:

1. sobre cada subintervalo [x;x;41], i =1:m—1, s(x) es un polinomio de
grado p.

2. s(x) y sus primeras (p — 1) derivadas son continuas en [a, b|
Ejemplos:
1. p =0, la funcién s(z) es constante a trozos.

2. p=1, entonces s(z) es una funcién continua y lineal a trozos.

3. p = 3, entonces s(x) es un polinomio cibico sobre cada sub-intervalo
[;, x;11] con s(x), s'(x), s”(x) continuas.
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70

Figura 4.3: Una funcién spline ctibica

Observar que la derivada de una spline de grado p es otra spline de grado
p — 1. Las funciones splines cibicas son las méas usadas entre las splines,
debido a que son suficientemente suaves para ajustar datos y no tienen el
comportamiento oscilatorio que caracteriza a la interpolacién con polinomios
de alto grado.

Interpolacién con Splines

Sean a = 11 < Iy < -+ < xp = b, y(x;) = y;, © = 1 : m. Una spline de
interpolacion o un trazador de interpolacion es una funcién spline o trazador
s(x) tal que

s(x;) = yi, i=1:m

Interpolacién con spline lineal: el problema de interpolacion con splines
lineales tiene una tnica solucién, ya que toda spline lineal s(z) puede expre-
sarse asi:

s(x) = Zyz@i(x)

con .
J:iz;_imfil’ T € [l‘i_l,l‘i]
®;(z) = %a T € [T, Tit]

0, si no
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y ®;(x) linealmente independientes.

s(x)

X1 X; X1

Xifl Xi Xi+1

Figura 4.4: La funcién ®; y la spline lineal s(x)

Interpolacion con spline cibica. En este caso el problema tiene infinitas
soluciones. En efecto si

s(z) = a; + bz + ¢;x* + dix?

en [x;, ;41| parai=1:m — 1, entonces hay 4(m — 1) = 4m — 4 coeficientes
ai, b;, ¢;, d; a determinar, con las condiciones s(x;) = y;, i = 1 : m, 59 (2;44) =
sU)(x;_), parai=2:m—1y j=0,1,2, 1o que da un total de m~+3(m—2) =
4m — 6 condiciones. Luego hay dos grados de libertad en la eleccién de s(z).

Teorema 4.6.1. Toda funcidn spline cibica s(x) de interpolacion es, para
x € [x;,2541), un polinomio cibico de interpolacion de la forma

qi(x) = tyipr + Ty + h2[(8° — ki + (B — D) k]

r — T;

para i = 1 : m — 1, en donde h; = x;41 —x;, T =
ki, ko, ..., ky satisfacen el sistema tridiagonal de ecuaciones

hiakio1+ 2(hioy + hi)ki + hikiyy = di — d; 4
Yl

cont=2:m-—1 ydi:yiﬂhi_
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Como este sistema tiene m incognitas y m —2 ecuaciones, se necesitan dos
condiciones adicionales para que la funcién spline s(z) quede univocamente
determinada.

Demostracién:

Notar que si x = x; entonces t =0y ¢ = 1; si x — x;,1 entonces t — 1y
t—0.

Es facil ver que ¢;(z;) = y; y que ¢;(x) — y;+1 cuando x — x;; esto dice
también que ¢;_1(z) — y; cuando x — x; y la continuidad de s(z) se verifica.
Ademas

q;(r) = y;;rl - % +hi[(38% = Vkipr — (37 = Dki]  en [, 2141)

y por lo tanto

(@) = P hi(kis1 +2k) = di—hi(kis+2k;) siendo d; = 22

Por otro lado
Y1 — Y

y entonces para i =1¢ — 1

G4 (zi) = diz1 + hio1 (2k; + ki)
Pedir que ¢/(z) sea continua implica que

G (z:) = qi(z;) i=2:m—1

esto es
di—l + hl_1(2kz + ki—l) = dz - hz (ki+1 + 2kz)

es decir

hi—lki—l + 2(hi—1 + hz)kl + hiki+1 = dz — di—l para 1=2:m-—1

Por dltimo
q; (x) = 6tkiy1 + 61k;

lo que implica

¢ (z;) =6k; ¢ (zip1) = 6kiyr  qi_,(x;) = 6k;
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y por lo tanto
1 () = ¢} (2:)

De esta forma la continuidad de la derivada segunda es satisfecha. O

Faltan entonces las condiciones adicionales mencionadas en el teorema.

Spline natural. Este es el caso cuando se imponen las condiciones

es decir que s"(z1) = s”"(x,;,) = 0. Con esta eleccion el sistema de ecuaciones
se expresa asi

2(hy + hy) hy 0o ... 0
ho 2(hs + hs) hs 0 0
0 . coe hpes 2(hpes 4 hypo) Bopy—o
0 . . 0 hn—2 2(hm—2 + hyp—1)
ko dy — dy
ks ds — dy
k4 — dy — ds
kmfl dmfl - dmf2

Este sistema de ecuaciones cuya matriz es tridiagonal y simétrica es fuerte-
mente diagonal dominante. Por lo tanto es inversible y la descomposicién
LU puede hacerse sin intercambios de filas.

Ejemplo 4.6.1. Construir la spline ciubica natural que interpola los valores
(_377)7 (_1711)7 (0726)) (3756) Y (4729)

Procedemos primero a calcular h; y d; para montar el sistema de ecua-
ciones. Se tiene h1 = 2, hg = ]_, h3 = 3, h4 =1 y d1 = 2, d2 = ]_5, d3 =
10, dy = —27. Como ki = k5 = 0 el sistema queda

6 1 0 ko 13
1 8 3 ks | = —15
0 3 8 k4 —-37

de donde ky =2, k3 =1, ky = —5 y la spline resulta ser
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(22 +1 en (—oo, —3]
3 + 922 + 251 + 28 en [-3,—1]
—2® 4+ 32% + 19z + 26 en —1,0]
s(x) = |
—223 + 322+ 192+ 26 en [0, 3]
5% — 6022 4+ 208z — 163 en 3, 4]
[ 32z + 157 en 4, 00)

Teorema 4.6.2. Sea f en CP[a,b] ya =1z, <+ - <3, =b. Si s(z) es la
spline cibica natural que interpola f en los nodos dados entonces

b b
[ < [P
Demostracién: Sea g = f — s. Entonces g(z;) =0, i=1:my

/ab[f"(x)]de = /ab[s”(x)]de + 2/: s"(x)g" (x)dz + /ab[g”(x)]de

Sélo hay que probar que f; s"(x)g" (x)dxz > 0. Dividiendo el intervalo de in-
tegracién, integrando por partes y usando las condiciones de la spline natural

se tiene,
b m—1 Tit1
/ $(@)g" (@)dz = 3 / " (2)g" (x)dx =
@ i=1 VT

m—1

= Y i) i) — g @) = [ g @) =

m—1

= - Z ¢i(g(wip1) — g(xi)) =0
=1 0

Recordemos que la curvatura de una curva descrita por y = f(z) es la
cantidad .,
/()]

(1 +[f"(2)])
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Podemos ver a |f”(x)| como una aproximacién a la curvatura. En la interpo-
lacién con spline cibica natural estamos hallando una curva con curvatura
minimal.

Teorema 4.6.3. Sea

h= min h;
i=1l:m—1

con h; = w4 — x; y supongamos f en CWa,b] con vy = a y v, = b y
f"(a) = f"(b) = 0. Sea s(x) la spline cibica de interpolacion de f en los
nodos dados, entonces existe M > 0 tal que

mix |fV) (@) = sV ()| < M AT, =0,1,2

Condiciones en las derivadas de la frontera En este caso se pide

sa)=y1  &(em) =ypn
lo cual da lugar al siguiente sistema:
2hy hy 0o ... ... 0 k4
hy  2(hy + hy) he 0o ... 0 ko
: : A : ks
0 - coe hpmo 2(hm o4+ hm1) hmo :

0 - o 0  hm 2hm 1 km

di — 1y

dy — dy

= d3 — dy

y;n - dm—l

Observar que esta matriz tridiagonal es también fuertemente diagonal
dominante y por lo tanto es no singular y la descomposicién LU puede hacerse
sin intercambios de filas.

Teorema 4.6.4. Sea

h= min h;
i=1l:m—1

con h; = x;11 — x; y supongamos [ en 0(2)[a, bl conxy = a yx, =by
f(a) =y f'(b) =vy.,. Sea s(x) la spline cibica de interpolacion de f en los
nodos dados, entonces existe M > 0 tal que

mix |fV) (@) = sV ()] < M AT, =0,1,2
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Condiciones de frontera periddicas En este caso se pide
s'(z1) = §'(Tm) s"(z1) = s"(xm)

de lo cual resulta un sistema de ecuaciones lineales pero con una matriz que
deja de ser tridiagonal. Queda como ejercicio la construccién de dicha matriz.

Dependiendo del tipo de aplicacién, se podria desear guardar los k; y
usarlos directamente para evaluar la spline. Si la spline va a ser evaluada
muchas veces, es mejor reordenar los términos. Si expresamos la spline como

s(x) = yi + Bilz — x;) +vi(z — 2;)* + 6;(x — z;)°

en [z;,x;11] con i =1:m—1, es preferible calcular y guardar los coeficientes
Bis i ¥ i

Estos coeficientes verifican s(z;) = y;, §'(z;) = B, s"(x;) = 2v; y s (x;) =
66;. Recordando que

s'"(z;)) = (i) = di— hi(kiy1 + 2k;)
s"(z;) = q¢"(x;)) = 6k;
Slll(l,i) — q///(xi) — 6ki+1_ki
hi
resulta

Bi = di — hi(kiy1 + 2k;)

v = G6k;

5 = 6ki+1 — ki

h;
parai=1:m — 1.
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Capitulo 5

Integracion Numeérica

5.0 Cuadratura Numérica

El problema de la cuadratura numérica consiste en calcular una aproximacion

de ,
I(f):/f(x)dx —oo<a<zr<b<oo

La idea es buscar una aproximacién f,(x) de f(z), de manera que

1(f,) = / ful@)de = I,(f) (5.1)

sea ficil de evaluar. I,(f) serd entonces una aproximacién de I(f). Por
ejemplo si f,(z) es elegida de manera que || f,(z) — f(2)]|s — 0, entonces

Eu(f) = L(f) — 1(f) = / (fulz) — f(2))dz

y por lo tanto
|En(H)] < |l falz) = f(2) ]| (b — a)
también tiende a cero cuando n — oo.

Muchos métodos de integracion pueden verse dentro de este enfoque, si
bien existen otros tipos que se estudian mejor desde otro punto de vista. La
mayoria de las integrales numéricas tendran la forma

L(f) = ZAjf(%') (5.2)
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con xy,T1,...,T, puntos generalmente en [a,b] y Aj,j = 0 : n constantes
llamadas pesos correspondientes a dichos nodos. La férmula (5.2) también
se la conoce como cuadratura numérica.

Para integrandos con algin tipo de mal comportamiento (por ejemplo,
un valor funcional infinito en algin punto del intervalo de integracién), es
util considerar al integrando de la forma

malo bueno

La mayorfa de las férmulas de integraciéon numérica se basan en definir f,(x)
mediante interpolacion polinomial o polinomial a trozos. Comenzaremos la
descripcién de los métodos de cuadratura con los tres mas populares: las
reglas del rectangulo, trapecio y Simpson. Antes de ellos recordemos un
resultado que aplicaremos en diferentes oportunidades:

Teorema 5.0.1. (Valor medio para integrales) Sea w(x) > 0 integrable en
[a, b], con

/abw(x)dx < oo

y sea f(x) continua en [a,b]. Entonces existe al menos un punto £ en [a, D]
para el cual

[ v s =1 [ wws

Observar que en el caso w(z) = 1, el teorema dice que

/ f(x)dz = FE)(b— a)

5.0.1 La regla del rectangulo

Esta regla se obtiene al aproximar f(x) por un polinomio de interpolacién

b b
de grado cero que pasa por el punto medio (%, f(a ; )) e integrar dicho
polinomio. Se tiene:
b
a+b a+b
() = [ 55 = 0= 0 f(*5)

+b
que no es mas que el area del rectangulo de base b — a y altura f(aT).
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Estimaremos el error suponiendo que f es dos veces continuamente dife-
renciable en [a, b]. Siendo el error de interpolacién

E(f)=(x— Vfla,z], & en (a,b)

resulta

Eo(f) = [ (f(@) = mla)ds = [ (& = “2)flo, el

Quisiéramos aplicar el teorema del valor medio para integrales, pero el

) cambia de signo en [a, b]. Entonces definimos

w(z) = /m(t _ a;b)dt

factor (z —

Se tiene asi que
1
w(x) = §(x2 — (a + b)x + ab)
y por lo tanto w(z) < 0 en [a, b], con w(a) = w(b) = 0. Ademds

b 1 ,
/a w(x)dr = _E(b —a)

Regresando a Ey(f) e integrando por partes, se tiene

Eo(f) = / w(z) fla ldz = w(z) fla, 2]}, - / w(@) fla, z, eldz

Usando w(a) = w(b) = 0 y aplicando el teorema del valor medio para inte-
grales, resulta

(b—a)®

Eo(f) = S flas €, €] =

(b—a)’
24

f7(n) nela,b)

Si b — a no es suficientemente pequeno, la regla del rectangulo no da una
buena aproximacién. En este caso lo que se hace es tomar la integral como
suma de integrales sobre subintervalos pequenas y luego aplicar la regla del
rectangulo en cada uno de ellos, dando lugar a lo que se conoce como la regla
b—a

2

compuesta del rectingulo. Sea n > 1, h = , x; =a+jh,j =0:n,

entonces:
b n T n h3
Iy, = f(z)dx = f(z)dx = hf(zi—12) +—f"(n;)
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en donde z; 1/, = x; —h/2 es el punto medio del intervalo [z, 1, x;] y 1; estd
en dicho intervalo. Luego

IOc(f) = hZf(%‘—lﬂ)
y

W< 5 h 1 h?
Eulf) = 53 21" () = T G2 m) =550~ @), &elont

5.0.2 La regla del trapecio

Se basa en aproximar f(z) por un polinomio de interpolacién lineal por los
puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Se tiene:

1 = [ 2=+ 52 e = L5 g+ 10

5.1 Polinomios Ortogonales

Para poder desarrollar un método de integraciéon importante conocido co-
mo la cuadratura gaussiana, necesitamos introducir la nocién de polinomios
ortogonales y estudiar algunas propiedades de los mismos.

Sea w(x) > 0 integrable en (a,b) tal que fabw(x)g(x)dx = 0 para g(z)
continua implique g(z) = 0 en (a, b).

Definicién 5.1.1. Definimos el producto escalar de dos funciones f y g de
Cla, b] mediante

(9) = [ wlo)f(e)g(a)da (53
y la norma como

191 = ([ o) o

Definicién 5.1.2. Decimos que f y g son ortogonales respecto a (5.3) en
Cla,b] si

F9) = [ )@ =0
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Teorema 5.1.1. (Gram-Schmidt) Eziste una sucesion de polinomios ortog-
onales {pn(x)}n>0 con grado(py,) = n para todo n y (¢n, Pm) = 0 para todo
m # n, n,m > 0. Ademds se puede construir una unica sucesion de poli-
nomios ortonormales si pedimos

1. (pnypn) =1 (6 |lenl =1)
2. el coeficiente de " > 0 en ¢, (z)

Proposicién 5.1.1. Si {¢,(%)}n>0 es una sucesidn de polinomios ortogo-
nales, entonces es linealmente independiente. Ademds (on,q) = 0 para todo
polinomio q(x) de grado menor que n.

Teorema 5.1.2. Formula de recurrencia. Sea {¢n(x)}n>o una familia de
polinomios ortogonales en (a,b) con funcion de peso w(x) > 0. Entonces
para n > 1

Pni1(2) = (anT + bn)on(2) — Capn1(2) (5.4)
An n n n n 2

en donde a, = —H, b, = an(x(pi’g;), Cp = an% y A, es el
Ap [[onll an-1][pn-1l]

coeficiente de x™ en @, (z).

Veamos ahora algunos ejemplos de polinomios ortogonales.

5.1.1 Polinomios de Legendre

Se definen mediante la férmula

1 d

- 2nn! dzn

Py(z) =1 Py (z) (z>=1)", n=12,... (5.5)

Puesto que (2% — 1)" es un polinomio de grado 2n, P,(z) es un polinomio de
grado n. El coeficiente de 2™ es el mismo que el del polinomio

1 d ,, 1 n
g = MQn(Qn —1)...(n+ 1z
, . , An—i—l
Por lo tanto a,, de la férmula de recurrencia (5.4) esta dado por a,, = e
2n + 1 "
n+1°
Propiedades:
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1. Siw(z) =1en [-1,1],

1 0 st n#EMmM
(P, Py) = / PPy =14 1

1 2n + 1

Esto se demuestra probando primero que

/_1 2 Py(z)dz = (—1)7r! /1 "7 2y

1 _y dz"T

si0<r<mn

Luego hay que mostrar que si r =n

o, 2n(2n —2)...2 _ 22nl(pl)3
(—1) n!/l(x - 1) dx—2n!(2n+1)(2n_1)'”3 T @2n+1)!

2. Py(—z) = (—1)"Py(z)

2n+1 n
3. Poii(z) = = P, (z) — o——

. 2n +1
En efecto, ya vimos que a, = 1 Por otro lado
n

P, 1(x)

/1 2P (2)dr = /0 xp,f(x)dx+/01xp,$(x)dx

1 -1

—

(322 —1)
(5% — 3x)

BBl

\_/\5/\_/\/
Il

NN = K]
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5.1.2 Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev introducidos en el capitulo 4, y que estan dados
por T,, = cos(n arcosz), tienen la propiedad de ser ortogonales en [—1, 1] con

1
V1—a?

0 st m#Em
()T p(x)de =< ©™ si n=m=0

1
1

[a="

vl /2 si n=m>0

Esto se demuestra usando el hecho que

respecto a la funcién de peso w(x) = . Mas ann,

™
/ cosnrcosmzdr =0, sin#m
0

5.1.3 Polinomios de Laguerre

Estén definidos como

1 d" n_—x
L,(z) = P (z"e®), n>0 (5.6)

y resultan ortogonales con respecto a w(z) = e % en [0, 00), es decir

/ e " Ly(2) Ly, (z)dx = { 0 uen 7 m
0 1 st n=m
De (5.6) resulta que
Lo(z) =1 Li(z)=1-x
Se verifica ademds que,
Lia(#) = (204 1= 2)Ly() = — L 4(a)
b\ = ) Tt

5.1.4 Raices de los polinomios ortogonales

Vamos a mostrar que las raices de un polinomio ortogonal son simples y se
encuentran en el intervalo de ortogonalidad

Teorema 5.1.3. Sea ¢,(z), n > 0 una familia de polinomios ortogonales
en [a,b] con funcidn de peso w(x) > 0. Entonces el polinomio @, (z) tiene
exactamente n raices distintas en (a,b).
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Prueba:

Sean 1, Xg, ..., 2, los ceros de @, (z) para los cuales se cumplen

l.a<z; <b

2. ¢n(z) cambia de signo en x;
Es decir

on(x) = h(x)(z —2)™ (. — 29)™ ... (2 — 2,)™

con m; impar para que cambie de signo y h(z) no cambia de signo en
(a,b).
Supongamos r < n y definamos
p(x)=(r—m)(r —29)...(x —x,)
Entonces
my+1

)m1+1( )m2+1 )

T — Ty (=)

n(2)p(7) = h(z)(z — 2,
no cambia de signo en (a, b) y por lo tanto
b
[ w@ple)en@ds #0

contradiciendo la ortogonalidad de ¢, (x).0

5.1.5 Cuadratura Gaussiana

Hemos visto que si n+ 1 puntos distintos zg, x1, . . ., 2, del intervalo [a, b] son
especificados, podemos hallar coeficientes Ag,, A1, ..., Ay, tales que

[ twuta)dn =3 A1) 5.1)

donde w(z) es una funcién de peso definida anteriormente, de manera que
(5.7) sea exacta para todo polinomio de grado n. Sin embargo, es posible
elegir los nodos x; de manera que (5.7) sea exacta para polinomios de grado
superior.
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Teorema 5.1.4. St xg,21,...,x, se eligen como los ceros del polinomio
Ony1(x) de grado n + 1 de la familia de polinomios ortogonales asociados
a w(x) entonces (5.7) es exacta para todo polinomio de grado 2n + 1 si los
A, estdn dados por

b
Ajyn:/ Lin(z)w(z)ds

Hz‘;éj (z — ;)
Hz’;éj (zj — i)

Teorema 5.1.5. El error de la cuadratura gaussiana estd dado por

con ljn(x) =

n b (2n+2) b
E(f) = ZAj,nf(xj) —/ fl@)w(x)de = fi(f)/ (¢nsr (2))2w(z)da

(2n +2)!

con ¢(x) =i (w — ).
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